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dans les Modèles Stochastiques
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Université de Béjaia, Compus Targa Ouzamour, 06000 (Algérie).
Tel/Fax : (213) 34 81 37 09.
email : lamos bejaia@hotmail.com

http ://www.lamos.org

c© Publications de l’Unité de recherche LaMOS, 2020.
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Préface
Ces dernières années, un regain d’intérêt est constaté concernant le développement et

l’application des méthodes d’approximation des modèles stochastiques (châınes de Markov,
files d’attente, fiabilité, stocks, risques, . . .). Ainsi, en ce qui concerne l’application de la
méthode des opérateurs de la théorie de stabilité, on note en 2020 la parution de deux
synthèses sous forme de chapitres de livres de référence [1,2], ainsi que plusieurs articles
remarqués [8]. Ce livre, qui regroupe 30 textes, a pour ambition de donner une idée de la
contribution de l’école algérienne des méthodes d’approximation des modèles stochastiques.

Il présente la démarche des approches développées au niveau de l’Unité de Recherche
LaMOS (Modélisation et Optimisation des Systèmes) depuis sa création en 1985 : stabilité
forte, développement en série de Taylor, décomposition stochastique, monotonie, proces-
sus régénératifs,. . .. Certes, les résultats ont été régulièrement discutés lors du SMB -
Séminaire Mathématique de Béjaia. Un compte rendu des exposés à ce séminaire heb-
domadaire du Laboratoire, lancé en 1987 et qui fonctionne sans discontinuité depuis 1992
(environ une trentaine d’exposés chaque année) est d’ailleurs publié dans une revue à ISSN,
dénommée ”SMB - Séminaire Mathématique de Béjaia (LaMOS)” [10].

Néanmoins, nous avons senti la nécessité d’approfondir le débat, en tentant d’ouvrir
des horizons. Ainsi, les applications à l’informatique et à la science de l’ingénieur ont été
développées dans le cadre de deux Workshops internationaux :EPQoS’2013 (Evaluation
des Performances et Qualité de Service) [3] et VECOS’2014 (Verification and Communi-
cation of Computer and Communications Systems) [4]. Quant au côté purement théorique,
il a été pris en charge dans deux Ateliers internationaux AMS (Analyse et Modèles Sto-
chastiques) : AMS’2013 [5] et AMS’2014 [6]. Des spécialistes internationaux avaient
été conviés pour orienter les débats et ainsi discuter de la manière d’envisager des études
comparatives. En effet, dans tous les cas, on envisage des applications numériques, ou bien
l’utilisation de l’estimation non paramétrique. D’un autre côté, on constate l’ouverture vers
des applications qui concernent les réseaux de Petri.

Pr Djamil Aı̈ssani
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tendances avancées”, Vladimir Anisimov et Nikolas Limnios Editeurs, ISTE Editions
Ltd, London, UK., 2020.

[3] Bouallouche-Medjkoune L. et Aı̈ssani D., Performance Evaluation and Quality of
Service, Lamos Editions, Bejaia, May 2013, 300 pages. ISBN : 978-9931-9140-0-6.
http ://www.univ-bejaia.dz/documents/labo/Actes-epqos2013Tabledesmatieres.pdf

[4] Alla H., Bouallouche-Medjkoune L., Aı̈ssani D. And Barkaoui K., Verification and
Evaluation of Computer and Communication Systems, Lamos Ed., Bejaia, September
2014, 172 pages. ISBN : 978 - 9931 - 9140 - 3 - 7. Dépôt legal : 4119 - 2014. http ://ceur-
ws.org/ Vol-1156. http ://www.univ-bejaia.dz/documents/labo/Vecos prosses resume.pdf

[5] Aı̈ssani D. et Lekadir O., Actes de l’Atelier International AMS (Approximation des
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Dépôt légal : 4258 - 2014.

[6] Aı̈ssani D. et Lekadir O., Actes de l’Atelier International AMS (Approximation des
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Elaboration et développement de l’approche de

stabilité forte : synthèse par schémas

Djamil Aı̈SSANIa and Ouiza LEKADIRb

Unité de recherche LaMOS (Modélisation et d’Optimisation des Systèmes)
Université de Bejaia, Bejaia 06000, Algérie
Tél. (213) 34 81 37 09,
a email : lamos bejaia@hotmail.com
b email : ouizalekadir@gmail.com

L’approche des opérateurs de la théorie de stabilité des modèles stochastiques a été
élaborée au tout début des années 1980 par Djamil Aı̈ssani et Nikolai Valentinovitch Kar-
tashov (voir les chapitres de synthèse cités dans la préface de ce livre). Dans cette note,
nous présentons les schémas que nous avons élaboré pour illustrer la démarche suivie ces
quarante dernières années pour le développement des axes de recherche et pour la structu-
ration de cette école d’approximations.

Plan

1. Les différentes méthodes de stabilité appliquées aux systèmes de files d’attente

2. Principe de la méthode de stabilité forte

3. Fondements théoriques de la méthode de stabilité forte

4. Applicabilité aux modèles stochastiques

5. Application aux systèmes de files d’attente classiques

6. Application à des systèmes de files d’attente spécifiques

7. Application aux modèles de risque

8. Différentes approches de stabilité appliquées aux réseaux de files d’attente

9. Types de perturbations considérées dans les systèmes de files d’attente
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Figure 1.1. Les différentes méthodes de stabilité appliquées aux systèmes de files d’attente.
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Figure 1.2. Principe de la méthode de stabilité forte.
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Figure 1.3. Fondements théoriques de la méthode de stabilité forte.
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Figure 1.4. Applicabilité aux modèles stochastiques.
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Figure 1.5. Application aux systèmes de files d’attente classiques.
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Figure 1.6. Application à des systèmes de files d’attente spécifiques.
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Figure 1.7. Application aux modèles de risque.
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Figure 1.8. Différentes approches de stabilité appliquées aux réseaux de files d’attente.
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Figure 1.9. Types de perturbations considérées dans les systèmes de files d’attente.
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A Closure Approximation for some Multi-servers

queue using the strong stability method

Mouloud CHERFAOUIa, Djamil AÏSSANIb and Smäıl ADJABIc

Unité de recherche LaMOS (Laboratoires de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes)
Université de Bejaia, Bejaia 06000, Algérie
Tél. (213) 34 21 51 88,
a email : mouloudcherfaoui2013@gmail.com
b email : lamos bejaia@hotmail.com
c email : adjabi@hotmail.com

Abstract : In this paper, we analyzed the stability of the M/M/∞ system using the
strong stability method, when this system is subject to a little perturbation at the level of
the : • arrivals rate (GI/M/∞), • structure (GI/M/s) and • service rate (M/GI/∞).
For this purpose, we first determine the approximation conditions of the characteristics
of the perturbed queuing system by those of the ideal system. Subsequently, under these
conditions, we obtain the stability inequalities of the stationary distribution of the queue
size.
Finally, to evaluate the performance of the strong stability method, we develop an algo-
rithm that allows us to calculate the different theoretical results obtained and this in order
to compare its output results with those of the simulation and to conclude on the quality
of the method in question.
Keywords : Multi-servers queue ; Infinite-servers queue ; Embedded Markov chain ; Per-
turbation ; Strong stability ; Stability inequalities.

2.1 Introduction

The ∞−server queue and the 1-server queue are the most analytically tractable queues
of practical importance. Thus, it makes sense to search for means of incorporating those
available results into exact and approximation methods to study the stationary behavior
of Markovian and non-Markovian ∞−server queue. That is, in fact, the main aim of this
paper.
Since the analytical results obtained in the analysis of the multi-server system are only
available in the form of a Laplace transform and/or a generating function, they cannot be
used in practice due to their complexity. In this work, we are interested in the approxima-
tion of the characteristics of the GI/M/∞ and M/GI/∞ systems by those of the M/M/∞
system and the characteristics of the GI/M/s system by those of GI/M/∞, in another
word, we propose to study the stability of the system M/M/∞ (as the ideal system) when
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the arrivals flow (respectively the service rate) is subject to small perturbations to obtain
the GI/M/∞ (respectively M/GI/∞) and the stability of the system GI/M/∞ (ideal
system) when the structure of this last system is subject to a perturbation at the number
of servers level (GI/M/s).
However, in recent years, practical needs have driven the research towards the determi-
nation of estimates and quantitative performance measurement methods of stability. It is
sometimes possible to estimate the numerically the error in the definition of the desired
characteristics for small perturbations of parameters. For this, in this article, we propose
to use the strong stability method because it performs, at the same time, a qualitative and
quantitative analysis of the queuing systems.
Among the existing works in the literature carried out in the same direction as our pro-
posal, on other waiting systems, we can quote the work of Benaouicha and Aı̈ssani [5],
Bouallouche and Aı̈ssani [7, 8], Bareche and Aı̈ssani [4], Berdjoudj et al. [6], ...
The first result is summarized in the construction of an upper bound of the absolute devia-
tion (L1 norm) between the stationary probabilities of the M/M/s system and M/M/∞
system, while the second result indicates that this absolute deviation tends to zero when
the number of servers tends to infinity. The studies of Aı̈ssani in 1992 [1, 2] where the
stability of the system GI/M/∞, by applying the strong stability method, was carried. In
these last two works, the author had given the stability’s conditions of the system with
respect to the norm υ(k) = βk(β > 1 and k = 1, 2, ...) and he proved that when s tends to
the infinity, in the system GI/M/s, then the deviation, between transition operator of this
system and the GI/M/∞ system tends to zero. This leads the convergence of the deviation
between their stationary probabilities to zero for the same norm. The work of Ramalhoto
in 1999 [13], where the author gives a heuristic approximation of the infinite server queue
by the multi-server queue with and without retrials.
The paper is organized as follows : in section 1 a brief description of the two systems
GI/M/∞ and GI/Ms are presented. In section 2, we present the preliminary concepts of
strong stability method, then in section 3, we will the details of the study of the stability of
M/M/∞ and GI/M/∞ systems. Finally, before concluding, we will give some numerical
applications in section 4.

2.2 Description of GI/M/∞ and GI/M/s models

2.2.1 Description of GI/M/∞ model

To analyze the GI/M/∞ queue we can use the embedded markov chain technique which
consists to identify a set of renewal points and relate the state probabilities at successive
renewal points to each other.
For this, suppose that the customers arrive at epochs T1, T2, ..., and assume that the
inter-arrival times Tk+1 − Tk (k = 0, 1, ...; T0 = 0) are random variables which are
mutually independent and identically distributed (i.i.d) with common distribution func-
tion H(t) = P{Tk+l − Tk ≤ t}(k = 0, 1, . . .) and mean inter-arrival time 1/λ. Let Xk be
the number of customers in the system just prior the arrival of the kth customer ; Xk
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is the number of customers present at Tk − 0. Since the input is recurrent and the ser-
vice times are by assumption i.i.d exponential random variables with mean 1/µ and inde-
pendent of the arrival epochs, then the arrival epochs T1, T2, ..., are a renewal points. Hence,
X = (Xk; k = 0, 1, . . .) is an homogeneous Markov chain with a state space N = {0, 1, 2, . . .}
and its transition probability :

Pij = P{Xk+1 = j/Xk = i; (j = 0, 1, . . . ; i = 0, 1, . . .); (2.1)

are given as follows :

Pij =


∞∫
0

Cj
i+1e

−jµt (1− e−µt)i+1−j
dH(t), if i+ 1 ≥ j ;

0, else.
(2.2)

It can be shown also, using the theory of Markov chains, that a unique stationary distri-
bution

πj = lim
k→∞

P{Xk = j}; (j = 0, 1, . . .); (2.3)

exists if and only if
∞∫
0

tdH(t) <∞ [9].

Let consider the same situation as previous (GI/M/∞) but, this time we assume that the
inter-arrival times T̃k+1 − T̃k(k = 0, 1, ...;T0 = 0) are i.i.d exponential random variables
with mean 1/λ. Let X̃k be the number of customers in the system just prior the arrival of
the kth customer. The arrival epochs T̃1, T̃2, . . ., in this case are also renewal points.
Therefore, X̃ = (X̃k; k = 0, 1, . . .) is an homogeneous Markov chain with a state space
N = {0, 1, 2, . . .}. The transition probabilities

P̃ij = P{X̃k+1 = j/X̃k = i}; (j = 0, 1, . . . ; i = 0, 1, . . .); (2.4)

are given as follows :

P̃ij =


∞∫
0

Cj
i+1e

−jµt (1− e−µt)i+1−j
dEλ, if i+ 1 ≥ j ;

0, else.
(2.5)

It can be shown, also using the theory of Markov chains, that the system has a unique
stationary distribution defined as follow :

π̃j = lim
k→∞

P{X̃k = j} =
(λ/µ)j

j!
e−(λ/µ); (j = 0, 1, . . .); (j = 0, 1, . . .). (2.6)

2.2.2 Description of GI/M/s model

To analyze the GI/M/s queue, we propose to use the same embedded Markov chain
used in [9] and which consists to identify a set of renewal points, relate the state probabili-
ties at successive renewal points to each other, assume the existence of a limiting stationary
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distribution, and solve the resulting system of equations.
Suppose that customers arrive at epochs T̂1, T̂2, ..., and assume that the inter-arrival times
T̂k+1 − T̂k(k = 0, 1, ...; T̂0 = 0) are random variables which are mutually independent and
identically distributed (i.i.d) with common distribution functionH(t) = P{T̂k+l − T̂k ≤ t}(k = 0, 1, . . .)
and mean inter-arrival time 1/λ. All customers wait as long as necessary for service. Let
X̂k be the number of customers in the system just prior the arrival of the kth custo-
mer ; i.e. X̂k is the number of customers present at T̂k − 0. Since the input is recurrent
and the service times are by assumption i.i.d exponential random variables with mean
1/µ and independent of the arrival epochs, then the arrival epochs T̂1, T̂2, ..., are renewal
points. Hence, X̂ = (X̂k; k = 0, 1, . . .) is an homogeneous Markov chain with a state apace
N = {0, 1, 2, . . .}. The transition probabilities

P̂ij = P{X̂k+1 = j/X̂k = i}; (j = 0, 1, . . . ; i = 0, 1, . . .); (2.7)

of this system are given as follows,

P̂ij =



∞∫
0

(sµt)i+1−j

(i+1−j)! e
−sµtdH(t), if i ≥ s− 1, j ≥ s and i+ 1 ≥ j;

∞∫
0

Cji+1e
−jµt (1− e−µt)i+1−j

dH(t), if i ≤ s− 1 and i+ 1 ≥ j
∞∫
0

t∫
0

Cjse
−jµ(t−τ)

(
1− e−µ(t−τ)

)s−j
e−sµτ (sµτ)

(i−s)!
i−s

sµdτdH(t), if i ≥ s, j < s and i+ 1 ≥ j;

0, else.

(2.8)

It can be shown, using the theory of Markov chains, that a unique stationary distribution

π̂j = lim
k→∞

P{X̂k = j}; (j = 0, 1, . . .); (2.9)

exists if and only if ρ = λ/sµ < 1.

2.3 The strong stability criteria and preliminary notations

LetM = {νj} be the space of finite measures on N, and let N = {f(j)} be the space of
bounded measurable functions on N. We associate with each transition kernel P the linear
mapping :

(µP )k =
∑
j≥0

µjPik, (2.10)

(Pf)(k) =
∑
i≥0

f(i)Pki. (2.11)

Introduce on M the υ-norm of the form :

‖ν‖υ =
∑
j≥0

υ(j) | νj |, (2.12)

where υ(k) = βk, for all k ∈ N and β > 1 is a real parameter. This norm induces in the
space N the norm
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‖f‖υ = sup
k≥0

|f(k)|
υ(k)

. (2.13)

Moreover, for all ν ∈ M and f ∈ N , the symbols νf and f ◦ ν denote respectively the
summation and the kernel defined as below

νf =
+∞∑
k=0

f(k)νk, (2.14)

(f ◦ µ)(k, j) = f(k)µj, for all (k, j) ∈ N× N. (2.15)

Let us consider B, the space of linear operators, with the norm

‖Q‖υ = sup
k≥0

1

υ(k)

∑
j≥0

υ(j)Qkj. (2.16)

Let ν and ν̃ be two measures and suppose that these measures have finite υ-norm. For all
f such that |f(k)| ≤ Λβk for some finite positive number Λ, we have

| νf − ν̃f | ≤ ‖ν − ν̃‖υ‖f‖υ inf
k≥0

υ(k)

= ‖ν − ν̃‖υ‖f‖υ
= ‖ν − ν̃‖υ sup

k≥0

|f(k)|
βk

.
(2.17)

Let us give the definition of the strong stability for an homogeneous Markov chain in the
phase state (N,B(N)) with respect to the υ-norm. Here B(N) is the σ-algebra generated
by the singletons {j}.
Definition 2.1 The Markov chain X with a transition kernel P and an invariant measure
π is said to be strongly υ-stable with respect to the norm ‖.‖υ if ‖P‖υ < ∞ and each
stochastic kernel Q on the space (N,B(N)) in some neighborhood

{Q : ‖Q− P‖ < ε}

has a unique invariant measure ν = ν(Q) and ‖π − ν‖υ → 0 as ‖Q− P‖υ → 0

The following theorem gives necessary and sufficient conditions for the strong stability of
a Markov chain.

Théorème 2.1 ([3]) A Markov chain X, with transition kernel P and stationary distri-
bution π, is strongly υ-stable if and only if there exists a measure α and a nonnegative
measurable function h on E such that

a) πh > 0, α1 = 1, αh > 0 ;

b) ‖P‖υ <∞ ;

c) T = P − h ◦ α ≥ 0 ;

d) there exists m ≥ 1 and ρ < 1 such that Tmυ(x) ≤ ρυ(x) for all x ∈ E ;
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where 1 is the identity function.

The quantitative estimates can be obtained by using the following results.

Théorème 2.2 ([11]) Let X be a strongly υ−stable Markov chain, with an invariant mea-
sure π and satisfying the conditions of theorem 2.1. If ν is the invariant measure of a kernel
Q, then for the norm ‖Q− P‖υ sufficiently small, we have

ν = π [I −∆R0 (I −Π)]−1 = π +
∑
t≥1

π [∆R0 (I −Π)]t ;

where ∆ = Q− P , R0 = (I − T )−1, Π = 1 ◦ π is the stationary projector of the kernel P
and I the identity kernel on M.

Corollary 2.1 Under the conditions of theorem 2.1, for ‖∆‖υ < 1−ρ
c

we have the estima-
tion :

‖µ− π‖υ ≤ ‖∆‖υc‖π‖υ (1− ρ− c‖π‖υ)−1 ,

where c = m‖P‖m−1
υ (1 + ‖1‖υ‖π‖υ) and ‖π‖υ ≤ (αυ)(1− ρ)−1(πh)m‖P‖m−1

υ .

2.4 Strong stability in the M/M/∞ (FCFS,∞) system

2.4.1 Case : perturbation of the arrival rate

Strong stability conditions

the first step in implementing the strong stability method is determining the υ−stability
conditions of the considered system, in other word, it consists in delimiting the domain
within the Markov chain X̃k associate to the analyzed system is strongly υ-stable after a
small perturbation. In our case, the υ−stability conditions of the M/M/∞ system is given
by the theorem 2.3.

Lemma 2.1 Suppose that in the M/M/∞ system, the condition λ < µ is fulfilled. Then,

there exists β ∈
]
1, 1 + (µ−λ)(2µ+λ)

λ(λ+µ)

[
such that,

ρ =
1

β

(
λ(β − 1)2

2µ+ λ
+

2λ(β − 1)

µ+ λ
+ 1

)
< 1. (2.18)

Théorème 2.3 Suppose that in the M/M/∞ queueing system the condition of the lemma
2.1 holds. Then, for all β such that 1 < β < β0 the embedded Markov chain X̃ is υ−strongly
stable for the test function υ(k) = βk. Where :

β0 = sup{β/β > 1, ρ =
1

β

(
λ(β − 1)2

2µ+ λ
+

2λ(β − 1)

µ+ λ
+ 1

)
< 1.
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Estimation of the strong stability

Before estimating the deviation between stationary distributions of the imbedded Mar-
kov chains X̃ and X using the strong stability method, we must estimate the deviation
of transition operators firstly. This deviation, for the considered systems, is given by the
following theorem.

Théorème 2.4 Let P̃ (respectively P ) be the transition operator of the embedded Mar-
kov chain in the M/M/∞ system (respectively in the GI/M/∞ system). Then, for all
1 < β < β0, we have :

‖P − P̃‖υ ≤ βw, (2.19)

where w =
∞∫
0

| H(t)− Eλ(t) | dt.

After elaborating the stability conditions, it remains to determining the deviation between
the stationary distributions of the imbedded Markov chains X̃ and X which can be done
by using Theorem 2.2 and Corollary 2.1.
The following theorem allows us to obtain the stability inequalities with exactly computing
of the constants.

Théorème 2.5 Let π̃ and π be the stationary distributions of the embedded Markov chains
X̃ and X respectively. Then, for all 1 < β < β0, and under the condition :

w <
(2µ2 − λµβ − λ2β) (β − 1)

β2 (2µ+ λ) (µ+ λ) (1 + eλ/µ(β−1))
, (2.20)

we have :

‖π − π̃‖υ ≤
wβ2 (2µ+ λ) (µ+ λ)

(
eλ/µ(β−1)

) (
1 + eλ/µ(β−1)

)
(2µ2 − λµβ − λ2β) (β − 1)− wβ2 (2µ+ λ) (µ+ λ) (1 + eλ/µ(β−1))

; (2.21)

where w =
∞∫
0

| H(t)− Eλ(t) | dt.

2.4.2 Case : perturbation of the system structure

Strong stability conditions

In this case, the domain within the Markov chain X̃k associate to the analyzed system
is strongly υ-stable after a small perturbation is given by the theorem 2.6.

Théorème 2.6 Suppose that in the GI/M/∞ system and suppose that the condition∫∞
0
dH(t)/t <∞ holds. Then, for all β such that 1 < β < β0, the embedded Markov chain

X̃ is υ−strongly stable for the test function υ(k) = βk. Where : β0 = sup{β/β > 1, ρ = 1
β

∞∫
0

[1− e−µt + βe−µt]
2
dH(t) < 1}.
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Estimation of the strong stability

After elaborating the υ-stability conditions, it remains to determining the deviation
between the stationary distributions of the imbedded Markov chains X̃ and X̂ which can
be done by using Theorem 2.2 and Corollary 2.1.
The following theorem allows us to obtain the stability inequalities with exactly computing
of the constants.

Théorème 2.7 Let π̃ and π be the stationary distributions of the embedded Markov chains
X̃ and X, respectively. Then, for all 1 < β < β0, and under the condition :

‖∆‖υ <
1− ρ
c0

, (2.22)

we have :
‖π̂ − π̃‖υ ≤ c0c‖∆‖υ(1− ρ− c0‖∆‖υ)−1 = Eβ; (2.23)

where :

c = ||π̃||υ =
∑
n≥0

n∏
k=1

g(kµ)
1−g(kµ)

(β − 1)n,

(here g(x) =
∫∞

0
e−xtdH(t));

(2.24)

c0 = 1 + c; (2.25)

and
‖∆‖υ = ‖P̃ − P̂‖υ. (2.26)

To illustrate the applicability of predicting performance perturbations, we will use the fact
that our norm distance implies a bound on the effect of switching from the nominal chain
to the perturbed one. For this, from the relation (2.17), we translate the norm bound in
theorem 2.7 to bounds for individual performance measures f .

Corollary 2.2 Let π̃ and π̂ be the stationary distributions of the imbedded Markov chains
in the GI/M/∞ system and GI/M/s system, respectively. Suppose that the assumptions
of Theorem 2.7 hold and 1 < β < β0, then, for any f such that ‖f‖υ <∞, it holds that

|πf − π̃f | ≤ Eβ‖f‖υ, (2.27)

where Eβ is defined in (2.23).

If we assume that the inter-arrival times are i.i.d exponential random variables and we use
the associated Markov chains to the M/M/s and M/M/∞ systems, then the Theorems
2.6 and 2.7 can be rewritten, respectively, as follow :

Théorème 2.8 Suppose that in the M/M/∞ queueing system the condition λ/µ < 1
holds. Then, for all β such that 1 < β < µ/λ the Markov chain X̃ is υ−strongly stable for
the test function υ(k) = βk.
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Théorème 2.9 Let π̃ and π be the stationary distributions of the Markov chains X̃ and
X̂, respectively. Then, for all 1 < β < µ/λ, and under the condition :

s ≥ α

((
1 + β2

β − 1

)(
1 + α

1− αβ

)(
1 + eα(β−1)

)
− 1

)
; (2.28)

we have

‖π − π̃‖ ≤
α (1 + α) (1 + β2)

(
1 + eα(β−1)

) (
eα(β−1)

)
(s+ α) (β − 1) (1− αβ)− α (1 + α) (1 + β2) (1 + eα(β−1))

. (2.29)

with α = λ/µ.

In addition, we can estimate the deviation between the two transition operators of the two
systems in question, which is given by the following theorem.

Théorème 2.10 Let P̃ (respectively P̂ ) be the transition operator of the Markov chain in
the M/M/∞ system (respectively in the M/M/s system). Then, for all 1 < β < β0 = µ/λ,
we have :

‖P − P̃‖υ =
α(1 + β2)

β(s+ α)
, where α =

λ

µ
. (2.30)

Remark 2.1 To prove the strong υ-stability of the imbedded Markov chain X̃ for the test
function υ(k) = βk , where β > 1, we use the strong stability criterion (Theorem 2.1). For
this, we choose the measurable function :

hi =

{
0, if i ≥ 1 ;
1, if i = 0.

(2.31)

and

αj = P0j(∞) =

{
0, if j > 1 ;∫∞

0
(1− e−µt)1−je−µjtEλ(t), if j ≤ 1 ;

(2.32)

for the first case and

αj = P0j(∞) =

{
0, if j > 1 ;∫∞

0
(1− e−µt)1−je−µjtdH(t), if j ≤ 1 ;

(2.33)

for the second case. Then, check conditions (a), (b), (c), and (d) of Theorem 2.1.

2.5 Numerical Application

In this section we present some applications examples of results obtained in previous
sections, knowing that our goal is to validate and to illustrate the manner in which they
can be exploited in practice.

To do this, we developed an algorithm that allows us to check the different conditions
and calculate the various needed quantities where the steps of this algorithm is inspired
from the algorithm proposed by Bouallouche-Medjkoune and Aı̈ssani in [7, 8]. Thus, we
obtain the following algorithm :
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1. Introduce the parameters of the system (input).

2. Verify the existence of β0

if β0 exists then
the system is stable
and goto 3
else
disp ’unable to conclude on the stability of the system’
and goto 4.

3. Determine the constant βopt the value of β minimizing the bound (2.21) (respectively (2.23)) checking the
constraint (2.20) (respectively (2.22))

4. end.

2.5.1 Case : perturbation of the arrival rate

The primary objective of this sub-section is to compare the bound put forward in Theo-
rem 2.5 against that given by simulation. Therefore, we consider two examples Cox2/M/∞
and E2/M/∞ and we will apply our bounds put forward in Theorem 2.5 and simulation.

Example 1

In this example, we consider the GI/M/∞ queuing system, where we set the service
rate µ = 2 and we assume that the distribution of the durations of inter-arrival H(t) is
a Coxian law with order two (a mixture of two exponential law), having the parameters
λ1 = 1.25, λ2 = 1.5 and α and defined by its probability density h(t) written as follow :

h(t) = αλ1e
−λ1t + (1− α)λ2e

−λ2t, (t ≥ 0, 0 ≤ α ≤ 1). (2.34)

The obtained results by the execution of the previous algorithm and by the discrete event
simulation, for different values of α ∈ {0.1, 0.2, ..., 0.9}, are ranked in table 2.1 below :

α λ βopt
Algorithmic

errors
Simulated

errors

0.1 1.4706 1.2169 0.3923 0.1714
0.2 1.4423 1.2339 0.7611 0.1844
0.3 1.4151 1.2490 0.9987 0.3741
0.4 1.3889 1.2624 1.0476 0.9365
0.5 1.3636 1.2740 0.9387 0.7251
0.6 1.3393 1.2840 0.7461 0.5208
0.7 1.3158 1.2926 0.5317 0.3885
0.8 1.2931 1.2997 0.3292 0.2423
0.9 1.2712 1.3056 0.1513 0.1512

Table 2.1. Numeric results : Case Cox2/M/∞ (λ = (1.25, 1.5) and µ = 2).

Discussion of Results
We note that for small values of α, the deviation ‖π − π̃‖υ is small too, which is valid for
large enough values of α. This can be explained by the fact that :
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1)For small values of α the law h(t) = λ2e
−λ2t + ε, which is very close to an exponential

law with parameter λ2.
2)For large values of α the law h(t) = λ1e

−λ1t + ε, which is very close to an exponential
law with parameter λ1.
That is to say, when the value of α is large enough or small enough, the Coxian law tends
to become an exponential law, hence the Cox2/M/∞ queue characteristics will be very
close to those of the M/M/∞ system.
If we compare the two numerical errors stored in the 4th and the 5th column of the Table
2.1 we see that the simulation results are always lower than the algorithmic results that
warrants and confirms that bound Eβ is an upper bound of the deviation ‖π − π̃‖υ.

Example 2 :

In this example, we take the same position as the first example, except the law of inter-
arrival H(t) which will be an Erlang law of order two (the sum of two exponential) having
the following probability density :

h(t) = λ2te−λt, t ≥ 0. (2.35)

The obtained results in this case, for different values of λ ∈ {0.200, 0.225, ...}, are ranked
in Table 2.2.

λ/n βopt
Algorithmic

errors
Simulated

errors

0.1000 9.9781 0.4396 0.3375
0.1125 9.0923 0.5166 0.3722
0.1250 8.3852 0.6007 0.4008
0.1375 7.8081 0.6931 0.4086
0.1500 7.3285 0.7948 0.5435
0.1625 6.9241 0.9075 0.5482
0.1750 6.5787 1.0329 0.6868
0.1875 6.2806 1.1733 0.7029
0.2000 6.0210 1.3316 0.7824
> 0.2 - - -

Table 2.2. Numeric results : Case E2/M/∞.

Discussion of Results We note that, where the value of λ increases (arrivals rate λ/n
increases) the difference ‖π − π̃‖υ increases too, and this until λ = 0.4 (λ/n = 0.2) which
can be explained by the fact that Erlang law departs from the exponential law for a large
enough values.
We also, note that for λ ≥ 0.425 (λ/n ≥ 0.2125) the stability conditions are not satisfied.
This means that the system M/M∞ is not ν−strongly stable for the test function βk, for
this perturbation.
Comparing the two numerical errors stored in the 3th and the 4th column of the Table
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2.2, we see that the bound Eβ is an upper-bound of the deviation ‖π − π̃‖υ for all errors
obtained by simulation which are below this bound.

2.5.2 Case : perturbation of the system service rate

In this sub-section we have consider the M/M/∞ system subject to a little perturbation
at the service rate level to obtain Cox2/M/∞ and E2/M/∞ queue. For the numerical
application we set the inter-arrivals rate λ = 1 and we assume that the distribution of the
durations of service time H(t) :
1st case : h(t) = αµ1e

−µ1t + (1−α)µ2e
−µ2t, with t ≥ 0, µ = (1.25, 1.5), and 0 < α < 1) ;

2nd case h(t) = µ2te−µt, t ≥ 0.
The obtained results by the execution of the previous algorithm and by the discrete event
simulation, for different values of α ∈ {0.1, 0.2, ..., 0.9} for the Coxian law (respectively for
µ = (0.200, 0.225, ...) for E2 law), are presented in Figure 2.1 (respectively Figure 2.2).

Figure 2.1. Comparative curves of the approximation errors : case Cox2 law.

Figure 2.2. Comparative curves of the approximation errors : case E2 law.

Discussion of Results We note that the same conclusions and remarks than section 2.5.1
can be realized.

2.6 Conclusion

In this work, we applied for the first time the strong-stability method on the M/M/∞
queue (respectively, GI/M/∞ queue) which is subject, in a first case, to a small pertur-
bation in the arrivals rate and in a second case, to a small perturbation in the service rate
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(respectively on its structure).

The application of the strong stability method, allows us to determine the stability’s
conditions of the M/M/∞ system (respectively, GI/M/∞ system) and a bounds of the
stability inequalities between the stationary characteristics of M/M/∞ system (respecti-
vely, GI/M/∞ system) and those of GI/M/∞ system in the case of the two perturbations
considered.
To validate the obtained theoretical results, we have developed an algorithm that its role is
to calculate with exactitude the stability inequalities constants. Finally, simulation studies
validate the outputs of the algorithm execution on real examples.
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Résumé L’analyse des systèmes d’attente avec une distribution générale, par exemple le système G/G/1, est
très compliquée et ce genre de systèmes ne peuvent être résolus que d’une manière approximative. En particulier,
souvent on essaye d’approximer une distribution générale par une distribution de type phase. Dans ce travail nous
considérons pour le cas du système de files d’attente de type GI/M/1 (resp. M/G/1) la possibilité de l’approximer
par un modèle PH/M/1 (resp. M/PH/1) où PH désigne une distribution hyperexponnentielle H2 ou hypoexpon-
nentielle HOE2 suivant la valeur du coefficient de variabilité de la distribution d’origine. Nous utilisons la méthode
de stabilité forte pour justifier cette approximation et estimer l’erreur qui en résulte.

3.1 Introduction

Les lois de type phase sont la généralisation des distributions exponentielles. Ce sont des
distributions de probabilités que l’on obtient par des combinaisons des distributions expo-
nentielles, Comme cas particulier nous citons la distribution d’Erlang, hyper-exponentielle,
hypo-exponentielle, Cox...
Souvent on approxime une distribution générale par une distribution de type phase. Cette
approximation est toujours possible car l’ensemble des distributions de type phase est dense
dans l’ensemble des distributions positives [2]. Plusieurs approches ont été développées
dans la littérature pour trouver une distribution PH qui approxime convenablement une
distribution générale G. Nous citons la méthode des moments qui consiste en la recherche
d’une distribution PH possédant les mêmes premiers moments que la distribution d’origine
[3, 12].

La méthode des moments utilisée à cette fin génère des erreurs comme toute autre
méthode d’approximation. Ajoutons à cela les perturbations dues à la détermination
imprécise des paramètres car ils sont estimés par des méthodes statistiques à partir de
données empiriques. Le modèle est alors sujet à des perturbations qui pourront naturelle-
ment induire une déviation dans ses caractéristiques par rapport à celles d’origine. D’où
l’apparition du problème de stabilité.
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La méthode de stabilité forte, est applicable à tous les modèles stochastiques de la
recherche opérationnelle pouvant être régis par une châıne de Markov [1]. L’application de
cette méthode aux systèmes de files d’attente a fait l’objet d’un cycle complet de recherche.

Dans ce travail nous utilisons la méthode de stabilité forte pour justifier l’approxi-
mation d’une distribution positive quelconque par une distribution de type phase. Nous
considérons pour le cas du système de files d’attente de type GI/M/1 (resp. M/G/1) la
possibilité de l’approximer par un modèle PH/M/1 (resp. M/PH/1) où PH désigne une
distribution hyperexponnentielle H2 ou hypoexponnentielle HOE2 suivant la valeur du
coefficient de variabilité de la distribution d’origine. En effet, une distribution hyperexpon-
nentielle possède un coefficient de variabilité cv > 1 et ne peut donc approximer que les
distributions positives avec un coefficient de variabilité dans le même intervalle. Par contre,
si le coefficient de variabilité de la distribution à approximer est inférieur à 1, une loi hyper-
exponentielle ne peut pas être utilisée. Mais nous avons le choix entre plusieurs classes de
distributions PH possédant un coefficient de variabilité cv < 1, comme l’hypoexponentielle,
l’Erlang,...

3.1.1 Approximation par la loi hypoexponentielle

Dans cette section, nous utilisons la méthode des moments (égaler les deux premiers mo-
ments) pour approximer une distribution positive avec un coefficient de variabilité inférieur
à 1 par une loi hypoexponentielle à deux phases.
Supposons que la distribution générale à approximer possède une moyenne µ et une va-
riance σ2 finie, on cherchera alors une distribution hypoexponentielle possédant les mêmes
moments. On écrit alors :

1

µ1

+
1

µ2

= µ,

1

µ2
1

+
1

µ2
2

= σ2.

En résolvant le système ci-dessus, et en prenant en considération que µ1, µ2 > 0, on obtient :

µ1 =
2

µ−
√

2σ2 − µ2
, (3.1)

µ2 =
2

µ+
√

2σ2 − µ2
, (3.2)

à condition que :
1

2
<
σ2

µ2
< 1.

Exemple 3.1. Considérons une variable aléatoire suivant une loi de Weibull de paramètres
(a, b). Notons par µ sa moyenne et par σ2 sa variance. On a alors
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µ = aΓ (1 +
1

b
),

σ2 = a2Γ (1 +
2

b
)− µ2.

Dans ce cas, l’approximation par une loi hypoexponentielle se fait à condition que :

0.75 <
bΓ (2/b)

(Γ (1/b))2
< 1.

Autrement dit, le paramètre de forme b doit être défini dans l’intervalle [1, 1.4355] pour
pouvoir utiliser cette approximation.

3.1.2 Approximation par la loi hyperexponentielle

Considérons le cas d’approximation d’une distribution positive avec un coefficient de
variabilité supérieur à 1 par une loi hyperexponentielle à deux phases.
Supposons que la distribution générale possède une moyenne µ et un coefficient de varia-
bilité c2

X , on va les faire égaler avec les deux premiers moments de la distribution hyperex-
ponentielle :

τ1

µ1

+
τ2

µ2

= µ,

2τ1/µ
2
1 + 2τ2/µ

2
2

(τ1/µ1 + τ2/µ2)2
− 1 = c2

X .

En résolvant le système ci-dessus, on obtient :

µ1 =
1

µ

1−

√
τ2

τ1

c2
X − 1

2

−1

, (3.3)

µ2 =
1

µ

1 +

√
τ1

τ2

c2
X − 1

2

−1

, (3.4)

où τ1, τ2 ≥ 0, τ1 + τ2 = 1 et µ1, µ2 > 0.

Exemple 3.2. Considérons une variable aléatoire suivant une loi de Weibull de paramètres
(a, b). Notons par µ sa moyenne et par c2

X son coefficient de variabilité. On a alors,

µ = aΓ (1 +
1

b
),

c2
X =

Γ (1 + 2/b)

(Γ (1 + 1/b))2
− 1.
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Dans ce cas, l’approximation par une loi hyperexponentielle se fait à condition que :

1 < c2
X <

2τ1

τ2

+ 1.

Autrement dit, le paramètre de forme b doit être défini dans l’intervalle [0.7, 1] pour pouvoir
utiliser cette approximation.

3.1.3 Stabilité des systèmes de type phase

Dans cette section, nous nous intéressons à l’étude de la stabilité forte de la châıne de
Markov induite des systèmes HOE2/M/1 et H2/M/1 (resp. M/HOE2/1 et M/H2/1 ),
après perturbation de la loi des arrivées (resp. des durées de service). En plus de l’affirma-
tion qualitative, nous obtenons dans chaque cas une estimation de l’erreur d’approximation
donnée par une borne supérieure de la norme de la déviation de la distribution stationnaire
de la châıne de Markov induite.

Stabilité forte dans le système HOE2/M/1

Théorème 3.1 Soit le système de files d’attente de type HOE2/M/1. La châıne de Markov
induite X = {Xn, n = 0, 1 . . .}, où Xn représente le nombre de clients dans le système à
l’arrivée du nième client, est fortement v-stable pour une fonction v(k) = βk pour tout β
tel que 1 < β < β0.
où :

β0 =
(r1 + r2 + 1) +

√
∆0

2r1r2

, (3.5)

avec :
r1 = λ1/µ, r2 = λ2/µ, ∆0 = (r1 − r2)2 + 2(r1 + r2) + 1.

Théorème 3.2 Soient π et π̃, les distributions stationnaires des châınes de Markov in-
duites respectivement des systèmes (Σ) et (Σ̃). Alors, pour tout 1 < β < β0, et sous la
condition :

‖∆‖v <
1− ρ
C

, (3.6)

on a :
‖πj − π̃j‖v ≤ ‖∆‖vC‖π‖v(1− ρ− C‖∆‖v)−1, (3.7)

où :
• ρ = r1r2β

(r2+1− 1
β

)(r1+1− 1
β

)
,

• ‖π‖v = 1−σ
1−βσ ,

• C = 1 + ‖1‖v‖π‖v = 2−σ(1+β)
1−βσ ,

• ‖∆‖v ≤ (1 + β)W(G,H), avec W(G,H) =
∫∞

0
|G−H|(dt).
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Stabilité forte dans le système H2/M/1

Théorème 3.3 Soit le système de files d’attente H2/M/1. La châıne de Markov induite
X∗ = {X∗n, n = 0, 1 . . .}, où X∗n représente le nombre de clients dans le système à l’arrivée
du nième client, est fortement v-stable pour une fonction v(k) = βk pour tout β tel que
1 < β < β0, où :

β0 =
(r1 + r2 + 1) +

√
40

2(τ1r1 + τ2r2 + r1r2)
, (3.8)

avec :
ri = λi/µ, 40 = (r1 + r2 + 1)2 − 4(τ1r1 + τ2r2 + r1r2).

Théorème 3.4 Soient π∗ et π̃, les distributions stationnaires des châınes de Markov in-
duites respectivement des systèmes (Σ∗) et (Σ̃). Alors, pour tout 1 < β < β0, et sous la
condition :

‖∆‖v <
1− ρ
C

, (3.9)

on a :
‖π∗j − π̃j‖v ≤ ‖∆‖vC‖π∗‖v(1− ρ− C‖∆‖v)−1, (3.10)

où :
• ρ = τ1r1β

r1+1− 1
β

+ τ2r2β

r2+1− 1
β

,

• ‖π∗‖v = 1−α
1−βα ,

• C = 1 + ‖1‖v‖π∗‖v = 2−α(1+β)
1−βα ,

• ‖∆‖v ≤ (1 + β)W1(G,L), avec W1(G,L) =
∫∞

0
|G− L|(dt).

Stabilité forte dans le système M/HOE2/1

Théorème 3.5 Soit le système de files d’attente de type M/HOE2/1. La châıne de Markov
induite X̂ = {X̂n, n = 0, 1 . . .}, où X̂n représente le nombre de clients dans le système
après le départ du nième client, est fortement v-stable pour une fonction v(k) = βk pour
tout β tel que 1 < β < β0 ; où :

β0 =
(λ2 + λµ1 + λµ2)−

√
4

2λ2
, (3.11)

avec :
4 = λ2

[
λ2 + 2λ(µ1 + µ2) + (µ1 − µ2)2

]
.

Théorème 3.6 Soient π̂ et π̄, les distributions stationnaires des châınes de Markov
décrivant respectivement les états des systèmes (Σ̂) et (Σ̄). Alors, pour tout 1 < β < β0,
et sous la condition :

‖∆‖v <
1− ρ
C

; (3.12)

on a :
‖π̄j − π̂j‖v ≤ ‖∆‖vC‖π̂‖v(1− ρ− C‖∆‖v)−1, (3.13)
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où :
• ρ = µ1µ2

β(λ+µ2−βλ)(λ+µ1−βλ)
,

• ‖π̂‖v = µ1µ2−λ(µ1+µ2)
µ1µ2−λβ(µ1+µ2+λ(1−β))

,

• ‖∆‖v < βW , avec W =
∫∞

0
|F −H|(dt).

Stabilité forte dans le système M/H2/1

Théorème 3.7 Soit le système de files d’attente M/H2/1. La châıne de Markov induite
X̆ = {X̆n, n = 0, 1 . . .}, où X̆n représente le nombre de clients dans le système après le
départ du nième client, est fortement v-stable pour une fonction v(k) = βk pour tout β tel
que 1 < β < β0 ; où :

β0 =
(λ2 + λµ1 + λµ2)−

√
41

2λ2
, (3.14)

avec :
41 = λ4 + 2λ3(1− 2τ1)(µ1 − µ2) + (λµ1 − λµ2)2.

Théorème 3.8 Soient π̆ et π̄, les distributions stationnaires des châınes de Markov
décrivant respectivement les états des systèmes (Σ̆) et (Σ̄). Alors, pour tout 1 < β < β0,
et sous la condition :

‖∆‖v <
1− ρ
C

, (3.15)

on a :
‖π̄j − π̆j‖v ≤ ‖∆‖vC‖π̆‖v(1− ρ− C‖∆‖v)−1, (3.16)

où :
• ρ = τ1µ1

β(λ+µ1−βλ)
+ τ2µ2

β(λ+µ2−βλ)
,

• ‖∆‖v < βw, avec w =
∫∞

0
|F − L|(dt).

3.1.4 Application numérique

Dans cette section, nous présentons certaines applications numériques concernant l’es-
timation des bornes de perturbation présentées précédemment. Pour cela, nous avons
construit à partir des résultats de la méthode de stabilité forte un algorithme permettant
d’estimer l’erreur due à l’approximation et un simulateur pour simuler les écarts entre les
distributions stationnaires des systèmes GI/M/1 et PH/M/1 (resp. M/G/1 et M/PH/1).

Cas d’approximation par le système HOE2/M/1

Considérons le système de files d’attente HOE2/M/1 où la loi des arrivées des clients
est hypoexponentielle de paramètres λ1, λ2 définies dans (3.1), (3.2).
Ainsi, en fixant la loi des arrivées du système réel GI/M/1 par la loi de Weibull de pa-
ramètres (a, b), où b = 1.3. L’implémentation de l’algorithme et du simulateur dans ce cas
a permis d’obtenir les résultats représentés dans le tableau et le graphe suivants :
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a βmin βmax β Simulation Algorithme(C)

10 1.0086 1.5597 1.0600 0.6072 4.5570
15 1.0044 2.8378 1.0767 0.4878 1.2467
20 1.0036 4.1091 1.0912 0.4278 0.7294
25 1.0032 5.3701 1.1041 0.2962 0.5187
30 1.0030 6.6157 1.1158 0.2569 0.4043
40 1.0028 9.0373 1.1368 0.1370 0.2830
50 1.0027 11.3224 1.1553 0.1047 0.2194
60 1.0027 13.4188 1.1720 0.0902 0.1803
80 1.0026 16.8730 1.2010 0.0722 0.1346
100 1.0026 19.1955 1.2257 0.0440 0.1087

Table 3.1. Tableau comparatif des erreurs.

Figure 3.1. Courbes comparatives des erreurs.

Cas d’approximation par le système H2/M/1

En fixant la loi des arrivées du système réel par la loi de Weibull de paramètres (a, b),
où b = 0.9. On a obtenu les résultats suivants :
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a βmin βmax βidéal Simulation Algorithme(C)

10 1.0142 1.4066 1.0762 0.4776 7.9462
15 1.0053 2.5836 1.0928 0.4150 1.5252
20 1.0041 3.7022 1.1066 0.2925 0.8547
25 1.0036 4.75 1.1185 0.2919 0.5985
30 1.0033 5.7340 1.1291 0.2585 0.4631
40 1.0030 7.4414 1.1475 0.1715 0.3222
50 1.0029 8.8051 1.1631 0.1483 0.2495
60 1.0028 9.8426 1.1768 0.1075 0.2051
80 1.0027 11.1045 1.1997 0.0818 0.1534
100 1.0026 11.5923 1.2184 0.0331 0.1243

Table 3.2. Tableau comparatif des erreurs.

Figure 3.2. Courbes comparatives des erreurs.

Cas d’approximation par le système M/HOE2/1

Le flot des arrivées des clients est poissonnien de paramètre λ = 0.5. La loi de la durée
de service des clients est hypoexponentielle de paramètres µ1, µ2 donnés par (3.1), (3.2).
La loi de la durée de service du système réel est donnée par la loi de Weibull de paramètres
(a, b), où b = 1.3. L’implémentation de l’algorithme et du simulateur dans ce cas a permis
d’obtenir les résultats représentés dans le tableau suivant :

Ces résultats sont représentés par le graphe suivant :
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a βmin βmax βidéal Simulation Algorithme(C)

5 - - - - -
10 - - - - -
18 1.8700 2.0882 1.9729 0.1329 318.2881
20 1.4986 2.8989 1.9712 0.1458 8.5822
25 1.2959 4.2001 1.9706 0.1161 2.4889
30 1.2163 5.3785 1.9720 0.0912 1.4522
40 1.1425 7.6501 1.9757 0.0703 0.7908
50 1.1067 9.8838 1.9790 0.0536 0.5429
60 1.0854 12.1031 1.9816 0.0479 0.4132
70 1.0712 14.3153 1.9837 0.0403 0.3334
80 1.0611 16.5235 1.9853 0.0350 0.2795
100 1.0476 20.9332 1.9879 0.0322 0.2111

Table 3.3. Tableau comparatif des erreurs.

Figure 3.3. Courbes comparatives des erreurs.

Cas d’approximation par le système M/H2/1

Le flot des arrivées des clients est poissonnien de paramètre λ = 0.2.
La loi de la durée de service des clients est hyperexponentielle de paramètres µ1, µ2 donnés
par (3.3), (3.4), τ1 = 1

2
, τ2 = 1

2
.

La loi de la durée de service du système réel est donnée par la loi de Weibull de paramètres
(a, b), où b = 0.9.
Les résultats obtenus sont représentés dans le tableau suivant :
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a βmin βmax βidéal Simulation Algorithme(C)

5 - - - - -
10 - - - - -
18 1.6346 2.5357 1.9860 0.1101 20.1264
20 1.4454 3.1881 1.9862 0.0971 5.9768
25 1.2774 4.5141 1.9864 0.0385 2.1635
30 1.2055 5.7441 1.9869 0.0424 1.3196
40 1.1368 8.1289 1.9888 0.0328 0.7407
50 1.1029 10.4790 1.9903 0.0151 0.5147
60 1.0825 12.8156 1.9915 0.0132 0.3943
70 1.0690 15.1454 1.9924 0.0114 0.3195
80 1.0592 17.4714 1.9932 0.0081 0.2686
100 1.0462 22.1170 1.9945 0.0074 0.2036

Table 3.4. Tableau comparatif des erreurs.

Ces résultats sont représentés par le graphe suivant :

Figure 3.4. Courbes comparatives des erreurs.

Interprétation des résultats

En faisant varier le paramètre de la loi Weibull (a), nous avons calculé l’erreur d’ap-
proximation donnée par une borne supérieure de la norme de la déviation de la distribution
stationnaire pour différente valeurs de β. Parallèlement, le programme de simulation nous
a fourni une estimation de l’écart réel par rapport à la même norme.
Pour des petites valeurs du paramètre (a), la condition de stabilité associée à la constante
n’est pas vérifiée. Cela signifie que la distribution de Weibull avec cet ensemble de pa-
ramètres ne peut être approximer par une distribution PH à deux phases. Dans ce cas, il
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est nécessaire d’envisager des moments plus élevés pour améliorer la précision de l’approxi-
mation.

3.2 Conclusion

Dans ce travail nous avons utilisé la méthode de stabilité forte pour donner la justifica-
tion mathématique de la méthode d’approximation par les distributions de type phase et
nous avons proposé aussi des estimations des erreurs commises. Nous avons étudié la stabi-
lité forte des châınes de Markov induites dans les systèmes de files d’attente HOE2/M/1,
H2/M/1, M/HOE2/1, et M/H2/1. Il nous a été alors possible de clarifier les conditions de
stabilité et d’approximation sous différents types de perturbations, i.e., la perturbation de
la loi des arrivées du système GI/M/1 et la perturbation de la durée de service du système
M/G/1. De plus, nous avons estimé les bornes d’écart entre les distributions stationnaires
des systèmes idéals et celles des systèmes perturbés.
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Badredine ISSAADIa, Karim ABBASb et Djamil AISSANIc
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Résumé

Soit P = (P (i, j))i,j≥1, une matrice stochastique infinie, irréductible et récurrente positive,
elle admet donc une distribution stationnaire unique π = (π(j))j≥1. Le calcul de cette
distribution étant en général difficile sinon impossible, il est souhaitable de disposer d’ap-
proximations simples et convergeant rapidement vers cette distribution. Pour cela, une
solution consiste à approcher P par une matrice stochastique finie (n)P .
Dans ce travail, nous traitons l’approximation de la distribution stationnaire pour une
châıne de Markov à espace d’état dénombrable en utilisant la troncature de la matrice de
transition.
.
Mots-clés : Châınes de Markov, Troncature, Stabilité, Ergodicité uniforme, Ergodicité
géométrique, Algorithme, Simulation, Système de files d’attente.

4.1 Application de la méthode de stabilité forte

Considérons un système de files d’attente M/G/1. Définissons ainsi un processus sto-
chastique à temps discret : {Xn = X(tn), n = 1, 2, . . .}. où tn est l’instant de départ du
n-ième client.
La suite de variables aléatoires {Xn, n ≥ 1} s’appelle châıne de Markov induite. Soit P la
matrice des probabilités de transition.
Notons par (n)P0 et (n)Pn les matrices finies des châınes de Markov induites (n)X0 et (n)Xn

obtenues par augmentation de la troncature de P respectivement à la première et à la
dernière colonne.
Nous voulons savoir si le modèle M/G/1 définie par la matrice P , peut être estimé par les
modèles tronqués définie par les matrices (n)P0 et (n)Pn.
Supposons que le temps de service est réparti suivant une loi exponentielle.
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Théorème 4.1 Supposons que λ/µ < 1, alors pour tout β tel que 1 < β < µ/λ, la châıne
de Markov induite définie par la matrice (n)P0 est fortement V−stable pour une fonction
V (k) = βk.

4.1.1 Déviation du noyau de transition

Lemme 4.1 Soit (n)P0 et P les noyaux de transition des châınes de Markov induites (n)X0

et X. Alors, pour tout β tel que 1 < β < β0, on a :

||P − (n)P0||V ≤
(

1

βN+1
+

µ

β(λ+ µ− βλ)

)(
βλ

λ+ µ

)2

= (n)∆0.

4.1.2 Inégalités de stabilité

Lemme 4.2 Soit π (resp. (n)π0) la distribution stationnaire de la châıne induite X (resp.

(n)X0). Alors, pour tout 1 < β < µ/λ, on a

||(n)π0||V ≤ c0 =
β(n)ρ0

1− (n)ρ0
(n)π0(0); (4.1)

avec (n)ρ0 =
1

β

(
λ

λ+ µ

)N
+

µ

β(λ+ µ− βλ)

(
1−

( βλ

λ+ µ

)N)
.

Théorème 4.2 Soit (n)X0 (resp. X) la châıne de Markov induite du système définie par

(n)P0 (resp. P ).Soit (n)π0 (resp. π) sa mesure invariante. Alors, pour 1 < β < µ/λ, on a
l’inégalité :

||π − (n)π0||V ≤ c0c(n)∆0(1− (n)ρ0 − c(n)∆0)−1;

où c0 est donné par la formule 4.1 , c = 1 + ||(n)π0||V .

Remarque 4.1 De la même façon, nous avons appliqué la méthode de stabilité forte, pour
estimer l’erreur de la troncature pour le modèle défini par la matrice de transition (n)Pn.
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4.1.3 Algorithme de stabilité forte
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De la même façon, nous construisons l’algorithme 2 qui nous donne l’erreur d’approxi-
mation de la distribution stationnaire de la châıne de Markov induite X, par la distribution
stationnaire de la châıne de Markov induite (n)Xn.

4.2 Application de l’approche sur les châınes stochastiquement
monotones

Nous pouvons facilement remarquer que la châıne de Markov induite définie par la
matrice P est stochastiquement monotone. Soit (n)Pn la matrice finie obtenue par augmen-
tation de la troncature de P à la dernière colonne, donc (n)Pn est aussi monotone.
Soit V (i) = βi, où β ≥ 1, Un simple calcul montre que la condition de Lyapunov est
vérifiée, c’est à dire,

PV ≤ δV + b10, δ < 1, b <∞. (4.2)

Donc, la châıne est géométriquement ergodique, et D’après [3], on a :

||(n)π − π||V ≤ 4δmb/(1− δ) +D


(n)π(n)V (n) +

∑
w

(n)π(w)[
∑
j

P (w, j)V (j)−
∑
j≤n

P (w, j)V (j)]


où :

D =

m−1∑
s=0

(δ + b)s =

(
λ+ µ

λ− µ

)(
1−

( 2µ

λ+ µ

)m)
.

Ainsi,∑
w

(n)π(w)[
∑
j

P (w, j)V (j)−
∑
j≤n

P (w, j)V (j)] ≤ δ

2n+2

∑
w

(n)π(w)V (w)2w + (
(δ + b)

2n+1
− δ)(n)π(0)

Et cela, pour V (i) =

(
λ+ µ

2λ

)i
, δ =

4λµ

(λ+ µ)2
=

4ρ

(1 + ρ)2
, et b =

2µ

λ+ µ
− 4λµ

(λ+ µ)2
, où

ρ = λ/µ.
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4.2.1 Algorithme d’approximation

Nous avons alors le programme d’estimation suivant :

4.3 Simulation de l’erreur due à l’approximation par rapport à
une norme donnée

Afin de simuler l’écart entre les distributions stationnaires du système idéal et perturbé
par rapport à une norme donnée, notre simulateur comportera deux procédures dont l’une
permettra de simuler la distribution stationnaire du système idéal et l’autre celle du système
perturbé. Après obtention des deux distributions stationnaires, il ne reste qu’à utiliser les
paramètres de la norme donnée pour calculer la somme des écarts par rapport à cette
dernière.

4.4 Application numérique

Dans cette partie, nous présentons les résultats d’application des algorithmes présentés
dans la partie précédente. En faisant varier les valeurs de ρ = λ/µ, et N qui est l’ordre de
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la troncature.
L’algorithme 3 nous permet de calculer la valeur de N et m pour chaque précision ε.
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Application de l’algorithme 1

L’implémentation de l’algorithme 1 et du simulateur pour les mêmes valeurs de V ont
permis d’obtenir les résultats représentés dans le tableau suivant :

pour N = 5

ρ = λ/µ β0 βmin βmax βopt ||π − (n)π0||V Erreur Simulée
0.1 9.9900 1.0400 7.2300 1.7800 0.1082 3.8774e-004
0.2 4.9900 1.1500 3.1000 1.6200 0.8166 0.0073
0.28 3.5614 1.3800 1.8314 1.5600 12.3145 0.0290
0.29 3.4383 1.4900 1.6383 1.5600 116.7656 0.0339
≥0.3 − − − − −

TAB. 5.1 − Tableau comparatif des erreurs. Cas d’application de l’algorithme 1 et du
simulateur pour N = 5.

pour N = 50

ρ = λ/µ β0 βmin βmax βopt ||π − (n)π0||V Erreur Simulée
0.1 9.9900 1.0300 7.1400 1.6700 0.1016 3.0669e-039
0.2 4.9900 1.0900 3.0600 1.5200 0.7079 3.2552e-026
0.28 3.5614 1.2400 1.8514 1.4600 6.0248 8.5993e-020
0.29 3.4383 1.2900 1.7083 1.4500 11.9039 3.5294e-019
0.3 3.3233 1.3800 1.5333 1.4500 87.1995 1.8954e-018
≥0.31 − − − − −

TAB. 5.2 − Tableau comparatif des erreurs. Cas d’application de l’algorithme 1 et du
simulateur pour N = 50.

D’après le tableau, nous pouvons remarquer que la condition de stabilité n’est pas vérifiée
pour ρ = λ/µ ≥ .3 lorsque N = 5 (ainsi pour ρ = λ/µ ≥ .31 lorsque N = 50). D’où
l’impossibilité d’obtenir la borne d’approximation.
De plus, on peut remarquer que l’erreur devient importante lorsque ρ crôıt.
De même, on remarque que l’augmentation de la capacité N du système, n’apporte pas
une grande amélioration sur la borne d’approximation.
On constate aussi, que les erreurs obtenues par le simulateur sont toujours inférieures aux
erreurs algorithmiques. Ceci signifie que l’erreur numérique est réellement le seuil de l’erreur
qu’on peut faire lors de la perturbation de la capacité du système.

Application de l’algorithme 2

L’implémentation de l’algorithme 2 et du simulateur pour les mêmes valeurs de V ont
permis d’obtenir les résultats représentés dans le tableau suivant :
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pour N = 5

ρ = λ/µ β0 βmin βmax βopt ||π − (n)πn||V Erreur Simulée
0.1 9.9900 1.0400 7.0700 1.8700 0.1627 2.0697e-005
0.2 4.9900 1.2000 2.8600 1.6600 1.6610 6.3380e-004
0.25 3.9900 1.5100 1.7800 1.6300 57.7339 0.0020
≥0.26 − − − − −

TAB. 5.3 − Tableau comparatif des erreurs. Cas d’application de l’algorithme 2 et du
simulateur pour N = 5.

pour N = 50

ρ = λ/µ β0 βmin βmax βopt ||π − (n)πn||V Erreur Simulée
0.1 9.9900 1.0400 7.1500 1.8700 0.1627 2.1271e-037
0.2 4.9900 1.2000 2.8900 1.6700 1.6539 7.3216e-008
0.25 3.9900 1.5000 1.8000 1.6400 47.1720 8.3804e-005
≥0.26 − − − − −

TAB. 5.4 − Tableau comparatif des erreurs. Cas d’application de l’algorithme 2 et du
simulateur pour N = 50.

D’après le tableau, nous pouvons constater que la condition de stabilité n’est pas vérifiée
pour ρ = λ/µ ≥ .26 pour les deux cas N = 5 et N = 50. En plus, les résultats obtenus
par simulateur sont inférieurs à ceux obtenus par l’algorithme 2. Comme nous pouvons
remarquer sur les deux tableaux que l’erreur augmente avec l’augmentation de la valeur de
ρ. De même, on remarque que l’augmentation de la capacité N du système, n’apporte pas
une grande amélioration sur la borne d’approximation. Ceci s’explique par le fait que la
déviation du noyau de transition est indépendant du paramètre N . De plus, on remarque
que les résultats obtenus par l’algorithme 1 sont meilleurs que ceux obtenus par l’algorithme
2. Cela explique que la méthode d’augmentation de la première colonne est meilleure que
celle d’augmentation de la dernière colonne.

Application de l’algorithme 3

L’implémentation de l’algorithme 3 et du simulateur pour la même fonction V et le
même ordre n a permis d’obtenir les résultats représentés dans le tableau suivant :
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ρ = λ/µ n m ε ||π − (n)πn||V Erreur Simulée
0.1 7 4 0.5 0.4306 1.0833e-006
0.2 11 7 0.5 0.4433 1.2242e-007
0.3 17 11 0.5 0.4365 5.6723e-009
0.4 26 19 0.5 0.4795 5.2518e-010
0.5 43 33 0.5 0.4703 2.9741e-011
0.6 76 62 0.5 0.4802 5.9735e-015
0.7 153 131 0.5 0.4983 6.5757e-018
0.8 366 362 0.5 0.4953 1.2443e-019
0.9 721 486 0.5 0.4942 3.2575e-020

TAB. 5.5 − Tableau comparatif des erreurs. Cas d’application de l’algorithme 3 et du
simulateur.

D’après le tableau, nous constatons que pour chaque précision ε, nous pouvons trouver un
certain n et m tel que l’erreur d’approximation soit inférieur à cet ε. On remarque aussi
qu’à la différence de la méthode de stabilité forte, l’erreur d’approximation est calculable
quel que soit la valeur de ρ < 1, ce qui montre l’avantage de cette approche.

4.5 Conclusion

Nous avons implémenté des algorithmes et des simulateurs nous permettant de déterminer
le domaine d’approximation des caractéristiques stationnaires des systèmes relatifs aux
bornes obtenues. Les erreurs d’approximation ont été comparées à celles obtenues par si-
mulation, ce qui nous a permis de valider l’applicabilité de la méthode de stabilité forte
ainsi de l’approche sur les châınes stochastiquement monotones.
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Résumé In this work, we consider an GI/M/1 system with two-stage service policy, having a rate service (µ1, µ2),
with using the strong stability method we establish the approximation conditions for the stationary characteristics
of this system by those of the standard GI/M/1 system. Under assumption that the approximation conditions
are satisfied, we give the estimate of the deviation (stability inequalities) between the stationary distribution of
the GI/M/1 system with two-stage service policy and those of the standard GI/M/1 system for three considered
cases : the standard system has a service rate µ1, the standard system has a service rate µ2 and the standard
system has a service rate µ∗ minimizing the deviation. To calculate these deviations, the situation is modeled by
a mathematical optimization problem that belongs to the minimization of a constrained nonlinear multi-variable
function. Finally, numerical studies are performed to support the theoretical obtained results.
Keywords : G-queue ; Perturbation ; Strong stability ; Constrained nonlinear optimization.

5.1 Introduction

A queueing system with two stage-policy is such a system in which the server starts to
serve with rate of µ1 customers per unit time until the number of customers in the system
reaches λ. At this moment, the service rate is change to that of µ2 customers per unit time
and this rate continues until the system is empty [4].
Note that for some practical situations modeled by queueing systems with N-stage service
policy, the performance evaluation is complex or impossible. Therefore, we seek sometimes
to evaluate the performances of the threshold policies or/and the optimal policy. On the
other hand, if the cost due to switching service rate, in the hysteretic queues, is not negli-
gible compared to the costs of processing and queues, it is known that the hysteretic policy
is preferable to the threshold policy. For this, it is very important to define the domain
within the switching cost is non-negligible. For this end, to illustrate how this domain is
determined, and to enrich studies on the GI/M/1 system with two-stage service policy,
we propose, to study the quality of the approximation of the stationary characteristics of
a GI/M/1 system with two-stage service policy by those of the system with threshold po-
licies and by those of the system with the optimal policy when we use the strong stability
method [1, 3].
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5.2 Models Description and Assumptions

Consider a GI/M/1 (FIFO,∞) queue for which we adopt two-stage service policy.
The customers arrive according to a renewal process with inter-arrival times following
a distribution function G of mean 1/λ. The server is initially idle. On an arrival of a
customer, the server starts to serve µ1 customers per unit time. Note that the service
times are exponentially distributed. If the number of customers reaches N , then the server
immediately changes his service rate to µ2 customers per unit time and finishes the current
busy period, otherwise he finishes the busy period with service rate µ1. The same service
policy is applied to the forthcoming customers. We assume that σ2 = λ/µ2 < 1 for the
stability of the queue.
Let {X̃n, n ≥ 1} be the process of the number of customers in the system seen by the
nth. To obtain a global transition operator of {X̃n, n ≥ 1} we must determinate, firstly,
the probability θ, which represents the probability that the system serves with a service
rate µ1. For this, we define another process {X̄(t), t ≥ 0} which has two states {E1, E2},
such as : E1 : The system serves with a service rate µ1 and E2 : The system serves with a
service rate µ2 and its transition’s graph can be represented as follows (Figure 5.1) : and

Figure 5.1. Transition’s graph of the {X̄(t), t ≥ 0} process.

its transition matrix α is given by : α =

(
α11 α12

α21 α22

)
where αij is the probability that the

service rate of the process {X̃(t), T ≥ 0} passes from µi to µj (i, j = 1, 2.). The αij is given
by :

α12 = π(1)(N−1)∗P ∗(N−1,N), α11 = 1−α12 = 1−
(
π(1)(N − 1) ∗ P ∗(N−1,N)

)
, α21 =

∞∑
i=1

π(2)(i)∗

P
(2)
(i,0) and α22 = (1− α21) = 1−

(
∞∑
i=1

π(2)(i) ∗ P (2)
(i,0)

)
where P ∗(N−1,N) =

∞∫
0

e−µ1tdG(t); and π(1), π(2), P (1) et P (2) are given by Kim et al. [4].

To determine the probability θ it is enough to study the stationary regime of the {X̄(t), t ≥
0} i.e.

(θ, 1− θ)
(
α11 α12

α21 α22

)
=

(
θ

1− θ

)
so, the solution of this system is :

π(E1) = θ =
α21

α21 + α12

and π(E2) = (1− θ) = θ̄ =
α12

α21 + α12

.
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Finally, we obtain the transition probabilities of {X̃n, n ≥ 1} process which can be written

Figure 5.2. Transition’s graph of the {X̃n, n ≥ 1} process.

as follows :

P̃ij =



∫∞
0
e−µ1t dG(t), if i = 0 and j = 1∫∞

0

[
θ (µ1t)i−j+1

(i−j+1)!
e−µ1t + θ̄ (µ2t)i−j+1

(i−j+1)!
e−µ2t

]
dG(t), if 1 ≤ j ≤ i+ 1 ≤ N and i ≥ 1 ;∫∞

0
(µ2t)i−j+1

(i−j+1)!
e−µ2tdG(t), if 1 ≤ j ≤ i+ 1 and N < i+ 1 ;

1−
i+1∑
j=1

P̃ij, if j = 0 ;

0, else.
(5.1)

Consider also the standard GI/M/1 queueing system, the customers arrive according to a
renewal process with inter-arrival times following a same distribution function G of mean
1/λ as the precedent queueing system. The service times are exponentially distributed with
rate µ. Further, the embedded Markov chain X = {Xn, n ≥ 1}, representing the number
of customers in the GI/M/1 queueing system seen by the nth arrival, has the following
transition probabilities :

Pij =


∫∞

0
(µt)i−j+1

(i−j+1)!
e−µtdG(t), if 1 ≤ j ≤ i+ 1 ;

1−
i+1∑
j=1

Pij, j=0 ;

0, else.

(5.2)

Therefore, in the standard GI/M/1 queue, the steady-state probability distribution for the
Markov chain, πk (k ∈ N), can be obtained by the usual procedure :

πk = (1− σ)σk, k ≥ 0, (5.3)

where σ, 0 < σ < 1, is the unique root of the equation :
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x = G∗[µ(1− x)]. (5.4)

If λ < µ, it can be shown that (5.4) has a unique solution within the interval ]0, 1[.

5.3 The strong stability method in the GI/M/1 queue with
two-stage service policy

Let P and P̃ (respectively π and p̃i) denote the transition operators (respectively the
stationary distributions) associated with the embedded Markov chains X and X̃ of the
standard GI/M/1 queue with service rate µ and the GI/M/1 system with two-stage service
policy with service rate µ1 and µ2 and the switching level N .
The following theorem determines the strong -stability conditions of a GI/M/1 system
after a small perturbation of the service policy. It also gives the estimate of the deviation
of the stationary distributions.

Théorème 5.1 [2] Suppose that in the GI/M/1 queueing system the geometric ergodicity
condition, λ/µ < 1, holds. Then, for all β such that 1 < β < 1/σ, the embedded Markov
chain X = {Xn, n ≥ 1} is υ-strongly stable for the test function υ(k) = βk. In addition,
under the condition :

‖∆‖υ <
1− ρ
c

, (5.5)

we have :
‖π − π̃‖υ ≤ c0c‖∆‖υ(1− ρ− c‖∆‖υ)−1 = Eβ, (5.6)

where ‖∆‖υ = ‖P − P̃‖υ = sup
k≥0

1
βk

∑
j≥0

βj|Pkj− P̃kj|, ρ = β
∫∞

0
e−[µ(1− 1

β
)]tdG(t) = βG∗[µ(1−

1
β
)], c0 = 1−σ

1−σβ , c = 2−σ(β+1)
1−σβ and σ is the root of relation (5.4).

5.4 Approximation of the GI/M/1 queue with two-stage service
policy

5.4.1 Optimal approximation

The determination of an optimal approximation consists to determine the parameters of
the system with a single policy that minimizes the deviation between the characteristics of
the GI/M/1 queue with two-stage service policy and those of the nominal GI/M/1 queue.
Determining the parameters of the new system in our case is to solve the problem defined by
5.7 which belongs to the minimization of a constrained nonlinear multi-variable function.
Indeed, the selection of the pair (β, µ) must minimize the deviation between the stationary
probabilities, given by formula 5.6, of the two systems which is a nonlinear multi-variable
function and verify the stability conditions (constraints) 5.5 and 1 < β < 1/σ.
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min
(β,µ)
← c0c‖∆‖υ(1− ρ− c‖∆‖υ)−1

such that


‖∆‖υc− 1− ρ < 0

1 < β < 1/σ
µ1 ≤ µ ≤ µ2

(5.7)

5.4.2 Approximation by the threshold policy

The objective of this section is to illustrate the manner in which we can verify the
conditions and determine the error associated to the approximation of the characteristics
of the GI/M/1 queue with two-stage service policy by those of the standard GI/M/1
having a service rate µ1 (minimum policy) or µ2 (maximum policy). In this case, we note
that it sufficient to set the value of µ, in the various previous results, at µ1 or µ2, and
solve the mathematical program 5.7, which becomes a constrained nonlinear optimization
problem of a single-variable function. Indeed, the previous mathematical program will be
written as follows :

min
β
← c

(i)
0 c‖∆‖

(i)
υ (1− ρ(i) − c‖∆‖(i)

υ )−1

such that

{
‖∆‖(i)

υ c(i) − 1− ρ < 0
1 < β < 1/σ(i)

(5.8)

5.5 Numerical Application

In this section, we present the solutions of mathematical models defined in formulas 5.7
and 5.8 applied on the M/M/1 system with two-stage service policy having an arrival rate
λ = 1 and N = 5 as switching level of policy according to the service rate of each policy
µ = (µ1, µ2) (see table 5.1).
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µ1 µ2 Minimal threshold policy Optimal policy Maximal threshold policy
β∗ µ Error β∗ µ∗ Error β∗ µ Error

5.04 1.1688 0.0529 1.1380 5.0038 0.0511 - -
5 5.12 1.1695 0.1717 1.1385 5.0114 0.1657 - -

5.20 - - 1.1497 5.0192 0.3005 - -
1.58 1.9060 µ1 2.5669 2.0853 1.5042 1.0002 1.9060 µ2 1.2691

1.5 1.62 2.0192 2.1542 2.1363 1.5108 1.1537 2.0135 1.5052
1.70 2.2203 1.7554 2.3594 1.5179 1.0000 - -
1.14 1.2169 3.0594 1.3379 1.1381 1.0976 1.2186 1.1201

1.1 1.22 1.3585 2.3075 1.6379 1.1690 1.1037 - -
1.30 1.5053 2.0051 2.2983 1.1945 1.0432 1.2219 1.0525

Table 5.1: The different results of the model.

Discussion of the results : From the numerical results, obtained on the considered
examples (see in the table 5.1), we note that :

– The approximation of the stationary characteristics of the M/M/1 system with two-
stage service policy by those of standard M/M/1 system, having a service rate µ1,
have not always a sense. Indeed, for example, if µ1 = 5 and µ2 = 5.16 model 5.7 have
not a solution. This means, the non-existence a value of the norm β satisfying the
approximation conditions.

– Same observation, can be made on the approximation of the stationary characteristics
of the M/M/1 system with two-stage service policy by those the standard M/M/1
system having a service rate µ2.

– We can, always find a solution of the mathematical model 5.8, although the model
5.7 does not admit solution, that is to say, one can define a standard M/M/1 system
having a service rate µ∗ and its stationary characteristics are the best approximation
of those M/M/1 system with two-stage service policy, having service rate (µ1, µ2),
within the meaning of strong stability method.

5.6 Concluding Remarks

In this work, the modeling of the system GI/M/1 with two-stage service policy by a
Markov chain with two states (E1 : the system governed by a service rate µ1 and E2 : the
system governed by a service rate µ2) to determine the probability of θ (θ : the probability
that the system is in the state E1, 1− θ is the probability that the system is in the state
E2), allowed us to calculate the global transition operator of the embedded Markov chain
associated to the GI/M/1 system with two-stage service policy.
By exploiting the global transition operator and using the strong stability method, we have
determined the approximation conditions of the stationary characteristics of the system
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GI/M/1 with two-stage service policy by those of the standard GI/M/1 system when it
governs by one of the policy of the previous system and when it governs by an optimal
policy and then we have given the deviation between the stationary distributions of each
case.
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Résumé Dans ce travail, nous intéressons à l’étude de la stabilité forte de la châıne de Markov induite des
systèmes PH/M/1 et M/PH/1 après perturbation de la loi des arrivées et de la durée de service des systèmes
GI/M/1 et M/G/1. En plus de l’affirmation qualitative, nous obtenons dans chaque cas une estimation de l’erreur
d’approximation donnée par une borne supérieure de la norme de la déviation de la distribution stationnaire de la
châıne de Markov induite.
Mots clefs : Système de files d’attente de type phase (PH), Perturbation, Stabilité forte, Inégalité de stabilité.

6.1 Introduction

L’approximation d’une distribution positive quelconque par une distribution de type
phase est toujours possible car l’ensemble des distributions de type phase est dense dans
l’ensemble des distributions positives.

Théorème 6.1 L’ensemble des distributions de type phase PH est dense (au sens de
la convergence faible) dans l’ensemble des distributions positives P. D’une manière plus

générale : pour toute distribution positive F ∈ P possédant un moment d’ordre p, (µ
(P )
F )

fini, il existe une suite de distributions Fk ∈ PH telle que : Fk → F et µ
(q)
Fk
→ µ

(q)
F pour

tout q ≤ p.

6.2 Stabilité forte dans le système M/PH/1

Considérons le système (Σ̄) de files d’attente M/G/1 à un seul serveur, à capacité infinie
et de discipline de service FIFO. Le nombre de clients dans le système (Σ̄) , juste après le
départ du nème client, est donné par la châıne de Markov X̄ = {X̄n, n = 0, 1 . . .} dont la
matrice de transition est notée par P̄ = (P̄ )ij :

P̄ij =


f̄j si i = 0,
f̄j−i+1 si 1 ≤ i ≤ j + 1,
0 ailleurs.

(6.1)
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Figure 6.1. Exemples d’approximation

avec :

f̄k =

∫ +∞

0

(λt)k

k!
e−λt dF (t).

Considérons également le système (Σ̂) de files d’attente M/PH/1, où la durée de service
est distribuée selon une distribution de type phase PH de paramètres (−→τ , T ).
• Matrice de transition :

P̂ij =


f̂j si i = 0,

f̂j−i+1 si 1 ≤ i ≤ j + 1,
0 ailleurs ;

(6.2)

avec :

f̂k =
−→τ
j!

∑
n≥0

T n

n!
−→v 1

λn+1
Γ (j + n+ 1). (6.3)

6.2.1 v-stabilité forte de la châıne de Markov X̂

• Montrons qu’il existe ρ < 1 tel que Tv(i) ≤ ρv(i). En effet, on a :

Tv(i) = βi
( −→τ
βλ(1− β)

∑
n≥0

( T

λ(1− β)

)n−→v ),
≤ βi

( −→τ
βλ(1− β)

1

1− T
λ(1−β)

−→v
)
;

d’où :

ρ =
−→τ

βλ(1− β)

1

1− T
λ(1−β)

−→v . (6.4)
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6.2.2 Inégalités de stabilité

Soient π̂ et π̄, les distributions stationnaires des châınes de Markov décrivant respecti-
vement les états des systèmes (Σ̂) et (Σ̄). Alors, pour tout β, et sous la condition :

W (F, PH) <
(1− ρ)

βC
, (6.5)

on a :
+∞∑
j=0

βj|π̄j − π̂j| ≤
β
(
1 + G(β)

)
G(β)

1− ρ− β
(
1 + G(β)

)
W (F, PH)

W (F, PH), (6.6)

où : ρ =
−→τ

βλ(1−β)
1

1− T
λ(1−β)

−→v ,

G(β) = π̂0
β−1

β−H∗(λ(1−β))
H∗(λ(1 − β)), π̂0 = 1 + λ−→τ T−1e, H∗(λ(1 − β)) = τ0 + −→τ (λ(1 −

β)I − T )−1−→v
C = 1 + G(β).

6.3 Stabilité forte dans le système PH/M/1

Description et notations relatives aux modèles :
Considérons le système (Σ̃) de files d’attente GI/M/1

P̃ij =


d̃i+1−j =

∫ +∞
0

(µt)i+1−j

(i+ 1− j)!
e−µt dG(t) si 1 ≤ j ≤ i+ 1,

1−
i∑

k=0

d̃k si j = 0,

0 ailleurs.

(6.7)

Considérons également le système (Σ) de files d’attente PH/M/1 :

Pij =


di+1−j =

−→τ
(i+1−j)!

∑
n≥0

Tn

n!
−→v 1

µn+1Γ (i+ 2− j + n) si 1 ≤ j ≤ i+ 1,

1−
i∑

k=0

dk si j = 0,

0 ailleurs.

(6.8)

6.3.1 v-stabilité forte de la châıne de Markov X

• Montrons qu’il existe ρ < 1 tel que Tv(i) ≤ ρv(i). En effet, on a :

Tv(i) =
i+1∑
j=1

βj
−→τ

(i+ 1− j)!
∑
n≥0

T n

n!
−→v 1

µn+1

∫ ∞
0

ki+1−j+ne−kdk,

ρ =
−→τ

µ(β − 1)

1

1− T
µ(1− 1

β
)

−→v . (6.9)
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6.3.2 Inégalités de stabilité

Soient π et π̃, les distributions stationnaires des châınes de Markov induites respective-
ment des systèmes (Σ) et (Σ̃). Alors, pour tout β, et sous la condition

‖∆‖v <
1− ρ
C

,

on a :
‖πj − π̃j‖v ≤ ‖∆‖vC‖π‖v(1− ρ− C‖∆‖v)−1, (6.10)

où ρ =
−→τ

µ(β−1)
1

1− T

µ(1− 1
β

)

−→v ,

C = 1 + ‖1‖v‖π‖v
‖π‖v = 1−σ

1−βσ
où :
−µσ2I + (µI − T + τ0µI)σ − (τ0µI − τ0T + τI−→v ) = 0
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Résumé This paper investigates when the M/M/s model can be used to predict an estimate for the proximity
of the performance measures of queues with arrival processes that are slightly different from the Poisson process
assumed in the model. The arrival processes considered here are perturbed Poisson processes. The perturbations
are deviations from the exponential distribution of the inter-arrival times or from the assumption of independence
between successive inter-arrival times.
In this work, we apply the strong stability method to obtain an estimate for the proximity of the performance
measures in the GI/M/s queueing system to the same performance measures in the M/M/s system under the
assumption that the distributions of the arrival time are close and the service flows coincide. In addition to the
proof of the stability fact for the perturbed M/M/s queueing system, we obtain the inequalities of the stability.
These results give with precision the error, on the queue size stationary distribution, due to the approximation.
Keywords : Markov chains, Strong stability, queueing System.

7.1 Notations and Preliminaries

In this section we introduce necessary notations. For the basic theorems of the strong
stability method are given in [1]. The main tool for our analysis is the weighted supermum
norm, also called υ-norm, denoted by ‖.‖υ, where υ is some vector with elements υ(k) ≥ 1
for all k ∈ Z+, and for any vector f with infinite dimension

‖f‖υ = sup
k≥0

|f(k)|
υ(k)

. (7.1)

Let µ be a probability measure on Z+, then the υ-norm of µ is defined as

‖µ‖υ =
∑
j≥0

υ(j)|µj|. (7.2)

The υ-norm is extended to stochastic kernels on Z+ in the following way : let P the matrix
with infinite dimension then

‖P‖υ = sup
k≥0

‖P (k, .)‖υ
υ(k)

= sup
k≥0

1

υ(k)

∑
j≥0

υ(j)|Pkj|. (7.3)
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Note that υ-norm convergence to 0 implies elementwise convergence to 0.

We associate to each transition kernel P the linear mappings :

(µP )k =
∑
i≥0

µiPik. (7.4)

(Pf)(k) =
∑
i≥0

f(i)Pki. (7.5)

The strong stability method [2, 1] considers the problem of the perturbation of general
state space Markov chains using operator’s theory and with respect to a general class of
norms. The basic idea behind the concept of stability is that, for a strongly stable Markov
chain, a small perturbation in the transition kernel can lead to only a small deviation of
the stationary distribution.

Définition 7.1 A Markov chain X with transition kernel P and stationary distribution
π is said to be strongly stable with respect to the norm ‖.‖υ if ‖P‖υ < ∞ and every
stochastic kernel Q in some neighborhood {Q : ‖Q− P‖υ ≤ ε} admits a unique stationary
distribution ν and

‖ν − π‖υ → 0 as ‖Q− P‖υ → 0. (7.6)

In fact, as shown in [2], X is strongly stable if and only if, there exists a positive constant
c = c(P ) such that

‖ν − π‖υ ≤ c‖Q− P‖υ. (7.7)

In the sequel we use the following results.

Théorème 7.1 ([2]) The Markov chain X with the transition kernel P and stationary
distribution π is strongly stable with respect to the norm ‖.‖υ, if and only if there exists a
probability measure α = (αj) and a vector h = (hi) on Z+ such that πh > 0, α1 = 1, αh
is a positive scalar, and

a. The matrix T = P − hα is non-negative, where hα = (aij)ij such that aij = hiαj for
i, j ∈ Z+.

b. There exists ρ < 1 such that Tυ(k) ≤ ρυ(k) for k ∈ Z+.

c. ‖P‖υ <∞.

Here 1 is the vector having all the components equal to 1.

Théorème 7.2 ([1]) Let X be a strongly υ-stable Markov chain that satisfies the conditions
of Theorem 7.1. If ν is the probability invariant measure of a stochastic kernel Q, then for
‖∆‖υ < (1− ρ)/c, we have the estimate

‖ν − π‖υ ≤ c‖∆‖υ‖π‖υ(1− ρ− c‖∆‖υ)−1, (7.8)

where ∆ = Q− P , c = 1 + ‖1‖υ‖π‖υ and ‖π‖υ ≤ (αυ)(1− ρ)−1(πh).
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7.2 Analysis of the Model

7.2.1 Model Description

We consider a GI/M/s queueing system (s servers) with infinite capacity. Customers
arrive at time points t0 = 0, t1, t2, . . . where the interarrival times Zn = tn+1 − tn, n =
1, 2, 3, . . ., are independent identically distributed random variables (i.i.d r.v.’s) having a
non lattice c.d.f H(·) with mean γ−1. The sevice times S1, S2, . . . are i.d.d r.v.’s having a
common exponentiel d.f with a finite mean µ−1. Let γ/sµ be the traffic intensity, assumed

to be strictly less than one. Let Q̃(t) be the number of customers in the system at time t

and define Q̃(tn− 0) = Q̃n, n = 1, 2, . . .. Thus Q̃n is the number in the system just before

the nth arrival. Now consider the relationship between Q̃n and Q̃n+1. We have

Q̃n+1 =

{
Q̃n + 1− X̃n+1 if Q̃n + 1− X̃n+1 > 0,

0 if Q̃n + 1− X̃n+1 ≤ 0,
(7.9)

where X̃n+1 is the total number of potential customers who can be served by s ser-
vers during an interarrival period Zn. Due to the exponentiel service time, the process
{Q̃n, n = 0, 1, 2, . . .} is an homogeneous Markov chain. From (7.9), it is found that the

evolution of the homogeneous Markov chain (Q̃n)n≥1 is governed by the transition proba-

bility matrice P̃ = (P̃ (i, j))i,j≥0 described by

P̃ (i, j) = 0 (i+ 1− j < 0).

P̃ (i, j) =

∫ ∞
0

(sµt)i+1−j

(i+ 1− j)!
e−sµtdH(t) (i ≥ s− 1, j ≥ s, i+ 1− j ≥ 0).

P̃ (i, j) =

∫ ∞
0

(
i+ 1

i+ 1− j

)
e−jµt(1− e−µt)i+1−jdH(t) (i ≤ s− 1, i+ 1− j ≥ 0) P̃ (i, j) =

∫ ∞
0

∫ t

τ=0

(
s

s− j

)
e−jµ(t−τ)(1− e−µ(t−τ))s−j

(sµτ)i−s

(i− s)!
e−sµτsµdτdH(t)

(i ≥ s, j < s, i+ 1− j ≥ 0).
Consider also an system M/M/s, which has the same distribution of service times,

where the interarrival times are independent identically distributed random variables and
vary according to an exponential distribution Eλ(·) with a finite mean λ−1. Further, the
embedded Markov chain (Qn)n≥1, representing the number of customers in the M/M/s
queueing system. Denote by P = (P (i, j))i,j≥0 the transition operators of the Markov
chains (Qn)n≥1.

7.2.2 υ-Strong Stability Conditions

the main work in strong stability method is finding β such that ‖T‖υ < 1, where T
is a stochastic kernel. For that, we choose the function υ(k) = βk, β > 1, hi = Ii=0 and
αj = P0j (see Theorem 7.1).

Théorème 7.3 Suppose that in the M/M/s queueing system the following geometric ergo-
dicity condition, λ/sµ < 1, holds. Then for all β ∈ R such that, 1 < β < β0, the embedded
Markov chain (Qn)n≥1 is υ-strongly stable for the test function υ(k) = βk.
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Proof. We have πh = π0 > 0, α1 = 1 and αh = α0 = P00 > 0.

Tij = Pij − hiαj =

{
0, if i = 0,
Pij, if i ≥ 1.

(7.10)

Hence, the kernel T is nonnegative.
According to Equation (7.5), we have :

Tυ(i) =
∑
j≥0

βjTij. (7.11)

(a) If i = 0, then

Tυ(0) =
∑
j≥0

βjT0j = 0. (7.12)

(b) If 1 ≤ i ≤ s− 2, then

Tυ(i) =
i+1∑
j=0

βjPij = βi+1

∫ ∞
0

i+1∑
j=0

(
i+ 1

j

)(
1− e−µt

β

)i+1−j

(e−µt)jdEλ(t)

≤ βi
∫ ∞

0

1

β

(
1 + (β − 1)e−µt

)2
dEλ(t)

We pose, ρ1 =

∫ ∞
0

1

β

(
1 + (β − 1)e−µt

)2
dEλ(t) =

∫ ∞
0

f(t)dEλ(t)

(c) If i = s− 1, then

Tυ(s− 1) =
s∑
j=0

βjP(s−1)j =
s−1∑
j=0

βjP(s−1)j + βsP(s−1)s

=
s−1∑
j=0

βj
∫ ∞

0

(
s

s− j

)
(1− e−µt)s−j(e−µt)jdH(t) + βs

∫ ∞
0

e−sµtdEλ(t)

= βs
∫ ∞

0

(
1− e−µt

β
+ e−µt

)s
dEλ(t)

≤ βs−1

∫ ∞
0

1

β

(
1 + (β − 1)e−µt

)2
dEλ(t) = βs−1ρ1

(d) If i ≥ s, then

Tυ(i) =
i+1∑
j=0

βjPij =
s−1∑
j=0

βjPij +
i+1∑
j=s

βjPij
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s−1∑
j=0

βjPij =
s−1∑
j=0

βj
∫ ∞

0

∫ t

τ=0

(
s

s− j

)
e−jµ(t−τ)(1− e−µ(t−τ))s−j

(sµτ)i−s

(i− s)!
e−sµτsµdτdEλ(t)

≤ βs−1

∫ ∞
0

[
e−sµt

∞∑
n=i+1−s

(sµt)n

n!
+ (β − 1)e−sµt

( s

s− 1

)i+1−s
∞∑

n=i+1−s

((s− 1)µt)n

n!

−βe−sµt (sµt)i+1−s

(i+ 1− s)!

]
dEλ(t)

And,
i+1∑
j=s

βjPij = βi+1

∫ ∞
0

e−sµt
i+1−s∑
n=0

(sµt/β)n

n!
dEλ(t)

Therefore,

Tυ(i) =
s−1∑
j=0

βjPij +
i+1∑
j=s

βjPij

≤ βi
∫ ∞

0

(
1

β
− 1

β
e−sµt +

(β − 1

β

)( s

s− 1

)
(e−µt − e−sµt) + βe−sµt

)
dEλ(t)

We pose,

ρ2 =

∫ ∞
0

(
1

β
− 1

β
e−sµt +

(β − 1

β

)( s

s− 1

)
(e−µt − e−sµt) + βe−sµt

)
dEλ(t) =

∫ ∞
0

g(t)dEλ(t)

We have, with assumption that s ≥ 2,
s

s− 1
= 1 +

1

s− 1
≤ 2.

Then, g(t) =
1

β
− 1

β
e−sµt +

(β − 1

β

)( s

s− 1

)
(e−µt − e−sµt) + βe−sµt (7.13)

≤ 1

β

(
1 + (β − 1)e−µt

)2

= f(t) (7.14)

this shows that ρ2 =

∫ ∞
0

g(t)dEλ(t) ≤
∫ ∞

0

f(t)dEλ(t) = ρ1.

It suffices to take, ρ = max(ρ1, ρ2) =

∫ ∞
0

1

β

(
1 + (β − 1)e−µt

)2
dEλ(t) which is smaller then

1 for all β > 1. Now, we have Eλ(t) = 1− e−λt, then

ρ =
1

β
+

2λ(β − 1)

β(λ+ µ)
+
λ(β − 1)2

β(2µ+ λ)
(7.15)

And, with assumption that β > 1, We have ρ < 1 ⇒ β <
2µ2

λ(λ+ µ)
.

We pose, β0 =
2µ2

λ(λ+ µ)
. Then, for all β such that 1 < β < β0, we have ρ < 1.

Now, we verify that ‖P‖υ <∞. We have
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T = P − hα ⇒ P = T + hα ⇒ ‖P‖υ ≤ ‖T‖υ + ‖h‖υ‖α‖υ, (7.16)

or, according to equation (7.3),

‖T‖υ = sup
i≥0

1

υ(i)

∑
j≥0

υ(j)|Tij| ≤ sup
i≥0

1

υ(i)
ρυ(i) ≤ ρ < 1. (7.17)

According to Equations (7.1) and (7.2), we have : ‖h‖υ = sup
i≥0

1

υ(i)
|hi| = 1,

And, ‖α‖υ =
∑
j≥0

υ(j)|αj| =
∑
j≥0

βjP0j = P00 + βP01 < β(P00 + P01) ≤ β < ∞.

Then, ‖P‖υ <∞.
The Markov chain (Qn)n≥1 being strongly stable then, the ‖π − π̃‖υ can be bounded in

terms of ‖P − P̃‖υ.

7.2.3 Bound on Perturbation

To be able to estimate numerically the margin between the stationary distributions of
the Markov chains (Q̃n)n≥1 and (Qn)n≥1 we estimate the norm of the deviation of the
transition kernel.

Lemme 7.1 Let P̃ (respectively P ) be the transition kernel of the Markov chain (Q̃n)n≥1

(respectively of the Markov chain (Qn)n≥1). Then, for all β such that 1 < β < β0, we have :

‖P − P̃‖υ ≤
∫ ∞

0

(
1 +

(
β − 1

)
e−µt

)
|H − Eλ|(dt) (7.18)

Proof. From Equation (7.3), we have

‖P − P̃‖υ = sup
i≥0

‖P (i, .)− P̃ (i, .)‖υ
υ(i)

= sup
i≥0

1

υ(i)

i+1∑
j=0

υ(j)|Pij − P̃ij|. (7.19)

(a) For i ≤ s− 2, we have,

i+1∑
j=0

υ(j)|Pij − P̃ij| =
i+1∑
j=0

βj|Pij − P̃ij|

≤ βi+1

i+1∑
j=0

∫ ∞
0

(
i+ 1

i+ 1− j

)(
1− e−µt

β

)i+1−j

(e−µt)j|H − Eλ|(dt)

≤ βi
∫ ∞

0

(
1 + (β − 1)e−µt

)
|H − Eλ|(dt)
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Then, ‖P − P̃‖υ ≤
∫ ∞

0

(
1 + (β − 1)e−µt

)
|H − Eλ|(dt). (7.20)

We pose, ∆1 =

∫ ∞
0

(
1 + (β − 1)e−µt

)
|H − Eλ|(dt) =

∫ ∞
0

ζ(t)|H − Eλ|(dt)

(b) For i = s− 1, we have,
s∑
j=0

υ(j)|P(s−1)j − P̃(s−1)j|

=
s−1∑
j=0

βj|P(s−1)j − P̃(s−1)j|+ βs|P(s−1)s − P̃(s−1)s|

≤
s−1∑
j=0

βj
∫ ∞

0

(
s

s− j

)
(1− e−µt)s−j(e−µt)j|H − Eλ|(dt) + βs

∫ ∞
0

e−sµt|H − Eλ|(dt)

= βs
∫ ∞

0

(
1− e−µt

β
+ e−µt

)s
|H − Eλ|(dt) ≤ βs−1

∫ ∞
0

(
1 + (β − 1)e−µt

)
|H − Eλ|(dt)

Then,

‖P − P̃‖υ ≤
∫ ∞

0

(
1 + (β − 1)e−µt

)
|H − Eλ|(dt) = ∆1. (7.21)

(c) For i ≥ s, we have,

i+1∑
j=0

υ(j)|Pij − P̃ij| =
i+1∑
j=0

βj|Pij − P̃ij| =
s−1∑
j=0

βj|Pij − P̃ij|+
i+1∑
j=s

βj|Pij − P̃ij|

we have,

s−1∑
j=0

βj|Pij − P̃ij|

≤ βs
∫ ∞

0

∫ t

0

[
s−1∑
j=0

(
s

j

)(
1− e−µ(t−τ)

β

)s−j (
e−µ(t−τ)

)j] (sµτ)i−s

(i− s)!
e−sµτsµdτ |H − Eλ|(dt)

≤ βs−1

∫ ∞
0

[
e−sµt

∞∑
n=i+1−s

(sµt)n

n!
+ (β − 1)e−sµt

( s

s− 1

)i+1−s
∞∑

n=i+1−s

((s− 1)µt)n

n!

−βe−sµt (sµt)i+1−s

(i+ 1− s)!

]
|H − Eλ|(dt)

And,

i+1∑
j=s

βj|Pij − P̃ij| ≤ βi+1

∫ ∞
0

e−sµt
i+1∑
j=s

(sµt/β)i+1−j

(i+ 1− j)!
|H − Eλ|(dt)

= βi+1

∫ ∞
0

e−sµt
i+1−s∑
n=0

(sµt/β)n

n!
|H − Eλ|(dt)
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therefore,

i+1∑
j=0

υ(j)|Pij − P̃ij| ≤ βi
∫ ∞

0

(
1

β
− 1

β
e−sµt +

(β − 1

β

)( s

s− 1

)
(e−µt − e−sµt) + βe−sµt

)
|H − Eλ|(dt)

Then,

‖P−P̃‖υ ≤
∫ ∞

0

(
1

β
− 1

β
e−sµt+

(β − 1

β

)( s

s− 1

)
(e−µt−e−sµt)+βe−sµt

)
|H−Eλ|(dt) (7.22)

We pose,

∆2 =

∫ ∞
0

(
1

β
− 1

β
e−sµt+

(β − 1

β

)( s

s− 1

)
(e−µt−e−sµt)+βe−sµt

)
dEλ(t) =

∫ ∞
0

g(t)|H−Eλ|(dt)

According to Equations (7.13), we have :

g(t) ≤ 1

β

(
1 + (β − 1)e−µt

)2

≤
(

1 + (β − 1)e−µt
)

= ζ(t)

this shows that ∆2 =

∫ ∞
0

g(t)|H − Eλ|(dt) ≤
∫ ∞

0

ζ(t)|H − Eλ|(dt) = ∆1.

Finally, it suffices to take, ‖P − P̃‖υ ≤ ∆ = max(∆1, ∆2) =

∫ ∞
0

(
1 + (β − 1)e−µt

)
|H − Eλ|(dt).

Lemme 7.2 Let π be the stationary distribution of the embedded Markov chain (Qn)n≥1.
Then, for all 1 < β < β0, we have :

||π||υ = π0

(
s−1∑
k=0

(s%β)k

k!
+

(λβ/µ)s

s!(1− %β)

)
= c0 (7.23)

where,

% =
λ

sµ
< 1

and,

π0 =

[
s−1∑
k=0

(s%)k

k!
+

(
(s%)s

s!

)(
1

1− %

)]−1

Proof. The stationary distribution of P is known to be equal to

πk =

{
π0(s%)k/k! if k ≤ s
π0%

kss/s! if k ≥ s

where,

% =
λ

sµ
< 1
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and,

π0 =

[
s−1∑
k=0

(s%)k

k!
+

(
(s%)s

s!

)(
1

1− %

)]−1

Hence,

||π||υ =
s−1∑
k=0

βkπk +
∞∑
k=s

βkπk

= π0

(
s−1∑
k=0

(s%β)k

k!
+
ss

s!
(%β)s

∞∑
k=0

(%β)k

)

We have, with assumption that s ≥ 2, β0 =
2µ2

λ(λ+ µ)
=

2µ

λ

µ

λ+ µ
<

2µ

λ
≤ sµ

λ
=

1

%
Then, for all 1 < β < β0,

||π||υ = π0

(
s−1∑
k=0

(s%β)k

k!
+

(λβ/µ)s

s!(1− %β)

)

Théorème 7.4 Let π (respectively π̃) be the stationary distribution of the embedded Mar-

kov chain (Qn)n≥1 (respectively of the embedded Markov chain (Q̃n)n≥1). Then, for all
1 < β < β0, we have :

||π − π̃||υ ≤ c0 c∆(1− ρ− c∆)−1

where c0 is given in (7.23) , c = 1 + ||π||υ.

Proof. According to Theorem 7.2,

c = 1 + ||1||υ||π||υ,

where,

||1||υ = sup
k

1

βk
= 1.

Then,
c = 1 + ||π||υ.
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Abstract

In this work, we interesse in the estimation of probability density f of the amount of claims,
with modified gamma kernel estimator, in order to study the strong stability method in
the classical risque model P/G (exponential distribution between two consecutive arrival
and general distribution of claim amount). we use the simulation approach in order to
evaluate numerically the approximation error between the P/P(exponential distribution
between two consecutive arrival and exponential distribution of claim amount) and P/G
risk model.
keywords : Nonparametric estimation, Risk models, Probability of ruin, Strong stability,
Simulation.

Résumé

Dans ce travail, nous estimons la densité de probabilité du montant de réclamation, en
utilisant le noyau Gamma modifié, pour l’étude de stabilité forte du modèle de risque
classique P/P (loi d’inter-sinistre et du montant de réclamation sont exponentielle). L’ap-
proche simulation sera utiliser afin d’évaluer numériquement l’erreur d’approximation entre
les probabilités de ruine du modèle de risque idéale P/P et du modèle de risque perturbé
P/G (loi exponentielle d’inter-sinistre et loi générale du montant de réclamation).
Mots clés : Estimation non paramétrique, Modèles de risque, Probabilités de ruine, Sta-
bilité forte, Simulation.

8.1 Introduction

Dans le domaine des assurances, la probabilité de ruine est la mesure de risque la
plus étudiée dans la littératures. En général, cette mesure est très difficile ou même impos-
sible à évaluer d’une manière explicite, c’est pourquoi on a recours à différentes méthodes
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d’approximation pour estimer cette caractéristique. La méthode de stabilité forte, qui a
été élaborer par Aissani et Kartashov (1983) [4, 3], connâıt un large champs d’application
en théorie de ruine après le travail de Kalashnikov (2000) [5], où l’auteur a présenté de
nouvelles bornes de stabilité des probabilités de ruine. Dans ce sens, plusieurs travaux ont
était réalisés sur différents modèles : le modèle de risque avec investissement (Rusaityte
en 2001[6]) ; les modèles de risque semi-markoviens sans investissement (Enikeeva et al en
2001 [2]) et le modèle de risque classique à deux dimensions (Benouaret et Aissani en 2007
[7]).

Pour une étude théorique, différentes lois de probabilité peuvent servir à modéliser
le nombre et le montant des réclamations. Réellement, la détermination de ces lois de
probabilités ne peut être obtenue qu’à partir d’un échantillon d’observations et ça nécessite
l’utilisation des techniques d’estimation fonctionnelle.

Cette article consistera à étudier, en utilisant l’estimation non paramétrique par la
méthode du noyau, la stabilité forte des probabilités de ruine dans un modèle de risque.
En supposant que le nombre de réclamations suit une loi de Poisson, nous clarifions, par
l’application de la méthode de stabilité forte, les conditions d’approximation d’un modèle
de risque de distribution inconnue des montants de réclamations par le modèle de risque
où le montant de réclamations suit une loi exponentielle, avec une estimation de l’erreur
de cette approximation.

8.2 Méthode de stabilité forte dans le modèle de risque classique

Dans cette section, nous donnons un bref résumé sur les résultats théoriques obtenus
par l’application de la méthode de stabilité forte dans un modèle de risque [5].

8.2.1 Description du modèle de risque classique

Le modèle de risque classique à une dimension est décrit par le processus suivant :

X(t) = u+ ct−
N(t)∑
i=1

Zi, t ≥ 0, (8.1)

où :
• u est le surplus initial.
• c représente le taux de prime constant par unité de temps.
• {N(t), t ≥ 0} est un processus de Poisson de paramètre λ représentant le nombre de

réclamations (sinistres).
• {Zi}i∈N∗ est une suite de variable aléatoire indépendante et identiquement distribuées

où Zi est Le montant du ième sinistre, de fonction de distribution F et de moyenne µ
finie.

Parmi différentes mesures de risque, nous nous intéressons à la probabilité de ruine qui
représente la probabilité que la compagnie d’assurance tombe en état d’insolvabilité.



8 Estimation non paramétrique dans l’étude de stabilité forte d’un modèle de risque 83

Definition 1. Nous appelons probabilité de ruine en temps fini t, la fonction donnée par

Ψ(u, t) = P(∃s ∈ [0, t]/X(s) < 0), ∀u ≥ 0.

– En temps infini, elle est définie comme suit :
Ψ(u,∞) = P(∃s ≥ 0/X(s) < 0) = Ψ(u), ∀u ≥ 0.

Malheureusement, l’évaluation des probabilités de ruine n’est exacte que dans quelques
modèles. Dans ce sens, la plus part des résultats obtenus sur cette caractéristique sont
seulement des approximations. D’où l’intérêt d’obtenir des bornes de stabilité.

8.2.2 Stabilité forte

Le critère de stabilité forte appliqué par Kalashnikov (2000) dans un modèle de risque
à une dimension est le suivant [3, 4] :

Théorème 8.1 Soit v une fonction poids fixée.Considérons une châıne de Markov de
noyau de transition P , tel que ‖P‖v < ∞ et possède une distribution stationnaire unique
π. Supposons aussi qu’il existe une fonction non-négative h et une mesure de probabilité α
tel que P peut être décomposé comme suit :

P (u, .) = T (u, .) + h(u) α(.); (8.2)

où
‖π‖h > 0, ‖α‖h > 0; (8.3)

et
‖T‖v ≤ ρ < 1. (8.4)

Alors toute châıne de Markov de noyau de transition P ′ :

∆ = ‖P − P ′‖v < ∆0 ≡
(1− ρ)2

1− ρ+ ρ ‖α‖v
. (8.5)

possède une distribution stationnaire unique π′ et de plus,

‖π − π′‖v ≤
∆‖α‖v

(1− ρ)(∆0 −∆)
. (8.6)

Approximation par le modèle de risque classique

Le modèle de risque classique (P/P) est fortement stable par rapport à la fonction poids
v(x) = eεx,x ≥ 0 [5]. Dans cette partie, nous utilisons l’aspect quantitatif de la méthode
de stabilité forte afin d’estimer l’erreur d’approximation du modèle de risque (P/G) par le
modèle (P/P).
Notons par a = (λ, c, F ), (respectivement a′ = (λ′, c′, F ′) ) le vecteur de paramètres du
modèle de risque idéale (respectivement perturbé).



84 Atik TOUAZIa, Zina BENOUARETb, Smail ADJABIc et Djamil AÏSSANId

L’estimation de la déviation entre les noyaux de transition, obtenue par Kalashnikov [5]
est donnée par la formule suivante :

‖P − P ′‖v ≤ 2 E eεZ | ln λc
′

λ′c
|+ ‖F − F ′‖v. (8.7)

Sous la condition suivante qui représente le domaine de perturbation des paramètres :

u(a, a′) ≤ (1− ρ)2; (8.8)

où

u(a, a′) = 2 E eεZ | ln λc
′

λ′c
|+ ‖F − F ′‖v; (8.9)

nous avons l’inégalité de stabilité suivante :

‖Ψ − Ψ ′‖v ≤
µ(a, a′)

(1− ρ)
(
(1− ρ)2 − µ(a, a′);

) (8.10)

où ρ(ε) = E exp(ε(Z − c θ)), θ est une variable aléatoire qui représente les inter-arrivées
des réclamations suivants une loi exponentielle de paramètre λ.
Notons par Γ la borne supérieur donnée par l’inégalité de stabilité forte (8.10),

Γ =
µ(a, a′)

(1− ρ)
(
(1− ρ)2 − µ(a, a′).

) (8.11)

Cas particulier : Perturbation du montant de réclamation

Dans cette étude, nous tenons seulement compte de la perturbation de la loi des mon-
tants de réclamation. Cette considération va nous permettre d’étudier la sensibilité de la
borne de stabilité par rapport au choix de l’estimateur. C’est-à-dire, les paramètres λ et c
sont les mêmes pour les deux modèles (P/P et P/G).
D’où, la déviation entre les noyaux de transition devient :

‖P − P ′‖v ≤ ‖F − Eµ‖v; (8.12)

où : F est la distribution inconnue du montant de réclamation du modèle P/G et Eµ est
la distribution exponentielle du montant de réclamation du modèle P/P.
On obtient la borne suivante :

‖Ψ − Ψ ′‖v ≤
‖F − Eµ‖v

(1− ρ)

(
(1− ρ)2 − ‖F − Eµ‖v).

)
(8.13)
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8.3 Méthode du noyau pour l’estimation de la densité du
montant de réclamation

Soit X1, ..., Xn un n-échantillon issu d’une variable aléatoire X de la fonction de densité
inconnue f sur l’ensemble R ⊆ R borné au moins d’un côté. Les estimateurs à noyau
associé, asymétrique et continu sont de la forme :

fh(x) =
1

n

n∑
i=1

Kx,h(Xi); (8.14)

où h est le paramètre de lissage et Kx,h est le noyau associé continu asymétrique.

8.3.1 Noyau Gamma modifié

Le noyau associé gamma a été introduit par Chen [8] pour estimer des densités à support
R = [0,∞[.
Deux classes de noyaux ont été proposées :

K x
h

+1,h(u) =
u
x
h exp(−u

h
)

h
x
h

+1Γ (x
h

+ 1)
, (8.15)

où Γ (α) =
∫∞

0
exp(−t)tα−1dt. Son estimateur associé est donné par :

f gh(x) =
1

n

n∑
i=1

K x
h

+1,h. (8.16)

La deuxième classe est le noyau Gamma modifié qui est donné comme suit :

Kρh(x),h(u) =
uρh(x)−1exp(−u

h
)

hρh(x)Γ (ρh(x))
, (8.17)

où

ρh(x) =

{
x
h

si x ≥ 2h;
1
4
(x
h
)2 + 1 si 0 ≤ x < 2h.

(8.18)

L’estimateur à noyau gamma modifié est donné par :

fρhh (x) =
1

n

n∑
i=1

Kρh(x),h(Xi). (8.19)

P. Malec et M. Schienle (2012) [10], ont proposés Deux types d’améliorations sur la fonction
ρh(x).

ρ1
h(x)


[1
4
( x
hr

)2 + 1][r + 2h(1− r)] si 0 ≤ x < 2hr;
x
hr

(r + 2h− x) si 2hr ≤ x < 2h;
x
h

si x ≥ 2h.
(8.20)
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ρ2
h(x)

{
1
4
( x
hr

)2 + 1 si 0 ≤ x < 2hr;
x
hr

si x ≥ 2hr.
(8.21)

où r ∈]0, 1] et pour r = 1, pour les deux cas(ρ1
h et ρ2

h), on revient au noyau Gamma
standard(ρh).
Les nouveaux estimateurs à noyau Gamma sont donnés respectivement comme suit :

f
ρ1
h

h (x) =
1

n

n∑
i=1

Kρ1
h(x),h(Xi); (8.22)

et

f
ρ2
h

h (x) =
1

n

n∑
i=1

Kρ2
h(x),h(Xi). (8.23)

8.3.2 Noyau Réciproque-Inverse-Gaussien

Afin de faire une comparaison avec le noyau Gamma, nous utilisons le noyau Réciproque-
Inverse-Gaussien [9] qui a la forme suivante :

KRIG( 1
x−h ,

1
h

)(u) =
1√

2πhu
exp(
−(x− h)

2h
(

u

x− h
− 2 +

x− h
u

)) (8.24)

l’estimateur de f est donné comme suit :

fRIGh (x) =
1

n

n∑
i=1

KRIG( 1
x−h ,

1
h

)(Xi) (8.25)

8.3.3 Méthodes de validation croisée pour le choix du paramètre de lissage h

Le paramètre de lissage h est choisi de façon à minimiser le critère de validation croisée
biaisée qui est donné par :

V CB(h) =
h4

4
σ4
K [

∫ ∞
0

(f ′′h (x))2dx−
∫∞

0
(K ′′(u))2du

nh5
] +

∫∞
0

(K)2(y)dy

nh
; (8.26)

où

σ2
K =

∫∞
0
u2K(u)du.

8.4 Simulation

Nous estimons la fonction de densité des montants de réclamation, avec les différents
noyaux présentés dans la section précédente et nous évaluons numériquement l’erreur Γ ,
qui correspond à la borne de stabilité forte de la déviation des probabilités de ruine entre
le modèle P/P et le modèle P/G.
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Afin de réaliser cette étude numérique, nous avons besoins d’un n-échantillon des montants
des réclamations pour pouvoir estimer par la méthode du noyau la densité de probabilité
fh. Pour cela, nous prenons la loi de Cox2 de paramètres µ1,µ2 et a. Tous les résultats
obtenus par les différents estimateurs à partir de l’échantillon généré seront comparés avec
les résultats obtenus par la loi théorique.

Étapes de simulation

1. Génération d’un n-échantillon de fonction de répartition F du montant de réclamation
supposé inconnue ;

2. Estimation de la densité f par fh en utilisant le noyau GAM, GAM1 et GIR ;

3. Introduire le taux moyen d’arrivée des sinistres λ ;

4. Détermination du montant moyen de réclamation µ←
∫∞

0
xfh(x) ;

5. Verifier si c > λµ, sinon la ruine est certaine.

6. Détermination du domaine de ε tel que εmin < ε < εmax
où : εmin(respectivementεmax) est la plus petite valeurs (respectivement la plus grande
valeur) qui vérifie les deux conditions suivantes :

0 < ε < min{ 1
µ
, c−λµ

cu
} et u(a, a′) < (1− ρ(ε))2

7. Détermination de l’erreur d’approximation Γ = u(a,a′)
(1−ρ)((1−ρ)2−u(a,a′))

Afin de réaliser cette étude numérique, nous avons besoin d’un n-échantillon des montants
des réclamations pour pouvoir estimer, par la méthode du noyau, la densité de probabilité
fh. Pour cela, nous prenons la loi de Cox2(µ1 = 8, µ2 = 2, α = 0.005) donnée par :

f(x) =


(1− α)µ1e

−µ1x + αµ2

µ2−µ1
µ1e

−µ1x + αµ1

µ1−µ2
µ2e

−µ2x, si x ≥ 0 et µ1 6= µ2;

(1− α)µ1e
−µ1x + αµ1e

−µ1x, si x ≥ 0 et µ1 = µ2;
0. sinon.

(8.27)

Dans ce cas, nous prenons :
– Le taux moyen d’arrivé des sinistres λ = 0.1 ;
– le taux de prime c = 5 ;
– La taille de l’échantillon n = 200 ;
– Le nombre de simulation R = 100.
En utilisant le logiciel MATLAB 7.4(R2007a), les résultats de cette simulation sont

présentés dans le tableau 8.1.

Discussion.

Dans le tableau 8.1, on remarque que l’erreur d’approximation sur les probabilités de
ruines des modèles P/P et P/G est donnée en utilisant l’estimateur avec le noyau RIG(Γ =
0.044), l’estimateur avec le noyau GAM(Γ = 0.0601) et l’estimateur avec le noyau GAM1
(Γ = 0.0413). De plus, cette dernière erreur est la plus proche de celle donnée en utilisant
la densité théorique f(x) (Γ = 0.0018).
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f(x) fGAMh (x) fGAM1
h (x) fRIGh (x)

montant moyen de réclamation µ 0.5004 0.4922 0.51 0.5104

0 < ε < min{ 1
µ
, c−λµ

cµ
} ]0,1.9786[ ]0,2.0119[ ]0,1.9408[ ]0,1.9392[

‖ F − E 1
µ
‖v 0.0015 0.0418 0.0262 0.0345

Γ 0.0018 0.0601 0.0413 0.0440

Table 8.1. Borne de stabilité forte avec les différents estimateurs.
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Abstract

Server breakdowns are a common phenomenon in queueing networks. Unfortunately,
the analysis of queueing systems becomes much more challenging through the occurrence
of breakdowns. We assume that a server breaks down at the beginning of a service in-
dependently of everything else with probability θ, for θ ∈ [0, 1]. If a server breaks down
it is repaired where we assume that repair times follow an exponential distribution. For
our mathematical analysis we will elaborate on the Markov kernel of the queue length
process embedded at appropriate events. For example, for the M/G/1 queue we will em-
bed the Markov chain at service completions and repair completions. Let Pθ denote the
Markov kernel of the (embedded) queue length process, then P0 represents the system
with no breakdowns whereas P1 models the system with certain server breakdown. Due
to our assumption that breakdowns occur independently of everything else, it holds that
Pθ = θP1 +(1−θ)P0, for θ ∈ [0, 1]. For our analysis we consider the case that upon a server
breakdown the customer is not lost but send back to the front of the queue. Note that this
implies that P1 will become a pure birth process as no customer will ever be served and the
P1 system is not stable, i.e., the mean queue length in the P1 process will be unbounded.
As we will discuss, a lower bound θ∗ can be obtained such that for θ ≤ θ∗ the mixed system
Pθ is stable. Best to our knowledge this is a new approach to stability analysis.
Let πθ denote the unique stationary distribution of Pθ, provided that it exists. Computing
πθ is a challenging problem and a variety of approaches have been proposed in the litera-
ture for approximately or indirectly solving the stationary distribution. The predominant
approach is to obtain either the generating function of πθ or an analytical expression for πθ
containing a Laplace-Stieltjes transform, see, for example, [1, 4]. Also numerical solutions
by means of the matrix geometric method [17] are available, see [15, 18].
In performance analysis one is not only interested in evaluating the system for a certain
set of parameters but also in the sensitivity of the performance with respect to the pa-
rameters. In a model with breakdowns, the breakdown probability is a parameter of key
interest and we will analyze the dependence of πθ on θ, which is a significantly more chal-
lenging then evaluating πθ for fixed θ. An obvious approach would be to choose a sequence
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of reference points {θn}, with, say, a ≤ θn ≤ b, and use {πθn} as approximation of πθ
for a ≤ θ ≤ b. Unfortunately, numerical evaluation of πθ at a sequence of points θn is
computationally demanding. Moreover, if πθn is obtained in only approximative form (by,
say, evoking some numerical procedure), no information is available on the quality of the
overall approximation of πθ on a ≤ θ ≤ b by {πθn}. Rather than computing πθ at various
points independently, we will approximately compute πθ through π0, i.e., we will answer
the question of what the effect of an increase of the breakdown probability by θ has on the
system with no breakdowns. This kind of perturbation analysis is a classical research area
in Markov chain theory, see, for example, [3, 7, 8, 11, 12, 14, 16, 19, 20, 21]. While these
kind of bounds apply to queues with denumerable state space, the perturbation bounds
provided in the literature for πθ − π0 behave numerically rather poorly (we will illustrate
this also by numerical examples).
For finite queues, the recently [9, 10] introduced series expansion algorithm (SEA) proved
to be numerically efficient, however, it lacks applicability to denumerable queues. In addi-
tion, convergence of SEA hinges on checking algorithmically a contraction condition.
For our analysis we combine results from perturbation analysis of Markov chains with SEA.
In particular, we will elaborate on the strong stability approach (SSA), [2, 5, 6, 13]. We
discuss perturbation analysis of the M/M/c queue and the M/G/1 queue with breakdowns.
The main findings we report are that, while the strong stability method has the advantage
of providing bounds for infinite queues, unfortunately, the numerical quality of the bounds
is rather poor. The series expansions proves to be numerically efficient but requires that a
finite queue is studied. From this we conclude that the strong stability method is an ana-
lytical method that leads to qualitative bounds that can behave in practice rather poorly,
whereas the series expansion method is a numerical approach that provides an efficient al-
gorithm for the functional approximation of finite queues. There is, however, an interesting
link between the two approaches. The techniques developed for the strong stability method
lend themselves to establish lower bounds of convergence for series expansions and can be
made fruitful for stability analysis. An interesting observation is that the strong stability
methods can be efficiently applied to birth-and-death like queueing networks.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons appliqué la méthode de stabilité forte et la méthode du
développement en série au système de files d’attente M/M/1/N , nous avons illustré l’ap-
plication des deux méthodes sur des exemples numériques.
Mots clés : Développement en séries, Distribution stationnaire, Matrice de déviation,
Stabilité forte, Système de files d’attente.

10.1 Introduction

L’étude de la stabilité occupe une place remarquable dans la théorie qualitative des
systèmes dynamiques, ainsi que dans celle des systèmes stochastiques. La méthode de sta-
bilité forte (ou méthode des opérateurs de la théorie de stabilité) a été élaborée par D.
Aı̈ssani et N. Kartashov au début des années 80. L’essence de cette méthode est que l’ergo-
dicité uniforme par rapport à une norme donnée est préservée sous de petites perturbations
du noyau de transition du système étudié. L’application de la méthode du développement
en série pour la distribution stationnaire consiste à écrire la distribution stationnaire du
système perturbé sous forme d’une série qui dépend de la distribution stationnaire du
système idéal, des matrices de transition des systèmes idéal et perturbé, et de la ma-
trice de déviation du système idéal. Dans ce travail, on se propose d’appliquer la méthode
de stabilité forte et la méthode du développement en série au système de files d’attente
M/M/1/N . La perturbation concerne le flot des arrivées (le système G/M/1/N est donc
le système perturbé).

10.2 Les système M/M/1/N et G/M/1/N

Considérons un système de files d’attente G/M/1/N . Les temps des inter-arrivées des
clients suivent une loi générale F de moyenne 1/λ et le temps de service est une variable
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aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre µ.
Soit Y ′n : le nombre de clients se trouvant dans le système G/M/1/N juste avant l’arrivée
du nème client. Les probabilités de transition sont données par (Q = (qi,j)i,j∈E) où E =
{0, 1, . . . , N}. Considérons en même temps un système de files d’attente M/M/1/N où
les temps des inter-arrivées des clients suivent une loi exponentielle Eλ de moyenne 1/λ et
la durée de service est exponentielle de paramètre µ.
Soit Yn : le nombre de clients se trouvant dans le système M/M/1/N juste avant l’arrivée
du nème client. Les probabilités de transition sont données par (P = (pi,j)i,j∈E).
Désignons par πP et πQ les distributions stationnaires des châınes Yn et Y ′n, et par ΠP et
ΠQ les projecteurs stationnaires des châınes Yn et Y

′
n.

10.3 Développement en série du système M/M/1/N

10.3.1 Développement en série de πP

Lemma 10.1 Soit la châıne de de Markov induite Yn du système M/M/1/N . Alors ∃
N <∞ tel que :

‖P n −ΠP‖v ≤ cβn,

∀ n ≥ N , avec c <∞ et β < 1.

Lemma 10.2 Soit la châıne de de Markov induite Yn du système M/M/1/N et DP la
matrice de déviation qui lui est associée. Alors DP est finie.

Lemma 10.3 Soit πP (resp. πQ) la distribution stationnaire de la châıne Yn (resp. Y ′n), et
DP la matrice de déviation qui lui est associé. Alors, sous la condition (C), la série

πQ = πP

∞∑
n=0

((Q− P )DP )n, (10.1)

converge vers le vecteur stationnaire πQ.

10.3.2 Bornes de perturbation pour la distribution stationnaire

Théorème 10.1 Soit πP la distribution stationnaire pour la matrice de transition P (πQ
la distribution stationnaire pour la matrice de transition Q), et soit ΠP le projecteur sta-
tionnaire pour la matrice de transition P (ΠQ est le projecteur stationnaire pour la matrice
de transition Q). Si :

‖(P −Q)D‖v ≤ η < 1, (10.2)

alors

‖πQ − πP‖v ≤ ‖πP‖v
η

1− η
, (10.3)

où
η = ‖(P −Q)‖v 1

1−‖T‖v (1− ‖ΠP‖v).
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Théorème 10.2 Soit Yn la châıne de Markov induite du système M/M/1/N ayant la
matrice de transition P , et Y ′n la châıne de Markov induite du système G/M/1/N de
matrice de transition Q. Si

‖(P −Q)D‖v ≤ η < 1, (10.4)

alors

‖πQ − πP‖v ≤ ‖πP‖v
η

1− η
, (10.5)

où
η = (1+β)W

1−ψ (1 + ‖πP‖v), W =
∫∞

0
|F − Eλ|(dt),

ψ =
λβ

λ+ µ− µ

β

(
1−

(
µ

β(λ+ µ)

)N)
, ‖πP‖v =

(1− ρ)(1− (ρβ)N+1)

(1− ρN+1)(1− ρβ)
.

10.3.3 Application numérique

Considérons un système de files d’attente Eα/M/1/N. on prend N = 6 et on suppose
que les durées entre deux arrivées consécutives sont des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées dont la densité est de la forme suivante :

g(t) =

λe−λt
(λt)α−1

(α− 1)!
si t ≥ 0;

0 sinon.

Les durées de service sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées, suivant une loi exponentielle Eµ de paramètre µ = 8. On pose λ = 5 et α = 2.
Pour différentes valeurs de α et pour une précision ε = 0.001, le programme que nous avons
conçu calcule la distribution stationnaire πQ du système Eα/M/1/N (système perturbé)

.
α = 2 α = 3 α = 4

πQ ν πQ ν πQ ν
0.3720241 0.3004547 0.4113790 0.6321934 0.3470184 0.8036947
0.2344126 0.2222756 0.1919496 0.2331022 0.0742075 0.1577860
0.1515023 0.1643935 0.1207620 0.0859455 0.1051198 0.0309773
0.1004190 0.1214270 0.0914442 0.0316760 0.1319887 0.0060810
0.0678310 0.0891462 0.0734356 0.0116376 0.1308508 0.0011922
0.0456699 0.0635610 0.0600007 0.0041763 0.1152372 0.0002303
0.0281411 0.0387420 0.0510288 0.0012690 0.0955775 0.0000386
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10.4 Stabilité forte du système M/M/1/N

Théorème 10.3 Supposons que λ/µ < 1, alors pour tout β tel que 1 < β < µ/λ, la châıne
de Markov induite Yn est fortement v-stable pour une fonction v(l) = βl.

Théorème 10.4 Soient P et Q les noyaux de transition des châınes de Markov induites
des systèmes M/M/1/N et G/M/1/N . Alors, pour tout β tel que : 1 < β < µ/λ, on a :

‖P −Q‖v ≤ (1 + β)W ;

où W =
∫∞

0
|F − Eλ|(dt).

10.4.1 Inégalités de stabilité

Théorème 10.5 Supposons que la châıne de Markov induite Yn du système M/M/1/N
soit fortement v-stable et que :

W <
(1− ψ)

C(1 + β)
; (10.6)

alors

‖πP − πQ‖v ≤
(1− ρ)(1− (ρβ)N+1)(1 + β)CW

(1− ρN+1)(1− ρβ)(1− ψ − (1 + β)WC)
; (10.7)

pour tout β tel que 1 < β < µ/λ, avec :

C =
(1− ρ)(1− (ρβ)N+1) + (1− ρN+1)(1− ρβ)

(1− ρN+1)(1− ρβ)
et ψ =

λβ

λ+ µ− µ

β

(
1−

(
µ

β(λ+ µ)

)N)
.

10.5 Application numérique

Considérons un système de files d’attente G/M/1/N . on prend N = 5 et on suppose
que les durées entre deux arrivées consécutives sont des variables aléatoires indépendante
et identiquement distribuées dont la densité est de la forme suivante :

g(x) =

{ 1

4
e−x +

3

2
e−2x, Si x ≥ 0;

0, Sinon.

Les durées de service sont des variables aléatoires identiquement distribuées, suivant une
loi exponentielle Eµ de paramètre µ = 12.
Le programme que nous avons conçu calcule la borne supérieure de l’erreur d’approxima-
tion. Les résultats obtenus sont représentés dans le tableau suivant :
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β ‖πP − πQ‖v β ‖πP − πQ‖v
1.01 0.8165805 1.8 1.7373977
1.02 0.8173503 2 2.4102178
1.03 0.8185240 2.2 3.6328277
1.1 0.8365192 2.4 6.4214516
1.2 0.8861564 2.6 18.3466771
1.3 0.9591606 2.7 98.5631519
1.4 1.0546126 2.71 168.7781551
1.6 1.3229628 2.7236071 4118.2563611

On remarque que l’erreur ‖πP − πQ‖v crôıt en fonction de β et elle atteint des valeurs
très grandes à la frontière de la borne supérieure de l’intervalle [1.01, 2.7236071]. Pour
β = 1.01, l’estimation minimale de l’erreur est ‖πP − πQ‖v = 0.8165805 .

Conclusion

Dans ce travail, nous avons appliqué les méthodes stabilité forte et développement en
série au système de files d’attente M/M/1/N après une perturbation du flot des arrivées
(G/M/1/N).





11

Nouvelle borne de perturbation du système
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Abstract : In this paper, we establish a framework for robust sensitivity analysis of queues.
Our leading example is the finite capacity M/M/1/N queue and we analyze the sensiti-
vity of this model with respect to the assumption that interarrival times are exponential
distributed.
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11.1 Introduction

We are interested in the performance of a system when some of its parameters or cha-
racteristics are changed. The system as given is modeled as a Markov chain with transition
matrix P and stationary distribution P . We assume that P is aperiodic and unichain. In
this work, the transition matrix P is that of embedded Markov chain, Yn, in an M/M/1/N
queue. What would be the effect on the stationary behavior of the queue if we changed
the density function of the inter-arrival times. Let Q denote the transition matrix of the
embedded Markov chain, Y ′n , modeling the perturbed system and assume that Y ′n has
unique stationary distribution Q. The question about the effect of switching from P to Q
on the stationary behavior is expressed by P −Q.

In this paper, we develop a framework for robust sensitivity analysis of the M/M/1
queue with respect to the interarrival time distribution. In other words, we bound the
sensitivity of the stationary distribution of the queue length process of the M/M/1/N
queue with respect to the assumption that interarrival times are exponential. In order to
do so, we will consider the queue length process embedded at service completions in the
M/M/1/N loss queue.
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11.2 Preliminaries and Notations

In this analysis, we use the norm ‖.‖v, also called v-norm, where v ∈ RS is such that
v(i) ≥ 1 for all i ∈ S. For a column vector w ∈ RS, the v-norm is given by

‖w‖v = sup
i∈S

|w(i)|
v(i)

and for a row vector u> ∈ RS, the v-norm is given by

‖u‖v =
∑
i∈S

|u(i)|v(i).

As usual, we write distributions as row vectors and performance functions as column vec-
tors.
For a matrix A ∈ RS×S, the v-norm is given by :

‖A‖v = sup
i∈S

∑
j∈S |A|(i, j) v(j)

v(i)
,

where |A|(i, j) denotes the (i, j)th element of the matrix of absolute values of A.

11.3 Description of M/M/1/N and G/M/1/N models

Consider a G/M/1/N system where inter-arrival times are independently distributed
with general distribution G(t) and service times are distributed with Eµ(t) (exponential
with parameter µ). N denote the buffer capacity of the queue.
Let Y ′n be the number of customers left behind in the system by the nth departure. It’s
easy to prove that Y ′n forms a Markov chain with a transition matrix (Q = (qi,j)i,j∈E) where
E = {0, 1, . . . , N}.
Consider also an M/M/1/N system, which has Poisson arrivals with parameter λ and
the same distribution of the service time as the previous system. It is known that Yn (the
number of customers left behind in the system by the nth departure) forms a Markov chain
with a transition matrix (P = (pi,j)i,j∈E).
Designate by πQ and ΠQ the stationary distribution and the ergodic projector of Y ′n.
Designate also by πP and ΠP the stationary distribution and the ergodic projector of Yn.
We write D for the deviation matrix associated with P , where :

DP =
∞∑
m=0

(Pm −ΠP ) =
∞∑
m=0

(P −ΠP )m −ΠP .

We denote the taboo kernel of the M/M/1/N queue with taboo set {0} by (T = (Ti,j)i,j∈S)
, i.e.,

Tij =

{
pij if i > 0 and j ≥ 0,
0 if i = 0 and j ≥ 0.
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11.4 Serie Expansion for the M/M/1/N system

Lemma 11.1 Let Yn the imbedded Markov chain of the M/M/1/N system with transition
matrix P then a finite number N exists such that

‖P n −ΠP‖v ≤ cβn,

∀ n ≥ N , where c <∞ and β < 1.

Lemma 11.2 Let Yn the imbedded Markov chain of the M/M/1/N system with transition
matrix P and DP the deviation matrix associated with P. Then DP is finite

Lemma 11.3 Let Yn the imbedded Markov chain of the M/M/1/N system with transition
matrix P and Y ′n the imbedded Markov chain of the G/M/1/N system with transition
matrix Q. Under condition (C) it holds that :

ΠQ = ΠP

∞∑
n=0

((Q− P )D)n.

11.5 Numerical example

Let us consider a Eα/M/1/N system where the density function of the inter-arrival
times is Erlang-α

g(x) =

λe−λt
(λt)α−1

(α− 1)!
if t ≥ 0,

0 otherwise.

The service times are distributed with Eµ(t) with parameter µ = 8.
We consider also an M/M/1/N system, which has Poisson arrivals with parameter λ = 5
and the same distribution of the service time as the E2/M/1/N system. We give N = 6.
Now, we apply the above algorithm to compute the stationary distributions of the
Eα/M/1/N system πQ.
For different values of α, we compute the stationary distributions of the Eα/M/1/N system
and we compare it by the true stationary distribution ν of the same system. The obtained
results are presented in this table

α = 2 α = 3 α = 4
πQ ν πQ ν πQ ν

0.3720241 0.3004547 0.4113790 0.6321934 0.3470184 0.8036947
0.2344126 0.2222756 0.1919496 0.2331022 0.0742075 0.1577860
0.1515023 0.1643935 0.1207620 0.0859455 0.1051198 0.0309773
0.1004190 0.1214270 0.0914442 0.0316760 0.1319887 0.0060810
0.0678310 0.0891462 0.0734356 0.0116376 0.1308508 0.0011922
0.0456699 0.0635610 0.0600007 0.0041763 0.1152372 0.0002303
0.0281411 0.0387420 0.0510288 0.0012690 0.0955775 0.0000386
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11.6 Establishing Norm Bounds

Let
D̂ =

∑
n≥0

T n(I −ΠP ),

where finiteness of D̂ follows from the fact that the deviation matrix exists for finite state-
space models.

Théorème 11.1 Let

η =
1 + ‖πP‖v
1− ‖T‖v

.

If ||T ||v < 1, then
||D̂||v ≤ η,

and, if in addition, η||Q− P || < 1, then

‖πQ − πP‖v ≤ ‖πP‖v
η||Q− P ||v

1− η||Q− P ||v
.

Théorème 11.2 Suppose that ρ = λ/µ < 1. For all β such that

1 ≤ β <
µ

λ
,

it holds that

||T ||v ≤
λβ

λ+ µ− µ

β

(
1−

(
µ

β(λ+ µ)

)N)
< 1

and

‖πP‖v =
(1− ρ)(1− (ρβ)N+1)

(1− ρN+1)(1− ρβ)
.

For the following, let

W = ||G− Eλ||tv =

∫ ∞
0

|G− Eλ|(dt)

and observe that
W ≤ ||G− Eλ||v,

for β ≥ 1.

Théorème 11.3 If 1 ≤ β < µ/λ, then, for β ≥ 1, it holds

‖(P −Q)‖v ≤ (1 + β)W.
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11.7 Robust Sensitivity Analysis

Elaborating on the norm bounds provided in the previous section, we will establish in
the next theorem the robust sensitivity bound.

Théorème 11.4 If

(1 + β)W
1 + ‖πEλ‖v
1− ‖T‖v

< 1,

then it holds that :

lim sup
‖G−Eλ‖→0

‖πQ − πP‖v
‖G− Eλ‖v

≤ inf
β≥1
||πEλ||v(1 + β)

1 + ‖πEλ‖v
1− ‖T‖v

.

Conclusion

In this paper, we have developed a framework for robust sensitivity estimates for the
finite M/M/1 queue with respect to a perturbation of the interarrival time distribution.
The extension of our framework to more complex queues and networks of queues is topic
of further research.
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Résumé Real life inventory problems are often very complicated and they are resolved only through approxi-
mations. Therefore, it is very important to justify this approximation and to estimate the resultant error. This
paper presents a functional approximation of the inventory model with (R, s, S) policy, built on a Taylor series
approximation. Using the underlying Markov chain with respect to the perturbation of the demand distribution,
we obtain quantitative estimates with an exact computation of constants. Numerical examples are carried out to
illustrate the performance of this approach.

12.1 Introduction

The stock can be viewed as the accumulation of products that can be used to meet future
demand. Inventory investment helps ensure business continuity and allows the company to
produce a steady pace. The presence of intermediate storage in a production line reduces
the risk of production stop in case of failure of one of the machines. On the other hand,
a low level of inventories increases the risk of rupture and can cause downtime. Unmet
demand of the client may have negative sequence cons (loss of customer confidence) in
addition to loss of income. Essentially, inventory management considers two questions :

– How can we maintain the stock has a high enough level ?
– What exactly does ”enough ?

The problems of inventory management are among the most studied by specialists in
operations research. They meet frequently and when they can be controlled by quantitative
techniques, the profits are substantial. Stochastic models of inventory management are
more realistic because they take into account the uncertain behavior of some parameters.
However, they are more difficult to analyze. They can contain a large number of parameters.
In general, these models are very complicated and can only be solved by approximation.
In this work, we propose to apply for the first time, the Taylor series expansions method
for the stochastic inventory management model (R, s, S) [3]. The disturbance concerns the
demand law. The results used are those for Markov chains with finite state space. Our
results were compared with those established by B.Rabta [1, 2].
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12.2 The Model

Consider the model (R, s, S) with a demand under the compound Poisson law. Custo-
mers arrive according to a Poisson distribution. The number of customers arriving during a
period T is then Poisson variable N(T ). The client requests an amount nth random amount
Dn. Suppose that Dn are independent and identically distributed with common law :

D(k) = P (Dn = k); k = 1; 2; . . . .

The hypothesis of delivery is zero makes the position of a stock process P identical to the
level stock process N . For such problems of inventory management, there is evidence that
the policy (R, s, S) is optimal. Following this policy, the state Xn of the stock is inspected
at dates tn = nR. If the level of stock Xn is equal or less than s, the manager places an
order so has bring the stock level S. The size of the order is equal to Xn = Zn − S. If by
against the stock level is above the threshold s, we do not place an order and wait for the
next time for review expects.

12.2.1 The corresponding Markov chain

The stock state Xn+1 at the end of the period (n+ 1) is given by :

Xn+1 =

{
(Xn −Dn+1)+ If Xn > s;

(S −Dn+1)+ Otherwise.

12.2.2 The Transition Matrix

Suppose that at time n, Xn = k, then : Xn+1 = (k − Dn+1)+. The correspending
transition matrix is given as follow :

Figure 12.1. The Transition Matrix

It is easy to observe that Xn is an irreductible, homogeneous and aperiodic Markov Chain
with finite state space E = {0; 1, . . . S}.
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12.3 The Taylor Series Expansion Method

The main idea of this method is adopted precisely the same already known fundamental
mathematical analysis. The application of the method of the Taylor series expansion for the
stationary distribution is to write the stationary distribution of the perturbed system as a
power series which depends on the stationary distribution of the ideal system, transition
matrices and deviation matrix from the ideal system. It is in this context that we try to
apply this method to the model (R, s, S) inventory management, where the function in
question is none other than the vector of stationary distribution, after giving explicitly
the conditions of its application. The major usefulness of the approach of the Taylor series
expansion is based on two factors : fast convergence of the series and the ability to compute
the remainder of the Taylor series efficiently.

12.3.1 The Taylor Series Expansion numerical results

Using a special recursive algorithm, we calculated the stationary distribution for the
disturbed model. We applied the TSEM to test the sensitivity of the model when disrupts
the arrival request rate λ to λ

′
= λ+∆. The considered parameters are : R = 1; 6 = S; s =

3; = 5, where ∆ = 0.1. The transition matrix of the system is constructed performed via a
computer program.

Figure 12.2. The Corresponding transition Matrix

12.3.2 The Stationary Distributions

The stationary distributions vectors are computed and given as bellow :
π = (0.4162; 0.1727; 0.1674; 0.1304; 0.0767; 0.0302; 0.0060), πQ = (0.4542; 0.1809; 0.1721; 0.1317; 0.0760; 0.0294; 0.0057).

Then, the projector of the stationary transition matrix and the deviation Matrix are :

12.4 Conclusion

In this work, we described the inventory system (R, s, S) by a discrete and homogeneos
Markov chain, with finite state space, which is ergodic admitting a unique invariant dis-
tribution. We also applied the Taylor series expansion in order to predict its caracteristics
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Figure 12.3. The Projector Matrix

Figure 12.4. The Deviation Matrix

Figure 12.5. Variation of the Reminder Term
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Figure 12.6. Variation of the approximation error

in case of deviation of one of its parameters. The main difficulty of the TSEM is the stop-
ping criterion for the reminder term approximation. Based on the results of K. Abbas ans
B.Heidergott [3], we were able to get good results from which we obtained the stopping
order for the characteristic polynomial and an estimation of the error.
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Abstract : In the literature, the risk models recently studied are becoming increasingly
complex. Therefore, it is rare to find explicit analytical relations to calculate the ruin pro-
babilities. In this work, we are interested to the strong stability approach of the two dimen-
sional classical risk model with large claims. In the application of the quantitative aspect
of the strong stability method in the considered model and in order to deduce a bound sta-
bility of the deviation of ruin probabilities, we will use the regenerative processes theory.
Key words : Regenerative Processes, Strong Stability, Risk Models, Ruin Probability.

Résumé :Dans la littérature, les modèles de risque récemment étudiés deviennent de plus
en plus complexes. Par conséquent, il est rare d’avoir des relations analytiques explicites
pour le calcul de la probabilité de ruine. Dans ce travail, nous nous intéressons à l’ap-
proche de la stabilité forte dans le modèle de risque classique à deux dimensions avec des
réclamations larges. Dans l’application de l’aspect quantitatif de la méthode de la stabilité
forte et afin de déduire une borne de stabilité de la déviation de la probabilité de ruine,
nous utilisons la théorie des processus régénératifs.
Mots clés : Processus Régénératifs, Stabilité Forte, Modèles de Risque, Probabilité de
Ruine.

13.1 Introduction

Dans la théorie de la ruine, le problème de stabilité a été développé par Beirlant and
Rachev en 1987 (cf. [10]). Par la suite, l’académicien V. Kalashnikov a réalisé la première
application de la méthode de stabilité forte (cf. [7]) aux modèles de risque (cf. [4]) où
il a obtenu des bornes de stabilité de la probabilité de ruine avec un calcul explicite des
constantes. Par conséquent, plusieurs autres applications de la méthode de la stabilité forte
ont été réalisées dans différents modèles de risque (cf. [5, 8, 1]).
Cependant, l’estimation de la probabilité de ruine par la méthode de stabilité forte basée
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sur l’approche par châınes de Markov, rencontre des difficultés dans le cas d’un modèle de
risque avec des réclamations larges. Pour pallier à cette difficulté, Kalashnikov a proposé
l’utilisation de la théorie des processus régénératifs (cf. [3, 4]).
Dans ce travail, nous appliquons la méthode de stabilité forte et nous utilisons les processus
régénératifs dans un modèle de risque spécifique. Il s’agit du modèle classique à deux
dimensions avec indépendance des réclamations. Dans cette analyse, le processus inverse
{Vn} est à la fois de Markov et régénératif, si l’on choisit des instants successifs où Vn prend
la valeur 0 comme époque de régénération.

13.2 Processus Régénératifs

Un processus stochastique X = {X(t) : t > 0} est appelé processus régénératif s’il
existe une variable aléatoire R1 > 0 tel que :
• {X(t+R1) : t > 0} est indépendant de {X(t) : t < R1},
• {X(t+R1) : t > 0} est stochastiquement équivalent à {X(t) : t > 0},
où R1 appelée époque de régénération (ou temps de régénération) et on dit que X se
régénère ou se réinitialise à ce point.
Ce type de processus est d’un grand intérêt dans plusieurs modèles stochastiques, comme les
systèmes de fils d’attente (cf. [2]). En 2000, Kalashnikov a proposé la théorie des processus
régénératifs comme solution pour l’application de la méthode de stabilité dans le modèle
de risque avec des réclamations larges.

13.3 Probabilités de ruine d’un modèle de risque classique à
deux dimensions

Le modèle de risque classique à deux dimensions est défini comme suit :(
X1(t)
X2(t)

)
=

(
u1

u2

)
+

(
c1

c2

)
t−

N(t)∑
i=1

(
Z1
i

Z2
i

)
, t ≥ 0. (13.1)

Ce processus stochastique, défini par la formule (13.1), représente la réserve d’une compa-
gnie d’assurance qui possède deux branches d’activité.
Le nombre de réclamations (ou de sinistres) N(t) survenus jusqu’au temps t (t ≥ 0) est
représenté par un processus de Poisson de paramètre λ > 0.
{Z1

i , Z
2
i }i∈N∗ sont deux suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées et indépendantes du processus de Poisson {N(t), t ≥ 0}, de fonction de répartition
(F1, F2) et de moyenne (m1,m2) respectivement.
Dans ce modèle, le temps de ruine peut être défini de plusieurs façons. Dans ce travail,
nous nous intéressons à la définition suivante :

Tsom = inf{t/ X1(t) +X2(t) < 0}. (13.2)
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La probabilité de ruine en fonction du temps de ruine défini précédemment est

Ψsom(u1, u2) = P
(
Tsom <∞/(X1(0), X2(0)) = (u1, u2)

)
. (13.3)

13.4 Processus régénératifs dans le modèle de risque classique à
deux dimensions

On considère le modèle de risque classique à deux dimensions défini précédemment par
la formule (13.1).
Le processus inverse associé à ce modèle est construit d’une manière à ce que sa distribution
stationnaire corresponde exactement à la probabilité de ruine étudiée (cf. [4, 5]).

13.4.1 Processus inverse

Puisque la ruine peut seulement apparâıtre aux instants d’arrivée des réclamations, on
peut réécrire Ψsom(u1, u2), définie par la relation (13.3), de la manière suivante :

Ψsom(u) = P
(

inf
n≥1

(X1
Tn

+X2
Tn

) < 0/ X1
0 +X2

0 = u
)
, (13.4)

où u = u1 + u2 et {Tn, n ≥ 1} est une séquence de variables aléatoires indépendantes qui
représentent les instants d’arrivées des réclamations, avec Tn = θ1 + θ2 + · · · + θn et θn
est une variable aléatoire qui représente la durée de temps entre la (n − 1)ème et la nème

réclamation.
Le processus inverse associé au modèle considéré est de la forme suivante :{

V0 = 0,
Vn+1 =

(
Vn − (c1 + c2) θn+1 + Z1

n+1 + Z2
n+1

)
+
, ∀ n > 0.

En fonction de la châıne de Markov {Vn}n≥0, Ψsom(u) s’écrit comme suit :

Ψsom(u) = lim
n→∞

P(Vn > u) = 1− lim
n→∞

P(Vn ≤ u) = 1−G(u), (13.5)

où G(u) = lim
n→∞

Gn(u) = lim
n→∞

P (Vn ≤ u).

Remarque :
Signalons que la construction de processus inverse est purement algébrique et elle n’utilise
pas la structure probabiliste de {XTn} (cf. Asmussen et Sigman [9] et Enikeeva et al. [5]).
Suivant la forme recursive de la châıne {Vn}n≥0 donnée par l’équation (13.4.1), Vn+1 ne
dépend que de Vn, θn+1, Z1

n+1 et Z2
n+1, où les variables aléatoires θn+1, Z1

n+1 et Z2
n+1 sont

indépendantes de n et de l’état du système avant Tn. D’où, {Vn}n≥0 est une châıne de
Markov homogène à espace d’état continu E = R+.
De plus, si on pose σ0 = 0, σk+1 = min{n > σk, Vn = 0}, k ≥ 0, alors,
∀ k ≥ 0, la châıne {Vσk+n}n≥0 est de même distribution que la châıne initiale {Vn}n≥0

et indépendante de {Vj}j≤σk . A partir de cette propriété, on déduit que {Vn}n≥0 est un
processus régénératif où {σk} sont ses temps (époques) de régénération.
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13.4.2 Inégalité de stabilité

Considérons le modèle de risque classique à deux dimensions où le processus inverse
associé à Ψsom est donné par (13.4.1). Pour ε > 0, soit Ad ⊂ A le sous ensemble des
valeurs admissibles perturbées du vecteur des paramètres a gouvernant le modèle de risque
considéré :

Ad =


a : E

(
exp{ε(Z1

1 + Z2
1 − (c1 + c2)θ1)}

)
≤ ρ < 1

et
E exp (ε(Z1

1 + Z2
1)) ≤ β(ε) <∞

sont vérifiées

 .

Autrement dit, Ad contient tous les vecteurs paramètres a satisfaisants les relations :

E
(

exp{ε(Z1
1 + Z2

1 − (c1 + c2)θ1)}
)
≤ ρ < 1 (13.6)

et
E exp (ε(Z1

1 + Z2
1)) ≤ β(ε) <∞, (13.7)

où
ρ = E exp{ε(Z1

1 + Z2
1 − (c1 + c2)θ1)}; (13.8)

et
β(ε) = E exp (ε(Z1

1 + Z2
1)). (13.9)

Prenons la fonction poids v(u) = eεu, u ≥ 0. Alors, si a et a′ appartiennent à Ad, nous
obtenons la borne de stabilité suivante :

sup
n
|Ψn − Ψ ′n|v = sup

n
|Gn −G′n|v ≤

γ(ε) µ

1− ρ
; (13.10)

avec
γ(ε) = sup

n
E eεVn <∞; (13.11)

où toutes les constantes sont de formes explicites.

13.5 Conclusion

Dans ce travail, nous avons réalisé, en utilisant les processus régénératifs, l’application
de la méthode de stabilité forte dans le modèle de risque classique à deux dimensions avec
des réclamations larges.
Nous avons donc clarifié les conditions d’approximation de la probabilité de ruine d’un
modèle de risque perturbé par celle du modèle de risque classique à deux dimensions.
En termes de perspective, nous envisageons plusieurs voies de développement :
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– Élargir l’application des processus régénératifs dans d’autre modèles de risque clas-
sique à deux dimensions ( dans le cas non Cramér, avec investissements de la
réserve,. . . ).

– Illustrer numériquement les résultats de la méthode de la stabilité dans les modèles
de risque classique à deux dimensions avec des montants de réclamations de distri-
bution exponentielle et subexponentielle, et de réaliser par la suite une étude com-
parative entre les deux approches par châıne de Markov et en utilisantles processus
régénératifs).
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Résumé. Les Processus régénératifs jouent un rôle majeur dans l’application des pro-
babilités. En théorie des files d’attente, les événements régénératifs sont souvent liés à une
file vide ou à l’arrivée des clients dans un système vide. L’objectif de ce travail est de
présenté une construction des points de régénération pour les deux modèles de files d’at-
tente à serveur unique GI/GI/1 et multiserveurs GI/GI/N , en se basant sur le travail de
Foss and V. Kalashnikov (Regeneration and renovation in queues).
Mots-clés. Régénération, Renouvellement, Système de file d’attente, Système multiser-
veur, Temps d’attente.

14.1 Introduction

La notion de régénération est très importante en théorie des probabilités et , en parti-
culier, en théorie des files d’attente. Elle est utilisée dans l’analyse qualitative des systèmes
d’attente (Ergodicité, stabilité, la convergence en régime stationnaire) et également dans
l’estimation quantitative, y compris la simulation (caractéristiques stationnaires, l’estima-
tion de la stabilité et le taux de convergence). Étant introduite par W. L. Smith, cette
notion a été généralisée par Thorisson [10] et Asmussen [1] en considérant la dépendance
entre les cycles de régénération. Cette généralisation est très importante pour la théorie
des files d’attente car elle conserve tous les résultats importants et permet d’étudier une
grande classe de files d’attente (en comparaison avec la régénération de Smith).

Ces deux approches de régénération permettent donc de construire des événements
régénératifs pour d’autres systèmes d’attente (files d’attente multiserveurs et multi-phases).
En construisant d’abord les points de régénération, il est possible d’appliquer tous les
résultats connus sur les processus de régénération (estimations du taux de convergence,
estimations de la stabilité) afin d’étudier le modèle de file d’attente correspondant. Un
exemple sur cette étude a été développé dans Asmussen et Foss [2] où la construction
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générale proposée est utilisée dans l’obtention des résultats d’ergodicité.

En théorie des files d’attente, les événements régénératifs sont souvent liés à une file
vide ou à l’arrivée des clients dans un système vide.

14.2 File d’attente à serveur unique

Considérons la file d’attente GI/GI/1/∞ qui satisfait l’équation de Lindley :

wn+1 = (wn + sn − en)+ , n ≥ 0, (14.1)

où (.)+ = max (0, .)+.
{sn} et {en} sont des suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées qui représentent respectivement les durées de service et l’inter-arrivées des clients.
La chaine {wn} représente la durée d’attente.
Étudions d’abord l’initialisation de la durée de service et de l’inter-arrivée à 0. Alors :

An = {wn = 0}, (14.2)

est un événement régénératif.
Notons par R(k) l’instant d’occurrence du kème événement régénératif.
On pose

θk = R(k)−R(k − 1), k ≥ 1, R(0) = 0.

Si :
Es0 < Ee0, (14.3)

alors l’événement {An} est récurrent positif. Cela signifie que, sous la condition (14.3), la
relation suivante est vérifiée :

Eθk ≤ c <∞, k ≥ 1, (14.4)

où la constante c dépend, en général, des fonctions de distribution de s0 et de e0.
Notons que l’inégalité (14.3) découle de la relation suivante

P(s0 < e0) > 0. (14.5)

Cet exemple montre que le processus {wn} est régénératif dans le sens de Smith, c’est-à-
dire, les cycles de régénération sont indépendants.

14.3 File d’attente multiserveurs

Considérons un système de files d’attente GI/GI/N (avec N serveurs). Pour la descrip-
tion de ce système, on utilise les équations de Kiefer-Wolfowitz :
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wn+1 = V (wn + δsn − Ien)+ , n ≥ 0. (14.6)

On garde les mêmes notations précédentes pour les durées de service et l’inter-arrivées des
clients avec
wn = (wn1, . . . , wnN) est un vecteur des durées d’attente du nème client où wn1 ≤ . . . ≤ wnN ,
V (.) est un opérateur qui ordonne les éléments dans l’ordre croissant, δ = (1, 0, ..., 0) et
I = (1, 1, ..., 1).
Si les variables aléatoires des suites {sn} et {en} sont indépendantes et identiquement
distribuées, alors il est possible de définir des événements régénératifs pour ce système.
Très souvent, on tente d’élargir la construction précédente pour le cas multiserveur de la
manière suivante :
Soit

An = {wn = (0, 0, . . . , 0)}, (14.7)

évidemment, il s’agit d’un événement régénératif au sens de Smith. Pour que ces événements
soient récurrents positifs, nous devons imposer la condition d’ergodicité suivante :

Es0 < NEe0. (14.8)

Cependant, en général, cette condition n’est pas suffisante. Nous devons alors vérifier la
satisfaction de la relation suivante :

P(s0 < e0) > 0. (14.9)

Notons qu’il est possible de démontrer que sous les conditions (14.8) et (14.9), les
événements {An} construits par la formule (14.7) sont récurrents positifs (cf. [6]).
Cette construction n’est pas intéressante car elle exige une condition supplémentaire (14.9).
Il est bien connu (voir Borovkov [3], Kalashnikov [8], Foss [5] et Kalashnikov Rachev [9])
qu’il est possible d’éliminer la condition (14.9) si l’on utilise la régénération dans le sens
de S. Asmussen et H. Thorisson.
Fixons un entier L > 0 et considérons les événements suivants :

Bn(∆, σ, ε) = {sj −Nej ≤ −∆, sj ≤ σ, ej ≥ ε, n− L ≤ j < n} (14.10)

Cn(u) = {wnN ≤ u}; (14.11)

où ∆, σ, ε et u sont des constantes positives.
Il est possible de démontrer qu’il existe un nombre entier L > 0 tel que les valeurs de

wn(n ≥ L) calculées à l’aide de l’équation (14.6) ne dépendent pas de w0, . . . , wn−L, (mais
uniquement de en−L, . . . , en−1 et de sn−L, . . . , sn−1, dans un sens algébrique étant donné la
réalisation de l’événement : (cf. [5])

An = Cn−L(u) ∩Bn(∆, σ, ε). (14.12)

En fait, il s’agit d’une conséquence de l’équation Kiefer-Wolfowitz. Évidemment la constante
L dépend de u,∆, σ et ε, et il est possible de donner une estimation correspondant( voir
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Kalachnikov et Rachev [9]).
Il est convenable de nommer A un ”événement renouvelable”. Notons

I(A) =

{
1 si l’événement A survient,

0 sinon.
(14.13)

En prenant
R(0) = 0,

R(1) = min{k : I(Ak) = 1} (14.14)

et
R(n+ 1) = min{k : k > R(n) + L, I(Ak) = 1}, (14.15)

la suite R(n), ”des instants de renouvellement” est un processus de renouvellement, c’est
à dire les variables aléatoires θn = R(n) − R(n − 1) sont indépendantes et identiquement
distribuées (∀n > 1). Par ailleurs, la condition d’ergodicité implique que Eθ1 <∞ (refsa-
feq8). Par conséquent, nous sommes parvenus à éliminer la condition (14.9) et nous avons
obtenu un processus régénératif sans cette condition.

14.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté une construction des points de régénération pour
les deux modèles de files d’attente à serveur unique GI/GI/1 et multiserveurs GI/GI/N .
Pour le modèle GI/GI/1, les durées d’attente forment un processus régénératif avec
l’indépendance entre les cycles de régénération. Par contre pour le second modèle considéré,
il existe une dépendance entre les cycles de régénération, le processus régénératif est obtenu
en utilisant la généralisation de S. Asmussen et H. Thorisson.
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Résumé

La théorie des files d’attente constitue une approche pour la modélisation stochastique,
l’évaluation des performances et le contrôle des systèmes réels. Elle est la plus apte à fournir
une estimation quantitative d’un système. Depuis les années 1980, un regain d’intérêt est
constaté pour les modèles d’attente avec rappels, et ceci du point de vue mathématique,
numérique ainsi que des applications pratiques (pour résoudre les problèmes de performance
de certains systèmes réels, notamment des réseaux de télécommunication).On constate
que l’étude des systèmes de files d’attente avec rappels présente de grandes difficultés
analytiques. Les résultats détaillés existent pour certains modèles tandis que pour les autres
on a une pauvre information. De plus, les résultats obtenus sont en général d’une complexité
particulière (ils contiennent des transformées de Laplace, des expressions intégrales, ...) et
donc d’une interprétation restreinte en pratique. Pour pallier à cette difficulté, on fait
souvent appel à une approche basée sur la propriété de décomposition stochastique (PDS)
que peut posséder un modèle. Elle offre les avantages de simplification de résolution de
modèles complexes.
Le concept général de la propriété en question d’un système de files d’attente M/G/1 est
défini de la manière suivante : le nombre de clients se trouvant dans le système à une date
aléatoire est distribué comme la somme de deux variables aléatoires indépendantes ou plus ;
l’une de ces variables représente le nombre de clients se trouvant dans le système M/G/1
ordinaire à une date aléatoire (le serveur est toujours disponible). Les systèmes évoqués
sont en régime stationnaire. Cette propriété a été observée auparavant pour les systèmes
d’attente avec vacances. Dans un certain sens, les modèles d’attente avec rappels peuvent
être considérés comme un type particulier des modèles avec vacances, où les vacances
commencent après chaque durée de service et leur durée dépend du processus des arrivées
et de l’état du système. Pour les modèles avec vacances, la propriété de décomposition
stochastique a lieu aussi bien pour la distribution stationnaire de la taille du système que
pour le temps d’attente. Pour les modèles avec rappels, la validité de PDS pour le temps
d’attente est une conjoncture. Cependant, cette propriété pour le nombre de clients dans
le système a été prouvée pour certains modèles avec rappels.
Dans un premier temps, nous passons en revue la propriété de décomposition stochastique
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des modèles d’attente avec vacances. Puis, nous ferons une synthèse de certains résultats
consacrés aux systèmes de files d’attente avec rappels.

15.1 Modèles d’attente avec vacances

Soit le modèle de base qui est celui de type M/G/1. Ajoutons une suite de vacances
{Vk} et supposons qu’elle est indépendante du processus des arrivées et du processus de
service. Il s’agit d’une suite composée de variables aléatoires positives, indépendantes et
identiquement distribuées. La décomposition stochastique pour le nombre de clients dans
le système M/G/1 avec vacances dans le cas d’un service exhaustif (les clients, qui arrivent
dans le système, jouissent donc d’une priorité sans préemption sur les vacances) a été
observée par Doshi (1986). Une première étude approfondie sur les modèles avec vacances
dans le cas d’un service non-exhaustif a été réalisée par Gaver (1962). En introduisant la
mesure de performance ” période d’accomplissement du service ”, l’auteur a explicitement
établi la validité de la propriété de décomposition stochastique. Il a également justifié la
relation entre les modèles avec vacances et ceux avec priorité. Cependant, ce sont Fuhrmann
et Cooper (1985) qui ont défini une série d’hypothèses caractérisant les systèmes de files
d’attente vérifiant la propriété de décomposition stochastique, particulièrement pour les
systèmes d’attente avec vacances généralisées.
Dans le cas où le système est en régime stationnaire, on a la décomposition suivante pour
la fonction génératrice de la distribution stationnaire du nombre de clients dans le système
à un instant arbitraire d’accomplissement du service, ϕ(z) :

ϕ(z) = Π(z)χ(z),

où Π(z) est la fonction génératrice pour le nombre de clients dans le système M/G/1
ordinaire sans vacances (équation de Pollaczek-Khintchine), χ(z) est la fonction génératrice
de la distribution stationnaire du nombre de clients dans le système étant donné que le
serveur est en vacances. Ce résultat est connu comme celui valable pour tout système
d’attente avec vacances. Il rend possible de se concentrer uniquement sur l’étude des effets
des vacances sur le nombre de clients dans le système étant donné que le serveur est en
vacances.
Dans (Gelenbe et Iasnogorodski, 1980), sous l’hypothèse que le temps inter-arrivées est de
loi générale, une formule importante a été obtenue. Cette dernière lie le temps d’attente
d’un système avec vacances au temps d’attente d’un système GI/G/1 ordinaire.

15.2 Modèle M/G/1 avec rappels

Soit le modèle général de typeM/G/1 auquel nous ajoutons la description du phénomène
de tentatives répétées (rappels). On peut constater que les vacances du serveur débutent
après chaque service accompli, et le serveur se met à nouveau selon la compétition entre
deux flux indépendants. L’un des flux est poissonnien et correspond aux clients primaires ;
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l’autre (correspondant aux clients en orbite) possède une structure complexe et son in-
tensité dépend du nombre de clients en orbite. Par conséquent, le modèle sans vacances
est le système d’attente ordinaire sans rappels, et les vacances sont occasionnées par les
tentatives répétées.
La décomposition stochastique pour le nombre de clients dans le système M/G/1 avec rap-
pels a été observée par Yang et Templeton (1987). En supposant que le temps inter-rappels
suit une loi exponentielle, les auteurs ont obtenu le résultat suivant sur la décomposition

stochastique pour la fonction génératrice ϕ(z) =
∞∑
j=0

πjz
j de la distribution stationnaire de

la châıne de Markov induite {N(ξn), n ≥ 1} lorsque n→∞ :

ϕ(z) =
(1− ρ)(1− z)B̃(λ− λz)

B̃(λ− λz)− z
Φ(z)

Φ(1)
. (15.1)

Le facteur
(1− ρ)(1− z)B̃(λ− λz)

B̃(λ− λz)− z
est l’équation de Pollaczek-Khintchine pour le nombre

de clients dans le système M/G/1 classique. Il est indépendant du temps inter-rappels. Le

facteur
Φ(z)

Φ(1)
est la fonction génératrice de la distribution stationnaire du nombre de clients

dans le système M/G/1 avec rappels étant donné que le serveur est libre.
Yang et al. (1994) ont exploré la propriété de décomposition du système M/G/1 avec rap-
pels et ont prouvé que cette propriété est toujours vrai pour la distribution générale du
temps inter-rappels. Le modèle considéré comprend le mécanisme des rappels qui dépend
du nombre de clients en orbite. Les rappels d’un même client en orbite forment un proces-
sus de renouvellement dont la loi générique est arbitraire. Ainsi dans 15.1, le second facteur
peut contenir n’importe quelle structure de fonction génératrice pour le temps inter-rappels
de distribution générale.
La décomposition stochastique simplifie la résolution des modèles caractérisés par une
grande interférence entre les composants et de ce fait sont difficiles à décrire. Par conséquent,
la décomposition stochastique se présente comme un moyen intéressant pour effectuer les
investigations sur les modèles avec pannes du serveur.
Considérons le système de files d’attente M/G/1 avec rappels et supposons que le ser-
veur est sujet à des pannes et réparations aléatoires (Kulkarni et Choi, 1990). Aissani et
Artalejo (1998) ont introduit un système auxiliaire à espace d’attente illimité, pannes du
serveur et option pour quitter le système à la panne pour établir la décomposition stochas-

tique suivante pour la fonction génératrice ϕ(z) =
∞∑
j=0

πjz
j de la distribution stationnaire

de la châıne de Markov induite {N0(ξn, n ≥ 0)} (aux instants où le serveur est libre et
opérationnel) lorsque n→∞ : soit ρ < 1 ,

ϕ(z) = Φ(z)
P0(z)

P0(1)
; (15.2)

où Φ(z) est la fonction génératrice de la distribution stationnaire de la châıne de Markov
induite aux instants où le serveur devient libre et opérationnel (liée au système auxiliaire,
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sans rappels). Le terme
P0(z)

P0(1)
est la fonction génératrice pour le nombre de clients en orbite

étant donné que le serveur est libre et opérationnel.
Dans Djellab (2002, 2006), l’hypothèse de validité de 15.2 dans le cas de la distribution
générale du temps inter-rappels (sous certains conditions) est vérifiée à l’aide d’une méthode
d’approximation. En outre, les rappels d’un même client en orbite forment un processus
de renouvellement dont la loi générique est arbitraire.
La propriété de décomposition stochastique présente diverses applications pratiques dans le
modèleM/G/1 avec rappels (Artalejo et Falin, 1994). Elle permet de résoudre les problèmes
d’obtention des moments de N0(t) et de convergence d’un système M/G/1 avec rappels
vers un système limite lorsque le taux des rappels θ →∞.

15.3 Autres modèles avec rappels

La validité de la PDS a été étendue aux modèles avec rappels et arrivées par groupes
(Yang et Templeton, 1987). On observe aussi cette propriété dans le système M2/G2/1
avec rappels et deux types de clients : prioritaires et non prioritaires (Falin et al., 1993 ;
Atencia et Moreno, 2005 ; Arivudainambi et al. , 2009). A l’aide de l’approche génératrice,
Artalejo (1997) a étudié un système d’attente de type M/G/1 avec rappels constants et
vacances dans le cas d’un service exhaustive. En supposant que le système est en régime
stationnaire et à l’aide d’un système auxiliaire M/G/1 avec rappels et sans vacances,
l’auteur a obtenu la décomposition stochastique pour le nombre de clients dans le système.
Cette décomposition fournit trois composantes où la première est liée au système M/G/1
ordinaire, la seconde aux rappels et la troisième aux vacances propres. Le résultat similaire
a été obtenu par Boualem et al. (2011) dans le cas des rappels classiques. Encore, dans
Langaris et Moutzoukis (1995), la validité de la propriété de décomposition stochastique a
été prouvée pour un système comprenant des rappels, arrivées par groupes et vacances.
Dans la majorité des recherches, les tentatives répétées constituent un processus de Poisson
de taux constant. Ce que nous pouvons voir, par exemple, dans le travail de Yang et Li
(1994), où le modèle M/G/1 avec rappels comprend les pannes au début du service ainsi
que la distribution exponentielle du temps inter-rappels. Krishna Kumar et al. (2002) ont
ajouté le retour d’un client servi ainsi que la distribution générale du temps inter-rappels
au modèle de Yang et Li. Cependant le mécanisme des rappels restait indépendant du
nombre de clients en orbite : les clients en orbite forment une file FIFO, seul le client en
tête de la file a le droit d’accéder au serveur. Ce système a été également étudié dans le
contexte d’un modèle M/G/1 avec vacances généralisées, où les vacances ont lieu après
chaque service. En supposant que le système est en régime stationnaire et à l’aide de la
méthode des variables supplémentaires, la propriété suivante a été établie : le nombre de
clients dans le système avec rappels, feedback et pannes au début du service est la somme
de deux variables aléatoires : le nombre de clients dans le système ordinaire M/G/1 avec
retour et le nombre de clients dans le système étant donné que le serveur et en vacances
généralisées.
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Enfin, on déduit la conclusion suivante : certains problèmes des modèles d’attente avec
rappels et leurs résolutions peuvent être simplifiés si on les considère comme les problèmes
des modèles avec vacances.
Mots-clés : Système de files d’attente, Rappels, Vacances du serveur, Châıne de Markov
induite, Service exhaustif, Décomposition stochastique.
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Unité de recherche LaMOS (Laboratoires de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes)
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Résumé Les mesures de performance du système d’attente M1,M2/G1, G2/1 avec rappels à communication bi-
directionnelle sont disponibles sous des formes explicites mais complexes (elles contiennent des transformées de
Laplace et des expressions intégrales). Elles ne sont donc pas faciles à interpréter en pratique. Pour pallier à ces
difficultés, les méthodes de comparaison stochastique ont été introduites pour qu’on puisse avoir des estimations
qualitatives de ces mesures en les bornant (en les majorant ou en les minorant) par des mesures de performance
d’autres modèles plus simples.

L’objectif de ce travail est l’étude des conditions de comparabilité pour certaines mesures de performance d’un
tel système, en utilisant la théorie générale des ordres stochastiques.
Mots-clés : Files d’attente avec rappels, Châıne de Markov induite, Monotonie, Ordre stochastique.

16.1 Introduction

Beaucoup de situations de file d’attente ont la particularité que les clients qui arrivent
et trouvent la zone de service occupé doivent le quitter temporairement et se joindre à
un groupe de clients insatisfaits, mais ils répètent leur demandes après un certain temps
aléatoire. Entre les essais de client est dit être en orbite. Ces modèles de files d’attente avec
rappels se posent dans la modélisation stochastique de nombreux protocoles de communi-
cation, des réseaux locaux et des situations de la vie quotidienne.

Dans la plupart des publications sur les files d’attente avec rappels, le serveur ne fournit
le service qu’aux arrivées entrantes effectuées par les clients réguliers. Cependant, il existe
des situations réelles (par exemple, un centre d’appels) où un opérateur non seulement
sert les appels entrants, mais il effectue aussi des appels sortants vers l’extérieur lorsque le
serveur est libre. Cette fonction est connue sous le nom de files d’attente à communication
bidirectionnelle.

La complexité de l’étude de la majorité des systèmes d’attente avec rappels a contraint
les analystes à recourir à des méthodes d’approximation basées sur les inégalités stochas-
tiques pour avoir des estimations qualitatives des caractéristiques du modèle étudié. Cela
a motivé l’élaboration de la théorie des ordres stochastiques qui permet l’étude du concept
de monotonie des processus aléatoires. L’objectif de ces méthodes est l’approximation du
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modèle étudié par un modèle plus simple ou bien par un modèle dont les distributions sont
plus simples que celles du modèle étudié.

Dans ce travail, nous utilisons la méthode de comparaison stochastique pour étudier
les propriétés de monotonie du modèle d’attente M1,M2/G1, G2/1 avec rappels à com-
munication bidirectionnelle par rapport aux ordres stochastique et convexe en s’inspirant
du travail de Boualem et al. (2009) [3]. L’intérêt de notre approche provient du fait que
nous pouvons arriver à un compromis entre le rôle de ces bornes qualitatives et la com-
plexité de la résolution de certains systèmes complexes où certains paramètres ne sont
pas parfaitement connus (c’est-à-dire, au lieu d’étudier ses mesures de performance d’une
manière quantitative, cette approche tente de révéler la relation entre les mesures de perfor-
mance et les paramètres du système). Particulièrement, nous avons prouvé la monotonie de
l’opérateur de transition de la châıne de Markov incluse, du modèle considéré, relativement
aux ordres stochastique et convexe et nous avons dérivé des conditions de comparabilité
des opérateurs de transition de la châıne de Markov incluse.

Le reste du document est organisé comme suit : la deuxième section est consacrée à la
description mathématique du modèle. Dans la troisième section, on énonce trois lemmes
qui vont permettre la comparaison des probabilités du nombre de clients arrivant durant
une période de service. Les conditions de monotonie et de comparabilité de l’opérateur de
transition associé à la châıne de Markov incluse sont données dans la quatrième section.

16.2 Description mathématique du modèle

Nous considérons un système de file d’attente à un seul serveur auquel les clients pri-
maires entrants arrivent selon un processus de Poisson de taux λ. En outre, si le serveur
est libre, alors il génére un appel sortant dans un temps exponentiellement distribué avec
un taux α. Nous supposons que les appels entrants et les appels sortants reçoivent des
temps de service différents. B1(x) (B1(x) = 0) représente la distribution du temps de ser-
vice d’un appel entrant, alors que B2(x) (B2(x) = 0) désigne la distribution du temps de
service d’un appel sortant. Un appel entrant qui trouve le serveur occupé rejoint l’orbite
et il retente d’entrer dans la zone de service selon une distribution exponentielle avec un
taux µ, si N(t) = j, alors le taux de rappel est jµ. Également désigner la transformée de
Laplace-Stieltjes et le kième moment de Bl(x) comme βl(s) et βkl (resp), Pour l = 1, 2 et
k ∈ Z+, où Z+ = {0, 1, 2...}. L’arrivée des flux d’appels entrants et sortants, temps de
service et les inter-rappels sont supposés être mutuellement indépendants.

L’état du système à l’instant t peut être décrit par le processus Y (t) = (C(t), N(t), ξ(t))
òu :

C(t) =


0, si le serveur est inactif à l’instant t ;
1, si le serveur est occupé par un appel entrant à l’instant t ;
2, si le serveur lance un appel vers l’exterieur à l’instant t.

Et, N(t) représente le nombre de clients en orbite à l’instant t.
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16.2.1 Châıne de Markov induite :

Soit ηn l’instant de la fin de service du nième client. La suite Zn = N(ηn+) forme une
châıne de Markov qui est une châıne de Markov incluse pour notre système de files d’attente
dont l’espace est S = {1, 2} × Z+. On remarque que {Zn}∞n=1 vérifie l’équation d’état :

Zn = Zn−1 −Wn + Vn; (16.1)

où Vn est le nombre d’arrivées entrantes pendant le service du nième client, sa distribution
est donnée par :

klj =

∞∫
0

e−λx
(λx)j

j!
dBl(x), l = 1, 2, j ∈ Z+, (16.2)

et,

Wn =

{
1, si le nième client en service provient de l’orbite,
0, sinon.

La matrice de transition P = (pij) a une structure de la matrice d’une M/G/1 avec les
éléments :

pij =


iµ

λ+α+iµ
k1

0, si i ≥ 1, j = i− 1,

λ
λ+α+iµ

k1
j−i + α

λ+α+iµ
k2
j−i + iµ

λ+α+iµ
k1
j−i+1, si 0 ≤ i ≤ j.

(16.3)

Avec,

klj =

∞∫
0

e−λx
(λx)j

j!
dBl(x), l = 1, 2, j ∈ Z+.

16.3 Résultats préliminaires

Soient X et Y deux variables aléatoires non négatives de fonctions de répartition F et
G, respectivement. On dit que X est inférieure à Y par rapport à :

– Ordre stochastique (noté X ≤st Y ) ssi : F (x) ≥ G(x), ∀x ≥ 0.

– Ordre convexe (noté X ≤v Y ) ssi :
+∞∫
x

F (u)d(u) ≤
+∞∫
x

G(u)d(u), ∀x ≥ 0.

– F ≤L G, si pour tout s positif on a l’inégalité suivante :

E(exp(−sX)) =

+∞∫
0

exp(−sX)dF (x) ≥
+∞∫
0

exp(−sX)dG(x) = E(exp(−sY )).

Dans le cas où X et Y sont des variables aléatoires discrètes prenant des valeurs sur
l’ensemble des entiers relatifs Z, et en notant par P

(1)
i = P{X = i} et P

(2)
i = P{Y = i}

pour i ∈ Z, alors
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X ≤st Y ⇔
i∑

j=−∞
P

(1)
j ≥

i∑
j=−∞

P
(2)
j , i ∈ Z,

X ≤v Y ⇔
∞∑
i=k

∞∑
j=i

P
(1)
j ≤

∞∑
i=k

∞∑
j=i

P
(2)
j .

Maintenant on compare, les probabilités du nombre de clients arrivant durant le service
d’un appel sortant de deux systèmes d’attente M1,M2/G1, G2/1 avec rappels à communi-

cation bidirectionnelle {k(i)
n , n ∈ N, i = 1, 2}, suivant les ordres partiels : stochastique,

convexe et en transformée de Laplace.
Soient Σ1 et Σ2 deux modèles d’attente M1,M2/G1, G2/1 avec rappels à communication

bidirectionnelle de paramètres (respectivement, pour i = 1, 2) :
λ(i) : Taux d’arrivées entrantes dans Σi.
µ(i) : Taux de rappels dans Σi.
αi : Taux d’appels sortants dans Σi.
B

(i)
1 (x) : Distribution des temps de service des appels entrants dans Σi.

B
(i)
2 (x) : Distribution des temps de service des appels sortants dans Σi.

k
(i)
n : Probabilité qu’il y ait j arrivées entrantes pendant un temps de service dans Σi.
π

(i)
n : Distribution stationnaire du nombre de clients dans le système Σi.

Les trois lemmes suivants donnent les conditions, sur les paramètres des deux systèmes,
sous lesquelles ces probabilités sont comparables aux sens des ordres cités ci-dessus.

Lemme 16.1 Soient Σ1 et Σ2 deux systèmes d’attente M1,M2/G1, G2/1 avec rappels
à communication bidirectionnelle :

1. si λ(1) ≤ λ(2) et B
(1)
2 ≤st B

(2)
2 alors {k(1)

n } ≤st {k(2)
n },

2. si λ(1) ≤ λ(2) et B
(1)
2 ≤v B

(2)
2 alors {k(1)

n } ≤v {k(2)
n },

où : k
(i)
n = P (X = n) =

+∞∫
0

(λ(i)t)n

n!
e−λ

(i)tdB
(i)
2 (t), i = 1, 2.

Démonstration.

1. Supposons que λ(1) ≤ λ(2) et B
(1)
2 ≤st B

(2)
2 .

Par définition de l’ordre stochastique ≤st, on a pour une loi discrète, les équivalences
suivantes :
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{k(1)
n } ≤st {k(2)

n } ⇔ k̄(1)
n =

+∞∑
m=n

k(1)
m ≤

+∞∑
m=n

k(2)
m = k̄(2)

n ;

⇔
+∞∑
m=n

+∞∫
0

(λ(1)x)m

m!
exp{−λ(1)x}dB(1)

2 (x);

=

+∞∫
0

+∞∑
m=n

(λ(1)x)m

m!
exp{−λ(1)x}dB(1)

2 (x);

≤
+∞∫
0

+∞∑
m=n

(λ(2)x)m

m!
exp{−λ(2)x}dB(2)

2 (x). (16.4)

Pour prouver l’inégalité numérique (16.4), on considère la fonction

gn(x, λ) =
+∞∑
m=n

(λx)m

m!
exp{−λx};

qui est une fonction croissante par rapport à x et λ.
En effet, en vertu du théorème 1.2.2 donné dans [5] et la monotonie de g(x, λ) par
rapport à λ on a :

+∞∫
0

gn(x, λ(1))dB
(1)
2 (x) ≤

+∞∫
0

gn(x, λ(1))dB
(2)
2 (x);

≤
+∞∫
0

gn(x, λ(2))dB
(2)
2 (x).

2. Par définition de l’ordre convexe ≤v on a :
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{k(1)
n } ≤v {k(2)

n } ⇔ ¯̄k(1)
n =

+∞∑
m=n

k̄(1)
m ≤

+∞∑
m=n

k̄(2)
m = ¯̄k(2)

n ;

⇔
+∞∫
0

+∞∑
m=n

+∞∑
l=m

(λ(1)x)l

l!
exp{−λ(1)x}dB(1)

2 (x) ≤

≤
+∞∫
0

+∞∑
m=n

+∞∑
l=m

(λ(2)x)l

l!
exp{−λ(2)x}dB(2)

2 (x);

⇔
+∞∫
0

+∞∑
m=n

gm(x, λ(1))dB
(1)
2 (x) ≤

≤
+∞∫
0

+∞∑
m=n

gm(x, λ(2))dB
(2)
2 (x); (16.5)

avec,

gm(x, λ(i)) =
+∞∑
l=m

(λ(i)x)l

l!
exp{−λ(i)x};

qui est une fonction croissante et convexe par rapport à x et croissante par rapport à
λ, d’où
D’après le théorème 1.3.1 donné dans [5] et la monotonie de g(x, λ) par rapport à λ
l’inégalité (16.5) est vérifiée.

Lemme 16.2 Soient Σ1 et Σ2 deux systèmes d’attente M1,M2/G1, G2/1 avec rappels

à communication bidirectionnelle, si λ(1) ≤ λ(2) et B
(1)
2 ≤L B

(2)
2 alors {k(1)

n } ≤L {k(2)
n }.

Démonstration. Par définition, on a :

k(i)(z) =
∑
n≥0

k(i)
n z

n = β
(i)
2 (λ(i)(1− z)), i = 1, 2.

Pour prouver que l’inégalité {k(1)
n } ≤L {k(2)

n } a lieu, il suffit d’établir l’inégalité suivante :

β
(1)
2 (λ(1)(1− z)) ≥ β

(2)
2 (λ(2)(1− z)),

c’est-à-dire montrer l’équivalence suivante :

{k(1)
n } ≤L {k(2)

n } ⇔ β
(1)
2 (λ(1)(1− z)) ≥ β

(2)
2 (λ(2)(1− z)). (16.6)

De plus,
B

(1)
2 ≤L B

(2)
2 ⇒ β

(1)
2 (s) ≤ β

(2)
2 (s), ∀s ≥ 0.

En particulier pour s = λ(1)(1− z), on a :



139

β
(1)
2 (λ(1)(1− z)) ≥ β

(1)
2 (λ(1)(1− z)). (16.7)

Puisque toute transformée de Laplace est une fonction décroissante, l’inégalité λ(1) ≤ λ(2)

implique l’inégalité suivante :

β
(2)
2 (λ(1)(1− z)) ≥ β

(2)
2 (λ(2)(1− z)). (16.8)

Par conséquent, l’inégalité (16.6) découle des inégalités (16.7) et (16.8).

16.4 Monotonie de la châıne de Markov incluse

Les probabilités de transition en un pas de la châıne de Markov incluse pour le système
M1,M2/G1, G2/1 avec rappels à communication bidirectionnelle sont données par la for-
mule suivante :

pn,m =


nµ

λ+α+nµ
k1

0, si n ≥ 1,m = n− 1,

λ
λ+α+nµ

k1
m−n + α

λ+α+nµ
k2
m−n + nµ

λ+α+nµ
k1
m−n+1, si 0 ≤ n ≤ m.

(16.9)

Soit τ l’opérateur de transition associé à la chaine de Markov incluse. Pour chaque distri-
bution p = (pn)n≥0, on associe une distribution τp = q = (qm)m≥0 telle que

qm =
∑
n≥0

pnpn m.

Le théorème suivant donne la condition sous laquelle l’opérateur de transition τ est
monotone par rapport aux ordres stochastique et convexe.

Théorème 16.1 Si l’inégalité B2 ≤st B1 a lieu, alors l’opérateur de transition τ est mo-
notone, par rapport à l’ordre stochastique. C’est-à-dire, pour deux distributions quelconques
p(1) et p(2), l’inégalité p(1) ≤st p(2) implique la suivante : τp(1) ≤st τp(2).

Démonstration. Un opérateur est monotone par rapport à l’ordre stochastique si et seule-
ment si on a l’inégalité suivante :

p̄n−1 m ≤ p̄n m, ∀ n, m; (16.10)

avec,

p̄n m =
λ+ nµ

λ+ α + nµ
k

1

m−n+1 +
λ

λ+ α + nµ
k1
m−n +

α

λ+ α + nµ
k

2

m−n;

et,

p̄n−1 m =
λ+ (n− 1)µ

λ+ α + (n− 1)µ
k

1

m−n+1 −
(n− 1)µ

λ+ α + (n− 1)µ
k1
m−n+1 +

α

λ+ α + (n− 1)µ
k

2

m−n+1;
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d’où :

p̄n m − p̄n−1 m =
αµ

(λ+ α + nµ)(λ+ α + (n− 1)µ)
[k

1

m−n+1 − k
2

m−n+1] +
λ

λ+ α + nµ
k1
m−n +

+
(n− 1)µ

λ+ α + (n− 1)µ
k1
m−n+1 +

α

λ+ α + nµ
k2
m−n ≥ 0.

Par conséquent, puisqu’on a l’inégalité B2 ≤s tB1, alors l’inégalité (16.10) est vérifiée. En
conclusion l’opérateur τ est monotone par rapport à l’ordre stochastique.

Théorème 16.2 Si l’inégalité B1 ≡v B2 a lieu, alors l’opérateur de transition τ est mono-
tone, par rapport à l’ordre convexe. C’est-à-dire, pour deux distributions quelconques p(1)

et p(2), l’inégalité p(1) ≤v p(2) implique la suivante : τp(1) ≤v τp(2).

Démonstration. L’opérateur τ est monotone par rapport à l’ordre convexe si et seulement
si :

2¯̄pn m ≤ ¯̄pn−1 m + ¯̄pn+1 m, ∀ n, m, (16.11)

Pour prouver cette inégalité on note :

D = ¯̄pn−1,m + ¯̄pn+1,m − 2¯̄pn,m;

et on montre que D ≥ 0. On a :

D =
2αµ2

(λ+ α + (n+ 1)µ)(λ+ α + nµ)(λ+ α + (n− 1)µ)

[
¯̄k2
m−n+1 − ¯̄k1

m−n+1

]
+

+
2αµ2

(λ+ α + (n+ 1)µ)(λ+ α + nµ)(λ+ α + (n− 1)µ)

[
k̄2
m−n − k̄1

m−n
]

+

+
2αµ(λ+ α + nµ)

(λ+ α + (n+ 1)µ)(λ+ α + (n− 1)µ)(λ+ α + nµ)

[
k̄1
m−n − k̄2

m−n
]

+

+
2µ2(λ+ α)

(λ+ α + (n+ 1)µ)(λ+ α + nµ)
k̄1
m−n +

(n− 1)µ

λ+ α + (n− 1)µ
k1
m−n +

+
λ

λ+ α + (n+ 1)µ
k1
m−n−1 +

α

λ+ α + (n+ 1)µ
k2
m−n−1 ≥ 0

D’où, comme B1 ≡v B2, alors l’inégalité (16.11) est vérifiée. Alors, l’opérateur τ est mono-
tone par rapport à l’ordre convexe.

16.5 Conclusion

Les méthodes de comparaison stochastique nous permettent de comparer des systèmes
complexes avec des systèmes plus simples à analyser, ce qui conduit à l’obtention des bornes
(inférieure et supérieure) pour les caractéristiques de ces systèmes.

Dans ce travail, on a établi des conditions de comparabilité sur les paramètres d’un
système de files d’attente M1,M2/G1, G2/1 avec rappels à communication bidirectionnelle,
qui assurent la monotonie de l’opérateur de transition associé à la châıne de Markov incluse.
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17.1 Introduction

Les systèmes de files d’attente avec rappels apparaissent dans beaucoup de domaines
tels que : les réseaux téléphoniques, les réseaux informatiques et télécommunications. Ces
systèmes sont caractérisés par le fait que les clients qui trouvent tous les serveurs occupés ou
non disponibles à leur arrivée, doivent quitter immédiatement la zone de service et rappeler
ultérieurement. Par exemple, dans la transmission de données, un paquet transmis de la
source à la destination peut être retourné et le processus doit se répéter jusqu’à ce que
le paquet soit finalement transmis. Les modèles d’attente avec rappels sont les modèles
les plus étudiés par les spécialistes. Il existe une littérature abondante sur ses diverses
propriétés voir [1], [2], [3], [4], [6], [7]. Dans ce travail nous avons tenu compte des clients
impatients qui refuse d’entrer dans la file d’attente car elle a atteint une certaine longueur
qui les décourages,ce qui engendre une perte pour les fournisseurs de services. A ce sujet,
une littérature très riche a été développée [8]. Dans notre travail, nous avons étudié le
modèle d’attente M/G/1 avec rappels et clients découragés ayant une distribution générale
des inter-rappels. Pour ce faire, nous appliquons la méthode des variables supplémentaires.
Quelques mesures essentielles de performance ainsi que la condition d’ergodicité du modèle
considéré ont été obtenues.

17.2 Exemple modélisé par les files d’attente avec rappels

17.2.1 (Problème du répondeur automatique)

On considère dans un centre d’information un seul serveur et un seul téléphone avec un
répondeur automatique. Si un client appelle et trouve ce serveur occupé, le client choisit
de laisser un message avec une discipline FCFS ou bien quitte le système. Ainsi, tous
les appels viennent à la première source, tandis que les messages enregistrés forment une
file d’attente avec rappels dans le répondeur. Quand le serveur est libre, il commence à
contacter le premier qui a appelé, sauf si un client de l’extérieur appelle le centre avant
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de rétablir le contact avec ce dernier. Le serveur tombe en panne (ou interrompu) durant
le service, pendant le temps de réparation le téléphone est engagé avec le client en service
(réservé), dans ce cas le client peut attendre en ligne ou bien devient impatient et commence
d’autre tâches et occasionnellement vérifie si le serveur a repris. Après réparation le client
en attente commence immédiatement son service, lorsque le client fait d’autres tâches le
serveur est retardé quelque moment, car celui-ci ignore si le serveur est en marche ou non.

17.3 Description du modèle

On considère un système de files d’attente à un seul serveur où les clients primaires ar-
rivent dans le système selon un processus de Poisson de taux λ. Si un client arrive et trouve
le serveur libre, il est servi immédiatement et quitte le système après la complétion de son
service. Sinon, si le serveur est occupé où en panne, il rejoint l’orbite avec une probabilité
p, ou quitte le système sans être servi avec une probabilité 1 − p. Le client qui se trouve
en tête de l’orbite rappel, s’il trouve le serveur occupé ou en panne, décide de retourner
en orbite avec une probabilité q ou de quitter le système avec une probabilité 1− q. Nous
supposons que les temps inter-rappels sont régis par une fonction de répartition A(x), de
densité a(x) et de transformée de Laplace-Stieldjes LA(s).
Les temps de service des clients sont indépendants et identiquement distribués avec une
distribution générale B(x), de densité b(x), de transformée de Laplace-Stieldjes LB(s) et
des deux premiers moments β1, β2.
Nous supposons que le serveur est sujet à des pannes actives et poissonniennes du pa-
ramètre µ. Si le serveur tombe en panne, la réparation commence immédiatement. La
durée de réparation est de distribution quelconque C(x), de densité c(x), de transformée
de Laplace-Stieldjes LC(s) et des deux premiers moment γ1 et γ2. Le client dont le service
est interrompu choisit de rester devant le serveur avec une probabilité r, ou bien rejoindre
l’orbite service avec une probabilité 1−r. Une fois la réparation achevée le serveur reprend
le service du client. Le serveur n’est pas autorisé à accepter de nouveaux clients jusqu’à ce
que le client en service quitte le système définitivement.
Dans le cas où le client est en orbite service, à ce moment le serveur n’accepte pas d’autres
clients jusqu’à ce qu’il termine avec ce dernier, dans ce cas le serveur est réservé. Ce temps
aléatoire est de loi générale de fonction de répartition D(x), de densité d(x), de transformée
de Laplace Stieldjes LD(s) et les deux premiers moments définis par η1, η2. Les durées de
réservation sont indépendantes et identiquement distribuées.
Le serveur est dit bloqué s’il est occupé ou en réparation. Les durées de réparations sont
des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées. Les temps successifs des
inter-rappels, de service, de réparation, sont supposés être mutuellement indépendants.

17.4 Les états du système

L’état du système à l’instant t peut être décrit par le processus suivant.
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{X(t), t ≥ 0} = {(J(t), J∗(t), N(t), ξ0(t), ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)},

où
• J(t) : Indique l’état du serveur,

J(t) =


0, si le serveur est libre à l’instant t ;
1, si le serveur est occupé par un client à l’instant t ;
2, si le serveur est en panne à l’instant t ;
3, si le serveur est réservé à l’instant t.

• J∗(t) : Représente l’état du client après une panne,

J∗(t) =

{
0, si le client en service reste à la position de service à l’instant t ;
1, si le client en service entre en orbite de service à l’instant t.

• N(t) : Désigne le nombre de clients en orbite à l’instant t.
• ξ0(t) : Temps de rappel écoulé du client en orbite à l’instant t si J(t) = 0 et N(t) > 0.
• ξ1(t) : Durée écoulée du service des clients à l’instant t si J(t) = 1, J(t) = 2 où J(t) = 3.
• ξ2(t) : Durée écoulée de réparation à l’instant t si J(t) = 2, J∗(t) = 0 où J∗(t) = 1.
• ξ3(t) : Représente la durée écoulée de réservation à l’instant t si J(t) = 3.

Les taux de complétion conditionnels pour les rappels des clients, le service des clients,
les temps de réparation et la réservation sont donnés respectivement par :

α(ω) = a(ω)
1−A(ω) , β(x) = b(x)

1−B(x) , γ(y) = c(y)
1−C(y) et η(τ) = d(τ)

1−D(τ) .

17.5 Principaux résultats

On appliquons la méthode de la variable supplémentaire on obtient la condition d’ergo-
dicité ainsi que quelques mesures de performances.

- La condition de stabilité du système est donnée par :

pλβ1{1 + µ[(1− r)η1 + γ1]} < 1− q + qLA(λ)

- La fonction génératrice du nombre de clients dans l’orbite, est donnée par :

φ(z) =
[(1− q + qLA(λ))(1− (1− p+ pz)k(z))− pLA(λ)z(1− k(z))]P00

p(1− q + qLA(λ))(1− z)K(z)− z(1−K(z))
.

- La fonction génératrice du nombre de clients dans le système est donnée par :

π(z) =
[(1− q + qLA(λ))(z − (z − p+ pz)k(z))− pLA(λ)z(1− k(z))]P00

p(1− q + qLA(λ))(1− z)K(z)− z(1−K(z))
.
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- La disponibilité du serveur est donnée par :

Av(t) =
(1− q + qLA(λ))(1 + λβ1)− LA(λ)K

′
(1)

(1− q + (q − p)LA(λ))(1 +K ′(1)) + pLA(λ)
.

- La fréquence de panne du serveur est :

Ff (t) =
µλβ1(1− q + qLA(λ))

(1− q + (q − p)LA(λ))(1 +K ′(1)) + pLA(λ)
.

17.6 Conclusion

Dans ce travail nous nous sommes basées sur le travail de Wu et al voir [8], pour

étudiée le modèle d’attente M/G/1 avec rappels et clients découragés. Notre contributions

consiste a évalué les performances de ce modèle en considérant la politique de rappels ayant

une distribution générale des inter-rappels, en utilisant l’approche basée sur la variable

supplémentaire au lieu de distribution classique pour les inter-rappels et la méthode de la

châıne de Markov incluse dans [8].
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Modeling by Hybrid Petri Nets
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Abstract

Many systems are naturally hybrid, i.e., their modeling needs at least one continuous state
variable and at least one discrete state variable. In some cases, a discrete system, or part
of a system, can be approximated by a continuous model.

Petri nets (PNs) are widely used to model discrete event dynamic systems (computer
systems, manufacturing systems, communication systems, etc.). Continuous Petri nets (in
which the markings are real numbers and the transition firings are continuous) were defined
more recently ; such a PN may model a continuous system or approximate a discrete system.
A hybrid Petri net can be obtained if one part is discrete and another part is continuous.
The talk is basically a survey of the work of the author’s team on hybrid PNs.

In a discrete PN, the marking of a place may correspond either to the Boolean state of a
device (for example a resource is available or not), or to an integer (for example the number
of parts in a buffer). A general analysis method is to compute the set of reachable states
and deduce the different properties of the system. But when a PN contains a large number
of tokens, the number of reachable states explodes and this is a practical limitation of the
use of Petri nets. To illustrate this point, consider a manufacturing line composed of three
machines M1,M2 and M3 in order, and two intermediate buffers B1 and B2 with respective
finite capacities, C1 and C2 (Figure 1). The parts move on the machines, and wait in the
intermediate buffers if required. We assume that there are always unworked parts upstream
M1 and available space downstream M3. The number of reachable states of this system is
N = 23(C1 + 1)(C2 + 1) ; then N = 1352 for C1 = C2 = 12. For a set composed of 10
machines and 9 buffers each with capacity 12, N = 210 × 139 which is greater than 1013

states ! This observation led us to define continuous PNs and hybrid PNs. In a continuous
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Figure 18.1. A production line.

PN, the markings of places are real numbers and the firing of transitions is a continuous
process. For the example considered, the flow of parts on the machine may be approximated
by a continuous flow and the numbers of parts in the buffers may be approximated by real
numbers. However, the state of each machine (operational or not) is necessarily discrete.
Hence, a hybrid model can be used for this system.

Continuous Petri nets were introduced in (David and Alla, 1987). The concept of hybrid
Petri net was introduced in the same paper, then developed in (Le Bail et al., 1991).

A continuous PN may be either autonomous (no time is involved) or with firing speeds
associated with transitions. A timed model may be used for the performance evaluation
of systems. Various timed continuous PN models have been defined which differ by the
calculation of the instantaneous firing speeds of the transitions. They provide good ap-
proximations for performance evaluation when a PN contains a large number of tokens.
All the models work on the same basic rule. The only difference is the way in which the
instantaneous firing speeds are defined ; it follows that other definitions of this firing speed
can be chosen.

Some authors have explicitly added new concepts and results to the initial definitions
of continuous and hybrid Petri nets (references can be found in the survey references at
the end of this abstract) : timings to place in continuous Petri nets, special places and
transitions added in order to model systems processing batches of parts.

The survey is organized as follows :
After the original motivation of this research, discrete Petri nets, continuous Petri nets, and
hybrid Petri nets are briefly presented. It is particularly shown the passage from a discrete
state space to a continuous one, while keeping the positive property of the variables.

Timing in discrete Petri nets and continuous Petri nets are evocated and the choices
made for hybrid Petri nets are presented. Several definitions for the maximal speeds as-
sociated with transitions are given. The most important is in the constant continuous PN
(CCPN) where the maximal firing speed is constant. In that case, the dynamic behavior
of the model remains event driven, and the number of reachable states is low what may be
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the size of the markings. This constitutes a fundamental advantage of the CCPN model.
It authorizes very fast simulations.

Autonomous Petri nets (i.e., not involving time) and their modeling power are explained.
Simple dynamic behaviors are presented, such as the influence of the discrete part on the
continuous one and vice-versa, and the transformation of discrete markings in continuous
ones.

Various examples of applications show the powerful aspect of the this modeling tool :
a performance evaluation of a production System, a water Supply System, a transfer Line
and a controlled system via Communication Networks.

Continuous systems have been studied for a long time. Modeling, analysis and control
of discrete event systems have undergone major developments in recent decades. In recent
years, a need has emerged to consider systems which are partially continuous and partially
discrete.
Continuous PNs and Hybrid PNs can be used for modeling and analyzing these
systems.
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Résumé

Le thème général de nos activités de recherche concerne l’étude de la stabilité des réseaux de
files d’attente (RFA). L’analyse de la stabilité des RFA a reçue un grand intérêt récemment,
ceci est dû particulièrement aux exemples démontrant que la condition usuelle d’ergodicité
stipulant que ”l’intensité du trafic se doit d’être inférieure à un dans chaque file du réseau”
est non suffisante pour établir la stabilité du réseau même sous la discipline de service la
plus évidente qui est FIFO. Différentes méthodes de stabilité des réseaux de files d’attente
ont ainsi vu le jour [4].
La méthode de stabilité forte ou ”méthode des opérateurs” est une méthode quantitative
de stabilité qui peut être appliquée à tous les modèles de la Recherche Opérationnelle
gouvernés par des châınes de Markov homogènes [1]. L’applicabilité de cette méthode aux
systèmes de files d’attente a fait l’objet d’un cycle complet de recherche, en considérant
la perturbation de différents paramètres. Dans nos travaux de recherche, il a été question
d’élargir le champ d’applicabilité de cette méthode aux RFA.
Dans un premier temps, nous avons posé les problématiques liées à l’évaluation des per-
formances des RFA, particulièrement ceux non à forme ” produit ”. Nous avons constaté
qu’outre la solution qui consiste à trouver des solutions analytiques de plus en plus com-
plexes à des modèles de RFA de plus en plus élaborés, il est possible de chercher à approcher
les réseaux compliqués par des réseaux plus simples, donc complètement analysables. Le
point capital est alors d’évaluer l’erreur commise. L’évaluation de cette marge d’erreur est
intimement liée à la théorie de stabilité des modèles stochastiques. C’est pourquoi nous
avons réalisé une synthèse de la recherche dans le domaine, analysant ainsi les différentes
approches de stabilité utilisées pour les RFA.
Dans un deuxième temps, nous avons prouvé pour la première fois l’applicabilité de la
méthode de stabilité forte aux réseaux de files d’attente. Vu la simplicité du réseau de
Jackson [M/M/1 → M/M/1], nous l’avons pris comme exemple illustratif. La v-stabilité
forte de ce réseau de Jackson (réseau idéal) a été établie après perturbation de la durée de
service de la première station du réseau [M/G/1 → �/M/1] (réseau réel) [6]. Cependant,
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nous n’avons pas pu obtenir les inégalités de stabilité en raison de la problématique du
flot intermédiaire du réseau réel [M/G/1 → �/M/1]. En effet, n’ayant pas pu déterminer
la nature de ce flot, l’évaluation de la déviation des opérateurs de transition associés aux
deux réseaux (réel et idéal) n’a pas pu être réalisée. Par conséquent, la déviation des dis-
tributions stationnaires des deux réseaux n’a pas pu être évaluée. Cependant, nous avons
pu effectuer une étude comparative des caractéristiques des deux réseaux via la simulation.
Cette comparaison montre que les caractéristiques des deux réseaux sont relativement
proches, ce qui n’est pas une preuve de l’efficacité de la méthode de stabilité forte. Pour
contourner le problème du flot intermédiaire rencontré dans notre première application
de la stabilité forte aux RFA, nous avons réalisé cette fois ci la stabilité forte de deux
réseaux à deux stations en tandem sans file intermédiaire [M/G/1 → �/G/1/1] [7, 9] et
[M/G/1/1 → �/M/1/1] [8]. En effet, la stabilité forte du premier réseau a été établie
après perturbation du flot des arrivées prioritaires dans un réseau avec priorité relative
[M2/G2/1 → �/G/1/1]. Celle du second réseau a été prouvée après perturbation du flot
des rappels dans un réseau [M/G/1/1→→ �/M/1/1] avec rappels constants. Le choix des
paramètres perturbés est motivé par l’étude de l’impact de ces paramètres sur la stabilité
de ces réseaux. D’ailleurs, l’obtention des inégalités de stabilité dans le cadre de cette étude,
nous a permis de réaliser des applications pour tester numériquement la performance des
résultats théoriques en les comparant à ceux obtenus par simulation. Les résultats que nous
avons obtenus jusque là ouvrent la voie à l’application de la méthode de stabilité forte à
l’étude d’autres réseaux de files d’attente. Actuellement, la stabilité forte de deux réseaux
à deux stations en tandem, le premier avec priorité absolue et le second avec arrivées et
services par groupes est établie (la finalisation du travail est en cours).
Par ailleurs, depuis 2009, s’est constitué au LaMOS, un thème émergent ”Evaluation des
performances des systèmes de files d’attente à l’aide des (RdP) (réseaux de Petri)” (voir
les thèses soutenues dans ce cadre [3, 5]. D’un point de vue structurel, il s’agit d’un sous-
ensemble de l’équipe ”Systèmes avec Rappels et réseaux”, presque tous les membres du
thème étant également membres à part entière de ”Systèmes avec Rappels et réseaux”.
D’un point de vue thématique, les liens avec l’équipe ”Systèmes avec Rappels et réseaux”
sont naturels et évidents, avec néanmoins une orientation propre et une certaine autono-
mie due à la spécificité de l’objet étudié. Enfin, de par son fonctionnement, ce thème est à
mi-chemin entre un groupe de travail et une équipe en cours de constitution.
Il existe une similitude entre la stabilité des systèmes dynamiques et la bornitude des RdP
[2]. La condition de bornitude est nécessaire et suffisante dans le cas de RdP continus. Elle
est une condition nécessaire pour les RdP discrets.
La théorie de la stabilité de Lyaponov fournie les outils nécessaires pour aborder le problème
de stabilité pour les systèmes à événements discrets modélisés par les RdP temporisés, dont
le modèle mathématique est donné en termes d’équations différentielles [10]. Une fois la
stabilité pratique prouvée, ceci nous permet de définir les bornes des performances de ces
systèmes à événements discrets dynamiques. De plus, en utilisant les méthodes de Lya-
ponov une condition suffisante pour le problème de stabilisation est obtenue [11]. Il a été
démontré qu’il est possible de restreindre l’espace des systèmes à événements discrets de
telle sorte à ce que la bornitude soit garantie. Cependant, cette restriction est vague donc
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reste non satisfaisante. Cet inconvénient peut être vaincu en considérant une équation
récurrente spécifique, dans l’algèbre max-plus, qui est associée au modèle graphique du
RdP temporisé. La solution du problème de stabilité des systèmes à événements discrets
dont les modèles sont obtenus en utilisant les RdP temporisés, est due à la théorie du vec-
teur des fonctions de Lyaponov et les principes de comparaison. La méthodologie montre
qu’il est possible de restreindre l’espace des systèmes de telle sorte que la bornitude soit
garantie. Ainsi, la combinaison de la théorie de Lyaponov avec l’algèbre max-plus permet
de donner une solution précise et complète pour le problème de stabilité des systèmes à
événements discrets modélisés via les RdP temporisés. Cette méthodologie est nouvelle et
prometteuse et ses résultants sont innovants.
Ceci étant un bref aperçu sur notre nouveau axe de recherche ”Evaluation des performances
des systèmes de files d’attente à l’aide des RdP”, comme perspectives de recherche, il serait
judicieux de :
• Essayer de mieux comprendre comment exploiter la méthode de lyaponov pour les

RdP dans l’algèbre max-plus ;
• Exploiter cette nouvelle méthodologie d’étude de la stabilité des RdP à l’étude de la

stabilité des systèmes et des réseaux dont la modélisation via les RdPSG a été réalisée.
• Comparer les différentes approches de stabilité des réseaux de files d’attente. Il serait

intéressant que cette comparaison aboutisse à établir un lien entre ces différentes
méthodes et arriver à unifier les notions de stabilité stochastiques ou du moins à
justifier la divergence entre les différentes notions existantes.
• Essayer d’appliquer les autres méthodes de stabilité des RFA aux RdP, parti-

culièrement la méthode de stabilité forte.
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Résumé Ce travail est consacré à la modélisation et à l’évaluation des performances des systèmes d’attente avec
priorité relative et source(s) finie(s) via les Réseaux de Petri Stochastiques Généralisés (RdPSG). En effet, Le
prolongement des RdPSG vers les processus de Markov accrôıt considérablement leur intérêt. Cela nous permet
d’effectuer une analyse qualitative et quantitative de ces systèmes prioritaires. Par ailleurs, nous montrerons com-
ment ce formalisme nous a permis de réduire la complexité de leurs analyses.

20.1 Introduction

Les réseaux de Petri (RdP) constituent un outil mathématique et graphique de modélisation
développé par Carl Adam Petri dans les années soixante [10]. Depuis, l’introduction de cer-
tains paramètres, caractéristiques et critères particuliers aux systèmes à étudier, a conduit
à divers extensions des RdP classiques. Parmi ces extensions, on distingue le formalisme
RdPSG introduit par Molloy [9]. Les RdPSG sont une extension des RdP stochastiques
autorisant deux classes de transitions [2, 3] :

– Des transitions instantanées à temporisation nulle (transition immédiate) qui sont
franchies immédiatement dès qu’elles sont sensibilisées.

– Des transitions temporisées ayant une durée de franchissement aléatoire.
Ce formalisme a été utilisé, en théorie de files d’attente, pour l’analyse de systèmes de files
d’attente avec rappels [4, 5, 6, 2]. Notre objectif est d’adapter ce formalisme pour l’analyse
des systèmes prioritaires à source(s) finie(s).
Dans certains systèmes de files d’attente (S.F.A) prioritaires, les clients proviennent d’au
moins une population finie. L’analyse de ces systèmes est complexe, elle présente d’im-
menses difficultés algébriques dues à la dépendance des flots des arrivées des différentes
classes de priorité (voir [1, 8]). Ainsi, leurs études dans la littérature se base essentiellement
sur des méthodes approximatives ou des méthodes algorithmiques.

Dans ce travail, nous avons modélisé et évalué les performances des systèmesM2/M2/1//N ,
M2/M2/1//(N1, N2) et M3/M3/1//(N1, N2, N3) avec priorité relative, via le formalisme de
RdPSG.
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20.2 Modélisation du système M2/M2/1//N via les RdPSG

On considère le système M2/M2/1//N avec priorité relative, dans lequel arrivent deux
classes de clients : clients non prioritaires et clients prioritaires, venant de la source de
capacité N . Les deux types de clients arrivent indépendamment les uns des autres suivant
un processus quasi-aléatoire avec un taux λ1 et λ2 respectivement. Le service des clients
non prioritaires et prioritaires se fait suivant la loi exponentielle de paramètre µ1 et µ2

respectivement. La figure (Fig.20.1) représente une modélisation de ces systèmes par les
RdPSG.

Figure 20.1. Le RdPSG modélisant les systèmes M2/M2/1//N avec priorité relative.

Dans ce modèle on a :
• La place PA contient les clients libres (source), représentés par N jetons. C’est-à-dire,
aucun des N clients n’est arrivés dans le système ;
• La place PN (resp. Pp) contient les clients non prioritaires (resp. les clients prioritaires) ;
• La place PSP (resp. PSN) représente l’état ’Le serveur est occupé par le client prioritaire’
(resp. ’Le serveur est occupé par le client non prioritaire’) ;
• La place PSL représente l’état ’Le serveur est libre’, représenté par un seul jeton.
• Le marquage initial du réseau est alors donné par :

Mo =
(
M(PA),M(Pp),M(PSP ),M(PN),M(PSN),M(PSL)

)
= (N, 0, 0, 0, 0, 1).

Ceci, signifie que tous les clients sont initialement libres et que le serveur est disponible.

20.2.1 Application sur le système M2/M2/1//3

Comme illustration, nous avons considéré la file d’attente M2/M2/1//3 avec priorité
relative et source finie de taille 3. Le marquage initial est ainsi donné par :

M0 =
(
M(PA),M(PP ),M(PSP ),M(PN),M(PSN),M(PSL)

)
= (3, 0, 0, 0, 0, 1).

Le graphe des marquages de ce RdPSG est donné dans la figure (Fig.20.2). Ce graphe est
un arbre qui permet de calculer tous les marquages possibles à partir du marquage initial.
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Figure 20.2. Graphe d’accessibilité associé au système M2/M2/1//N .

La châıne de Markov à temps continu (CMTC) des états tangibles est obtenue après
l’élimination des marquages évanescents. Ainsi, les états de la CMTC associé au modèle
étudié sont les marquages tangibles de l’arbre. Les marquages évanescents sont fusionnés
avec leurs successeurs (marquages tangibles). Exemples : M1 est fusionné avec M3 ; M2 avec
M4 ; M15 avec M5 ; M16 avec M6 et M17 avec M8. Les taux de transitions de la CMTC
associée au graphe du système M2/M2/1//3 sont les taux de tir des transitions temporisées.
La figure (Fig.20.3) illustre cette CMTC.
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Figure 20.3. La CMTC associée au RdPSG de M2/M2/1//3.

A partir de cette CMTC, on a construit le générateur infinitésimal Q qui nous a donné la
distribution stationnaire π. Ayant π, nous avons calculé plusieurs indices de performances
voir les équations ((10.1)-(10.11)).
Nous avons analysé le système M2/M2/1//N en variant les valeurs de N . Ainsi, nous avons
pu obtenir le graphe de la CMTC associé au RdPSG avec N quelconque d’une manière
récursive (voir Figure Fig.20.4).
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Figure 20.4. La CMTC associée au RdPSG de M2/M2/1//N .

20.3 Modélisation de M2/M2/1//(N1, N2) par les RdPSG

Dans ce modèle deux classes de clients arrivent de deux sources finies différentes : clients
non prioritaires venant de la source PA et les clients prioritaires venant de la source PB. Pour
ce modèle, la même étude que celle adoptée pour les systèmes M2/M2/1//N a été faite.
Ceci nous a conduit à l’analyse de leurs performances. La figure (Fig.20.5) représente une
modélisation de ces systèmes par les RdPSG où la capacité de la population est représentée
par les paramètres entiers positifs N1 et N2 qui apparaissent comme marquages initials des
places PA et PB respectivement.
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Figure 20.5. Le RdPSG modélisant les systèmes M2/M2/1//(N1, N2) avec priorité relative.

20.3.1 Application sur le système M2/M2/1//(2, 2)

Comme exemple d’illustration, nous considérons une file d’attente M2/M2/1//(2, 2) avec
priorité relative et à deux sources finie de taille N1 = 2 et N2 = 2. Le marquage initial de
ce réseau est donné par :

Mo = (M(PB),M(Pp),M(PSP ),M(PA),M(PN),M(PSN),M(PSL)) = (2, 0, 0, 2, 0, 0, 1).

Le graphe des marquages est donné dans la figure (Fig.20.6) suivante :

Figure 20.6. Graphe d’accessibilité associé à M2/M2/1//(2, 2) avec priorité relative.

Nous avons construit la CMTC à partir de ce graphe des marquages. La figure suivante
illustre cette CMTC associée au modèle RdPSG obtenu.
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Figure 20.7. La Châıne de Markov du réseau de Petri associé à M2/M2/1//(2, 2) avec priorité relative.

Nous avons calculé le générateur infinitésimal Q à partir duquel on a pu calculer la
distribution stationnaire π du système, ainsi que ses indices de performances, tels que :

– Le taux moyen effectif des arrivées des clients non prioritaires ηN (resp.prioritaires
ηP ) :
Ce taux est le nombre moyen de tir en une unité de temps :

ηN =
∑
j∈SMj

λ1(Mj)πj; ηP =
∑

j∈(SMj)

λ2(Mj)πj; (20.1)

où : (SMj) est l’ensemble des marquages où la transition tACN (resp.tACP ) est fran-
chissable. λ1(Mj) (resp.λ2(Mj)) est le taux de franchissement associé à la transition
tACN (resp.tACP )dans Mj.

– Le nombre moyen de clients non prioritaires Mj(PN) (resp.prioritaires η0P )
dans la file :
Ce nombre moyen est donné par la formule suivante :

η0N =
∑
j

Mj(PN)πj; η0P =
∑
j

Mj(PP )πj; (20.2)

où :
Mj(PN) (resp. Mj(PP )) est le nombre de jetons dans la place PN (resp.PP ) dans le
marquage Mj. La somme dans cette formule se fait sur tous les marquages accessibles.

– Le nombre moyen de clients non prioritaires ηSN (resp. prioritaires ηSP )
dans le système :

ηSN =
∑
j

[Mj(PN) +Mj(PSN)]πj; (20.3)

ηSP =
∑
j

[Mj(PP ) +Mj(PSP )]πj. (20.4)

– Le temps moyen d’attente des clients non prioritaires WN (resp prioritaires
WP ) :
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Le temps d’attente d’un client non prioritaires (resp prioritaires) est obtenu à l’aide
de la formule de Little :

WN =
η0N

ηN
; WP =

η0P

ηP
. (20.5)

– Le temps moyen de réponse des clients non prioritaires τN (resp. priori-
taires τP ) :

τN =
ηSN
ηN

; τP =
ηSP
ηP

. (20.6)

Nous avons obtenu la CMTC associé au RdPSG avec N1, N2 quelconque d’une manière
récursive (voir figure Fig.20.8 suivante).
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Figure 20.8. La CMTC associée à M2/M2/1//(N1, N2).

20.4 Modélisation de M3/M3/1//(N1, N2, N3) par les RdPSG

Dans cette section, nous allons analyser un système de files d’attente à 3 classes de
priorités M3/M3/1//(N1, N2, N3). Les clients de classe Ci sont prioritaires à ceux de la
classe Cj si j > i. Ces trois types de clients arrivent indépendamment les uns des autres
suivant un processus markovien avec un taux λi, i = 1, 3.
Le service des clients de classe Ci, i = 1, 3 se fait suivant la loi exponentielle de paramètre
µi.
La figure (Fig.20.9) décrit le modèle RdPSG correspondant à ce système. La capacité
des trois populations est représentée par les paramètres entiers positifs N1, N2 et N3 qui
apparaissent comme marquage initial des places PA, PB et PC

– La place PC est la source qui contient les clients prioritaires de classe 3, représentés
par N3 jetons ;

– La place Pp̄ contient les clients prioritaires de classe 3 ;
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– La place PSP représente l’état ’Le serveur est occupé par le client prioritaire de classe
3.

– Le marquage initial du réseau est :

Mo = (M(PC),M(Pp̄),M(PSP )M(PB),M(Pp),M(PSP ),M(PA),M(PN ),M(PSN ),M(PSL))

= (N3, 0, 0, N2, 0, 0, N1, 0, 0, 1).

Figure 20.9. Le RdPSG modélisant le système M3/M3/1//(N1, N2, N3) avec priorité relative.

Après le calcul du générateur infinitésimal et de la distribution stationnaire, nous don-
nons dans ce qui suit juste les indices de performances ayant rapport avec les clients de la
classe 3.

– Le taux moyen effectif des arrivées des clients prioritaires de classe 3 :

ηP̄ =
∑

j∈(SMj)

λ3(Mj)πj; (20.7)

où :
· (SMj) est l’ensemble des marquages où la transition tACP est franchissable.
· λ3(Mj) est le taux de franchissement associé à la transition tACP dans Mj.

– Le nombre moyen de clients prioritaires de classe 3 dans la file :

η0P =
∑
j

Mj(Pp̄)πj; (20.8)

où : Mj(Pp̄) est le nombre de jetons dans la place PP̄ dans le marquage Mj et la
somme concerne tous les marquages accessibles.

– Le nombre moyen de clients prioritaires de classe 3 dans le système :

ηS̄P =
∑
j

[Mj(Pp̄) +Mj(PSP )]πj. (20.9)
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– Le temps moyen d’attente des clients prioritaires de classe 3 :

WP̄ =
η0P

ηp̄
. (20.10)

– Le temps moyen de réponse des clients prioritaires de classe 3 :

τP̄ =
ηSP
ηp̄

. (20.11)

Pour prouver la performance de cette approche d’analyse des systèmes prioritaires avec
source(s) finie(s) via les RdPSG, nous avons procédé à une comparaison des indices de
performances obtenus par simulation et ceux obtenus via cette approche (voir section
suivante).

20.5 Applications numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques obtenus en évaluants
les principaux indices de performances des systèmes avec priorité relative et source(s)
finie(s). En effet, nous avons comparé nos résultats obtenus par les RdPSG et ceux obtenus
par Chandra et Sargent dans [14]. En outre, en faisant varier les différents paramètres λ1,
λ2, λ3, µ1, µ2 µ3 et pour différents nombres de clients dans les sources on a obtenu les
caractéristiques :

tQi : Le temps moyen d’attente d’un client de la classe i .
tNi : Le temps moyen de réponse d’un client de la classe i .
Q̄i : Le nombre moyen de clients de la classe i dans la file.
N̄i : Le nombre moyen de clients de la classe i dans le système.
ρ(i) : La proportion du temps d’occupation du serveur par un client de la classe i.

Application sur M2/M2/1//(N1, N2)

RdPSG
i Ni λi µi ρ(i) tQi tNi Q̄i N̄i
1 25 0.06 1 0.07634 309.7897 310,7897 23.6512 23.7275
2 25 0.1 2 0.92365 3.0332 3.5332 5.6032 6.5269

1 10 1 10 0.12252 7.0617 7.1617 8.6522 8.7747
2 10 0.8 6 0.87689 0.4839 0.6506 2.5464 3.4233

Table 20.1. Résultats obtenus par les RdPSG pour le cas M2/M2/1//(N1, N2).
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Analytiques
i Ni λi µi ρ(i) tQi tNi Q̄i N̄i
1 25 0.06 1 0.0763 309.7898 310.7898 23.6512 23.7275
2 25 0.1 2 0.9236 3.0332 3.5332 5.6032 6.5269

1 10 1 10 0.1225 7.0621 7.1621 8.6523 8.7748
2 10 0.8 6 0.8768 0.4840 0.6506 2.5464 3.4233

Table 20.2. Résultats obtenus par Chandra et Sargent pour le cas M2/M2/1//(N1, N2).

Application sur M3/M3/1//(N1, N2, N3)

RdPSG
i Ni λi µi ρ(i) tQi tNi Q̄i N̄i
1 5 0.2 1 0.3773 7.2491 8.2491 2.7357 3.1130
2 2 0.4 5 0.0717 2.8779 3.0779 1.0319 1.1036
3 3 0.125 0.5 0.5166 1.6135 3.6135 0.4168 0.9334

1 2 0.4 5 0.0195 17.7502 17.9506 1.7359 1.7555
2 3 0.125 0.5 0.3347 7.9236 9.9245 1.3262 1.6609
3 5 0.2 1 0.6142 2.1394 3.1394 1.3142 1.9285

1 20 0.05 5 0.1829 1.6644 1.8644 1.5225 1.7054
2 4 0.3 2.5 0.3767 0.5138 0.9138 0.4839 0.8607
3 4 0.2 3 0.2365 0.3028 0.6362 0.2149 0.4515

Table 20.3. Résultats obtenus par les RdPSG pour le cas M3/M3/1//(N1, N2, N3).

Analytiques
i Ni λi µi ρ(i) tQi tNi Q̄i N̄i
1 5 0.2 1 0.377 7.249 8.249 2.735 3.113
2 2 0.4 5 0.072 2.878 3.078 1.031 1.103
3 3 0.125 0.5 0.517 1.614 3.614 0.416 0.933

1 2 0.4 5 0.020 17.750 17.950 1.735 1.755
2 3 0.125 0.5 0.335 7.924 9.924 0.326 0.661
3 5 0.2 1 0.614 2.139 3.139 1.314 1.928

1 20 0.05 5 0.183 1.665 1.864 1.522 1.705
2 4 0.3 2.5 0.376 0.513 0.913 0.483 0.860
3 4 0.2 3 0.236 0.303 0.636 0.215 0.451

Table 20.4. Résultats obtenus par Chandra et Sargent pour le cas M3/M3/1//(N1, N2, N3).

D’après les tableaux Tab.20.1, Tab.20.2, Tab.20.3 et Tab.20.4, nous remarquons que les
résultats obtenus par les RdPSG sont très proches de ceux obtenus par Chandra et Sargent.

Application sur M2/M2/1//N

Les résultats affichés dans les tableaux Tab.20.5 et Tab.20.6 représentent les résultats
obtenus par la simulation et ceux obtenus par les RdPSG pour les paramètres N=50, λn=
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0.06, λp=0.1, et µn= 1, µp= 2.

RdPSG
i tQi tNi Q̄i N̄i
1 71.0176 72.0176 38.7330 39.2784
2 1.2937 1.7937 1.1760 1.6305

Table 20.5. Résultats obtenus par les RdPSG pour le cas M2/M2/1//N .

Simulation
i tQi tNi Q̄i N̄i
1 71.0949 72.0958 38.7402 39.2856
2 1.2972 1.7976 1.1781 1.6326

Table 20.6. Résultats obtenus par la simulation pour le cas M2/M2/1//N .

D’après les tableaux Tab.20.5 et Tab.20.6, il s’avère que les résultats obtenus par la
simulation sont très proches de ceux obtenus par les RdPSG.

20.6 Conclusion

Notre axe de recherche a consisté à faire usage du formalisme RdPSG pour modéliser
les systèmes prioritaires et d’évaluer leurs performances. La puissance d’expression de ce
formalisme nous a permis une modélisation très détaillée et sémantiquement précise qui a
réduit la compléxité de ces systèmes prioritaires. Elle nous a offert, en plus d’une analyse
qualitative, une analyse quantitative des indices de performances. En effet, l’isomorphisme
existant entre les RdPSG et les processus markoviens, nous a permis d’exploiter les tech-
niques de ces derniers pour le calcul des mesures de performances. Par ailleurs, nous avons
effectué une étude comparative entre les résultats obtenus par l’approche RdPSG et ceux
simulés. Cette comparaison a confirmé l’efficacité de notre approche.
Comme perspectives de recherche, nous suggérons de considérer les points suivants :

– Lorsque les systèmes étudiés contiennent plusieurs classes de clients, leurs représentations
en RdPSG deviennent complexes donc difficilement exploitables [15, 16, 17]. Les
RdPSG colorés constituent un modèle mathématique de haut-niveau, pouvant réduire
la taille du modèle et dans lesquels chaque jeton correspondant à un client ou à un
serveur doit porter une information qui dénote son type. Ainsi, il serait judicieux de
les exploiter pour l’analyse des systèmes qu’on a étudiés quand le nombre de classes
prioritaires est assez grand.

– Il serait intéressant d’élargir l’étude au cas non-borné MR/MR/m//∞ (à population
infinie). Dans ce cas, il y’a lieu de faire appel au graphe de couverture.

– Il sera pertinent d’introduire les rappels aux systèmes prioritaires précédents donc on
aura affaire aux systèmes prioritaires avec rappels.
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– Analyser les systèmes avec priorité absolue ayant plusieurs sources finies via (RdPSG).
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Résumé Dans ce travail, nous donnons une analyse des systèmes avec rappels ayant deux classes de Priorité en
utilisant le formalisme de RdPSG (réseaux de Petri stochastiques généralisés). Une châıne de Markov à temps
continue décrivant le comportement de ce système étudié est obtenue de ce modèle RdPSG associé. Cela nous
permet d’effectuer une analyse qualitative et quantitative de ces systèmes.
keyword : Systèmes de files d’attente, Priorité, Rappels, Evaluation des performances, Réseaux de Petri Stochas-
tiques Généralisés.

21.1 Introduction

Les RdPSG sont des outils graphiques et mathématiques permettant de modéliser le
comportement dynamique des systèmes à événements discrets comme les systèmes de
télécommunications, les réseaux de transport, etc. Les RdPSG autorisent deux classes de
transitions : Des transitions instantanées à temporisation nulle (transition immédiate) qui
sont franchies immédiatement dès qu’elles sont sensibilisées. Des transitions temporisées
ayant une durée de franchissement aléatoire. Nous avons utilisé ce formalisme pour l’analyse
des systèmes de files d’attenteM2/M2/1//N M2/M2/1//(N1, N2) etM3/M3/1//(N1, N2, N3)
avec priorité relative (voir [3, 4, 5, 6]). Dans ce travail, nous utilisons ce formalisme pour
l’analyse du système d’attente avec rappels ayant deux classes de priorité.

21.2 Modélisation de M2/M2/1//(N1, N2) avec rappels par les
RDPSG

On considère le système M2/M2/1//(N1, N2) avec rappels , dans lequel arrivent deux
classes de clients : clients non prioritaires venant de la source PA et les clients prioritaires
venant de la source PB. Les deux types de clients arrivent indépendamment les uns des
autres suivant un processus quasi-aléatoire avec un taux de λ1 et λ2 respectivement. Le
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client qui arrive et trouve le serveur occupé, rentre directement en orbite et fait ses ten-
tatives de rappels avec un taux υ. Le service des clients prioritaires et non prioritaires
se fait suivant la loi exponentielle de paramètre µ1 et µ2 respectivement. La figure 21.1
représente une modélisation de ce système par les RdPSG où la capacité de la population
est représentée par les paramètres entiers positifs N1 et N2 qui apparaissent comme mar-
quage initial des places PB et PA respectivement.
Dans ce modèle on a la place :

Figure 21.1. Le RdPSG modélisant les systèmes M2/M2/1//(N1, N2) avec rappels

• PA illustre la source des clients non prioritaires ;
• PB illustre la source des clients prioritaires ;
• Pp contient les clients prioritaires ;
• PO représente l’orbite ;
• PN représente la condition qu’un client demande à être servi ;
• PSP (resp. PSN) représente l’état le serveur est occupé par le client prioritaire (resp. non
prioritaire) ;
• PSL représente l’état ’Le serveur est libre’, représenté par un seul jeton. Le marquage
initial est :Mo = (M(PA),M(Pp),M(PSP ),M(PB),M(PN),
M(PO),M(PSN),M(PSL) = (N1, 0, 0, N2, 0, 0, 0, 1)
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21.3 Application sur le système M2/M2/1//(2, 2) avec rappels

On considère le système M2/M2/1//(2, 2) avec rappels. Le marquage initial est alors
donné par M0 = (2, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 1). A partir d’un RdPSG, on génère l’arbre d’admissibi-
lité qui représente les séquences de franchissements des transitions. Cet arbre nous permet
de visionner tous les marquages possibles à partir du marquage initial. Cet arbre est taillé
quand un précédent marquage est obtenu. L’étiquette sur chaque arête orientée représente
la transition tirée qui a produit le marquage suivant. La châıne de Markov à temps continu
peut être construite à partir de ce graphe de marquage. Cette CMTC est ergodique puisque
le RdPSG auquel elle est associée est borné et admet l’état initial comme état d’accueil. Le

Figure 21.2. La CTMC pour les systèmes M2/M2/1//(2, 2) avec rappels.

générateur infinitésimal Q de la châıne de Markov ainsi définie est obtenu. De ce générateur
Q on a pu calculer la distribution stationnaire π du système, ainsi que ses indices de per-
formances, tels que : le taux moyen effectif des arrivées des clients non prioritaires (resp.
prioritaires), nombre moyen de clients non prioritaires (resp. prioritaires) dans la file puis
dans le système, le temps moyen d’attente des clients non prioritaires (resp. prioritaires),
le temps moyen de réponse des clients non prioritaires (resp. prioritaires),... .
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21.4 Conclusion

Dans ce travail nous avons pu analyser le système avec rappels ayant deux classes de
priorité et évaluer ses performances. A partir des résultats de cette étude nous avons prouvé
l’efficacité de l’approche proposée. En effet, de nombreux problèmes dans les systèmes avec
priorité et rappels peuvent être simplifiés en utilisant cette approche. Ainsi, la puissance
d’expression de cet outil nous a permis une modélisation très détaillée et sémantiquement
précise qui a réduit la complexité de ces systèmes . Il nous reste à étudier l’influence du
phénomène de rappels et l’influence de la priorité sur les mesures de performance de ce
système.
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Résumé Dans ce travail il sera question de modélisation et d’évaluation des performances de réseaux de files
d’attente en utilisant les réseaux de Petri Stochastiques Généralisés (RdPSG). Ainsi, comme exemple illustratif on
prend le réseau [M/M/1/N → �/M/1/1].
Mots clefs : Réseaux de files d’attente, Réseaux de Petri, GSPN, Evaluation de Performances, Forme produit,
Châıne de Markov.

22.1 Introduction

L’évolution technologique de ces dernières années a induit une complexité des systèmes
dans différents domaines, qui devient de plus en plus difficile à gérer. Cette évolution s’est
accompagnée d’un développement et d’une diversification d’outils permettant de faire une
analyse qualitative et quantitative de ces systèmes. Parmi ces outils on peut citer : les
réseaux de files d’attente (RFA) [5], les algèbres de processus, les réseaux de Petri (Petri
nets (PN)) avec leurs différents formalismes (PN, GSPN, DSPN,. . .), etc. Nos travaux de
recherches consistent à utiliser l’outil des RdP pour la modélisation et l’évaluation des
performances de RFA complexes.

22.2 Les réseaux de PETRI

Les PN sont des outils graphiques et mathématiques permettant de modéliser le com-
portement dynamique de systèmes à événements discrets et continus comme : les systèmes
manufacturiers, les systèmes de télécommunication, les réseaux de transport, . . . . Ces outils
sont introduits par C. A. Petri en 1962 dans sa thèse ”Communication avec des Automates”.

Un PN classique est un graphe bi-partie orienté constitué de places, de transitions
et d’arcs qui relient les transitions aux places (input arcs) et les places aux transitions
(output arcs). Les transitions notées par des rectangles, les places par des cercles et les
arcs par des flèches, des jetons (marques) associés aux places notés par des points ou
des nombres à l’intérieur d’une place, des entiers positifs appelés poids associés aux arcs.
L’état d’un PN est défini par le nombre de marques dans chaque places, représenté par le
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vecteur M = (m(p1),M(m(p2), ...,m(pN)) appelé marquage d’un PN. Une transition t est
sensibilisée si le nombre de jetons dans chaque place d’entré à t est supérieur ou égal au
poids de l’arc joignant cette place à t, le franchissement (le tir) de consiste à retirer dans
les places d’entré de t, le nombre de jetons indiqué sur les arcs entrants de t et en déposant
ensuite, à chaque place de sortie le nombre de jetons correspond au poids indiqué sur l’arc
sortant de t. Il est possible d’obtenir l’ensemble des suites finies ou infinies dévolution
du système à partir du marquage initial M0, cette suite d’ensemble définit l’ensemble des
marquages accessibles. Le graphe des marquages d’un PN noté R(PN,M0) est un graphe
dont ses nœuds sont les marquages accessibles reliant par des arcs orientés définis par la
relation d’accessibilité directe et étiquetés par les transitions de réseau correspondant, Les
ouvrages [1, 2, 3] constituent de bons outils pour un état de l’art sur la théorie des PN.

22.3 Les SPN

Les réseaux de Petri stochastiques (Stochastique Petri Nets (SPN)) ont été suggérés par
Molloy, Florin, Natkin 1985 [4]. Ces derniers ont introduit la notion de temps pour répondre
aux exigences de certain type des systèmes. Un SPN est obtenu à partir du PN classique,
en associant une fonction de distribution de probabilité pour le délai de franchissement de
chaque transition. Depuis ce travail plusieurs extensions ont été apparues comme (GSPN,
DSPN, ...).

22.4 Les GSPN

Pour l’étude de notre réseau via les SPN, nous avons opté pour le formalisme GSPN
(generalized stochastic Petri nets) proposés par Balbo et al [5]. Ce formalisme est une
extension des SPN autorisant deux classes de transitions : Des transitions instantanées
à temporisation nulle (transition immédiate) et des transitions temporisées à qui corres-
pondent des variables aléatoires déterminant la durée de franchissement.
Notre choix pour le formalisme GSPN est dicté par le fait que les systèmes de files d’at-
tente sont modélisés par des processus aléatoires, ainsi que pour l’existence d’événements
immédiats à caractériser. D’ailleurs, ce formalisme a été déjà exploité pour l’étude de
systèmes de files d’attente. A titre d’exemple, on peut citer le travail de C. Oliver et S.
Kishor [6] ou un système M/M/1/K avec vacance a été étudie via les GSPN ainsi que les
travaux de N. Gharbi [7, 8] qui ont porté sur l’analyse de systèmes de files d’attente avec
rappels. La propriété d’absence de mémoire des distributions exponentielles des délais de
franchissement a permis à Molloy de montrer que les SPN sont isomorphes aux processus
de Markov à temps continu et à espace d’états discret, qui sont le substrat fondamental
des analyses faites avec les SPN, donc les techniques des processus markoviens sont alors
exploitées pour calculer les mesures de performances d’un SPN.
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22.4.1 Le processus associé au GSPN

Le processus stochastique engendré par un GSPN est un processus semi-markovien. Ce
processus comprend deux types de marquages :
• Marquages tangibles (”tangible markings”) générés suite au franchissement des tran-

sitions temporisées.
• Marquages évanescents (”vanishing markings”) générés lors du franchissement des

transitions immédiates.
L’analyse quantitative d’un GSPN consiste à calculer les probabilités stationnaires et les
indices de performance. Elle est basée sur la châıne de Markov à temps continu (CTMC)
associée au GSPN. Cette châıne peut être construite à partir du graphe des marquages
accessibles, les états de la châıne de Markov sont les marquages tangibles. Les marquages
évanescents sont fusionnés avec leurs successeurs (marquages tangibles). Les taux de tran-
sitions de la CTMC sont les taux de tir des transitions du GSPN. On obtient le générateur
infinitésimal de cette CTMC qui est alors une matrice carrée de dimension (r × r) ( r
est le nombre fini de marquages tangibles du GSPN) qui regroupe l’ensemble des taux de
transition d’un marquage vers un autre. La distribution de probabilité π = (π1, π2, ..., πn)
à l’état stationnaire sur les marquages tangibles peut alors être obtenue par la résolution
du système d’équation linéaire suivant :πQ = 0;

r∑
i=1

π = 1.
(22.1)

En utilisant la distribution des probabilités stationnaires, on peut calculer les indices de
performances parmi les quels on peut citer :
• Fréquence moyenne de franchissement d’une transition :

λ(ti) =
∑

Mj∈E(ti)

λi(mj)πj. (22.2)

• Nombre moyen de marques dans une place :

n(p) =
∑

(i:Mi∈E)

mi(p)πi. (22.3)

22.5 Le réseau [M/M/1/N → �/M/1/1]

Considérons un QN (queueing network) à deux stations en tandem avec blocage après
service, illustré dans la figure suivante :
Les clients arrivent à la première station selon un processus poissonnien de paramètre λ,
si le service est libre le client est servi sinon il attend dans la file. Chaque client reçoit
une partie de son service à la première station et puis accédé à la seconde station pour
poursuivre son service. Il n’y a aucune file d’attente intermédiaire, un client dont le service
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Figure 22.1. Le réseau M/M/1/N → �/M/1/1.

dans la station 1 est accompli ne peut accéder à la station 2 si cette dernière est occupée,
au lieu de cela, le client reste dans le service 1 et le système sera bloqué jusqu’à ce que la
station 2 se libère. On associe au réseau précédent le GSPN illustré dans la figure suivante :

Figure 22.2. Le GSPN associé au M/M/1/N → �/M/1/1.

Dans le modèle proposé, les transitions immédiates sont représentées par des rectangles
noir coloré, les transitions temporisées par des rectangles blanc et l’arc inhibiteur par l’arc
auquel est ajouté un petit cercle vide et qui lie un arc et une transition.
Le marquage initial de ce réseau est :

M0 = (Mp.file;Mp.serv1;Mp.bloc;Mp.serv2) = (0; 0; 0; 0);

ce qui signifié qu’aucun des clients n’est arrivé au service (la file et les deux serveurs sont
vides).
• Le tir de la transition temporisée t.arriv indique l’arrivé d’un client de l’extérieur.

Ainsi la place p.file reçoit un jeton, ce qui représente la condition qu’un client est
prêt pour le service. Dans le cas où le nombre de jetons dans p.file est supérieur à
(N − 1) le client qui arrive sera rejeté, ce qui est modélisé par l’arc inhibiteur (arc1).
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• La transition immédiate t.acc1 est franchissable quand la place p.file contient au
moins un jeton et le serveur 1 est libre (non bloqué), i.e. (p.serv1 contient pas de
jeton, p.bloc ne contient pas de jetons ), le tir instantanément de t.acc1 consiste à
supprimer un jeton de la place p.file et à déposer un jeton dans la place p.serv1, ceci
représente le fait que le client a commencé son service et que le serveur 1 est passé de
l’état oisif à l’état occupé.
• Le tir de la transition temporisée t.serv1 consiste à supprimer un jeton de la place
p.serv1 et le déposé dans la place p.bloc, donc le premier serveur passe de l’état occupé
à l’état libre.
• La présence de jeton dans la place p.bloc signifie que la place p.serv2 contient un

jeton (deuxième serveur est occupé) donc le premier serveur sera bloqué, le tir de la
transition t.serv1 est impossible jusqu’ à ce que la place p.bloc soit vide.

Après la construction du graphe des marquages accessibles du GSPN précédent, on obtient
la CTMC suivante dans le cas (N=2) :

Figure 22.3. CTMC associé au GSPN (cas où N=2).
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Le générateur infinitésimal associé à cette châıne est :

Après la résolution du système (22.1) et l’application des formules (22.2) et (22.3), on a
obtenu les mesures suivantes :

Pour tout N on obtient la CTMC suivante :
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Figure 22.4. CTMC associé au GSPN (cas ou N est quelconque).

L’analyse d’un GSPN associé à un système implique l’énumération de tous les états pos-
sibles et de toutes les possibilités de transition entre états, ceci est d’autant très pénalisant,
quand la taille du graphe des marquages et grand.

22.6 Les RdPSG à forme produit

L’analyse d’une CTMC associée à un GSPN peut être très dure en raison du problème
d’explosion de l’espace d’état (explosion combinatoire), la taille de graphe de marquage
d’un SPN (ou GSPN) augmente de façon exponentielle avec à la fois le nombre de jetons
dans le marquage initial et avec le nombre de places dans le réseau. Récemment certains
classes de SPN et GSPN à forme produit ont été découverts. Ces classes sont caractérisées
par leurs distributions de probabilité à l’état stationnaire de leurs marquages qui peut être
factorisé en forme produit. Plusieurs efforts de recherche ont été consacrés pour identifier
les conditions d’existence de la forme produit des SPN et GSPN, nous pouvons récapituler
les résultats obtenus à nos jours, en identifiant les trois principales classes à forme produit
suivantes :
• Boucherie’s class : La forme produit est donné en termes des ”sous réseaux”, elle

généralise les résultats obtenu par A. Lazar et Robertazzi 1991 [9].
• Coleman et Henderson et al : Elle est basée sur les propriétés structurelles d’un

SPN, la forme produit est exprimé en fonction de nombre de marques dans chaque
place [10].
• Balbo et al : les auteurs ont considérer les GSPN (la présence des transitions

immédiates) ils ont introduit un algorithme qui permet de transformer un GSPN
à un SPN [11].
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22.7 Nos perspectives de travail

Notre futur travail inclue l’application de la technique décrite par Coleman et al pour
dériver d’autres nouveau résultats de la forme produit des GSPN associé au QN. Une
autre direction de recherche pourrait être la dérivation d’autres méthodes qui permetent
de transformer un GSPN associé à un QN non à forme produit a un GSPN a forme produit.
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Résumé Comme première tentative d’application de la méthode de stabilité forte aux modèles stochastiques RdP
”Réseaux de Petri” nous avons établie la stabilité forte du M/M/1 − GSPN (generalized stochastic Petri net
associé au système d’attente M/M/1) après perturbation de la durée de service du système M/G/1 −MRSPN
(Markovian Regeneratif Stochastic Petri Nets associé au système M/G/1). En effet, en premier lieu, nous avons
définie de façon formelle les processus stochastiques associés aux réseaux de Petri stochastiques modélisant les deux
systèmes : le système original, non markovien ”M/G/1” et le système idéal, markovien ”M/M/1”. Par la suite,
nous avons obtenu les conditions nécessaires de stabilité forte de ces systèmes et finalement nous avons obtenu les
bornes de perturbations induites.
Mots clefs : Réseaux de Petri, GSPN, MRSPN, Stabilité forte, La file M/M/1, La file M/G/1, Perturbation.

23.1 Introduction

La théorie de la stabilité de Lyaponuv a fournie les outils nécessaires pour aborder
le problème de stabilité pour les systèmes à événements discrets modélisés par les RdP
temporisés dont le modèle mathématique est donné en termes d’équations différentielles.
La méthode de stabilité forte a fait l’objet d’un cycle complet de recherche dans le do-
maine des files d’attente (F.A.) en considérant la perturbation de différents paramètres
[9]. Nos premiers travaux de recherche, sont orientés vers l’élargissement du champs d’ap-
plicabilité de cette méthode aux réseaux de files d’attente (R.F.A.) [6,7,8]. Cependant cet
élargissement n’a pas été évident et ceci est dû principalement aux flots inter-stations qui
ne sont pas souvent markoviens d’où la difficulté d’obtention de la châıne de Markov (CM)
qui gère ces réseaux. Face à cette difficulté, on a envisager l’obtention des châınes de Mar-
kov via les formalismes des RdP surtout que ces derniers ont été utilisés dans la littérature
pour modéliser les systèmes de files d’attente (SFA) [2]. Ainsi, on a commencer par la
modélisation de quelques SFA par le formalisme GSPN [3, 4, 5]. Pour appliquer la stabilité
forte à des modèles de RdP on a opté pour l’étude de la stabilité du modèle le plus simple
des SFA à savoir M/M/1 et ce après perturbation de la distribution de service de M/G/1.
Le but serait alors de pouvoir approximer les caractéristiques de ces deux systèmes. Ce-
pendant le processus stochastique associé au M/G/1 − GSPN n’est pas markovien, il a
été nécessaire de faire appel aux processus semi régénératifs induits de ce système pour
obtenir la CM induite qui lui est associée afin de pouvoir appliquer la méthode de stabilité
forte.
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23.2 Les modèles de RdP associés à M/M/1 et à M/G/1

Un réseau de Petri stochastique peut être interprété comme une représentation gra-
phique d’un processus stochastique et pourra être étudié par une approche probabiliste.
Cette approche a comme ambition une définition mathématique du processus stochastique
sous-jacent au réseau de Petri. Cette formalisation permettra d’obtenir des résultats analy-
tiques sur les réseaux de Petri dont les processus sont markoviens ou semi-régénératifs. La
modélisation du système M/M/1 illustrée dans la Fig.23.1, est obtenue grâce au formalisme
GSPN, cependant celle du système M/G/1, illustrée dans la Fig.23.2, on a dû l’obtenir
par le formalisme MRSPN puisque ce système est non markovien et le recours aux proces-
sus semi régénératifs pour l’obtention de la CM induite était nécessaire. Les instants de
régénérations considérés sont donnés en face des figures illustratives du M/M/1−GSPN
et du M/G/1−MRSPN .

Figure 23.1. Le M/M/1−GSPN et son graphe d’accessibilité

Figure 23.2. Le M/G/1−MRSPN et son graphe d’accessibilité
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23.2.1 La matrice de transition de la châıne de Markov induite du
M/M/1−GSPN

P = (pij) =


1, i = 0, j = 1;

aj = µ
1+µ

(
λ

1+µ

)j
, i > 0, j ≥ i− 1;

0; otherwise.

23.2.2 La matrice de transition de la châıne de Markov induite du
M/M/1−GSPN

P =


1, if i = 0, j = 1;∫∞

0
(λx)j−i+1

(j−i+1)!
e−λxdE(x), if, i ≥ 1, j ≥ i− 1;

0, otherwise.

(23.1)

23.3 Stabilité forte du M/M/1−GSPN

Pour la mesure α, la fonction mesurable h et la fonction test v suivantes :

v : N −→ R∗+,
l 7−→ v(l) = βl; with β > 1,

h : N −→ R,

k 7−→ h(k) =


1− a1 = 1− µ

1+µ

(
λ

1+µ

)
, if i = 0;

a1 = µ
1+µ

(
λ

1+µ

)
, if i = 1;

0, otherwise.

α : N −→ R+

j 7−→ α(j) =

{
1, if j = 1;
0, otherwise.

Le critère de stabilité [1] est vérifié sous les conditions du théorème suivant :

Théorème 23.1 On suppose que λ
µ
< 1, alors pour tout β tel que 1 < β < λ

µ
, la châıne de

Markov induite du M/M/1−GSPN est fortement v-stable pour la fonction test v(l) = ßl.

23.4 Déviation de la distribution stationaire :

Cette déviation est donnée sous les conditions du théorème suivant :
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Théorème 23.2 Soit π (resp. π) la distribution stationnaire de la châıne de Markov in-
duite du modèle M/M/1 − GSPN (resp : M/G/1 − MRSPN). On supposant que les
conditions du théorème précédent sont satisfaites, alors pour tout 1 < β < λ

µ
et sous la

condition w < (1−ρ)(µ−λβ)
2µ−λ(1+β)

on a l’estimation suivante :

‖π − π‖ ≤
w
(
µ−λ
µ−λβ

)(
2µ−λ(1+β)
µ−λβ

)
1−

(
µ

λ+µ

)(
1

β(1− βλ
λ+µ

)

)
− w

(
2µ−λ(1+β)
µ−λβ

) . (23.2)

23.5 Conclusion

Dans ce travail nous avons donner une idée générale sur nos travaux de recherche. Un
intérêt particulier est porté sur l’application de la stabilité forte aux modèles des RdP
vu que c’est la première tentative d’application de cette méthode sur ces modèles sto-
chastiques. En effet, nous avons établie la stabilité forte du GSPN − M/M/1 puisque
notre objectif était d’approximer les caractéristiques du M/G/1 − MRSPN par celles
du M/M/1 − GSPN qui sont faciles à obtenir. Le modèle M/M/1 − GSPN est plus
simple et plus exploitable. Notre approche de stabilité, nous a permis d’obtenir des bornes
supérieures explicites pour l’erreur de cette approximation. Pour cela, nous avons construit
le RPSG associé à la file M/M/1 et le RPSMG associé à G/M/1 et nous avons analysé
la stabilité de M/M/1 après perturbation de la distribution de la durée de service. En
outre, nous avons obtenu les inégalités de stabilité. La principale contribution de ce papier
consiste à combiner la théorie de la stabilité forte avec les modèles des RdP pour donner
une solution Complète et précise de la stabilité.
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Résumé : Dans ce travail, on va approximer le réseau de Petri stochastique généralisé
(RdPSG) associé au système MMPP/M/1 par le RdPSG associé au système M/M/1 et
on justifiera cette approximation via la méthode de stabilité forte.

24.1 Introduction

Le systèmeMMPP/M/1 apparâıt dans plusieurs applications réelles : télécommunications,
réseaux informatiques, système de production, etc. Malheureusement, ce système n’a pas
de solution analytique ; ainsi, pour l’analyser on fait appels aux méthodes approximatives
(troncation, méthode de la matrice géométrique, etc.) et à la simulation. Dans ce papier,
on discutera la possibilité d’approximer le modèle RdPSG−MMPP/M/1 par le modèle
RdPSG−M/M/1 après la perturbation du flux des arrivées.

24.2 Le RdPSG associé au système MMPP/M/1

Le RdPSG associé au système MMPP/M/1 est illustré dans la figure suivante :

Figure 24.1. Le modèle RdPSG−MMPP/M/1.

Après la construction du graphe des marquages accessibles de ce RdPSG on a obtenu
la châıne de Markov à temps continue (CMTC), qui lui est associée, suivante :
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Figure 24.2. Le diagramme de transition de modèle RdPSG−MMPP/M/1.

Le processus associé au modèle RdPSG −MMPP/M/1 est un processus de quasi
naissance et de mort, et sa matrice de transition est donnée par :

Figure 24.3. la matrice de transition du modèle RdPSG−MMPP/M/1.

On approxime le modèle RdPSG −MMPP/M/1 par le modèle RdPSG −M/M/1
illustré dans la figure ci-dessous :

Figure 24.4. Le modèle RdPSG−M/M/1.

Le processus associé au modèle RdPSG−M/M/1 est un processus de naissance et de
mort. Sa CTMC et sa matrice de transition sont données par :

24.3 Stabilité

24.3.1 v−stabilité

Pour la measure : α = ( µ
λ+µ

, λ
λ+µ

, 0, 0, ...)

La fonction mesurable : h = (1, 0, 0, ...)
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Figure 24.5. Le diagramme de transition du modèle RdPSG−MMPP/M/1.

Figure 24.6. la mtrice de transition du modèle RdPSG−M/M/1.

et la fonction test :v(k) = βk

les critères de v-stabilité sont vérifiés :

– αh = µ
λ+µ

> 0, πh = π00 > 0, α1 = 1 ;
– T ≥ 0 ;
– il existe ψ = µ

(λ+µ)β
+ λβ

λ+µ
tel que Tv(k) < ψv(k);

– ‖p‖ <∞.
Donc le modèle RdPSG−M/M/1 est v-stable pour 1 < β < µ

λ
.

24.3.2 Inégalités de stabilité

La déviation des operateurs de transition P et P̄ est donnée par :
‖∆‖v = Max{∆1, ∆2}

24.3.3 Deviation

La déviation des distributions stationnaires π et π̄ est donnée par :

‖π − π̄‖v ≤ ‖∆‖v‖π‖vc(1− ψ − c‖∆‖v)

24.4 Conclusion

Notre future travail serait l’obtention des résultats numériques sur la mesure de perfor-
mance de la méthode de stabilité forte du modèle RdPSG −MMPP/M/1 et l’étude de
la stabilité forte du réseau : RdPSG−MMPP/M/1 −→M/M/1 .
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Résumé

25.1 Introduction

Le principe du maximum examine la minimisation d’un Hamiltonien sur U , l’espace des
contrôles admissibles. L’objectif du principe stochastique de Pontryagin est d’établir les
conditions nécessaires d’optimalité vérifiées par un contrôle après avoir assuré son existence.

25.2 Présentation du travail

On se place dans
(
Ω,F, (Ft)t∈R+ , P

)
un espace probabilisé muni d’une filtration satis-

faisant les conditions habituelles, B = (Bt)t∈R+ un mouvement brownien d−dimensionnel
et A un borelien de Rk.
-On considère un processus u = (ut)t∈R+ mesurable et (Ft)t∈R+-adapté à valeurs dans un
borelien A dans Rk avec ut = α. L’évolution est modélisée selon l’équation :{

dXt = b (t,Xt, ut) dt+ σ (t,Xt) dBt, t ∈ ]0, T ] ;
X0 = x, x ∈ Rm.

(25.1)

On suppose ce qui suit :
• b (t, x, α) est continue en α et uniformément continue en t et en x.
• b (t, x, α) et σ (t, x) sont dérivables en x et à dérivés continues et bornées et vérifient

les conditions suivantes :
i- il existe une constante positive K, indépendante de (t, α) telle que :

∀x, y ∈ Rm : |b (t, x, α)− b (t, y, α)|2 + |σ (t, x)− σ (t, y)|2 ≤ K |x− y|2 .

ii- il existe une constante positive C indépendante de t et α telle que :

∀x ∈ Rm : |b (t, x, α)|2 + |σ (t, x)|2 ≤ C
(
1 + |x|2

)
.



196 Amel REDJILa, Brahim MEZERDIb

On définit la fonction coût par : J (u) = E

[
T∫
0

l (t,Xt, ut) dt+ g (XT )

]
, où g et l sont des

fonctions réelles telles que g : Rm → R, l : [0, T ]× Rm × A→ R.
On note par XT la solution de l’EDS contrôlée (25.1), prise à l’instant terminal T et de
plus, XT est associée à un contrôle admissible u pour lequel on définit le coût J (u) .
Le contrôle u∗ (x) est dit optimal si pour tout x ∈ Rm, on a :

V (x) := inf
u∈U
{Ju (x)} = Ju

∗
(x) .

25.3 Résultats

Soit uˆ un contrôle optimal. Il existe un processus (pt)t∈R+ tel que ∀t ∈ [0, T ] ,pour tout
contrôle admissible u, on a la condition nécessaire suivante :

H(pt, X
uˆ

t , u
ˆ) ≤ H(pt, X

uˆ

t , u).

On perturbe le contrôle û à l’aide du contrôle ûθ défini comme suit :

ûθ =


ût si t ∈ [0, τ [ ;
v si t ∈ [τ, τ + θ[ ;
ût si t ∈ [τ + θ, T ] .

Notre objectif est l’estimation des solutions X̂ et X̂θcomme suit :
Soient X̂ et X̂θ les solutions fortes de (25.1) associées respectivement à û et ûθ, on a
l’estimation suivante :

E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣∣X̂θ
t − X̂t

∣∣∣2] ≤M.θ2, (25.2)

et on aura :

lim
θ→0

E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣∣X̂θ
t − X̂t

∣∣∣2] = 0. (25.3)

On a la condition nécessaire suivante :

dJ

dθ

(
ûθ
)
|θ=0 ≥ 0.

25.4 Conclusion

L’évolution du prix d’un actif est modélisée par l’EDS :

dXt = r.Xtdt+ σXtdBt.

Le problème est de trouver un temps d’arrêt qui maximise la valeur espérée du bénéfice
net : supτ E [e−ϕt] (Xt − a) et de calculer le profit espéré.
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Abstract

In this article, formulae for the third-order theoretical moments for superdiagonal and
subdiagonal of the Markov-switching bilinear (Xt = c (st)Xt−ket−l + et, k, l ∈ N) , and an
expression for the bispectral density function are obtained.
Keywords : Markov-switching superdiagonal and subdiagonal Bilinear processes, Third-
order moments, bispectral density function

26.1 Introduction

If the series is nonlinear the spectral will not adequately characterise the series. For
instance, for some types of non linear time series (e.g. Markov switching bilinear models).
As well, spectral analysis will not necessarily show up any features of non linearity (or non
gaussianity) present in the series. It may be necessary, therefore, to perform higher order
spectral analysis on the series in order to detect departures from linearity and Gaussianity.
The simplest type of bispectral analysis notably by Rosenblatt and Van Ness (1965),

Rosenblatt (1966), Van Ness (1966) and Brillinger and Rosenblatt (1967a, b).
Markov switching time series models (MSM) have received recently a growing interest
because of their ability to adequately describe various observed time series subjected to
changes in regime. An (MSM) is a discrete time random process ((Xt, st), t ∈ Z) such that
(i) : (st, t ∈ Z) is not observable, finite state, discret-time and homogeneous Markov chain
and (ii) : the conditional distribution of Xk relative to its entire past, depends on (st) only
through sk. Flexibility is one of the main advantages of (MSM). The changes in regime can
be smooth or abrupt, and they occur frequently or occasionally depending on the transition
probability of the chain. Markov-switching models were introduced to the econometric
mainstream by Hamilton [7, 8] and continue to gain popularity especially in financial time
series analysis in order to integrated the mentioned characteristics in the conditional mean
through local linearity representation. In this paper we alternatively propose a Markov
switching bilinear (MS −BL) representation, in which the process follows locally from
a bilinear characterization. This is in order to give a general, flexible and parsimonious
framework for Markov switching modelling and (MS −BL) have been extensively studied



200 Ahmed GHEZAL

by Bibi, A., Aknouche, A. (2010). In this paper we shall consider a Markov-switching
bilinear model defined by

Xt = c (st)Xt−ket−l + et, t ∈ Z; (26.1)

where (et, t ∈ Z) is a strictly stationary and ergodic sequence of random variables with mean
E (et) = 0 and variance E (e2

t ) = 1, for all t. The functions ai (st) , bj (st) and cij (st) depend
upon a time homogeneous Markov chain (st, t ∈ Z) with finite state space S = {1; . . . ; d},
irreductible, aperiodic and ergodic, initial distribution π(i) = P (s1 = i), i = 1; . . . ; d,

n−step transition probabilities matrix Pn =
(
p

(n)
ij

)
(i,j)∈S×S

where p
(n)
ij = P (st = j |st−n = i)

with P := (pij)(i,j)∈S×S where pij := p
(1)
ij = P (st = j |st−1 = i) for i; j ∈ S. In addition, we

assume that et and {(Xs−1, st), s ≤ t} are independent, we shall note

P (M) =

p11M (1) . . . p1dM (1)
... . . .

...
pd1M (d) . . . pddM (d)

 , Π (M) =

π (1)M (1)
...

π (d)M (d)

 ;

and I(n) is the n×n identity matrix. The model (26.1) is known as a superdiagonal model if
k > l, and subdiagonal model for k < l. Let (Xt, t ∈ Z) be a stationary time series satisfying
the MS − BL model (26.1), and the necessary condition for (Xt, t ∈ Z) to be strictly
stationary (see Bibi, A., Aknouche, A. (2010)). A sufficient condition for stationarity is
γL(A) < 0, where γL(A) is the Lyapunov exponent. The third-order moments of (Xt) are
defined in [6] by :

R (r1, r2) = E {(Xt − µ) (Xt−r1 − µ) (Xt−r2 − µ)} ; (26.2)

= E (Xt Xt−r1Xt−r2)− µ (γ (r1) + γ (r2) + γ (r1 − r2)) + 2µ3;

where µ = E (Xt) , γ (r) = E (Xt Xt−r)
It is sufficient to calculate R (r1, r2) in the sector 0 ≤ r1 ≤ r2 and the other values of
R (r1, r2) are determined from its symmetric relations (see Subba Rao and Gabr, (1984)).
Lii and Rosenblatt (1982) have shown how bispectral density function can be used for
estimating the phase relationships, and this in turn can be applied to the problem of
deconvolution of e.g. seismic traces, quite a number of seismic records are observed to
be non gaussian, and in many geophysical problems it is often required to estimate the
coefficients. Also, the bispectral density function could, in principle be used for testing
linearity.
The bispectrum has been used in a number of investigations as a data analytic tool ; we
mention in particular the work of Hasselman, Munk and MacDonald (1963) on ocean waves,
the papers of Lii, Rosenblatt (1979) on the energy transfer in grid generated turbulence.
In this paper, we shall use the third-order moments to derive the bispectral density function
of Markov switching MS −BL models.
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26.2 Spectral and bispectra

We now consider the evaluation of the spectral and bispectral of the process (Xt) when
the process satisfies some linear time series models. We consider the linear model :

Xt =

q∑
j=0

bj (st) et−j; (26.3)

we have E (Xt) = 0, for all t,

γ (r) = E (Xt Xt−r) =


q∑
j=r

1′(d)P
(
bj
)
π
(
bj−r

)
if 0 ≤ r ≤ q;

0 if r > q.

The spectral density function f (ω) of the process (Xt) defined by f (ω) = 1
2π

+∞∑
r=−∞

γ (r) exp (−irω) ,

−π ≤ ω ≤ π, the spectral density function of the process (Xt) is given by f (ω) = γ (0) +

2
q∑
r=1

γ (r) cos (ωr), the bispectral density function f (ω1, ω2) is given by f (ω1, ω2) = 0, all

ω1, ω2 ∈ [−π, π]. We consider the linear model :

Xt =

p∑
i=1

ai (st)Xt−i +

q∑
j=1

bj (st) et−j + et. (26.4)

Franq and Zaköıan (2001) propose the following representation of (26.4) :

X t = A (st)X t−1 + et,

where X t = (Xt, Xt−1, ..., Xt−p+1, et, et−1, ..., et−q+1)′ ∈ Rp+q, et = (et, 0, ..., 0)′ ∈ Rp+q and

A (st) =



a1 (st) ... ap (st) b1 (st) ... bq (st)
1 0 ... ... ... 0
0 1 0 ... ... 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 ... ... 0 1 0
0 ... ... ... ... 0
0 1 0 ... ... 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 ... ... 0 1 0


γ (r) = E

(
X t X

′
t−r
)

is the autocovariance of X t. Then,

π (i)E
(
X t X

′
t−r
∣∣ st = i

)
=

d∑
j=1

A (i)E
(
X t−1 X

′
t−r
∣∣ st−1 = j

)
pjiπ (j) ;



202 Ahmed GHEZAL

for all r > 0, we note :

W (r) =
(
π (1)E

(
X t X

′
t−r
∣∣ st = 1

)
, ..., π (d)E

(
X t X

′
t−r
∣∣ st = d

))′
(see Pataracchia. B (2011)) from which we have :

W (r) = P (A)W (r − 1) = Pr (A)W (0) ,∀r > 0,

where A = (A (1) , ..., A (d))′ . Finally, we can compute the autocovariance of the process

Xt : γ (r) =
(
H ′ ⊗ 1′(d)

)
W (r)H. For r < 0, let us define :

W̃ (r) =
(
π (1)E

(
X t X

′
t−r
∣∣ st−r = 1

)
, ..., π (d)E

(
X t X

′
t−r
∣∣ st−r = d

))′
.

Then for r < 0, W̃
(i)

(r) = π (i)E
(
X t X

′
t−r
∣∣ st−r = i

)
=
(
W (i) (−r)

)′
from which we have

W̃ (r) = W (−r) = P−r (A)W (0) ,∀r < 0. Finally, for negative r, we can compute the au-

tocovariance of the process Xt : γ (r) =
(
H ′ ⊗ 1′(d)

)
W̃ (r)H, from which it can be verified

that γ (r) = γ (−r) ,∀r < 0.
Spectral representation which defines the spectral as Fourier transform of the autoco-
variance function

f (ω) =
1

2π

+∞∑
r=−∞

γ (r) exp (−irω) , − π ≤ ω ≤ π;

=
1

2π

(
H ′ ⊗ 1′(d)

) +∞∑
r=−∞

P|r| (A) exp (−irω)W (0)H;

=
1

2π

(
H ′ ⊗ 1′(d)

) (
P (A)− P−1 (A)

) (
2 cosω I(d) −

(
P (A) + P−1 (A)

))
W (0)H;

on conditional ρ (P (A)) < 1 (see Costa and all (2005)), the bispectral density function
f (ω1, ω2) is given by f (ω1, ω2) = 0, all ω1, ω2 ∈ [−π, π]. We consider the bilinear model :

Xt =

p∑
i=1

ai (st)Xt−i +

q∑
j=1

bj (st) et−j +

P,Q∑
i,j=1

cij (st)Xt−iet−j + et. (26.5)

Bibi, A., Aknouche, A. (2010), propose the following representation of (26.5)X t = B (st)X t−1 + et,
same result is obtained :

f (ω) =
1

2π

(
H ′ ⊗ 1′(d)

) (
P (B)− P−1 (B)

) (
2 cosω I(d) −

(
P (B) + P−1 (B)

))
W (0)H;

where B = (B (1) , ..., B (d))′ . We note that sepectral representation does not allow us
to distinguish linear models from nonlinear models and therefore should be talking about
higher order spectral (bispectral).
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26.3 Superdiagonal models

The superdiagonal model may be written as

Xt = c (st)Xt−ket−k+m + et, k ≥ 2, 1 ≤ m ≤ k − 1; (26.6)

we have µ = E (Xt) = 0, for all t,

γ (r) = E (Xt Xt−r) =

{
1′(d)

(
I(d) − Pk (c2)

)−1
π, if r = 0;

0, if r 6= 0.

Lemma 26.1 For the superdiagonal model (26.6) all the third-order moments R (r1, r2)
are equal to zero except at r1 = k −m, r2 = k, viz., R(k −m, k) = 1′(d)Pk (c) π (V ) , where

π (V ) = (π (1)E (X2
t |st = 1) , ..., π (d)E (X2

t |st = d))
′
.

Proof : Consider the case r1 = r2 = 0. Using (26.6) it can be shown that :

E
(
X3
t |st = i

)
= c3 (i)E

(
X3
t−ke

3
t−k+m |st = i

)
+ 3c (i)E (Xt−ket−k+m |st = i) = 0.

Using (26.2) we obtain, R(0, 0) = 0. For r1 = r2 = r, say, where r > 0, we expand Xt using
(26.3) to give

E
(
XtX

2
t−r |st = i

)
= c (i)E

(
Xt−kX

2
t−ret−k+m |st = i

)
= 0

Using (26.2) we obtain, R(r, r) = 0. Now consider the case r1 = 0 and r2 = r. Squaring
both sides of (26.3), multiplying by Xt−r and taking expectations, we get :

E
(
X2
tXt−r |st = i

)
= c2 (i)E

(
X2
t−kXt−re

2
t−k+m |st = i

)
= 0;

we obtain, R(0, r) = 0. Lastly, consider the case r1 = r and r2 = r + s. When r ≥ 1 and
s ≥ 1, it can be shown that

E (XtXt−rXt−r−s |st = i) = c (i)E (Xt−kXt−rXt−r−set−k+m |st = i) ;

E (XtXt−rXt−r−s |st = i) =

{
c (i)E

(
X2
t−k |st = i

)
, if r1 = k −m, r2 = k;

0, otherwise.

Using (26.2) we obtain, R(k −m, k) = 1′(d)Pk (c) π (V ) .

26.4 Subdiagonal models

The subdiagonal model may be written as :

Xt = c (st)Xt−1et−2 + et; (26.7)

in which Xt−1 and et−2 are dependent, and therefore the derivation of the moments is more
complicated and rather long. For this reason, we will present the final results. We have
µ = E (Xt) = 0, for all t,
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var (Xt) = E
(
X2
t

)
= 1′(d)

{
π +

(
I(d) − P

(
c2
))−1 (

I(d) + 2P
(
c2
))
π
(
c2
)}

,

and :

γ (r) = E (Xt Xt−r) =

{
1′(d)P (c) π (c) , if r = 3;

0, otherwise.

Moreover, the third-order moments are given by

R (r1, r2) = E (Xt Xt−r1Xt−r2)

=


1′(d)

{
π (c) + 3

(
I(d) + 3

(
I(d) − P (c2)

)−1 P (c2)
)
P (c) π (c2)

}
, if r1 = 1, r2 = 2

21′(d)P2 (c)π (c) , if r1 = 2, r2 = 4

0, otherwise.

26.5 Bispectral structure

The bispectral density function is defined as :

f (ω1, ω2) =
1

4π2

+∞∑
r1=−∞

+∞∑
r2=−∞

R (r1, r2) exp (−ir1ω1 − ir2ω2) ;

where R (r1, r2) is the third-order central moment defined by (26.2). Using the well known
symmetric relations for both R (r1, r2) and f (ω1, ω2) (see, e.g., Subba Rao and Gabr, 1984)
the bispectral density function f (ω1, ω2) of the MS−BL model (26.1) is given as follows.
For the superdiagonal model (26.6) :

f (ω1, ω2) =
R(k −m, k)

4π2

{
H(k −m, k) +H(k, k −m) +H(−m,−k)

+H(−k,−m) +H(m,−k +m) +H(−k +m,m)

}
; (26.8)

where H (r1, r2) = exp (−ir1ω1 − ir2ω2). For the subdiagonal model (26.7), f (ω1, ω2) given
by :

f (ω1, ω2) =
1

4π2


R (1; 2)

{
H (1; 2) +H (2; 1) +H (1;−1) +

H (−1; 1) +H(−1,−2) +H(−2,−1)

}
R (2; 4)

{
H (2; 4) +H (4; 2) +H (2;−2) +

H (−2; 2) +H(−4,−2) +H(−2,−4)

}
 . (26.9)

26.6 Conclusion

For the superdiagonal and subdiagonal bilinear models we have obtained all the theo-
retical third-order central moments and also explicit expressions for the bispectral density
function. In practice, given real data {X1, X2, , ..., XN}, both third-order moments and
bispectral density function could be estimated (see, e.g., Subba Rao and Gabr, 1984).
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Abstract : The purpose is some observations on the Markov Chains (Xx
n)n, on the model

Xx
n = Fn ◦ Fn−1 · · · ◦ F1(x), where (Fn)n is a sequence of i.i.d. random functions. We

discribe a motivating example related to the growth of a population. We state a result
on the limits of (Xx

n)n in the particular case where the Fn are generated by the functions
fYn(x) = k(Yn) + g(x) with (Yn)n a sequence of i.i.d. random variables and where k and g
are some suitable functions. We end our exposition by a survey of general theory and an
application of such models to exact simulation algorithm of Propp-Wilson. We notice in
the conclusion the relationsheep with the recurrency class of the backward chain functions,
for the “coalescence” time to be finite.
Keywords : Markov chain ; Dynamic systems ; Stationary measure.

27.1 La châıne de Markov Xn+1 = Yn+1Xn(1−Xn)

Dans [7], Devaney rapporte que la taille Xt, à l’instant t, de certaines populations de
quelque espèce biologique est gouvernée par l’équation différentielle ordinaire,

dXt

dt
= KXt(1−Xt);

où K est un coefficient de proportionnalité propre au milieu.
Un modèle plus adéquat est de considérer que le milieu agit par un coefficient aléatoire
K = Yt, à chaque instant t. En discrétisant le temps nous pouvons alors considérer que la
taille Xn de la population à l’instant n est modélisée par l’équation

Xn = YnXn−1(1−Xn−1);

où on suppose que X0 est une variable aléatoire donnée et indépendante des Yn, et (Yn)n
est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi µ.
Pour x et y ∈ R soit alors x 7→ fy(x) = yx(1 − x). La châıne de Markov définie ci-dessus
s’écrit alors, si X0 = x

Xx
n+1 = fYn+1(Xx

n).



208 B. BESSADa, F. LADJIMIb et M. A. BOUDIBAc

Cette châıne de Markov a fait l’objet de nombreux travaux (Cf. [1, 13], Athreya et Dai, ...
). En particulier Rabi Bhattacharaya dans [1] montre, sous des conditions assez restrictives
sur le noyau P de la châıne, que si la loi µ des Yn est concentrée dans [0, 4] et admet
une composante absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, la châıne de
Markov (Xx

n)n admet une loi stationnaire et est récurrente au sens de Harris, en adoptant
la terminologie de Revuz dans [12].
De nombreux auteurs se sont intéressés à ce type de châınes de Markov et la littérature
est riche de nombreux travaux dont certains ont fait progresser de façon notable la théorie
générale (Cf. [13, 5, 14],...). Un moyen d’étude par exemple est de savoir dans quelles
conditions le processus (Xx

n)n converge. Le travail consiste aussi à déterminer dans quelles
conditions la châıne de Markov admet une mesure stationnaire.

27.2 Etude de systèmes dynamiques

Nous rassemblons ici quelques outils de base. Dans le cas où fy(x) = y+ g(x) pour x et
y ∈ R, nous avons, la proposition suivante.

Proposition 1 Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. S’il existe deux
fonctions réelles k et g de la variable réelle x ; k mesurable et g dérivable et de dérivée
g′ < 1 sur R tel que fy(x) = k(y) + g(x) pour x et y ∈ R, alors le processus (Xx

n)n défini
par

X0 = x, Xx
n+1 = fYn(Xx

n);

converge en loi.

Démonstration. Définissons le processus (Hx
n)n, pour x ∈ R, en posant

Hx
0 = x et pour n > 0, Hx

n = fY1 ◦ fY2 ◦ · · · ◦ fYn(x).

Remarquons que le processus (Hx
n)n n’est pas une châıne de Markov en général. Si g est

dérivable et de dérivée g′ < 1, alors (Hx
n)n est une suite de Cauchy p.s. Par suite (Hx

n)n
converge p.s. Il s’en suit qu’il converge en loi. Comme les processus (Hx

n)n et (Xx
n)n sont

de même loi, la proposition, est donc établie.

Dans le cas contractant, le résultat de base est le principe de contraction de Letac (Cf.
[13])qui s’énonce ainsi :

Théorème 27.1 (Letac(1985)-Principe de contraction) Soient (E,BE) un espace me-
surable avec E localement compact et BE sa tribu borélienne, (F,F , Q) un espace de pro-
babilité et f : E × F → E une application mesurable par rapport à la tribu BE ⊗ F tel
que pour tout y fixé dans F , x 7→ fy(x) = f(x, y) est contractante. Soit alors (Yn)n une
suite de v.a. i.i.d à valeurs dans F de loi Q, et X0 une variable aléatoire à valeurs dans E
indépendante de (Yn)n. La suite de v.a. (Xn)n définie par X0 et pour n > 0 par

Xn+1 = f(Xn, Yn+1)
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est une châıne de Markov d’espace d’états E, de loi initiale µ = L(X0) et de noyau de
transition P , la loi image de Q par fx. De plus si (Zn)n est la suite de variables aléatoires
définies par Zn = fY1 ◦ fY2 ◦ · · · ◦ fYn(X0), si Z = lim

n
Zn(x) existe p.s. , et si π est la loi

de Z, alors elle est unique et (Xn)n admet comme mesure stationnaire π.

Dans le cas de la châıne de Markov (Xn)n sur N, définie par

X0, et pour n > 0, Xn = |Yn −Xn−1|,

où (Yn)n est une suite de variables aléatoires i.i.d, à valeurs dans N et tel que E[Yn] <∞,
le Principe de Contraction s’applique et nous montrons(Cf. [2] que limHx

n existe p.s. et ne
dépend pas de x. Ce qui assure l’existence et l’unicité de la mesure stationnaire pour la
châıne de Markov (Xn)n. Celle-çi est bornée et par suite les classes essentielles de la châıne
sont récurrentes positives. Pour une étude détaille de cette châıne voir [2, 10, 15, 12].
Dans le cas de la châıne de Markov Xn+1 = Yn+1Xn(1 − Xn), les fonctions fy ne sont
pas contractantes et alors une notion de contraction plus large semble nécessaire pour
montrer l’existence et l’unicité d’une mesure stationnaire, c’est la contraction en moyenne
(Cf. [14, 8])
De façon générale, soit (E, d) un espace métrique et soit (fy)y∈Θ une famille de fonctions
de E dans E lipschitziennes de rapport Ky i.e. :

∀x, x′ ∈ E, d(fy(x), fy(x
′) ≤ Kyd(x, x′).

Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi µ, à valeurs dans Θ . Considérons
alors la châıne de Markov (Xx

n)n définie par X0 une variable aléatoire indépendante des Yn
et à valeurs dans E et pour n > 0

Xn = fYn(Xn−1).

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. KYn a une loi a queue lourde i.e. il existe α et β tel que pour u assez grand

µ{y, Ky ≥ u} ≤ β

uα
;

2. Il existe x0 ∈ E tel que la variable aléatoire AY définie par AY = d(fY (x0), x0 est aussi
de loi à queue lourde ;

3. les fonctions fy sont contractantes en moyenne i.e. :∫
ln(Ky)µ(dy) < 0.

Alors d’après Diaconis in [14], il en résulte en particulier que :
1. La châıne de Markov (Xx

n)n admet une probabilité stationnaire ν unique ;
2. Le processus (Hx

n) associé converge p.s. et sa limite ne dépend pas de x.
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Nous conjecturons alors la proposition suivante :

Proposition 2 Si (Yn)n une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi µ tel que supp(µ) ⊂
[0, a] avec a > 1, soit (Xx

n)n la châıne de Markov définie pour x ∈ [0, a], par

X0 = x, pour n > 0, Xx
n = YnX

x
n−1(1−Xx

n−1).

Alors pour certaines lois µ, la châıne de Markov (Xx
n)n admet une probabilité stationnaire

unique.

Cette conjecture est motivée par de nombreuses simulations effectuées qui montre que les
trajectoires de la châıne finissent par se stabiliser dans certaines conditions (Cf. [4]) et les
conditions 1., 2., 3., de Diaconis in [7] semblent vérifiées pour quelques cas de lois des Yn
considérées dans ces simulations.

27.3 Algorithme de Propp-Wilson de simulation exacte

Pour échantillonner une loi de probabilités π sur un ensemble fini S, différents algo-
rithmes de simulation sont disponibles : Métropolie, MCMC,...(Cf. [20] pour un excellent
ouvrage sur la simulation). La plupart de ces algorithmes permettent de construire un
échantillon distribué approximativement suivant la loi π. La rupture par rapport à ces
méthodes est l’algorithme de simulation exacte, proposé par Propp et Wilson (Cf. [16, 17]).
Il est particulièrement utile si S est grand et π difficile à approcher par les méthodes de
Monté Carlo classiques.
L’idée est la suivante. Si on veut construire un échantillon d’une loi donnée π sur S, on se
donne une suite (Yn)n de variables aléatoires à valeurs dans un ensemble Θ de loi µ. Pour
tout y ∈ Θ, on se donne une fonction x 7→ fy(x) de S dans S. On construit alors la châıne
de Markov (Xx

n)n, en posant X0 = x et pour n > 0,

Xx
n = fYn(Xx

n−1),

d’une telle manière que son noyau de transition P admet π comme loi invariante. On
s’assure aussi que (Xx

n)n est irréductible et apériodique.
Définissons le processus associé (Hx

n)n, pour x ∈ S, par Hx
n = x et pour n > 0 :

Hx
n = fY1 ◦ fY2 ◦ · · · ◦ fYn(x).

L’algorithme de Propp-Wilson se fonde sur le fait essentiel que limnH
x
n existe p.s. et de

plus limnH
x
n = Constante. Si limnH

x
n = x1, comme limnH

x
n converge en loi vers une va-

riable aléatoire de loi π, l’échantillon (x1, x2, · · ·xN) construit en répétant la procédure
est distribué exactement suivant π. Les xi sont générés en produisant un échantillon
(y1, y2, · · · yn) de la loi µ des Yn . Le pas d’arrêt n est le nombre d’itérations nécessaire
pour que limnH

x
n = Constante.

Propp et Wilson dans [20, 16], optent pour un choix assez intuitif des fY , qui assure d’abord
que limnH

x
n existe et d’autre part que cette limite est atteinte au bout d’un temps fini.
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Diaconis et Freedman généralisent dans [8] et établissent que sous les conditions 1., 2. et
3. de la section 2, on a effectivement que limnH

x
n existe et que cette limite est constante.

Benäım montre, dans certains cas, avec une démonstration élégante dans [17], que le temps
de coalescence i.e. le temps mis par le processus Hx

n , pour atteindre sa limite est fini p.s.
Le défaut de cet algorithme est bien sûr que le test d’arrêt reste assez intuitif. Pour y
remédier Propp et Wilson considèrent des système monotones, dans le sens où en munis-
sant S d’un ordre partiel noté ≤, les fy vérifient

x, x′ ∈ S, x ≤ x′, ⇒ fy(x) ≤ fy(x
′)∀y ∈ Θ.

Si a est le plus petit élément et b le plus grand élément dans S pour ≤, le test d’arrêt pour
l’algorithme est alors Ha

n = Hb
n. Une fois que cette condition est vérifiée, on prend la valeur

xi produite par Hx
n .

Nous terminons cet exposé en signalant que de nombreux auteurs se sont intéressés à cet
algorithme et ont y apportés des améliorations (Cf. [18], [19], [20], ...).

27.4 Conclusion

L’algorithme de Propp-Wilson de simulation exacte, réalise une rupture par rapport aux
méthodes de simulation classiques basées en général sur des approximations de la loi cible.
Cela replace dans l’actualité mathématique, l’étude des châınes de Markov obtenues par des
itérations aléatoires. L’algorithme de Propp-Wilson, exploite la convergence du processus
(Hx

n)n vers des constantes, dans les conditions de Diaconis (Cf. [8]). Cela signifie que la
châıne de Markov (Hn)n sur le semi-groupe engendré par les produits finis fy1 ◦ fy2 · · · ◦ fyn
avec les yi dans le support de la loi de Y1, admet pour seules classes récurrentes les fonctions
constantes. L’exemple de la châıne de Feller (Xx

n)n avec fy(x) = |y − x| est intéressant,
car dans ce cas nous savons (Cf.[2]) que les constantes sont des classes récurrentes pour
la châıne associée (Hn)n, si E[Y1] <∞. Il reste à trouver des conditions moins restrictives
(cas contractant) pour que ce soit les seules classes récurrentes.

Références

1. R. Bhattacharaya and M. Majumdar, Stability in distribution of randomly perturbed random maps as Markov
Process.
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5. F. K. R. Chung, P. Diaconis and R.L. Graham, Random walks arising in random number generation. The
Annals of propbability, Vol. 15,No 3, 1987.

6. J. N. Corcoran and R. L. Tweedie, Perfect samling from independant Metropolis-Hastings Chains. Journal of
Statistical Planing and Inference, 2002.



212 B. BESSADa, F. LADJIMIb et M. A. BOUDIBAc

7. R. Devaney, Chaotic Dynamical Systems. Willey, N-Y, 1985.

8. P. Diaconis and D. Freedman,Iterated andom Functions. SIAM review,Vol. 41, No 1,1999.

9. P. Diaconis and M. Shahshahani, Products of random matrices as they arise in the study of random walks on
groups. Technical report no. 229, Department of Statistics, Stanford Univrsity, Novembre 1984.

10. W. Feller, Introduction to Probability Theory and Stochastic Process with Applications, 2nd Edition Willey and
Sons, N-Y , 1966.
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13. G. Letac, A contraction principle for certain Markov Chains and its applications. Contemporary Mathematics,
Volume 50, 1986. American Mathematecal Society, Rhodes Island, N-Y.

14. M. Mirek, Heavy tail phenomenom and convergence to stable laws for iterated Lipschitz random maps. Proba-
bility Theory and Related Fields, 151 (2011)
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Unité de recherche LaMOS (Laboratoires de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes)
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Résumé Les Web services sont des applications accessibles sur Internet réalisant chacune une tâche spécifique.
Pour fournir une solution à une tâche complexe, on peut regrouper des Web services pour n’en former qu’un seul ; on
parle alors de composition de Web services. L’objectif des Web services est de faciliter l’accès aux applications entre
entreprises et ainsi de simplifier les échanges de données. Plusieurs algorithmes de compositions ont été proposés
tels que : Les graphes orientés, les réseaux de Petri ou les automates d’état finis, basée sur le concept de similarité
sémantique.
L’évaluation de performances est un procédé qui consiste à déterminer les caractéristiques des systèmes obtenus
pour ces entrées/sorties dans le cadre de l’accomplissement de la tâche qui leur a été assignée.
Dans ce travail, on a évalué les performances d’un système de composition avec le graphe, en utilisant un simulateur
implémenté sous Matlab.
Mots clés : Web service, Composition des Web services, Evaluation des performances, Graphe.

28.1 Introduction

Actuellement, les Web services sont très utilisés. L’émergence de ces services a permis
aux applications Web d’être vues comme un ensemble de services bien structurés et cor-
rectement décrits, plutôt qu’un ensemble d’objets et de méthodes. En effet, cela facilite
les échanges entre les applications d’une même organisation, mais permet aussi l’ouver-
ture vers les applications des autres organisations d’une façon distribuée ; ce qui permet
d’offrir des avantages primordiaux en termes d’interopérabilité et de maintenance de telles
applications.

28.2 Notions de base

Un Web service est dit composé ou composite lorsque son exécution implique des interac-
tions avec d’autres Web services afin de faire appel à leurs fonctionnalités. La composition
de Web services spécifie quels services ont besoin d’être invoqués, dans quel ordre et com-
ment gérer les conditions d’exception [3, 5].
La découverte des Web services consiste à trouver les mises en correspondance adéquates
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entre les éléments de besoin des utilisateurs et les éléments des Web services existants. Ces
besoins peuvent être couverts par un Web service simple, ou un Web service complexe issu
de la tâche de la composition [6].
Pour assurer la qualité d’un système, on fait appelle à l’évaluation de performances.
L’évaluation des performances fait l’objet de discussions sur l’espace informatique. Elle
détermine la qualité d’un système à partir des résultats obtenus pour les entrées/sorties de
ce système dans le cadre de l’accomplissement de la tâche qui leur a été assignée.
L’évaluation de performances s’intéresse au calcul des paramètres (indices) de performances
d’un système. Ces derniers sont représentés sous forme de valeurs quantitatives, comme le
débit, le temps d’attente, le temps de réponse, le nombre moyen d’une entité donnée, le
taux d’utilisation, [1, 2, 4, 7].
L’évaluation de performances est basée sur la simulation ou des méthodes analytiques.
Ce papier est structuré de la manière suivante :

• Dans la première section, nous présentons le système de composition avec le graphe.

• Dans la deuxième section, nous présentons la modélisation du système de composition
avec le graphe.

• Dans la troisième section, nous présentons le calcul des performances du système proposé.

28.3 Proposition : Evaluation des performances dans la
composition des Web services par un graphe :

28.3.1 Architecture de la composition par un graphe :

Les efforts de recherche et de développement récents autour des Web services ont conduit
à un certain nombre de spécifications qui définissent aujourd’hui le fonctionnement des Web
services. Le fonctionnement d’un Web service repose sur un modèle en couches dont les
trois couches principales sont représentées dans la figure (Fig.28.1). La couche découverte
a pour objectif de rechercher et de localiser un Web service. Ceci est possible grâce au
protocole standard de découverte UDDI (Universal Description Discovery and Integration).
La deuxième couche - Description - permet de décrire les interfaces des Web services (c.-
à-d. les paramètres des fonctions, les types de données, etc.). L’architecture du système
proposé est illustrée par la figure suivante :

28.4 Modélisation du système

28.4.1 La modélisation :

Ce système est modélisé par un modèle markovien, car on a les deux quantités stochas-
tiques principales ”les temps des inter-arrivées” et ”la durée de service” sont des variables
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Figure 28.1. Architecture des Web services.

aléatoires indépendantes, exponentiellement distribuées. La propriété sans mémoire de la
loi exponentielle facilite l’analyse de ce modèle. Le système est caractérisé par cinq types
de services :

1. Translation : Après l’affectation des Web services au système, le service qui s’ensuit
est la translation de descriptions des Web services de WSDL aux OWL-S. Ce service
s’effectue groupe par groupe.

2. Calcul du graphe : Consiste au calcul du graphe des Web services existants. Ce calcul
se fait groupe par groupe

3. Extraction : Après l’affectation des requêtes au système, le service qui suit est l’ex-
traction des entrés et sorties de ces requêtes. L’extraction des requêtes s’effectue une
par une (traitement par client)

4. Composition : Consiste à chercher tous les chemins possibles pour satisfaire les
requêtes. La composition se fait pour une requête après une.

5. Sélection : Consiste à choisir le meilleur plan qui répond à la requête, Le service des
requêtes dans ce cas s’effectue également pour une requête après une.

La discipline de service est FIFO (First In First Out) pour tous les serveurs.
La méthode que l’on développera dans cette étude est basée sur les réseaux de files d’attente.
En effet, le système de composition avec le graphe est un système que l’on peut représenter
par un ensemble de demandeurs (qui représentent les requêtes et les Web services) d’un
service. Les ressources (le translateur de WSDL aux OWL-S, calcul du graphe, extracteur
des entrés et sorties des requêtes, composeur, sélection) permettant de répondre à cette
demande étant en nombre limité, les demandeurs vont devoir attendre la libération d’une
ressource ce qui va provoquer des attentes devant ces ressources. Par conséquent, il apparâıt
naturel de modéliser notre système par un réseau de files d’attente (voir la figure suivante) :
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Figure 28.2. Modèle de composition des Web services par un graphe.

28.4.2 Identification des événements influant sur l’état du système :

1. Événement arrivée
On a deux types d’arrivée :

• Arrivées des requêtes : Une arrivée est générée selon le processus stochastique qui
caractérise le phénomène des arrivées dans le système. L’arrivée ainsi obtenue est af-
fectée au premier serveur, pour effectuer l’extraction des paramètres (entrés/sorties)
de la requête. Ensuite au deuxième serveur pour la composition et enfin la sélection.
Le temps des services est alors généré selon la loi exponentielle. Dans le cas contraire,
cette arrivée est placée dans la file d’attente.

• Arrivés des Web services : Une arrivée est générée selon le processus stochastique
qui caractérise le phénomène des arrivées dans le système. L’arrivée ainsi obtenue
est affectée par groupe au premier serveur à chaque temps de latence, pour effectuer
la translation de WSDL aux OWL-S ensuite au deuxième serveur pour le calcul du
graphe. Le temps des services est alors généré selon la loi exponentielle. Dans le cas
contraire, cette arrivée est placée dans la file d’attente.

2. Événements fin de service
On distingue cinq cas (voir la figure1) :

• À la fin d’extraction, la requête sortante entre directement dans le second serveur
sans attente.
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• À la fin de la composition, la requête sortant rentre directement dans le second ser-
veur sans attente.

• À la fin de la sélection, on aura la fin de service de la requête, donc les trois ser-
veurs sont libérés. Si la requête n’est pas satisfaite, elle passera à la file d’attente
de requêtes pour reprendre le service. La première requête se trouvant dans la file
commence son service.

• A la fin de la translation, les Web services sortants entrent directement dans le second
serveur sans attente.

• A la fin du calcul du graphe, on aura la fin de service des Web services, donc les
deux serveurs sont libérés. On peut recevoir un autre groupe de Web services et le
résultat de ce service sera en attente d’être utilisé lors de service des requêtes.

28.5 Calcul des performances

Chaque occurrence d’un événement correspond à un changement de l’état du système.
De ce fait, un certain nombre de mesures sont effectuées dans le calcul des performances
du système.
Les résultats de la simulation établis après avoir saisi les différents paramètres :

• Le temps maximum de simulation est : 10000µs.
• L’intervalle de temps moyen séparant deux arrivées des requêtes consécutives 1/λ1

est : 1µs, 1milli.s, 1s, 1minute, 1heure.
• L’intervalle de temps moyen séparant deux arrivées des Web services consécutives

1/λ2 est : 1µs, 1milli.s, 1s, 1minute, 1heure.
• La durée moyenne du serveur de l’extraction µ1 est : 1µs, 1000µs, 10000µs, 100000µs,

1s.
• La durée moyenne du serveur de la composition µ2 est : 1µs, 1000µs, 10000µs,

100000µs, 1s.
• La durée moyenne du serveur de la sélection µ3 est : 1µs, 1000µs, 10000µs, 100000µs,

1s.
• La durée moyenne du serveur de la translation µ4 est : 1µs, 1000µs, 10000µs, 100000µs,

1s.
• La durée moyenne du serveur de calcul du graphe µ5 est : 1µs, 1000µs, 10000µs,

100000µs, 1s.

28.5.1 Énumération des résultats :

Les résultats de la simulation sont résumés dans le tableau suivant :
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Table 28.1. Tableau des résultats d’évaluation de performances de composition des Web services avec la graphe.

Figure 28.3. La probabilité de perte des requêtes et le nombre de requêtes exécutés en fonction du temps de
latence.

28.6 Conclusion

Dans ce travail, nous avons évalué les performances d’un système de composition des
Web services par un graphe.
Malgré les efforts de recherche et de développement autour de la problématique de la com-
position des services, elle reste une tâche hautement complexe et pose un certain nombre
de défis. Sa complexité provient généralement des sources suivantes :
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– L’augmentation exponentielle du nombre des services web sur le web rend très difficile
la recherche et la sélection des services web pouvant répondre à un besoin donné.

– Les services sont crées et mis à jour de façon hautement dynamique.
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Unité de recherche LaMOS (Laboratoires de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes)
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Résumé Un Web service désigne un nouveau type de composant logiciel ayant la capacité de publier ses fonctions
sur Internet sous forme de services, et de rendre ces services facilement invocables et de les mettre à disposition
des clients à travers des protocoles Internet standards. Cependant, les Web services tel qu’ils sont présentés sont
limités à des fonctionnalités simples, alors la tâche de composer des Web services existants est primordiale afin de
satisfaire au mieux les demandes complexes des clients.
Dans ce travail, on a proposé un modèle pour l’évaluation des performances d’un système des Web services.

Mots clés : Web service, Composition, file d’attente, Evaluation des performances.

Introduction

Les Web services sont des applications accessibles sur Internet réalisant chacune une
tâche spécifique. Pour fournir une solution à une tâche complexe, on peut regrouper des Web
services pour n’en former qu’un seul ; on parle alors de la composition des Web services. Un
Web service est dit composé ou composite lorsque son exécution implique des interactions
avec d’autres Web services afin de faire appel à leurs fonctionnalités. La composition de
Web services spécifie quels services ont besoin d’être invoqués, dans quel ordre et comment
gérer les conditions d’exception [1, 2]. La découverte des Web services consiste à trouver
les mises en correspondances adéquates entre les éléments de besoin des utilisateurs et les
éléments des Web services existants. Ces besoins peuvent être couverts par un Web service
simple, ou un Web service complexe issu de la tâche de la composition [3]. Pour assurer
la qualité d’un tel système, on fait appelle à l’évaluation de Performances. L’évaluation
des performances fait l’objet de discussions sur l”espace Informatique. Elle détermine la
qualité d’un système à partir des résultats obtenus pour les entrées/sorties de ce système
dans le cadre de l’accomplissement de la tâche qui leur a été assignée. L’évaluation de
performances s’intéresse au calcul des paramètres (indices) de performances d’un système.
Ces derniers sont représentés sous forme de valeurs quantitatives, comme le débit, le temps
d’attente, le temps de réponse, le nombre moyen d’une entité donnée, le taux d’utilisation
[4, 5, 6, 7]. On peut évaluer les performances d’un système avec les méthodes analytiques
ou la simulation.
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29.1 Position du problème

Nous allons contribuer à l’évaluation de performances d’un système des Web services
simple et composite. Le fonctionnement d’un Web service repose sur un modèle en couches
dont les couches principales sont présentées dans la figure ci contre [8] :

Figure 29.1. Web service - Modèle en couches.

29.2 Modélisation du problème

Pour évaluer les performances d’un système des Web services simples et composites, nous
avons modélisé ce système avec un réseau de files d’attente. Le modèle obtenu est marko-
vien, car on a les deux quantités stochastiques principales ”les temps des inter arrivée” et
”la durée de service” sont des variables aléatoires indépendantes, exponentiellement dis-
tribuées. La propriété sans mémoire de la loi exponentielle facilite l’analyse de ce modèle.

Figure 29.2. Modèle d’un système des Web services.

La requête arrive à la station 1 (Internet) avec un taux L1, pour présenter sa demande
avec un taux µ1. Ensuite, elle passe à la deuxième station (Découverte) avec un taux L2,
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pour faire la recherche à sa demande avec un taux µ2 dans des Web services simples.
A la sortie de la station 2 :

– Si la requête est satisfaite, elle quitte le système avec la probabilité p1.

– Sinon elle passe à la troisième station (Composition) avec un taux L3, pour faire la
recherche à sa demande avec un taux µ3 dans des Web services composites.

A la sortie de la station 3 :

– Si la requête est satisfaite, elle quitte le système avec la probabilité p2.

– Sinon, elle passe à la première station (Internet), pour faire une deuxième tentative
de recherche.

29.3 Résolution du modèle

Le modèle est sous forme produit.
Après avoir calculer le taux d’arrivé à chaque station Li, i = 1, 3, nous avons calculé les
probabilités stationnaires du système, et nous avons calculé la durée moyenne de séjour
dans le système en fonction de λ1.

partir des résultats trouvés, on remarque qu’à chaque fois que λ1 augmente, la durée
moyenne de séjour dans le système augmente. Donc le système est très efficace lorsque les
clients se satisfait dans la première tentative.

29.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons évalué les performances d’un système des Web services
simples et composites. Malgré les efforts de recherche et de développement autour de la
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problématique des Web services, elle reste une tâche hautement complexe et pose un certain
nombre de défis. Sa complexité provient généralement des sources suivantes :

– L’augmentation exponentielle du nombre des Web services sur le Web rend très difficile
la recherche et la sélection des Web services pouvant répondre à un besoin donné.

– Les Web services sont crées et mis à jour de façon hautement dynamique. On propose
de faire une étude en tenant compte des différentes sources cité précédemment.
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30.1 Introduction

La congestion urbaine se produit principalement en raison de l’augmentation de la de-
mande de déplacement sur un lien de capacité limitée. Par consequent, un modèle approprié
est nécessaire pour développer et étudier l’effet dynamique et stochastique de la conges-
tion sur une simple route (ou section). Pour le faire, on doit d’abord savoir comment la
congestion se modélise sur un lien simple. Les applications dans les quelles les modèles de
files d’attente dependants de l’état peuvent être utiles incluent les problèmes de telecom-
munication, le transport, les assurances, les banques, etc.
Un réseau de files d’attente à capacité finie est l’outil le mieux adapté pour modéliser cer-
tains systèmes de transport dont le taux de service est donné en fonction de la densité de
trafic. Plusieurs modèles de files d’attente ont été proposés dans la littérature. Nous pou-
vons citer les travaux de Vandaele et al[7], Heidemann [3] qui ont prouvé que les modèles de
files d’attente M/M/1,M/G/1 et G/G/1 peuvent être employés pour modéliser la circula-
tion ininterrompue. Le modèle de files d’attente M/G/c/c dépendant de l’état (modèle de
MacGregor Smith) est un modèle conceptuel raisonnable et plus approprié pour modéliser
un lien simple du trafic en raison de sa capacité finie et son mécanisme de service(qui est
général et qui suppose que le diagramme fondamental vitesse-densité est vérifié)[5]. Dans
ce qui suit, nous allons présenter le modèle de MacGregor Smith et un autre nouveau
modèle qui est basé sur le modèle de MacGregor Smith, mais qui prend en considération
la demande en amont et l’offre en aval de la section considérée, et nous allons présenter
quelques résultats comparatifs.
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30.2 Modèle de MacGregor Smith (M/G/c/c dépendant de
l’état)

Le modèle de file d’attente M/G/C/C dépendant de l’état est un modèle conceptuel
raisonnable et plus approprié pour décrire un lien simple du trafic en raison de sa ca-
pacité finie et son mécanisme de service qui est très général et qui dépend de l’état du
système (la densité du trafic)[4]. Le raisonnement d’employer le modèle de file d’attente
M/G/C/C dépendant de l’état plutôt que d’autres modèles traditionnels de files d’attente
déterministes est qu’il relie la vitesse moyenne de déplacement (vn) à la densité du lien
(combien de véhicules occupent le lien). Le taux de service normalisé dans ce modèle est
ainsi défini comme le rapport de la vitesse moyenne de déplacement des n occupants à la
vitesse libre de circulation (vn

v1
) afin de capturer les effets de la congestion, ce taux est une

fonction décroissante du nombre d’occupants dans le système.
Le modèle de file d’attente M/G/C/C dépendant de l’état décrit comme suit [5] :

1. Les véhicules arrivent selon un processus de Poisson (M) de taux λ ;

2. Le service est général (G), dépend de la vitesse de déplacement et elle même dépend
de la densité du trafic ;

3. La durée moyenne de service est : E(S) = L
vn

;

4. L’espace occupé par un véhicule individuel sur la route est considéré comme un serveur
ou bien une station de service ;

5. Le nombre de serveurs égale à la capacité maximale du système C, avec C = bL×W ×
Kjamc ;

6. Le taux normalisé (effectif) de service f(n) de chaque véhicule est donné par le rapport
entre le taux de service de n véhicules et le taux de service d’un seul véhicule, f(n) =
1/En(S)
1/E1(S)

= vn/L
v1/L

= vn
v1

, avec n=1,..,C ;

7. Deux taux de service sont considérés, un taux linéaire et un taux exponentiel ;

8. Si la vitesse est linéaire, le taux de service normalisé f(n) = C−n+1
C

, et si elle est
exponentielle, f(n) = exp[−(n−1

β
)γ] ;

9. Le service commence dès qu’un véhicule joint le segment jusqu’à ce que la fin du segment
soit atteinte (le service représente l’acte du déplacement) ;

10. Si le segment est plein, les nouvelles arrivées seront rejetées par le système où ils de-
vraient trouver des voies de déviations ;

11. Les véhicules sont supposés identiques et équivalents aux véhicules de tourisme ou bien
en utilise le concept de coefficient d’équivalence (exprimé en u.v.p).

La distribution de probabilité du nombre de véhicules sur la route est donné comme suit :

P0 =

(
1 +

c∑
n=1

(λL/v(1))n∏n
i=1 if(i)

)−1

, Pn =
(λL/v(1))n∏n

i=1 if(i)
P0, n = 1, .., c. (30.1)

Considérons le modèle précédent, mais avec un diagramme fondamental triangulaire, qui
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Figure 30.1. Diagramme fondamental triangulaire.

modélise les deux situations de trafic routier (fluide/congestion), le taux de service de ce
nouveau modèle est donné en fonction du débit qui est en fonction de la densité du trafic.
La La distribution de probabilité du nombre de véhicules sur la route est donnée comme
suit :

Pn =
(λ)n( L

vf
)ncr(L

w
)n−ncr∏ncr

i=1 i
∏n−ncr

i=ncr+1(c− i)
P0, with P0 =

(
1 +

c∑
n=1

(λ)n( L
vf

)ncr(L
w

)n−ncr∏ncr
i=1 i

∏n−ncr
i=ncr+1(c− i)

)−1

,

(30.2)
ncr = ρcrL le nombre de véhicules correspondant à la densité critique.
Le nouveau modèle permet de calculer la distribution stationnaire sur la même section mais
avec la prise en considération des deux diagrammes de la demande et de l’offre (diagrammes
de la demande et de l’offre).
L’analyse des résultats trouvés par simulation montre que le nouveau modèle est plus
performant en terme de la distribution stationnaire, la vitesse de déplacement, la durée
moyenne de service, le débit de sorti, etc.
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– Elaboration et développement de l’approche de stabilité forte : synthèse
par schémas
Djamil Aı̈SSANI, Ouiza LEKADIR
The operator’s approach of the stability theory of stochastic models was developed
at the very beginning of the 1980s by Djamil Aissani and Nikolai Valentinovich Kar-
tashov (see the summary chapters cited in the preface of this book). In this note, we
present the diagrams that we have drawn up to illustrate the approach followed last
forty years for the development of research axes and for structuration of this school
of approximations.

– A Closure Approximation for some Multi-servers queue using the strong
stability method
Mouloud CHERFAOUI and Djamil AÏSSANI
In this work, we analyzed the problem of the v-stability of a M/M/∞ system, when
this last and subject to disturbances at the level of the : inter-arrival time distribu-
tion, service time distribution, or its structure. For this purpose, we first determine
the stability conditions of the system. Subsequently, under these conditions, we obtain
the stability inequalities of the stationary distribution of the queue size. Finally, simu-
lation studies are performed to support and validate the obtained theoretical results

– Approximation of the service time distribution by a distribution of type
phase (stability of M/PH/1 systems) ;
Yasmina DJABALI, Bouallem RABTA and Djamil AÏISSANI
Phase-type queueing systems are used to approximate queues with general distribu-
tions. In this work we consider the approximation of GI/M/1(resp.M/G/1) queueing
system by a PH/M/1(resp.MPH/1) system, where PH refers to a hyperexponential
H2 or a hypoexponential HOE2 distribution de- pending on the value of the coef-
ficient of variation of the original distribution. We provide numerical examples and
compare the perturbation bounds obtained with the estimates of the real deviation
of the stationary vector obtained by simulation.

– Strong stability for truncation approximations of invariant measures
Badredine ISSAADI, Karim ABBAS and Djamil AÏSSANI
The calculation of the stationary distribution for a stochastic infinite matrix is gene-
rally difficult if not impossible, it is desirable to have simple approximations converging
rapidly to this distribution. For that, the state space truncation is often demanded
for computation of this kind of models. In this paper, we use the strong stability ap-
proach to establish an analytic error bounds for the imbedded Markov chain construc-
ted by augmenting the truncation in the first (resp. last) column of M/M/1. In order
to conduct a comparative study we apply another approximation method based on
chains V-geometrically ergodic and stochastically monotone. Numerical examples are
carried out to illustrate the quality of the obtained error bounds.
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– An optimal approximation of the characteristics of the GI/M/1 queue
with two-stage service policy
Mouloud CHERFAOUI, Aicha Bareche, Djamil AÏSSANI, Smäıl ADJABI
In this work, we consider a GI/M/1 system with a two-stage service policy, having a
service rate of (µ1, µ2). Using the strong stability method, we establish the approxima-
tion conditions of the characteristics of this system by those of the standard GI/M/1
system and an estimate of the deviation between the stationary distribution of the
GI/M/1 system with two-stage service policy and those of the standard GI/M/1
system when this latest system has : a service rate µ1, a service rate µ2 and a service
rate µ∗ minimizing the deviation. Finally, a numerical study is performed to support
the theoretical results obtained.

– Stability of phase-type queuing systems (PH)
Yasmina DJABALI, Bouallem RABTA and Djamil AÏSSANI
In this work, we provide by means of the strong stability method, the mathematical
justication of the approximation method by phase type distributions that is already
used in several works. We are interested in the study of the strong stability of the
embedded Markov chain in the systems PH/M/1 and M/PH/1 after perturbation of
the Inter-arrival and Service time distributions of the systems GI/M/1 and M/G/1
respectively. We prove the robustness of the underlying Markov chain in each case
and estimate an upper bound of the deviation of the stationary vector.

– Perturbation Analysis of the GI/M/s Queue
Badredine ISSAADI, Karim ABBAS and Djamil AÏSSANI
Let P = (P (i, j))i,j≥1, an infinite, irreducible and positive recursive stochastic matrix,
it thus admits a single stationary distribution π = (π(j))j≥1. Since the calculation of
this distribution is generally difficult if not impossible, it is desirable to have simple
approximations that converge quickly towards this distribution. For that, a solution
consists in approaching P by a finite stochastic matrix (n)P . In this work, we treat
the approximation for a count-space Markov chain using truncation of the transition
matrix.

– A Functional Approximation for Queues with Breakdowns
Bernd HEIDERGOTT and Karim ABBAS
In this paper we consider queues with breakdowns. We will develop a functional ap-
proximation of the stationary characteristics of this queue where the parameter of
interest is the breakdown probability. More specifically, we will apply the strong sta-
bility method and the series expansion method. We provide an analysis of the M/G/1
queue with breakdowns for both finite and infinite waiting capacity.

– Series expansions and strong stability of the M/M/1/N system
Zina HAMOUDIa and Djamil AÏSSANI
In this work, we are interested in the performance of a queueing system when some of
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its parameters or characteristics are changed. The objective of this paper is to apply
the strong stability and the series expansions methods to the M/M/1/N system. We
have illustrated the application of the two methods on numerical examples.

– A new bound for the M/M/1/N disturbed system using serial development
Zina HAMOUDI and Djamil AÏSSANI
In this paper, we establish a framework for robust sensitivity analysis of queues. Our
leading example is the finite capacity M/M/1/N queue and we analyze the sensitivity
of this model with respect to the assumption that interarrival times are exponential
distributed.

– A Taylor Series Approximation for the Performance Measures of the
(R; s;S) Inventory Model
Fazia RAHMOUNE, Boualem RABTA and Djamil AÏSSANI
Real life inventory problems are often very complicated and they are resolved only
through approximations. Therefore, it is very important to justify this approximation
and to estimate the resultant error. This paper presents a functional approximation
of the inventory model with (R, s, S) policy, built on a Taylor series approximation.
Using the underlying Markov chain with respect to the perturbation of the demand
distribution, we obtain quantitative estimates with an exact computation of constants.
Numerical examples are carried out to illustrate the performance of this approach.

– A new stability bounds in the risk models : Regenerative processes ap-
proach
Safia HOCINE, Djamil AÏSSANI and Zina BENOUARET
In the literature, the risk models recently studied are becoming increasingly complex.
Therefore, it is rare to find explicit analytical relations to calculate the ruin proba-
bilities. In this work, we are interested to the strong stability approach of the two
dimensional classical risk model with large claims. To overcome the difficulty of ap-
plying the quantitative aspect of the strong stability method in the considered model
and in order to deduce a bound stability of the deviation of ruin probabilities, we will
use the regenerative processes theory.

– Generation and renewal in the theory of queuing system
Safia HOCINE, Djamil AÏSSANI and Zina BENOUARET
The regenerative processes play un important role in the probabilistic calculations.
In the theory of queuing systems, regenerative events are often linked to an empty
queue or the arrival of customers in an empty system. The objective of this work is
to present a construction of the regeneration points for the two queue models with
single server GI/GI/1 and multi-server GI/GI/N , based on the work by Foss and V.
Kalashnikov (Regeneration and renovation in queues)
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– Stochastic Decomposition
Natalia DJELLAB
Studying retrial queuing systems presents significant analytical challenges. Results
exist for some of these systems while for others there is poor information on them.
In addition, the obtained are generally of a complexity that round out their interpre-
tations are restricted in practice. To overcome these difficulties, an approach based
on the stochastic decomposition property (SDP) that a model may possess is often
used. This property offers the advantages of simplifying the resolution of complex
models. Thus, in this work, we first review the stochastic decomposition property of
waiting models with vacancies. We will then summarize some of the results on retrial
queuing systems. Finally, the conclusion is drawn that some of the problems with
retrial queueing models and their resolution can be simplified if they are considered
as problems with vacancies models.

– Monotonicity properties of the embedded Markov chain of an M1,M2/G1, G2/1
retrial queue with two way communication.
Lala Maghnia ALEM, Mohamed BOUALEM and Djamil Aı̈SSANI
In this work we use the general theory of stochastic orderings to investigate the mo-
notonicity properties of the system M1,M2/G1, G2/1 retrial queue with two way com-
munication. We show the monotonicity of the transition operator of the embedded
Markov chain relative to the strong stochastic, convex, and Laplace ordering. We ob-
tain comparability conditions of the number of customers in the system.

– Modeling by Hybrid Petri Nets
Hassane ALLA
A hybrid Petri net can be obtained if one part is discrete and another part is conti-
nuous. This paper is a survey of the author’s works on hybrid Petry nets. The author
presented this Petri nets formalism with real application examples. Finally, he introdu-
ced the notion of continuous Petri nets (autonomous and timed), which differentiates
them from discrete Petri nets, their usefulness and some extensions proposed in the
literature concerning the definition of instantaneous firing rates.

– On the stability and stabilization of stochastic models : QN and PN.
Ouiza LEKADIR and Djamil AÏSSANI
In this paper, we have given a brief review in applications of the strong stability me-
thod on stochastic systems (queueing systems and queueing networks as well as on
the Petri nets associated with them), we have also addressed the notion of stabiliza-
tion of Petri nets via the Lyapunov method, to finally consider the possibility of their
stabilization via the strong stability method.

– Performance evaluation of non-preemptive priority systems with finite
source(s) via GSPNs.
Sedda HAKMI, Ouiza LEKADIR and Djamil AÏSSANI
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This paper aims to present an approach for modeling and analyzing a multiple finite
sources, non-preemptive priority queueing systems, using Generalized Stochastic Pe-
tri Nets (GSPN). Indeed, the extension of the GSPN towards the Markov processes
increases their interest. This allows us to perform a qualitative and quantitative ana-
lysis of these priority systems. Furthermore, we will show how this formalism allowed
us to cope with the complexity of their analyses.

– Application of Generalized Stochastic Petri nets (GSPNs) to retrial
queuing Systems with Priorities.
Sedda HAKMI, Ouiza LEKADIR and Djamil AÏSSANI
In this paper, we propose an approach for modelling and analyzing of a single server
queue with repeated attempts and two priority customers using Generalized Stochas-
tic Petri Nets (GSPN). A continuous time Markov chain describing the behavior of
this system is obtained which allowed us to perform a qualitative and quantitative
analysis of this system.

– Performance analysis of queueing network using GSPN.
Lyes IKHLEF, Ouiza LEKADIR and Djamil AÏSSANI
We consider an M/M/1/N → ./M/1/1 Network. We propose a Generalized Stochas-
tic Petri Net (GSPN) model. For the qualitative analysis of this model, we use the
Markov chain. Finally, numerical illustrations are performed.

– Strong stability of Petri nets.
Ouiza LEKADIR and Djamil AÏSSANI
Comme première tentative d’application de la méthode de stabilité forte aux modèles
stochastiques RdP ”Réseaux de Petri” nous avons établie la stabilité forte du M/M/1
- GSPN (generalized stochastic Petri net associè au système d’attente M/M/1) après
perturbation de la durée de service du système M/G/1 - MRSPN (Markovian Regene-
ratif Stochastic Petri Nets associé au système M/G/1). En effet, en premier lieu, nous
avons définie de fa¸con formelle les processus stochastiques associés aux réseaux de
Petri stochastiques modélisant les deux systèmes : le système original, non markovien
”M/G/1” et le système idéal, markovien ”M/M/1”. Par la suite, nous avons obtenu
les conditions nécessaires de stabilité forte de ces systèmes et finalement nous avons
obtenu les bornes de perturbations induites.

– Strong stability of the MMPP/M/1
Lyes IKHLEF, Ouiza LEKADIR and Djamil AÏSSANI
In this work, we applied the strong stability method to analyze the stability of genera-
lized stochastic Petri net (GSPN) associated to MMPP/M/1. We show the condition
that the characteristic of GSPN associated to MMPP/M/1 can be approximated by
the characteristic of the GSPN associated to M/M/1.
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– The variational approach of the stochastic maximum principle
Amel REDJIL and Brahim MEZERDI
The present paper deals with a stochastic optimal control. This involves in particular
modeling the evolution of the price of a financial asset. For this, we have established
the necessary conditions for optimality of a control by disturbing it. We have as result
an estimate of the solutions of the stochastic differential equation which governs the
system.

– The bispectral representation of Markov switching BL models.
Ahmed GHEZAL
In this article, formulae for the third-order theoretical moments for superdiagonal and
subdiagonal of the Markov-switching bilinear (Xt = c (st)Xt−ket−l + et, k, l ∈ N) , and
an expression for the bispectral density function are obtained

– Itérations des Fonctions aléatoires et application à la simulation.
B. BESSAD, F. LADJIMIb and M. A. BOUDIBA
The purpose is some observations on the Markov Chains (Xx

n)n, on the model
Xx
n = Fn ◦ Fn−1 · · · ◦ F1(x), where (Fn)n is a sequence of i.i.d. random functions.

We discribe a motivating example related to the growth of a population. We state
a result on the limits of (Xx

n)n in the particular case where the Fn are generated by
the functions fYn(x) = k(Yn) + g(x) with (Yn)n a sequence of i.i.d. random variables
and where k and g are some suitable functions. We end our exposition by a survey
of general theory and an application of such models to exact simulation algorithm
of Propp-Wilson. We notice in the conclusion the relationsheep with the recurrency
class of the backward chain functions, for the “coalescence” time to be finite.

– Performance evaluation of an Architecture for the Discovery and Com-
position of Web Services.
Nassima BERNINE, H. NACER, K. ADEL-AISSANOU and D. AÏSSANI
Web services are applications accessible on the Internet, each one realize a specific
task. To provide a solution to a complex task, we can group Web services to avoid
form only one ; this is called the composition of Web services.
Performance evaluation is a process which consists of determine the characteristics of
the systems obtained for these inputs / outputs within the framework of the accom-
plishment of the task assigned to them.
In this work, we evaluated the performance of a composition system with the graph,
using a simulator implemented in Matlab.

– Simulation and analysis of a WEB services system.
Nassima BERNINE, H. NACER, K. ADEL-AISSANOU and D. AÏSSANI
A Web service designates a new type of software component having the capacity to
publish its functions on the Internet in the form of services, and to make these services
easily invocable and to make them available to customers through standard Internet
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protocols. However, Web services as they are presented are limited to simple functio-
nalities, so the task of composing existing Web services is essential in order to satisfied
a complex requests of customer .
In this work, we proposed a queue network model for evaluating the performance of
a Web services composite system.

– Modélisation du trafic routier par les réseaux de files d’attente.
Guerrouahane N., Bouallouche-Medjkoune L. and D. AÏSSANI
A finite capacity queuing network is the best tool for modeling some transport sys-
tems whose service rate is given as a function of traffic density. The state-dependent
M/G/c/c queue model (MacGregor Smith’s model) is an appropriate conceptual mo-
del for modelling a simple traffic link because of its finite capacity and service mecha-
nism (which is general and assumes that the basic speed-density diagram is verified).
The author has thus presented this model well and has proposed another new model
which is based on this model but which takes into account at the same time upstream
demand and downstream supply. The proposed new model allowed the stationary
distribution to be calculated on the same section but taking into account the demand
and supply diagrams. The simulation obtained results prove the performance of the
proposed model.

– Sur le Modèle d’attente M/G/1 avec rappels et clients découragés.
Djamila ZIREM, Mohamed BOUALEM, et Djamil AÏSSANI
In this work, we are interested into the analytical stydy of the performance of non-
markovian queuing model with a single server subject to breakdowns, repair and
general retrial, impatiens customers.
This model has a potentiel application in various fiels such us call centers, cumputer
and telecommunication technology, inventory system. By using supplementary va-
riables technique, we carry out an extensive analysis of the considered model. In the
first case, we stydy the effect of the queueing system in particular the condition for
the system to be stable, the joint distribution of the server state and the number of
customer in the retrial group.
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Université de Bejaia, Bejaia 06000.
touazi atik@hotmail.fr

ZIREM Djamila
USTHB, Alger.
djamilazirem@yahoo.fr



Lamos Editions, 2020.





 
 
L'ouvrage : 

 
Ces dernières années, un regain d'intérêt est constaté 

concernant le développement et l'application des méthodes 

d'approximation des modèles stochastiques (chaînes de Markov, 

files d'attente, fiabilité, stocks, risques, ...). Ce livre regroupe 30 

textes et présente les principales approches développées par 

l'école algérienne des méthodes d'approximation. La plupart des 

travaux concernent les applications des approches de stabilité 

forte, de développement en série de Taylor, de décomposition 

stochastique, de monotonie, de processus régénératifs, ... Dans 

tous les cas, on envisage des applications numériques, ou bien 

l'utilisation de l'estimation non paramétrique. D'un autre côté, on 
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réseaux de Pétri.  
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