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Programmation bi-niveaux multicritère

Aicha ANZI et Mohammed Said RADJEF

Laboratoire de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes (LAMOS)
Université de Béjaïa, Béjaïa 06000, Algérie
Tél. (213) 34 21 51 88

1.1 Introduction

Le problème de programmation bi-niveaux est un problème d’optimisation hiérarchique,
avec deux niveaux de décision. Le premier niveau est appelé Leader et le deuxième Suiveur. En
d’autres termes, un programme bi-niveau est un programme mathématique standard avec y est
contraint d’être solution optimale pour le programme

max{f(x, y) : g(x, y) ≤ 0} (1.1)

Ce qui donne le programme bi-niveaux suivant :

max
x

F (x, y)

s.c. G(x, y) ≤ 0
max
y
f(x, y)

s.c. g(x, y) ≤ 0,

(1.2)

En se basant sur le programme bi-niveau (1.2), on donne les notations et définitions
suivantes :

a. Ensemble des contraintes du problème

S = {(x, y) : G(x, y) ≤ 0, g(x, y) ≤ 0} .

b. Ensemble réalisable du Suiveur pour un x fixé

S(x) = {y : g(x, y) ≤ 0} .

c. Projection de S sur l’espace du Leader

P (S) = {x : ∃y, (x, y) ∈ S} .

d. Ensemble des réactions rationnelles du Suiveur pour x ∈ P (S)

R(x) = {y : y = argmax[f(x, ŷ) : ŷ ∈ S(x)]} .

e. Région induite
RI = {(x, y) ∈ S, y ∈ R(x)} .
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La région induite RI représente l’ensemble réalisable du problème (1.2) sur lequel le Leader
optimise sa fonction de gain. Cette région est non convexe et souvent discontinue, ce qui rend
les problèmes bi-niveaux non convexes et difficiles à résoudre. Ces caractéristiques restent
vraies même dans le cas où toutes les fonctions dans (1.2) sont linéaires et dans le cas d’absence
des contraintes G(x, y) ≤ 0.

1.2 Programmation bi-niveaux multicritère

Dans cette classe de problèmes, les décideurs possèdent chacun plusieurs fonctions (ou cri-
tères) à optimiser. En d’autres termes, nous avons deux niveaux de problèmes d’optimisation
multicritère. mathématiquement, ces problèmes se s’écrivent comme suit :

max
x

F (x, y) = (F1(x, y), F2(x, y), . . . , Fk1(x, y))

s.c. G(x, y) ≤ 0
max
y
f(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y), . . . , fk2(x, y))

s.c. g(x, y) ≤ 0,

(1.3)

Où k1 et k2 sont respectivement le nombre de critères (fonctions) du leader et du suiveur.
Dans notre travail, on s’intéresse au cas linéaire qui est donné par le modèle suivant :

max
x

F (x, y) = (c1(x, y), c2(x, y), . . . , ck1(x, y))

s.c. A1x+B1y ≤ b1,
max
y

f(x, y) = (d1(x, y), d2(x, y), . . . , dk2(x, y)) (8.a)

s.c. A2x+B2y ≤ b2, (8.b)

(1.4)

Soit E(x) l’ensemble des réactions rationnelles du suiveur pour une décision, x, fixée du lea-
der. Dans ce cas, il est défini comme l’ensemble des solutions pareto optimales (efficaces) du
problème (8.a)− (8.b). Il est donné par

E(x) = {y / @ỹ ∈ Rn2 tel que di(x, ỹ) ≥ di(x, y) ∀ i = 1, . . . , k2 et dj(x, ỹ) > dj(x, y)

pour un certain j ∈ {1, . . . , k2}}
Soit

RI = {(x, y) ∈ S et y ∈ E(x)}
la région induite. Le problème (1.4) s’écrira d’une manière équivalente comme suit

max
x

F (x, y) = (c1(x, y), c2(x, y), . . . , ck1(x, y))

s.c. (x, y) ∈ RI
(1.5)

Une solution optimale de (1.5) est définie par : (x∗, y∗) est une solution optimale de Pareto
(solution efficace) si et seulement si

– (x∗, y∗) ∈ RI et,
– @ (x, y) ∈ RI / ci(x, y) ≥ ci(x

∗, y∗) ∀ i = 1, . . . , k1 et cj(x, y) > cj(x
∗, y∗) pour un

certain j ∈ {1, . . . , k1}.
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1.3 Méthodes de résolution

Dans la littérature, on trouve trois cas de problèmes bi-niveaux multicritère :
– Les deux niveaux sont des problèmes d’optimisation multicritère.
– Le problème du niveau supérieur (leader) est un problème d’optimisation multicritère et

le niveau inférieur (suiveur) est un problème d’optimisation classique.
– Le problème du niveau inférieur est un problème d’optimisation multicritère et le niveau

supérieur est un problème d’optimisation classique.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour résoudre ces problèmes. On peut citer :

– Agrégation pondérée : attribuer des coefficients positifs (poids) aux critères, puis résoudre
un problème de programmation linéaire dont la fonction objectif est la combinaison li-
néaire de tous les critères.

– Des heuristiques telles que les algorithmes génétiques, la recherche tabou, . . . etc.
– Méthode de ε-contrainte : transformer les critères en contraintes en gardant l’un de ces

critères comme fonction objectif.
– Reformulation du problème en un programme linéaire multi-objectif mixte en 0-1 en in-

troduisant les contraintes duales du problème du suiveur dans le problème initial.

1.4 Notre approche

Dans le cadre de notre travail, nous essayons de traiter le problème avec une technique d’op-
timisation non convexe, connue sous le nom de méthode DC (difference of convex). D’abord,
nous transformons le problème (1.4) en un problème d’optimisation multicritère standard en
remplaçant le problème du niveau inférieur (8.a) - (8.b) par les conditions d’optimalité KKT
associées. Puis, nous résolvons le problème d’optimisation sous l’ensemble efficace associé au
problème résultant, en utilisant la méthode DC.

Références
1. J.F. Bard : Practical bilevel optimization : algorithms and applications. Kluwer academic publishers, Dordrecht (1998).

2. H.I. Calvete and C. Galé. Linear bilevel programs with multiple objectives at the upper level. J. of Compu. and Appl. Math.,
234, 950-959, (2010).

3. H.I. Calvete and C. Galé. On linear bilevel problems with multiple objectives at the lower level. Omega 39, 33–40, (2011).

4. B. Colson, P. Marcotte and G. Savard : Bilevel programming : A survey. 4OR A Quarterly, J. Oper. Res., (2007).

5. C.O. Pieueme. Multiobjective programming approaches in bilevel programming problems. Thèse de Doctorat, (2012).
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Processus de Formation de Coalitions : Aspect Algorithmique

Salima KENDI, Fodil LAIB and Mohammed Said RADJEF

Laboratoire de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes (LAMOS)
Université de Béjaïa, Béjaïa 06000, Algérie
Tél. (213) 34 21 51 88

2.1 Introduction

Le concept de coopération est très important en théorie des jeux. Coopérer veut dire agir
ensemble dans un intérêt commun. Cependant, pour que deux joueurs ou plus agissent en groupe
pour un intérêt commun, il est nécessaire de se séparer des utilités individuelles pour définir une
sorte d’utilité commune qui va déterminer leur comportement commun. Le groupe formé de ces
joueurs est appelé coalition.

2.2 Coalition et Structure de Coalitions

Définition 2.1 Une coalition est n’importe quel sous-ensemble non vide de l’ensemble des
joueurs N .
Une structure de coalitions π = {C1, C2, . . . , Cm} est une partition de l’ensemble des joueurs
N . Tel que
Ci ∩ Cj = ∅ pour i 6= j et
∪mi=1 = N

Généralement, l’objectif de la formation de coalitions est de trouver une partition stable de
l’ensemble des agents existants en une ou plusieurs coalitions. Une coalition est stable si elle
est intérieurement stable (si aucun joueur de la coalition n’a intérêt à la quitter) et extérieurement
stable (si aucun joueur en dehors de la coalition n’a intérêt à s’y intégrer).

FIGURE 2.1. Arbre des structures de coalitions pour 4 agents
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2.2.1 Classe des jeux de coalitions

1. Jeux de coalitions à utilité transférable : Chaque agent reçois une fraction à déterminer du
gain de la coalition dont il est membre.

2. Jeux de coalitions à utilité non transférable : Le gain de la coalition est représenté avec un
ou plusieurs vecteurs assignant un gain individuel à chacun de ces membres.

2.2.2 Concept de solution pour l’utilité non transférable (Pareto-optimalité)

Une solution est optimale au sens de Pareto si elle n’est dominée par aucune autre solution.
Une solution p est dominée par une solution p′ si au moins un agent i obtient un gain supérieur
dans p′ par rapport à son gain dans p et qu’aucun agent n’a un gain inférieur dans p′ par rapport
à son gain dans p.

2.3 Agents logiciels de groupes d’acheteurs

certains acheteurs ont pensé appliquer la technologie des agents logiciels à la formation de
groupes d’acheteurs puisqu’il s’agit d’un cas particulier de la négociation multilatérale et de la
formation de coalitions.
Il existe trois types de coalitions dans les groupements d’acheteurs :

1. Coalitions orientées-produit : même produit.
2. Coalitions orientées-marchand : produits différents, même marchand.
3. Coalitions entre marchands : coalitions de vendeurs.

2.4 Protocoles de groupement d’acheteurs

Les étapes générales d’un protocole de groupement d’acheteurs sont :
1. La négociation : prix.
2. La formation de coalitions : un agent acheteur demande à d’autres s’ils veulent rejoindre sa

coalition.
3. Le choix du représentant ou vote : négocier avec les manufacturiers et gérer le groupe.
4. La collecte des paiements : un agent est choisi.
5. La distribution des produits : aux membre du groupe d’acheteurs.

2.5 Conception d’un protocole multiagent de groupement d’acheteurs

2.5.1 Préférences d’un consommateur

Pour ce protocole, il a été choisi de représenter les préférences d’un consommateur pour un
type de produit selon :

– son prix de réserve.
– L’importance qu’il donne aux différents attributs du type de produits.
– L’importance qu’il donne aux différentes valeurs q’un attribut peut prendre.
– L’importance qu’il donne au prix demandé.
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2.5.2 Préférences d’un consommateur (interface personne-machine)

Exemple : couleur d’une voiture

FIGURE 2.2. Interface d’acquisition des préférences du consommateur

FIGURE 2.3. Interface d’acquisition des préférences du consommateur une fois remplie

2.5.3 Préférences d’un consommateur (différentes valeurs d’un attribut)

Exemple : couleur d’une voiture

FIGURE 2.4. Points associés aux différentes couleurs possibles (1-((n-1)/m)
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2.5.4 Satisfaction globale d’un consommateur

Généralement, l’indice de satisfaction globale du consommateur est calculé selon la for-
mule :

Satisfactionglobale =
m∑
i=1

(poidsattr i · poidsvaleurattr i)+ poidsprix ·Satisfactionp(prixpaye)

(2.1)
où Satisfactionp(prix paye) ∈ [0, 1].

2.6 Conclusion

– Un protocole de groupement d’acheteurs qui ne changerait pas le comportement des
consommateurs par rapport à celui d’acheter seul son produit préféré au magasin offrant
le meilleur prix n’aurai pas beaucoup d’utilité économique .

– Le protocole de formation de groupes d’acheteurs n’a pas pu être appliqué pour plus de
15 agents sur la plate-forme d’évaluation choisie. Ceci est dû au manque de mémoire vive
utilisée qui est de 250 MO. Pour une RAM de 500 MO, le protocole peut traiter jusqu’à
25 agents inscrits.

Références
1. F. Asselin. Formation de coalitions d’agents logiciels pour le groupement d’acheteur. Mémoire de maître en sciences,

département d’informatique et de génie logiciel, université Laval, Octobre 2002.
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La Théorie des Jeux et les Problèmes de Satisfaction de
Contraintes

Kahina BOUCHAMA, Mohammed Said RADJEF et Lakhdar SAIS

Laboratoire de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes LAMOS
Université de Béjaïa 06000, Algerie.
Centre de Recherche en Informatique de Lens (CRIL), Université d’Artois (France).

résumé 3.0.1 La programmation par contraintes et la théorie des jeux constituent chacune un
domaine de recherche très actif. Elles offrent des cadres de modélisation, d’analyse et de déve-
loppement des outils pour la résolution de nombreuses applications dans des domaines variés
tels que l’informatique, l’intelligence artificielle, le transport et la logistique, les technologies
de l’information et de la communication,... etc. Dans la dynamique de leurs développements,
on recense quelques travaux novateurs ayant établi certains liens entre la théorie des jeux et
les problèmes de satisfaction de contraintes.
Dans ce travail, nous avons établi l’équivalence entre le concept de solution pour un problème
de satisfaction de contraintes (CSP) et la notion du Z-équilibre pour le jeu qui lui est associé.
Par la suite, nous avons développé un algorithme de calcul du Z-équilibre, en s’inspirant des
approches par retour-arrière, connues pour la résolution des CSP.

3.1 Position du problème

La théorie des jeux et les CSP représentent un outil puissant pour la modélisation d’une
grande classe de problèmes rencontrés dans divers domaines. Ces deux théories peuvent aussi
s’appliquer l’une à l’autre, ce qui a motivé l’idée de chercher à établir des équivalences entre
leurs notions. Notre objectif est de démontrer les relations entre le concept de solution d’un CSP
et le Z-équilibre d’un jeu associé. Comme il n’existe aucun algorithme de calcul du Z-équilibre,
nous proposons un algorithme permettant d’effectuer ce calcul, en s’inspirant des approches par
retour-arrière connues pour les CSP.

3.1.1 Les problèmes de satisfaction de contraintes (CSP)

Le concept CSP vise à représenter, sous forme de contraintes, les propriétés et les relations
qui existent entre les objets manipulés. Ces contraintes peuvent être décrites de multiples fa-
çons (par une équation, une inéquation, un prédicat, une fonction booléenne, une énumération
des combinaisons de valeurs autorisées,. . .etc). Elles traduisent l’autorisation ou l’interdiction
d’une combinaison de valeurs.

La définition formelle, proposée par Montanari en 1974, est énoncée dans [1], comme suit :

Définition 3.1 [2] Un problème de satisfaction de contraintes (CSP) est un problème (P) ca-
ractérisé par un triplet (X,D,C), où :

X = {X1, X2, ..., Xn} est un ensemble de n variables.
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D = {D1, D2, ..., Dn} est un ensemble de domaines finis, où Di est le domaine associé à
la variable Xi représentant l’ensemble de ses valeurs possibles.
C = {C1, C2, ..., Cm} est un ensemble de m contraintes, où la contrainte Ci est définie
par un sous-ensemble de variables {Xi1 , Xi2 , ..., Xini

} ⊆ X .

La résolution d’un CSP consiste à affecter une valeur pour chaque variable Xi de façon que
toutes les contraintes soient satisfaites.

On montrera dans la section suivante comment peut-on modéliser le CSP(P) par un jeu
noncoopératif.

3.2 Représentation d’un CSP sous forme d’un jeu fini

Associons à chaque variable Xi un joueur i. Ainsi, on aura autant de joueurs que de va-
riables. Notons alors par I = {1, . . . , n} l’ensemble de ces joueurs.

L’ensemble Si des stratégies pures du joueur i ∈ I est identifié à l’ensemble Di des valeurs
possibles de la variable Xi, i ∈ I . Ainsi, Si = Di, i ∈ I.

Notons par :

R(i), l’ensemble des contraintes de C liées à la variable Xi, i ∈ I .
r, désigne une contrainte du CSP(P) et k(r), son arité.

x = (x1, . . . , xn) ∈ S =
n∏
i=1

Si, une instanciation complète des n-variables du CSP(P).

Soit la fonction indicatrice :

χr(xj1 , . . . , xjk(r)) =

{
1, si (xj1 , . . . , xjk(r)) ∈ r,
0, sinon.

(3.1)

où (xj1 , . . . , xjk(r)) ∈ r signifie que la contrainte r est vérifiée par l’instanciation
x = (x1, . . . , xn) et (xj1 , . . . , xjk(r)) correspondent aux valeurs des variables intervenants
dans la contrainte r.

Pour une instanciation x = (x1, . . . , xn) ∈ S, on associe un paiement pour chaque joueur
i ∈ I , défini par :

Ui(x1, . . . , xn) =
∑
r∈R(i)

k(r)χr(xj1 , . . . , xjk(r)), ∀i ∈ I, (3.2)

On définit le jeu noncoopératif G(P) associé au problème de satisfaction de contraintes (P)
comme suit :

G(P) = < I, {Si}i∈I , {Ui}i∈I >, (3.3)

3.3 Equivalence entre la solution d’un CSP(P) et le Z-équilibre du jeu
associé G(P)

Le concept du Z-équilibre a été introduit par V.I. Zhukovski [3] pour les jeux différentiels.
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Définition 3.2 (Z-Equilibre[3]) Une issue s∗ ∈ S est un Z-équilibre du jeu (3.3), si :
(a) s∗ est un équilibre actif, ie ∀i ∈ I , ∀si ∈ Si, si 6= s∗i , il existe t−i ∈ S−i telle que
Ui(si, t−i) ≤ Ui(s

∗).
(b) s∗ ∈ S est un équilibre de Pareto, c-à-d il n’existe pas une autre issue s ∈ S qui vérifie

le système d’inégalités Ui(s) ≥ Ui(s
∗), ∀i ∈ I, dont, au moins, une est stricte.

Le théorème suivant donne les conditions d’existence d’un Z-équilibre en stratégies pures
dans un jeu fini sous forme normale.

Théorème 3.1 Si pour tout joueur i ∈ I , l’ensemble de ses stratégies Si est fini et non vide,
alors le jeu (3.3) admet un Z-équilibre en stratégies pures.

Proposition 1 Toute solution d’un CSP(C) est un Z-équilibre pour le jeu G(C) qui lui est asso-
cié.

Proposition 2 Supposons que l’ensemble des solutions du CSP n’est pas vide. Alors, tout Z-
équilibre du jeu G(C) correspond à une solution au problème de satisfaction de contraintes (C)
correspondant.

3.4 Calcul du Z-équilibre

Le peu de travaux existant dans la littérature ayant pour but, l’étude du Z-équilibre ne
proposent que sa définition et ses propriétés [5] ainsi que les conditions de son existence [6].
Jusqu’à présent, aucun algorithme n’a été proposé pour son calcul. L’algorithme que nous
proposons est construit en s’inspirant des approches par retour arrière connues pour les CSP,
et se base sur la preuve du théorème 3.1. Cet algorithme de calcul prend en compte la
représentation du CSP en question par un jeu sous forme normale à n joueurs, puis calcul le
gain de sécurité pour chaque joueur i ∈ I . Les variables du jeu sont instanciées à tour de rôle,
tout en vérifiant la consistence de l’instanciation courante, ce qui génère une arborescence à
explorer. Chaque instanciation complète est évaluée par la fonction définie par (3.2). Seules les
instances dont l’évaluation est plus grande que le gain de sécurité pour tous les joueurs, sont
sauvegardées. Le Z-équilibre correspond alors à la situation du jeu maximisant la moyenne
pondérée des gains des n joueurs.

Cet algorithme a été implémenté et a pu résoudre le problème des 5-reines et le problème
de coloriage d’un graphe. Nous envisageons d’effectuer des tests supplémentaires sur d’autres
instances de problèmes CSP, afin d’évaluer les performances de cet algorithme.
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4.1 Introduction

Dans les algorithmes de clustering, les clusters-head (CHs) sont souvent nécessaires pour
l’organisation des activités dans les clusters. Leur tache ne se limite pas à l’agrégation de don-
nées, elle s’étend aussi à l’organisation de la communication intra-cluster et même inter-cluster.
L’énergie consommée dans les échanges intra-cluster est proportionnelle au nombre de nœuds
dans le cluster. Les algorithmes de clustering proposés tentent de former généralement des clus-
ters de même taille, donc les CHs ont tendance à consommer la même quantité d’énergie pen-
dant la phase intra-cluster de transfert de données.
Par contre durant la phase de communication inter-cluster, les nœuds proches de la station de
base consomment beaucoup plus d’énergie à cause de la charge de trafic de relais. En effet, les
nœuds transfèrent leurs données à la station de base avec un routage multi-sauts. Le modèle de
trafic résultant est non-uniforme et surcharge les nœuds proches de la station de base. Ainsi,
les CHs proches de la station de base consomment plus d’énergie et meurent plus vite que les
autres CHs : problème des point chauds. Ce qui pourrait réduire la couverture de détection et
conduire au partitionnement du réseau.
De ce fait, afin d’apporter une solution aux problèmes des points chauds nous nous sommes
inspiré du principe de l’algorithme EEDUC [2] proposant de construire des clusters de taille
inégales. La taille des clusters décroit en se rapprochant de la station de base. Ceci permettra de
consommer moins d’énergie lors du transfert des données intra-cluster, et peut préserver plus
d’énergie pour le routage inter-clusters. L’élection des CH est faite en utilisant l’algorithme
CLB [3].
L’algorithme proposé est baptisé UCLB (unequal Clustering based Load Balancing).

4.2 Clustering inégal pour l’équilibrage de charge dans les réseaux de
capteurs sans fil

Afin de proposer une stratégie d’acheminement permettant d’assurer une durée de vie maxi-
male du réseau en équilibrant l’énergie de la manière la plus équitable possible, nous adoptant
le principe du protocole EEDUC avec une prise en considération de l’énergie résiduelle et la
distance d’un nœud par rapport au nœud émetteur lors du choix du nœud relais. Les différentes
phases de l’algorithme de clustering proposé, sont les suivantes :
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4.2.1 Phase d’initialisation

La phase d’initialisation consiste à diffuser un message d’annonce "Hello" par la station de
base à tous les nœuds capteurs du réseau. Ainsi, chaque nœud peut calculer approximativement
la distance qui le sépare de la station de base à partir de la puissance du signal reçu.
Durant cette phase, chaque capteur ’i’ diffuse à son voisinage son énergie résiduelle ei, sa
capacité mémorielle mi, sa capacité calculatoire ci et la distance qui le sépare de la station de
base di.
Chaque capteur calcule son rayon de concurrence dans le but de former des clusters de taille
inégales, en fonction de sa distance par rapport à la station de base, du nombre de ses voisins et
son énergie résiduelle.
Le rayon concurrence est calculé comme suit :

Rcomp = [1 -W1(1 - TSi/TSMAX) -W2(1 - Ei/EMAX) -W3(Ni/NMAX)]RMAX

Où :
TSi : désigne la distance entre le nœud i et la station base.
TSMAX : désigne la distance maximale entre un nœud voisin et la station de base.
Ei : désigne l’énergie résiduelle du nœud i.
EMAX : désigne l’énergie maximale d’un nœud voisin.
RMAX : désigne la portée de transmission d’un nœud.
W1, W2 et W3 : désignent des coefficients constants entre 0 et 1.
Ni : désigne le nombre de voisins du nœud i.
NMAX : désigne le nombre total de capteurs dans le réseau.

Une fois le Rcomp calculé, chaque capteur calcule une note Ni comme suit :

Ni,j =ej/
∑

k∈Vi ek +mj/
∑

k∈Vimk + cj/
∑

k∈Vi ck

Vi étant lensemble des capteurs dans la portée radio du capteur i.
Chaque capteur envoie, par la suite, sa note aux capteurs adjacents. j est un capteur ”adjacent”
du capteur i si j appartient au rayon de concurrence de i ou i appartient au rayon de concurrence
de j.

4.2.2 Phase d’auto-désignation des cluster-heads

Après la communication des notes par chaque capteur à l’ensemble des capteurs qui appar-
tiennent à son rayon de concurrence, chaque capteur constitue une liste de notes et compare sa
note avec celle de ses voisins non encore élus cluster-head : si sa note est plus élevée que celle
de ses voisins, il s’auto-désigne cluster-head.

4.2.3 Phase de rattachement aux cluster-heads

Les nœuds qui ont été élus comme cluster-heads informent leur voisinage de leur élection
par envoi d’un message d’auto-désignation. A la réception des annonces faites pas ces CHs,
chaque nœud choisit de se rattacher au cluster-head possédant l’énergie la plus élevée. Après
la réception de tous les messages des nœuds désirant être membres d’un cluster, les CHs élus
peuvent alors déterminer leurs membres et leur ordonnancement, et cela en créant des tables
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TDMA ’Time division Multiplexed Access’ (allouer à chaque membre un slot de temps de
transmission) afin d’éviter les collisions inter-cluster. En outre, un code CDMA est choisi par les
CHs afin d’être utiliser par les nœuds de leur cluster lors de la phase de transmission de données.
Une fois que les intervalles de temps des tables TDMA et les codes CDMA sont déterminés et
annoncés aux différents membres, la deuxième phase celle de transmission est lancée. Chaque
nœud ne peut émettre ses données vers le CH de son cluster que durant l’intervalle de temps
alloué. Ce dernier va collecter toutes les données reçues, les agréger et les router à la station de
base.

4.2.4 Phase d’acheminement des données vers la station de base

Le cluster Head, après la réception et l’agrégation des données capturées par les nœuds de
son cluster, si la station de base ne se trouve pas dans la portée de transmission du CH, il choisit
un nœud relais afin d’acheminer les données vers la station de base. Le meilleur choix du nœud
relais est efféctué comme suit :

Si.RCH = { Sj | d(Si, Sj) <= Si.Rcomp, d(Sj , SB) < d(Si, SB)}

En effet, le capteur en question détermine une liste Si.RCH , qui contient ses nœuds voisins
en direction de la station base et compare leurs énergies résiduelles. Le nœud ayant plus d’éner-
gie en direction de la station base et étant le plus proche de lui sera élu comme nœud relai. Ce
processus se repète jusqu’à ce que les données soient transmises à la station de base.
Pour équilibrer la charge dans le réseau, il est important de procéder à une réélection régu-
lière des cluster- heads. En effet, les cluster-heads consommant plus d’énergie que les autres
nœuds dans le réseau. Dans ce cas, si ces derniers ne changent pas régulièrement, le réseau sera
partitionné rapidement.

4.2.5 Simulation et analyse des performances

Afin d’évaluer les performances de la solution proposée et de valider les mécanismes
déployés durant la phase de regroupement des capteurs dans un milieu hétérogène, nous
avons opté pour la simulation à évènements discrets sur ordinateur avec une comparaison
des performances de UCLB avec celles de CLB et VCA ( An Energy-Efficient Voting-Based
Clustering Algorithm for Sensor Networks) [4].
Le modèle réseau utilisé consiste en une station de base et 300 capteurs sans fil, immobiles,
aléatoirement dispersés sur le terrain simulé d’une surface de (1000×1000) m2 et présentant
des caractéristiques différentes en mémoire et en puissance de traitement.
Le modèle radio proposé par Heinzelman et al. [1] a été utilisé pour calculer l’énergie
consommée en émission et en réception des messages.
Les métriques que nous avons jugées intéressantes à étudier sont : la taille des clusters, le
nombre de clusters solitaires et l’énergie consommée.
Pour chaque test effectué, 50 exécutions indépendantes sont réalisées. Le paramètre variable
utilisé est la portée de chaque capteur.
A travers une comparaison du protocole UCLB par rapport aux protocoles CLB et VCA,
nous avons pu montrer à travers les résultats de simulation obtenus que les objectifs de notre
protocole sont atteints. En effet, lefficacité énergétique de UCLB a été démontrée grâce à la
politique de regroupement utilisée et l’obtention de clusters de taille inégale en fonction de la
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distance par rapport à la station de base.

4.3 Conclusion

Dans le travail présenté, nous ne sommes pas intéressés à l’énergie comme seule ressource
critique mais nous avons pris en considération d’autres métriques telles que la capacité mémo-
rielle et calculatoire des capteurs. Ce travail s’est concrétisé par la proposition d’un algorithme
de regroupement avec équilibrage de charge nommé UCLB dont le principe est inspiré des
protocoles EEDUC et CLB. L’approche proposée a été validée. D’une part, au vue des perfor-
mances obtenues par simulation, en montrant la réduction considérable du nombre de clusters
formés d’un unique capteur (clusters solitaires), d’autre part en montrant une réduction de la
quantité d’énergie consommée grâce à une meilleure sélection des CHs et grâce à la procédure
de regroupement avec équilibrage de charge adoptée. Cette dernière consiste à construire des
clusters de taille inégale. Une taille qui diminue en se raprochant de la station de base. Ceci
permettra de consommer moins d’énergie lors du transfert des données intra-cluster, et peut
préserver de l’énergie pour le routage inter-clusters.
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Cross Layer design est apparu comme un nouveau domaine de recherche dans les RCSFs.
Le principe de base de Cross Layer design est de rendre l’information disponible à tous les
niveaux de la pile des protocoles. C’est-à-dire, il permet la définition des protocoles ou de
mécanismes qui ne respectent pas l’isolation des couches du modèle OSI. Le principe de base du
concept Cross Layer est de permettre l’échange d’informations entre les couches adjacentes et
non adjacentes afin d’améliorer les performances de transmission. Cet échange d’informations
peut être mis en œuvre suivant différents schémas.

La Communication directe entre les couches : C’est le modèle le plus utilisé par les ar-
chitectures Cross Layer. Il permet à une couche d’accéder directement aux paramètres et aux
variables d’une autre couche sans passer par un intermédiaire. Par exemple, la couche IP accède
aux champs de l’en-tête TCP pour indiquer une congestion dans le réseau.

La communication via une base de données partagée : Plusieurs architectures Cross Layer
proposent l’utilisation d’une base de données partagée afin de stocker et de récupérer des para-
mètres. Celle-ci est accessible par toutes les couches qui peuvent, ainsi, s’informer de l’état des
autres couches ou récupérer des paramètres de configuration nécessaire à leur fonctionnement
interne. La base de données est considérée comme une nouvelle couche en parallèle à toutes les
autres.

Dans la littérature, plusieurs techniques Cross Layer ont été proposées pour améliorer les
performances des transmissions sans fil. Au début, ces mécanismes étaient limités à l’interaction
entre la couche physique et la couche liaison de données. De plus, les mécanismes proposés
étaient indépendants et visaient l’amélioration d’une imperfection précise. Par la suite, nous
avons assisté à l’apparition de plusieurs travaux proposant des interactions avec les couches
supérieures et aussi à l’apparition d’architectures Cross Layer qui tentent de faire collaborer
plusieurs couches, prenant en charge plusieurs paramètres, pour une optimisation globale. trois
différentes approches Cross Layer existent :

L’approche ascendante (Bottom-up) : Les couches supérieures optimisent leurs mécanismes
en fonctions des paramètres (conditions) des couches inférieures.

L’approche descendante (Top-down) : Les couches supérieures décident des paramètres de
configuration des couches inférieures. Ou bien, les couches inférieures considèrent certaines
spécificités du niveau applicatif pour exécuter leurs traitements.

L’approche mixte (Integrated) : Cette approche exploite les deux approches précédentes dans
une même architecture afin de trouver la meilleure configuration inter-couches pour un fonc-
tionnement optimal du système.

La durée de vie des RCSFs dépend fortement de pas mal de paramètres qui peuvent être
considérés essentiellement soit dans les protocoles MAC ou les protocoles de routage. Pour
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cela, plusieurs protocoles de routage et MAC, adressant les problèmes de limitation liés à la
consommation des ressources énergétiques, ont été proposés dans la littérature.L’expérience
acquise par des études analytiques et des travaux expérimentaux dans les réseaux de capteurs
ont révélé d’importantes interactions entre les différentes couches de la pile protocolaire. Ces
interactions sont particulièrement importantes pour la conception des protocoles de communi-
cation pour les réseaux de capteurs.

Nous présentons dans ce qui suit notre nouvelle proposition qui utilise une approche cross-
layer pour améliorer un ensemble de protocoles de routage proposés pour les réseaux de capteur
sans fil (EAR, FEAR et BEER) : Ces trois protocoles sont composés de trois phases et diffèrent
seulement dans le calcul des probabilités du choix des routes, voila à titre d’exemple les phases
de FEAR :

– Une phase d’initialisation : Un message contenant une variable coût initialisée à 0 est
diffusé par la station de base puis chaque nœud recevant ce message le rediffuse à son
tour vers ses voisins.
En recevant le message, Le nœud calcule la métrique d’énergie pour le nœud voisin qui a
envoyé le message et l’additionne au coût total du chemin. Ainsi, si un nœud i envoie le
message à un nœud j, ce dernier calcule la métrique d’énergie du nœud i (Cij) en utilisant
la formule suivante :

Cij = eαijR
β
i

ou eij est l’énergie nécessaire pour l’envoi et la réception sur le lien entre le nœud i et
le nœud j et Ri est l’énergie résiduelle du nœud i normalisé à son énergie initiale. Les
facteurs du poids α et β peuvent être choisis pour trouver le chemin qui consomme le
minimum d’énergie ou le chemin qui contient les nœuds avec le maximum d’énergie
résiduelle ou bien trouver le chemin qui combine les deux.
Une fois Cij est calculé, le nœud j l’additionne avec la valeur de la variable coût (couti)
envoyée par le nœud i pour calculer le coût du chemin vers la station de base à travers le
voisin i (coutij) :

coutij = couti + Cij

Les routes avec des coûts minimaux sont sauvegardées dans la table de routage puis
un message (FTM pour Forwarding Table Message) contenant ces routes est diffusé
localement par le nœud. Chaque nœud recevant le message FTM répond par un message
(NFTM pour Number Forwarding Table Message) contenant le nombre de nœuds voisins
qui compte ce nœud dans leurs table de routage.
Une fois un nœud reçoit ce dernier message, il peut assigner les probabilités de choix des
routes en fonction du coût de la route et le nombre de nœuds qui utilisent cette même
route, et ce en utlisant la formule suivante :

Pij =

1
Cij×N∑

k∈FTj
1

Cjk×N

Cette dernière prendra en considération le coût du chemin comme dans EAR et le nombre
de nœuds qui utilisent le même nœud.
La dérnière étape dans cette phase consiste en la diffusion du message "route request"
aprés avoir mis à jour la variable coût en utilisant la formule suivante :
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costj =
∑
k∈FTj

PjkCostjk

– Une phase de communication des données : dans laquelle les nœuds sources de données
et les nœuds intermédiaires choisissent aléatoirement un voisin de la table de routage pour
router les données en utilisant les probabilités.

– Phase de maintenance des routes : l’inondation locale est effectuée périodiquement pour
mettre à jour la table des routes

L’objectif des protocoles EAR, FEAR et BEER est de répartir équitablement la charge de rou-
tage sur les voisins et ainsi maximiser la durée de vie des réseaux de capteurs, mais nous remar-
quons qu’elles augmentent le nombre de paquets de contrôle. Nous avons noter que la couche
MAC peut fournir des informations à la couche réseau pour atteindre cet objectif sans augmen-
ter l’overhead du protocole et améliorer même la durée de vie du réseau. Cette remarque nous
a permis de proposer une approche cross-layer qui sera détaillée dans ce qui suit. Les nœuds
peuvent utiliser des renseignements donnés par la couche MAC pour mieux répartir la charge
du routage sur les voisins. En utilisant un protocole MAC avec mécanisme CSMA/CA avec
RTS/CTS (IEEE 802.11, SMAC, TMAC, R-MAC,...), lors de l’envoi du CTS qui confirme la
possibilité de recevoir le paquet d’un nœud voisin pour le transmettre à la station de base. Les
voisins de l’émetteur du CTS informe la couche réseau de l’effort de ce dernier pour router un
paquet de ses voisins.

Les nœuds n’ont plus besoin de calculer les probabilités de choix de route. Pour la première
fois, chaque nœud envoie ses paquets à travers le voisin ayant un coût minimal. Au fur et à
mesure qu’il y a des communications dans le réseau, les nœuds utiliseront les informations
fournies par la couche MAC pour le choix du prochain saut. Un nœud possédant deux voisins
dans sa table de routage et ayant entendu un CTS d’un de ces deux nœuds, envoie son prochain
paquet à travers l’autre nœud.

Avec cette solution, le choix du prochain saut fournit plus d’équité dans l’utilisation des
routes pour l’acheminement vers la station de base. Contrairement au choix aléatoire en fonction
des probabilités utilisé dans EAR, FEAR et BEER. L’approche inter-couche réduit le nombre de
messages de contrôle contrairement à FEAR et BEER qui ont rajouter deux message de contrôle
(FTM et NFTM)

En conclusion, nous avons proposé une solution pour l’exploitation des interactions entre
les couches de la pile protocolaire. Parceque nous avons constater que penser directement à des
solutions inter-couches fait gagner du temps et permet de concevoir des solutions plus perfor-
mantes. En guise de perspective, nous espérons prouver ces constatations par simulation.
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6.1 Introduction

Fournir une qualité de service (QoS) au sein de la norme IEEE 802.11 mode Ad Hoc est
l’une des principales problématiques de recherche dans le domaine [?] [?] et [?]. Donc, l’éva-
luation des performances et l’otimisation des parametres en utilisant les informations locales
de l’émetteur [?] et [?] de cette norme s’avère indispensable pour les réseaux Ad Hoc. Dans ce
travail, nous proposons un modèle analytique qui prend en compte le paramètre de différencia-
tion de service ainsi que le paramètre de la fragmentation et une optimiation de processus de
Backoff tout en garantissant une certaine qualité de service. Le modèle, utilisant une chaine de
Markov à deux dimensions, est développée sous les conditions de saturation. Nous avons utilisé
la formule de Pollaczek-Khinchine pour calculer les métriques de performances : le débit et le
délai d’accès pour chaque catégorie.

6.2 Le protocole DCF avec qualité de service, fragmentation et
optimisation de Backoff

Ce protocole est basé sur le mécanisme CSMA/CA. Cet algorithme distribué est exécuté
localement sur chaque station afin de déterminer les périodes d’accès au médium. Avant chaque
émission, la station désirant émettre écoute le support. S’il est libre pendant une certaine durée
AIFS, la transmission est possible, une procédure de Backoff est déclenchée. Un mécanisme de
la fragmentation est ajouté à DCF afin de réduire le taux de la collision. Ce mécanisme consiste
à diviser une trame MAC en un ensemble de fragments. Les fragments d’une même trame
sont envoyés et acquittés séparément d’une manière séquentielle et seul une durée SIFS sépare
deux séquences Fragment/ACK afin de permettre à l’émetteur de ne libérer le canal qu’une
fois l’envoi de tous ses fragments terminés. Dans le cas où un ACK n’est pas reçu, l’émetteur
libère le canal et essaie d’y accéder à nouveau, il tire une fenêtre de contention (Backoff) dans
l’intervalle ou le canal n’a pas eu une collision déjà. Pour offrir une qualité de service, un
système de priorité est ajouté pour la gestion d’accès au support de transmission grâce à deux
paramètres la fenêtre de contention et l’AIFS.
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6.3 Description du modèle

6.3.1 Description de la chaîne de Markov

Chaque station est modélisée comme un système d’attente à temps discret M/G/1 Le service
est modélisé par une chaîne de Markov à temps discret (DTMC) bidimensionnel {a(t), b(t)},
tel que a(t) et b(t) sont des processus stochastiques qui représentent l’étage de Backoff et le
compteur du Backoff respectivement pour une station donnée à un instant donné. Chaque état
de station est décrit par (j,k), tel que j représente l’étage du Backoff et k représente le délai de
Backoff. Il prend des valeurs dans l’intervalle [Wi−1,j . . .Wi,j-1], tel que Wi,j est la taille de la
fenêtre de contention à l’étage j du processus de Backoff qui définit comme suit :

Wi,j =

{
2jWi,0 j ≤ m′i
2m′i Wi,0 x ∈ [m′i + 1,mi]

Les valeurs de mi et m′i dépendent de la catégorie du paquet (Voix, vidéo, best effort ou
background).

6.3.2 La probabilité de transmission d’un paquet

L’analyse de cette chaîne, nous a permis d’obtenir la formule du taux de transmission τi, qui
est un paramètre indispensable pour déterminer les expressions des métriques de performances.

Probabilité pour qu’une catégorie i accède au canal

τi est la probabilité qu’une station essaye d’accède par l’intermédiaire de l’une de ses quatre
ACs. Ce qui veut dire qu’au moins une de ses quatre ACs essaie d’accéder au canal. Ceci se
traduit analytiquement par l’équation suivante :

τi =
1− Pmi

i

1− Pi
πi,0,0

Pi : Probabilité qu’un paquet soit retransmis.
πi,0,0 : ’état de la chaine de Markov quand j=0 et k=0 pour un paquet de la catégorie i.

Probabilité pour qu’une station accède au canal
τ est la probabilité qu’une station essaye d’accède par l’intermédiaire de l’une de ses quatre
ACs. Ce qui veut dire qu’au moins une de ses quatre ACs essaie d’accéder au canal. Ceci se
traduit analytiquement par l’équation suivante :

τ = 1−
3∏
i=0

(1− τi)

Collision interne
La probabilité de collision interne vue par une AC[i] est la probabilité qu’au moins une des
ACWs de priorité supérieure essaie d’accéder au canal au même instant, donc :

Pc,int,i = 1−
i−1∏
j=0

(1− τi)



6 Modélisation analytique du protocole IEEE 802.11 mode Ad Hoc Avec qualité de service 27

Collision externe
La probabilité d’une collision externe vue par une station est la probabilité qu’au moins une
des autres (N-1) stations actives accède au canal au même instant. N étant le nombre total de
stations actives dans le réseau, donc

Pc,ext,i = 1− (1− τ)N−1

Donc, une AC[i] ne sera pas collisionner si et seulement si aucune autre AC de priorité supé-
rieure et aucune des autres (N-1) stations n’est en état de tentative d’accès au canal au même
instant. D’où finalement la valeur de la probabilité de collision vue par une AC[i]est donnée par
l’équation :

Pi = 1− (1− τ)N−1)
i−1∏
j=0

(1− τj)

Probabilité d’atteindre la fin d’un paquet
Elle est donnée par l’équation suivante :

Pf =
F

E[P ]

tel que
F : est la taille d’un fragment.
E[p] : est la taille de la charge utile d’un message.

Probabilité d’occupation du canal par une station
La probabilité d’occupation est la probabilité d’avoir au moins une des (N-1) stations actives
accède au canal au même instant et il est définit comme suit :

Pb = 1− (1− τ)N−1

6.3.3 Le débit atteignable par AC[i]

Le débit est défini par le rapport de la quantité de données utiles transmises par l’AC[i] sur
l’intervalle de temps entre deux transmissions successives, donc

Si =
PtrPi,succT

E[p]

σ(1− Pb) + Ptr
∑3
i=0 Pi,succT

x
i,succ + Ptr(1−

∑3
i=0 Pi,succ)T

x
i,col

Pi,succ : est la probabilité qu’il y a une transmission réussie sur le réseau, donc

Pi,succ =
Nτi(1− τ)N−1

∏i−1
j=0(1− τj)

1− (1− τ)N

Ptr : la probabilité qu’il y’ait au moins une transmission sur le réseau dans un slot donné, donc

Ptr = 1− (1− τ)N

T xi,succ et T xi,col sont les durées de temps pendant laquelle le canal est occupé par une trans-
mission réussie et échouée respectivement pour un paquet de catégorie i dans les deux cas
fragmentation et sans fragmentation.
Pidle : est la probabilité que le canal est libre et son expression est comme suit :

Pidle = 1− Pb
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6.3.4 Temps moyen de réponse

Selon la formule de Pollaczek-Khinchine pour M/G/1, nous obtenons le temps moyen de ré-
ponse qui est la somme du temps moyen d’attente dans la file et le temps moyen de transmission
et son expression est comme suit :

Ti = E(S) +
λE(S2)

2(1− λiE(S))

E(S) : est la deuxième formule de Pollaczeck-Khintchine.

6.3.5 Analyse des performances

Pour pouvoir évaluer notre modèle, nous avons calculé analytiquement les probabilités de
tous les états de cette chaîne de Markov ainsi que les probabilités de transition. Tout ceci est
réalisé de façon à refléter correctement le fonctionnement d’EDCA. Au final, le développement
des équations de notre modèle montre que la fragmentation améliore les performances du réseau
et constitue une solution très efficace pour réduire le taux de collision.
Le modèle a aboutit à un système non-linéaire de trois équations à trois inconnues que nous
avons résolu numériquement en utilisant un logiciel Mathcad. Pour le calcul des métriques de
QoS dans le cas de saturation, nous avons utilisé la formule de valeur moyenne de Pollaczek-
Khinchine débit et délai d’accès. Ce ci constitue l’un des avantages essentiels de notre modèle
analytique. Car ceci veut dire que le calcul des métriques de performance peut se faire à la volée
après la résolution numérique du système. Pour valider notre modèle, nous avons comparé les
résultats numériques par rapport aux résultats numériques obtenus dans le travail quand deja
proposé (DCF avec fragmentation et QoS).
Les métriques que nous avons jugées intéressantes à étudier sont le délai et le débit. Les résultats
numériques obtenus, montrent la supériorité qu’apporte notre modèle. Nous avons montré que
l’optimisation de processus de Backoff améliore les performances du réseau et constitue une
solution très efficace pour réduire le taux de collision.

6.4 Conclusion

Ce travail présenté s’est focalisé sur la proposition d’un modèle analytique en utilisant des
chaînes de Markov afin de maitriser la gestion du trafic tout en garantissant la Qualité de Service
(QoS) dans les réseaux qui consiste à privilégier certaines informations par rapport à d’autres,
en offrant des services différenciés en fonction des exigences des applications. Et pour réduire
le taux de collision, notre modèle a pris en compte le paramètre de la fragmentation proposé
dans [?] et aussi on a optimisé le processus de Backoff. Afin de réduire le taux de collision le
protocole proposé les résultats analytiques montrent une amélioration qu’apporte notre modèle
sur le débit et lz délai d’accés ce qui fournit une garantie pour les application multimédias.
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Etant donné que la contrainte d’énergie dans les réseaux de capteurs sans fil est souvent la
plus invoquée et la plus visée par les chercheurs dans ce domaine. Récemment, beaucoup de
travaux ont étaient publiés sur la prise en charge de la contrainte tomporelle et aussi la qualité
de service dans ce type de réseaux. On a constaté que la prise en charge de plusieurs contraintes
dans la conception des protocoles MAC ou cross layer est très intéressant. Cependant, on a pas
trouvé beaucoup de travaux dans ce sens dans la littérature.

Comme il l’indique le titre de ce résumé, on a présenté dans ce séminaire notre protocole
MAC qui est DLSP (Deterministic Link Scheduling Protocol) pour les réseaux de capteurs sans
fil qui prend en charge à la fois la contraite énergétique des noeuds capteurs du réseau et la
latence dans la transmission des paquets de données. Peu de travaux qu’on a trouvé et qui ont
pris en considération ces deux paramètres dans leurs travaux [1][2][3]

7.1 DLSP : Deterministic Link Scheduling Protocol

DLSP est un protocole d’accès au médium de communication pour les réseaux de capteurs
sans fil déterministe ce qui veut dire qu’il se repose sur le principe TDMA (Time Division
Medium Access) qui offre l’avantage d’évitement de collisions pendant la transmission des
données car pour chaque entité communicante, elle a son slot de temps. D’ailleur, plusieurs
protocoles MAC pour les WSNs ont opté pour le principe TDMA (accès déterministe au mé-
dium) [1][2][3][4][5]. DLSP divise la période active des capteurs en deux sous périodes : la
période appelée PDTP (Personal Data Transmission Period), dans cette période chaque noeuds
transmit ses propre données à leurs parents, la deuxième période est DRP (Data Retransmission
Period), là aussi, les parent vont procéder à la retransmission des paquets reçus de la part de
leurs neouds descendants. On a divisé la période active des noeuds pour que les parent évitent
l’attente passive si quelques noeuds descendants n’ont pas transmit des données.

La construction du graphe des conflits

DLSP se differt des protocoles MAC qui prennent en considération l’énergie et la latence,
par le fait, que DLSP tient compte de la réutilisation spatiale des slots de temps. L’évitement
de collisions et de conflits quand deux neouds capteurs au minimum utilisent le même slots de
temps est assuré par l’utilisation des graphes de conflits. En fait, les cas de conflits possibles
dans les réseaux sans fil sont prisentés dans [3].
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La figure 7.1 illustre comment on peut représenter les différents conflits qui existent entre
les noeuds capteurs ou entre les liens de communications dans une topologie arborescente.
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FIGURE 7.1. Transformation de G au GC

On se differt par rapport au travail de ce dernier papier, car DLSP prend en charge la
contrainte énergétique des capteurs et l’attribution des slots de temps aux capteurs évite qu’un
récepteur (neoud parent dans une architecture arborescente) ait de fréquentes transitions entre
le mode actif et le mode veille, vu que ces fréquentes transitions du module radio des capteurs
consomment beaucoup d’énergie.

7.1.1 Résultats de simulation

On a comparé notre protocole DLSP à deux autres protocoles, à savoir LL-MAC et GLSP
(General Link Scheduling Protocol) que nous avons aussi présenté. GLSP ne prent pas en consi-
dération le cas de transition des noeuds capteurs entre le mode actif et le mode veille pour
conserver l’énergie des capteurs.

la figure 7.2 montre le gain que présente DLSP par rapport à LL-MAC et il utilise presque
le même nombre de slots que GLSP car les deux protocoles utilisent la réutilisation spatiale des
slots de temps. Celà veut dire que la taille de la supertrame est considérablement réduite et ça
engendrera une faible latence du réseau.

Le gain en terme d’énergie est illustré par la figure 7.3. On remarque que DLSP conserve
plus l’énergie globale du réseau mieux que GLSP et LL-MAC.

On a constaté que DLSP offre un bon compromis entre la latence en réduisant la taille de la
trame MAC et permet aussi de conserver l’énergie des capteurs.
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Dans cet exposé, nous présentons un protocole de routage géographique EEGRP (pour
Energy-Efficient Geographic Routing Protocol for wireless sensor networks) dédié aux appli-
cations orientées requêtes, où la station de base initie la communication par la diffusion d’une
requête aux nœuds cibles, mais sauf les nœuds concernés par cette requêtes vont la traiter. Dans
cette requête, la station de base spécifie le chemin à suivre pour retourner la donnée. Le choix
des nœuds participants à la communication sera effectué suivant une stratégie minimisant la
consommation d’énergie, et assurant l’équilibrage de charge.
Notre protocole EEGRP est conçu sur l’idée que la station de base possède une vision géné-
rale sur la topologie du réseau (les nœuds peuvent communiquer leurs informations locales à la
station de base. Puis, cette dernière va combiner toutes les informations reçues pour obtenir la
topologie du réseau et préciser l’itinéraire à prendre par la requête).

8.1 Modèle du réseau

Afin d’améliorer la compréhension de notre proposition dans la suite de ce chapitre, nous
mettons quelques hypothèses. Les hypothèses sont comme suit :

- L’initiateur de communication est la destination (la station de base),

- Tous les nœuds sont homogènes, et ils ont les mêmes capacités (même énergie initiale, même
capacité de stockage et de traitement de données),

- La station de base ou les nœuds capteurs sont fixes (après le déployement),

- Nous envisageons de faire un routage saut par saut entre les nœuds accessibles,

- Les nœuds capteurs ne sont pas équipés d’un système de localisation GPS,

- Un nœud peut calculer la distance approximative qui lui sépare par rapport à un autre nœud,
en se basant sur la force du signal reçue,

8.2 Détail du protocole

Le protocole EEGRP agit en deux phases pour établir des routes entre une station source (un
capteur) et la station destination (la station de base) qui procédera éventuellement aux traite-
ments des données reçues.
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- Phase de découverte de topologie :
Durant cette phase une diffusion vers les nœuds capteurs du réseau est lancée par la station
de base afin de recenser toutes les routes possibles menant vers la destination (Construction
de la table de voisinage)

- Phase de communication de données :
Cette phase consiste à communiquer les informations senties à la station de base.
Dans ce qui suit, nous allons détailler chaque phase à part.

8.2.1 Phase de découverte de la topologie

La première phase consiste à diffuser d’une manière omnidirectionnelle le message Neibors
detection NEIDET afin de permettre aux nœuds capteurs de se reconnaître. Chaque nœud reçoit
ce message va vérifier si le nœud qui a envoyé é le message existe entre lui et la station de base.
En recevant le paquet NEIDET, la distance séparant le nœud qui a envoyé ce paquet seara
calculée. C’est-à-dire, si le nœud Ni reçoit le paquet NEIDET depuis le nœud Nj . Donc, le
nœud Ni peut calculer la distance Dij . De cette façon, chaque nœud i construit la liste de ses
voisins L

j
, avec les informations exactes sur : l’identifiant, la distance Dij. Puis, il génère un

paquet TOPDIS (Topology Discover packet) en indiquant son ID, son énergie et sa liste de
voisin L. Ce paquet sera envoyé à la station de base (n’est pas diffusé).
En se basant sur les informations de la topologie (la position des différents nœuds et les liens
entre eux) obtenues pendant cette phase, la station de base peut générer la topologie du réseau
et construire la table de voisinage.
Les informations sur la manière de router les données (les informations sur les différents nœuds
du réseau) sont stockées dans une nouvelle table, appelée "Node’s information table" . cette
table sera calculée à partir de la table de voisinage.

8.3 Phase de communication de données

Cette phase consiste à :

- Calculer toutes les routes ainsi que leurs coûts en termes d’énergie et de temps.

- Sélectionner la route optimale OP (Optimal Path)

- Envoyer sur cette route OP le paquet PATSEL (Path Selection), qui contient les identifiants
des nœuds intermédiaire sur la route OP.

- Quand la station de base désire une information, elle envoie au nœud source le paquet PATSEL
(PATh SELection). Ce dernier contient la liste Node-OP-List, dans laquelle on a stocké les
ID des nœuds se trouvant sur la route OP.

- Pour envoyer la donnée de la source à la station de base, les différents nœuds utilisent la route
inverse par où est passé le paquet PATSEL.

- Après l’étape de transmission de données, la table de voisinage mise à jour (en modifiant les
informations des nœuds participant à la communication), et une nouvelle étape déterminai-
son de la route optimale se commencera.

Donc, dans cet exposé, on a présenté un nouveau protocole de routage géographique nommé
EEGRP. Notre protocole EEGRP est conçu sur l’idée que la station de base possède une vision
générale sur la topologie du réseau (les nœuds peuvent communiquer leurs informations locales



8 Un protocole de routage géographique économe en énergie pour les réseaux de capteurs sans fil. 37

à la station de base. Puis, cette dernière va combiner toutes les informations reçues pour obtenir
la topologie du réseau et préciser l’itinéraire à prendre par la requête).

La suite de nos travaux de recherches sera orientée sur l’implémentation de EEGRP, puis son
évaluation et une comparaison de ses performances avec d’autres protocoles géographiques.
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9.1 Introduction

An embedding of the graph G in the graph H is an application on V(G) into V(H) which
preserves the adjacency. In the case where V(G) = V(H) we say that the embedding is total. In a
general way, the study of an embedding of G in H turns to see if G is isomorphic to a subgraph
of H.
An important class to study is the one embedding trees in the hypercube. This study results
from the large using of trees in many domains : computer science, social science, operations
research, combinatorial optimization. . . .
We define in this paper two new classes of balanced binary trees for which the cubical dimension
is determined.
A tree T is said Cn-valuated if we can mark every edge by an integer from {1, 2, ..., n} such that
for any path P of T, there exists an integer k ∈ {1, 2, ..., n}, for which an odd number of edges
are marked by k. Havel and Moravek [Havel (1984)] have proved that a graph G is embeddable
in Qn if and only if there exists a Cn-valuation of G. We introduce two new classes of balanced
binary trees having 2n vertices for which the cubical dimension is given. Furthermore, these
classes of graphs satisfied the conjecture of Havel [3].

9.2 two new classes of balanced binary trees

9.2.1 The Class ADn

For n ≥ k ≥ 1, ADk
n is obtained from the tree ̂̂Dn while inserting a new vertex on the edge

at distance k from the root in the copy of Dn and another new vertex on the edge at distance k
from the root in the other copy of Dn. AD1

n, AD2
n and ADn

n are given by the figure below

Theorem 1. For any n ≥ k ≥ 1, ADk
n is a subgraph of its optimal hypercube Qn+2.
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FIGURE 9.1.

9.2.2 The Class AD̂k
n

For n ≥ k ≥ 0, AD̂k
n is obtained from the binary tree ̂̂Dn while inserting two new vertices

on the edge at distance k from the root of the Dn in the binary tree ̂̂Dn. AD̂
1
n, AD̂2

n and AD̂n
n

given by the figure below

FIGURE 9.2.

Theorem 2. For any n ≥ k ≥ 0, AD̂k
n is a subgraph of its optimal hypercube Qn+2.

9.3 Conclusion
In this work, we are interested in embedding of trees in the hypercube. Many researchers

have studied this problem, their works have characterized some classes of tree. All trees are
embeddable in the hypercube. The problem is to find the smallest dimension of the hypercube
in which a given tree is embeddable.
we have frequently used the term of Cn-valuation to determine the dimensions of certain classes
of trees. We have also introduced two new classes of of balanced binary trees obtained from the
complete binary tree, which the Cubical dimension is determined
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Les progrès technologiques dans les domaines des télécommunications ont fait naˆýtre une
nouvelle génération de réseaux qui permettent d’offrir des solutions économiquement intéres-
santes pour la surveillance à distance et le traitement des données dans des environnements
complexes et distribués : les réseaux de capteurs sans fil (RCSFs), en anglais Wireless Sensor
Networks (WSNs). Ces réseaux se retrouvent au coeur de nombreuses applications couvrant
des domaines aussi variés tel que la santé, la domotique, l’agronomie et l’environnement.
Afin de surveiller et prendre des mesures dans des champs de cible, le réseau de capteurs doit
ˆetre muni d’un nombre élevé de noeuds capteurs pour mieux couvrir une surface donnée.
Chaque noeud est alimenté par une quantité limitée d’énergie (batterie) et communique, sans
fil, en utilisant un signal radio. En effet, la consommation d’énergie des capteurs joue un
rˆole important dans la durée de vie du réseau qui est devenue le critère de performance
prédominant. Pour remédier à ce problème de nombreux travaux de recherche sont développés
afin de conserver l’efficacité énergétique à chaque couche de la pile protocolaire en proposant
de nouveaux algorithmes et protocoles. Mais la disjonction des couches est devenue un obstacle
à l’amélioration de ces réseaux.

C’est dans ce but, que nous avons proposé un protocole cross-layer efficace en énergie afin
d’augmenter la durée de fonctionnement des réseaux de capteurs sans fil. Pour cela, nous avons
étudié les réseaux de capteurs sans fil du point de vue routage, Mac et consommation d’énergie.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à la problématique de l’économie d’énergie
lors de la communication dans les réseaux de capteurs sans fil et l’amélioration de la durée de
vie de ce type de réseaux. Pour cela, nous avons fait un état de l’art sur les protocoles de conser-
vation d’énergie dans les RCSFs, ainsi qu’une étude critique des protocoles cross-layer. Notre
principale contribution réside dans la proposition d’un nouveau protocole cross-layer à basse
consommation d’énergie nommé EECP (Energy Efficient Cross-layer Protocol) dans lequel les
couches physique, MAC et réseau sont optimisées conjointement. EECP traite plusieurs sources
de gaspillage d’énergie : le coût énergétique du chemin de routage, les collisions,l’idle listening
et l’overhearing. De plus, EECP permet d’équilibrer la durée de vie de tous les noeuds, et par
conséquent, augmente la durée de vie du réseau. Cela est montré dans le dernier chapitre, lors
de la comparaison de notre protocole avec le protocole CLEEP.
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Estimation Non Paramétrique d’un Opérateur de Transition.
Cas : La Méthode du Noyau et le Système GI/M/1/N

Mouloud CHERFAOUI, Djamil AISSANI and Smail ADJABI

LAboratoire de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes LAMOS
Université de Béjaïa 06000, Algérie.

résumé 11.0.1 Dans le présent travail nous avons proposé d’utiliser les normes matricielles
afin de sélectionner le paramètre de lissage dans l’estimation d’une matrice de transition d’une
chaîne de Markov induite lorsque la loi générale est remplacée par son estimateur à noyau.
Une application numérique réalisée sur l’exemple GI/M/1/N confirme l’intérêt d’utilisation
des normes matricielles dans l’estimation d’une matrice de transition après une comparaison
les procédures classiques de sélection du paramètre de lissage.

11.1 Introduction et position du problème

Soit T1, T2, ..., Tn un échantillon issu de la variable aléatoire T ayant la densité de probabilité
g et la fonction de répartition G. L’estimateur à noyau de Parzen-Rosenblatt classique de la
densité g(t) pour tout point t ∈ R est donné par :

gh(t) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
t− Ti
h

)
, (11.1)

Où K est une fonction de densité symétrique appelée noyau, et h appelé fenêtre ou encore
paramètre de lissage. Dans la pratique, l’étape critique dans l’estimation d’une densité par la
méthode du noyau est le choix du paramètre h, qui contrôle le lissage de l’estimateur gh donné
par (11.1). Ce problème est largement étudié et pour plus de détail en peut se référer au travail
de [7].

Mais supposons que nous désirons estimer la matrice de transition d’une chaîne de Markov
induite. Dans ce cas une question se pose : est-il préférable d’estimer le paramètre de lissage
h par les méthodes classiques connues dans la littérature ou faut-il prendre en considération la
pondération de cette densité ?

La réponse à cette question fait l’objet du présent travail, elle illustrée par des exemples
numériques appliqués sur la chaîne de Markov induite du système d’attenteGI/M/1/N lorsque
la loi des inter-arrivées g remplacé par son estimateur à noyau gh.

11.2 Choix du noyau et de la méthode de selection

11.2.1 Choix du noyau

Dans plusieurs cas nous somme face à des situations où la densité g définiée sur un support
semi-ouvert ou borné. Dans ce cas les noyaux symétriques ne nous fournis pas de bons estima-
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teurs à cause de la présence du biais aux bornes. Pour remédier ce problème plusieurs méthodes
ont été proposées. On peut cite la méthode du noyau miroir (Schuster), l’utilisation des noyaux
asymétrique Gamma, . . . etc.

Noyau de Schuster

L’idée de cette méthode, développée par Deheuvels et Hominal (1979)[?] et Schuster
(1985)[?], est d’ ajouter une "masse manquante" par réflexion de l’échantillon et qui concerne
les données aux frontières. Formellement et sous sa forme la plus simple, il consiste à remplacer
K
(
t−Ti
h

)
par K

(
t−Ti
h

)
+K

(
t+Ti
h

)
. L’estimateur de la densité est alors de la forme :

gh(t) =
1

nh

n∑
i=1

[
K

(
t− Ti
h

)
+K

(
t+ Ti
h

)]
; avec K est un noyau usuel. (11.2)

Le noyau Gamma

En 2000 Chen [?] propose de remplacer l’estimateur de g(t) par gh(t) = 1
n

n∑
i=1

K (t, h) (Ti),

ou h est le paramètre de lissage et K est une densité de la loi Gamma donné par :

K( x
h
+1,h)(T ) =

T (t/h)e−(T/h)

h(t/h)+1Γ ((t/h) + 1)
. (11.3)

11.2.2 Choix du paramètre de lissage

Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes de sélection du paramètre de lissage h qui
sont regroupées en deux grandes familles :

– Méthodes plug-in(re-injection) : Choix optimal, Estimateur de Sheather et Jones, . . .
– Méthodes Cross-Validation (Validation Croisée) : UCV (Validation Croisée Non Biaisée),

BCV (Validation Croisée Biaisée), . . .

Choix optimal

La décision d’un choix optimal pour le paramètre de lissage suppose la spécification d’un
critère d’erreur qui puisse être optimisé. L’optimalité n’est pas un concept absolu : elle est in-
timement liée au choix du critère, qui peut faire intervenir à la fois la densité inconnue f et
l’estimateur gh(donc h et le noyau K). Dans ce cas, on cherche à minimiser l’Erreur Quadra-
tique Intégrée Moyenne (MISE).

MISE(g, gh) =

∫
E
[
gh(t)− g(t)

]2
dt.

Vu la difficulté de manipuler cette dernière quantité, le paramètre de lissage est déterminé
d’une manière à minimiser l’Erreur Quadratique Intégrée Moyenne Asymptotique (AMISE)
qui s’écrit sous forme :

AMISE =
h4

4
σ4
KR(g

′′) +
R(K)

nh
. (où R(f) =

∫
f 2(t)dt, Pour toute fonction f.) (11.4)

Ainsi le h optimale est donné par : h∗ =
[

R(K)

σ4
KR(g′′)

]1/5
n−1/5.
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Estimateur de Sheather et Jones

En 1991, Sheather et Jones [?] recommandèrent l’utilisation de l’estimateur naturel R̂a(g
′′).

En effet, Sheather et Jones choisissérent d’estimer R(g′′) =
∫ +∞
−∞ (g′′(x))2dt par :

S(a) =
1

n(n− 1)a5

n∑
i=1

n∑
j=1

L(4)

(
ti − tj
a

)
, (11.5)

où L(4) désigne la dérivée quatrième d’un noyau suffisamment lisse L et où a est un nouveau
paramètre de lissage appelé paramètre pilote. Pour L est un noyau gaussien le paramètre de
lissage hSJ est la solution du critère SJ(h) défini par la formule suivante :

SJ(ĥ) =

(
1

2
√
π

)1/5

S(α̂(ĥ))
(
g′′
)−1/5

n−1/5 − ĥ, (11.6)

avec α̂(h) = 1.357

(
S(a)
T (b)

)1/7

h5/7, T (b) = 1
n(n−1)b7

n∑
i=1

n∑
j=1

L(6)

(
ti−tj
b

)
, a =

0.920λ̂n−1/7, b = 0.912λ̂n−1/9, ou λ̂ représente l’estimateur d’une mésure d’échelle (par exemple l’écart interquartile).

Validation croisée non biaisée

Cette méthode appelée Validation Croisée non Biaisée a été proposée par Rudemo [?] en
1982 et Bowman [?] en 1984. Le critère consiste à choisir le paramètre de lissage qui minimise
un estimateur convenable de :

UCV (h) =

∫
R

[
gh(t)− g(t)

]2
dt−

∫
R
g2(t)dt =

∫
R
g2h(t)dt− 2

∫
R
gh(t)g(t)dt.

Si le choix du noyau s’est fixé au noyau gaussien la formule du critère UCV (h) sera donné
par :

UCV (h) =
1

2n2h
√
π

(
n+ 2

n∑
i=1

n∑
j=1,i 6=j

exp

(
−
(Ti − Tj

2h

)2))− 2√
2πn(n− 1)h

n∑
i=1

n∑
j=1,i 6=j,

exp

(
− (Ti − Tj)2

2h2

)
.

Validation croisée biaisée

Le critère de validation croisée biaisée, a été introduit par Scott et Terrell [?] en 1987 pour
remédier aux problèmes de validation croisée non biaisée. Il s’agit d’introduire un biais dans
le UCV (h) afin de réduire sa variance. Scott et Trell ont donné egalement la forme du critère
BCV (h) (voir [?]) de plus si le noyau utilisé est gaussien dans ce cas le critère BCV sera
donnée par la proposition suivante :

BCV (h) =
1

2nh
√
π

+
1

64n2h
√
π

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

[(
Ti − Tj
h

)4

− 12

(
Ti − Tj
h

)2

+ 12

]
exp

[
− (Ti − Tj)2

4h2

]
. (11.7)
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11.3 Description du système GI/M/1 (FIFO,N)

Considérons le modèle d’attente avec refus de type GI/M/1 (FIFO,N). Nous supposons que les temps d’inter-arrivées
sont indépendants et identiquement distribués issus d’une variable aléatoire de moyenne 1/λ de fonction de répartition G(t),
et les durées de service sont indépendantes et sont identiquement et exponentiellement distribuées avec un taux µ. L’ensemble
de états de la chaîne X(1)

n qui représente le nombre de clients dans le système GI/M/1 (FIFO,N) juste avant l’arrivée du
nième client est {0, 1, ..., N}, et on a : X(1)

n = min(Xn−1 + 1, N) −Dn, où Dn est le nombre de départs entre les instants
d’arrivée consécutifs Tn−1 et Tn.

Il est très facile de démontrer que le processus X(1)
n est une chaîne de Markov, et ses probabilités de transition s’écrivent

comme suite (voir [?]) :

Pour 0 ≤ i ≤ N − 1 P
(1)
ij =


ai si j = 0,
bi−j+1 si 1 ≤ j ≤ i+ 1,
0 si i+ 1 ≤ j ≤ N .

et pour i = N P
(1)
ij =

{
aN−1 si j = 0,
bN−j si 1 ≤ j ≤ N.

Où ai = 1−
i∑

k=0

bk et bk =
∞∫
0

e−µt(µt)k

k!
dG(t).

11.4 Estimation du paramètre de lissage dans le système GI/M/1/N
Le paramètre de lissage dans ce cas sera sélectionné d’une manière qu’il minimise l’une des erreurs suivantes :

err1 = sup
i,j

[
E
(
P̂ij − Pij

)2]
, err2 =

N∑
i=1

N∑
j=1

[
E
(
P̂ij − Pij

)2]
, err3 = sup

i

N∑
j=1

[
E
(
P̂ij − Pij

)2]
, ou err4 = sup

j

N∑
i=1

[
E
(
P̂ij − Pij

)2]

sachant que P̂ij est l’estimateur de Pij lorsque on remplace g(t) par son estimateur gh(t).

11.5 Application numérique
Cette section est consacrée aux résultats numériques obtenus par simulation et les calculs exacts. Enfin les résul-

tats rangés dans les tableaux Tab.11.1 et Tab.11.2 sont obtenus sur le système M/M/1/N , ayant comme paramètres
µ = [10/3 5/3 10/9 5/6 2/3], λ = 1 et N = 5, sur des échantillons de différentes tailles et en fonction de la charge du
système ρ = λ/µ à l’aide de l’algorithme suivant :

Étape 1 Fixer les paramètres du système (λ, µ, loi de service,. . .),

Étape 2 Générer un échantillon de taille n de la loi des inter-arrivées (respectivement loi des durées de service),

Étape 3 Estimer h∗classique par la méthode classique, et calculer P̂ (1)(respectivement (P̂ (2))),

Étape 4 Estimer h∗proposer par la norme matricielle, et calculer P̂ (1)(respectivement (P̂ (2))),

Étape 5 Calculer les erreurs associées à h∗classique et h∗proposer .

ρ n h∗MISE Norme 1 Norme 2 Norme 3 Norme 4
h∗1 err∗MISE err∗1 h∗2 err∗MISE err∗2 h∗3 err∗MISE err∗3 h∗4 err∗MISE err∗4

100 0.2029 0.0613 0.0558 0.0807 0.0632 0.0080 0.0144 0.0516 0.0985 0.1955 0.0566 0.0246 0.0403
150 0.1955 0.0647 0.0487 0.0705 0.0665 0.0043 0.0091 0.0502 0.0824 0.1693 0.0588 0.0188 0.0353

0.3 200 0.1766 0.0675 0.0417 0.0606 0.0768 0.0035 0.0070 0.0612 0.0693 0.1431 0.0656 0.0161 0.0303
250 0.1469 0.0475 0.0357 0.0566 0.0487 0.0025 0.0062 0.0452 0.0643 0.1382 0.0431 0.0148 0.0283
300 0.1349 0.0547 0.0329 0.0490 0.0507 0.0023 0.0050 0.0476 0.0578 0.1158 0.0498 0.0136 0.0244
100 0.2387 0.1621 0.0384 0.0558 0.1329 0.0035 0.0078 0.1269 0.0533 0.1174 0.1267 0.0145 0.0269
150 0.1998 0.0899 0.0310 0.0513 0.0923 0.0025 0.0068 0.1026 0.0468 0.0979 0.0962 0.0126 0.0249

0.9 200 0.1323 0.0306 0.0357 0.0555 0.0273 0.0034 0.0077 0.0290 0.0477 0.0965 0.0297 0.0167 0.0274
250 0.1370 0.0462 0.0225 0.0414 0.0442 0.0014 0.0049 0.0428 0.0399 0.0859 0.0452 0.0100 0.0204
300 0.1540 0.0550 0.0272 0.0464 0.0477 0.0020 0.0052 0.0416 0.0425 0.0904 0.0423 0.0120 0.0231
100 0.2755 0.1378 0.0211 0.0429 0.1401 0.0018 0.0054 0.1517 0.0249 0.0546 0.1496 0.0099 0.0207
150 0.1632 0.0356 0.0259 0.0493 0.0370 0.0019 0.0057 0.0322 0.0325 0.0651 0.0418 0.0119 0.0241

1.5 200 0.1821 0.0779 0.0229 0.0420 0.0778 0.0019 0.0049 0.0636 0.0294 0.0631 0.0737 0.0111 0.0209
250 0.1551 0.0620 0.0232 0.0400 0.0642 0.0022 0.0048 0.0630 0.0347 0.0613 0.0658 0.0114 0.0198
300 0.1658 0.0730 0.0162 0.0320 0.0725 0.0009 0.0027 0.0652 0.0245 0.0530 0.0668 0.0077 0.0158

TABLE 11.1: Comparaison des erreurs et de la valeur du paramètre de lissage de chaque norme

ρ n Exacte NMISE Norme 1 Norme 2 Norme 3 Norme 4



Title Suppressed Due to Excessive Length 51

100 0.3599 0.3895 0.3892 0.3906 0.3902
150 0.3748 0.4060 0.4049 0.4103 0.4086

0.3 200 0.4242 0.3834 0.4128 0.4104 0.4153 0.4150
250 0.3822 0.4087 0.4093 0.4104 0.4105
300 0.3878 0.4090 0.4094 0.4101 0.4102
100 1.8948 2.0614 2.0877 2.0866 2.0952
150 1.9908 2.1307 2.1273 2.1161 2.1222

0.9 200 2.1948 1.9422 2.0730 2.0761 2.0762 2.0728
250 1.9982 2.1189 2.1212 2.1251 2.1206
300 1.9677 2.0920 2.1011 2.1077 2.1059
100 2.7759 2.9399 2.9357 2.9304 2.9339
150 3.3806 3.5217 3.5206 3.5257 3.5162

1.5 200 3.5774 3.3734 3.4860 3.4862 3.5032 3.4907
250 3.3840 3.4839 3.4824 3.4842 3.4806
300 3.4090 3.5099 3.5106 3.5178 3.5156

TABLE 11.2: Comparaison du nombre moyen de clients dans le système

Discution des résultats
A partir des résultats rangés dans le tableau 11.1, on constate que la valeur du AMISE est minime lorsque nous utilisons

les normes matricielles quelques soit la taille de l’échantillon des observations des inter-arrivées ainsi que la charge du système
ρ, c’est-à-dire les normes matricielles nous offrent de meilleurs estimateurs au sens du AMISE.

Cette constation est confirmée par la comparaison du nombre moyen de clients dans le système (voir le tableau 11.2) au
nombre moyen théorique.

11.6 Conclusion et perspectives
Dans ce travail nous avons soulevé le problème du choix du paramètre de lissage dans l’estimation d’un opérateur de

transition d’un système d’attente. A l’aide d’un exemple numérique appliqué sur le système GI/M/1/N (plus exactement le
système M/M/1/N ) nous avons démontré qu’il est préférable d’utiliser les normes matricielles pour le choix du paramètre
de lissage que les méthodes de sélection classique (minimisation du MISE).

Le présent travail peut être complété par ce qui suit :

X Confirmer les résultats précédents par une étude théorique (mathématique)

X Elaborer des procédures de sélection explicites pour le choix du paramètre de lissage h∗ = arg min ‖P̂ − P‖v.
X Une étude extensive sur d’autre système d’attente (GI/M/1, M/GI/1, ... etc.).
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12.1 Introduction
Les modèles de files d’attente avec rappels et vacances sont caractérisés par la présence simultanée des phénomènes de

répétition de demandes et de vacances à la fois. Dans ces modèles, durant la période de vacances, le serveur est occupé par
les tâches supplémentaires, ainsi il n’est pas disponible aux nouvelles arrivées de clients primaires ni secondaires. Dans ce
cas, tout client qui trouve le serveur non disponible (occupé ou en vacance) est bloqué, alors il quitte la zone de service et
rappelle à des intervalles de temps aléatoires, jusqu’à ce qu’il le trouve oisif pour qu’il puisse être servi. La littérature liée à
ces systèmes d’attente est vaste et riche, alors il est possible de trouver un grand nombre de variantes et de généralisations.
Artalejo [3] a considéré une file M/G/1 avec rappels constants et politique de vacances exhaustive. Plus tard, Aissani [1] a
considéré une file d’attente avec rappels constants, arrivées par lots et vacances exhaustives du serveur. Les temps de service
et les périodes de vacances sont arbitrairement distribués. Il a obtenu les fonctions génératrices du nombre de clients dans le
système et dans l’orbite en régime stationnaire. Récemment, Aïssani [2] considère une file d’attente M/G/1 avec la politique
de rappels constants et vacances du serveur, quand les temps de rappels, les temps de service et les temps de vacances sont
distribués arbitrairement. La distribution du nombre de clients dans le système en régime stationnaire est obtenue en termes
de fonction génératrice. Par la suite, il donne une approximation pour une telle distribution. Cette étude constitue une analyse
complète des rappels constants dans le cas de ces modèles.

Le but de notre travail est de faire une analyse stationnaire du système d’attenteM/G/1 avec rappels classiques et vacances
du serveur. La raison fondamentale pour l’analyse de ce type de modèles est que leur structure apparaît dans plusieurs repré-
sentations de systèmes de télécommunication, de production et les problèmes de contrôle de qualité. La majorité des études
précédentes donnent seulement des solutions en termes de fonctions génératrices. Dans ce travail, nous présentons une analyse
plus détaillée comprenant le calcul récursif des probabilités limites, en utilisant la méthodologie mathématique basée sur le
processus régénératif de Markov.

12.2 Description du modèle
On considère un système de files d’attente à un seul serveur où les clients primaires arrivent suivant un flux poissonnien

de taux λ (λ > 0). Un client qui arrive et trouve le serveur non disponible (occupé ou en vacances), quitte l’espace de service
pour rejoindre un groupe de clients bloqués appelé "orbite". Après un certain temps aléatoire, il renouvelle sa tentative d’entrer
en service, une fois, deux fois, ..., jusqu’à ce qu’il le trouve disponible. La discipline d’accès au serveur à partir de l’orbite est
gouvernée par une loi exponentielle avec une intensité donnée par jα (α > 0), quand le nombre de clients en orbite est j ∈ N.
Comme cette politique de rappels dépend du nombre de clients dans l’orbite, on l’appelle politique de rappels classiques.
Les temps de service sont supposés d’une loi arbitraire, de fonction de distribution B(t) (B(0) = 0), de transformée de
Laplace-Stieltjes ψ(ω) et des deux premiers moments finis γ1 et γ2, respectivement.
Tous les clients entrant dans le système sont servis d’une manière continue et dans un ordre indépendant de leurs temps de
service. De plus, on suppose que le serveur prend une vacance chaque fois que le système devient vide (service exhaustif), des
deux premiers moments finis E(X) et E(X2), respectivement.
Les règles qui gouvernent ces périodes de vacances sont :

(1) Le mécanisme qui détermine l’instant de la fin d’une vacance, n’anticipe pas une nouvelle occurrence du processus des
arrivées poissonniennes.
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(2) Chaque temps de service est indépendant de la séquence des périodes de vacances qui précèdent ce temps de service.

(3) Si aucun client n’arrive durant la période de vacances, on dit qu’il y’a une période d’activité pour le serveur de longueur
zéro et le serveur prend une autre vacance.

(4) Juste après la fin des vacances, s’il y a des clients en orbite, le prochain client qui arrive au service est déterminé par une
compétition entre deux lois exponentielles de taux λ et α.

Finalement, on suppose que le flux des arrivées primaires, les intervalles entre les rappels successifs et les temps de service
sont mutuellement indépendants.
L’état du système à l’instant t peut être décrit par le processus M(t) = (C(t), No(t), ξ(t))(t≥0), où

C(t) =


0, si le serveur est oisif,
1, si le serveur est occupé,
2, si le serveur est en vacance.

No(t) : le nombre de clients en orbite à l’instant t.
ξ(t) : représente le temps de service écoulé du client en service à l’instant t, si C(t) = 1, et représente le temps de la vacance
écoulé à l’instant t, si C(t) = 2.

Plusieurs situations pratiques peuvent être modélisées par les systèmes de files d’attente avec rappels et vacances. Nous
présentons ci-dessous un exemple illustratif.

Exemple 1 (Boualem et al. [4]) Dans le modèle opérationnel du serveur WWW, les requêtes HTTP arrivent au serveur WWW
suivant un flux de Poisson et peuvent être interrompues par un utilisateur avant d’arriver au serveur WWW. Lorsque les requêtes
arrivent dans le serveur WWW, une requête est sélectionnée pour être servie et les autres entreront dans le tampon situé à
l’intérieur du serveur WWW. Dans le tampon, chaque requête attend un certain temps puis demande le service de nouveau. Un
programme approprié est mis en application dans le serveur WWW pour diriger les requêtes de service à partir du tampon. À
chaque fois qu’elle essaye mais échoue, elle attend un autre moment avant de réessayer de nouveau. Si la page web cible est
située dans le même serveur WWW, la requête peut retourner au serveur. Pour garder le serveur WWW en bon fonctionnement,
des activités de maintenance telles que scanner les virus peuvent être réalisées lorsque le serveur WWW est inactif. Ce type
de maintenance peut être programmé pour fonctionner sur une base régulière. Cependant, ces activités de maintenance ne se
répètent pas continuellement. Lorsque ces activités sont achevées, le serveur WWW entrera de nouveau en état d’inactivité et
attendra l’arrivée de nouvelles requêtes.

Dans ce scénario, le tampon dans le serveur WWW, le serveur WWW, la politique de retransmission et les activités de
maintenance en période d’inactivité correspondent respectivement à l’orbite, le serveur, la discipline de rappels et la politique
de vacances, dans la terminologie de files d’attente.

12.3 Chaîne de Markov induite
L’évolution de notre file d’attente avec rappels et vacances peut être décrite en termes d’une séquence alternée de période

d’activité et d’inactivité du serveur.
À la fin de chaque service, le serveur devient libre. La prochaine période d’inactivité du serveur sera de deux types différents :

Type 1 : Si l’orbite devient vide, donc le serveur prend une vacance propre qui est régie suivant les règles de (1) à (4).

Type 2 : Si l’orbite n’est pas vide après la complétion d’un service, alors une compétition entre deux lois exponentielles de
taux λ et α déterminera le prochain client qui entrera en service.

Soit {ζn, n ∈ N} une suite d’instants de la complétion d’un service ou bien de la fin d’une vacance propre.
La séquence des vecteurs aléatoires Qn = {C(ζn), N(ζn)} forme une chaîne de Markov induite pour notre système de files
d’attente. Son espace d’état est donné par S = {1, 2} × N.
Les états de la chaîne de Markov {Qn}∞n=0 sont donnés par :

(in+1, jn+1) =

{
(2, X), si jn = 0,
(1, jn − δjn + vn+1), si jn > 0,

(12.1)

où
• X est le nombre de clients primaires qui arrivent vers le système durant une vacance.

• vn+1 est la variable représentant le nombre de clients primaires qui arrivent pendant le (n+ 1)ème temps de service qui
se termine à l’instant ζn+1, sa distribution est donnée par :

Ki = P (vn+1 = i) =

∫ ∞
0

(λx)i

i!
e−λxdB(x), i ≥ 0.
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• δjn est la variable de Bernoulli définie comme suit :

δjn =

{
1, si le (n+ 1)ème client servi provient de l’orbite,
0, sinon.

Sa distribution conditionnelle dans le cas de rappels classiques est donnée :

P (δjn = 1/jn = k) =
kα

λ+ kα
,

P (δjn = 0/jn = k) =
λ

λ+ kα
.

Condition d’ergodicité

Théorème 12.1 (Boualem et al. [4]) La chaîne de Markov induite {Qn}∞n=0 est ergodique si et seulement si

ρ = λγ1 < 1.

12.4 Approche par les processus régénératifs
Plusieurs processus stochastiques survenant, par exemple, dans les systèmes de files d’attente et les systèmes de gestion de

stock possèdent la propriété de "régénération" en certains instants, alors le comportement futur du processus après ces instants
devient une réplique, c’est-à-dire, le comportement futur du processus après ces instants possède exactement la loi de probabilité
qu’il aurait eu s’il avait commencé à l’instant zéro. De tels processus sont appelés "processus régénératifs".

12.4.1 Distributions limites

Dans cette Section, nous employons une approche récursive basée sur la théorie des processus régénératifs de Markov [5],
pour calculer les distributions limites :

Pi,j = lim
t→∞

P{Z(t) = (C(t), N(t)) = (i, j)}, (i, j) ∈ E = {0, 1, 2} × N, (P00 ≡ 0),

sous la condition d’ergodicité ρ < 1.
Pour cela, on définit quelques variables aléatoires :
T : la longueur d’un cycle,
Tij : la durée du temps dans un cycle durant lequel le système est à l’état (i, j),
V : la durée d’une vacance propre,
Vj : le nombre de vacances propres dans un cycle pour lesquelles j clients sont laissés en orbite,
Nj : le nombre de fins de service dans un cycle pour lequel j clients sont laissés en orbite.
Alors,

Pi,j =
E[Ti,j ]

E[T ]
, ∀(i, j) ∈ E.

Le Théorème suivant donne les fonctions génératrices partielles Pi(z) =
∑∞
j=0 Pi,jz

j , pour i ∈ {0, 1, 2} des probabilités
limites.

Théorème 12.2 (Boualem et al.[4]) Si ρ < 1, alors les fonctions génératrices partielles Pi(z) sont données par :

P0(z) =
λ

α

P2,•

E(X)

∫ z

1

[
1−X(t)

K(t)− t exp

{
−λ
α

∫ t

1

1−K(u)

K(u)− udu
}]

dt

× exp

{
λ

α

∫ z

1

1−K(t)

K(t)− t dt
}
, (12.2)

P1(z) =
K(z)− 1

z −K(z)
(P0(z) + P2(z)) , et (12.3)

P2(z) =
P2,•

E(X)

1−X(z)

1− z , (12.4)

où, P2,• = (1− ρ)λ−1, K(z) = ψ(λ− λz) et X(z) est la fonction génératrice de de la variable X .
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12.4.2 Décomposition stochastique

Dans cette section, on donne le résultat important concernant la décomposition stochastique de la distribution du nombre
de clients dans le système en un point arbitraire au régime stationnaire.

Pj = (1− δ0,j)(P0,j + P1,j−1) + P2,j , j ≥ 0. (12.5)

Théorème 12.3 (Boualem et al. [4]) Si ρ < 1, alors la fonction génératrice du nombre de clients dans le système est donnée
par :

P (z) = Q(z)
P0(z) + P2(z)

P0,• + P2,•
, (12.6)

où Q(z) est la formule bien connue de Pollaczek-Khintchine pour la file classique (M/G/1,∞), qui est donnée par

Q(z) =
(1− ρ)(1− z)K(z)

K(z)− z .

12.5 Quelques mesures de performance
Notre prochain objectif est de fournir des expressions explicites pour quelques mesures de performance du systèmeM/G/1

avec rappels classiques et vacances du serveur. Les résultats sont résumés dans les corollaires suivants.

Corrollaire 12.1 (Boualem et al. [4]). Le nombre moyen de clients dans le système durant une période d’oisiveté, la période
d’occupation et la période de vacances sont donnés respectivement par

E(NI) = P
′
0(1) =

λ

α

λ

1− ρP2,• =
λ

α
,

E(NB) = P
′
1(1) =

λ2

2

γ2
1− ρ +

λ

α

ρ

(1− ρ)
+
λρ

2

E(X2)

E(X)
, et

E(NV ) = P
′
2(1) =

λ2E(X2)

2

P2,•

E(X)
= (1− ρ)

λ

2

E(X2)

E(X)
.

Corrollaire 12.2 (Boualem et al. [4]). Le nombre moyen de clients dans le système en un point aléatoire est donné par

Ls = E(NI) + E(NB) + E(NV ) = P
′
(1) =

=
1

1− ρ

(
λ

α
+
λ2γ2

2

)
+
λ

2

E(X2)

E(X)
. (12.7)

Le temps moyen d’attente dans le système est obtenu en utilisant les formules de Little et l’équation (12.7). Il est donné par

W =
Ls
λ

=
1

1− ρ

(
1

α
+
λγ2
2

)
+
E(X2)

2E(X)
.

Références
1. A. Aïssani, An MX/G/1 retrial queue with exhaustive vacations, Journal of Statistics and Management Systems, 3(3),

2000, pp.270-286.

2. A. Aïssani, Optimal control of an M/G/1 retrial queue with vacations, Journal of Systems Science and Systems Enginee-
ring, 17(4), 2008, pp. 487-502.

3. J. R. Artalejo, Analysis of an M/G/1 queue with constant repeated attempts and server vacations, Computers and
Operations Research, 24(6), 1997, pp. 493-504.

4. Mohamed Boualem, Natalia Djellab and Djamil Aïssani, Approche Régénérative de la File d’AttenteM/G/1 avec Rappels
Classiques et Vacances Exhaustives du Serveur. Journal Européen des Systèmes Automatisés, 45 (1-3), 2011, pp. 253–267.

5. H. C. Tijms, Stochastic models : An algorthmic approach, Wiley, Chichester (ISBN 0-471-95123-4). 385 page, 1994.



13

Stabilité des processus QBD (Quasi Birth and Death process)

Yasmina DJABALI, Boualem RABTA, et Djamil AÏSSANI

LAboratoire de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes LAMOS
Université de Béjaïa 06000, Algérie.

résumé 13.0.1 Dans ce travail, nous utilisons la méthode des moments pour approximer une distribution générale G par
une distribution de type phase PH. Pour cela nous avons construit un algorithme permettant d’estimer l’erreur due à
l’approximation ainsi que la norme par rapport à laquelle l’erreur est établie. De plus, nous avons élaboré un simulateur qui
comportera deux procédures dont l’une permettra de simuler la distribution stationnaire du système idéal et l’autre celle du
système perturbé et cela en utilisant l’environnement MATLAB.

13.1 Introduction
La méthode des moments peut être utilisée pour l’approximation d’une distribution générale G par une distribution de type

phase PH. Elle a été employée dans plusieurs travaux [?, ?, ?]. L’idée derrière cette approche est simple : la distribution de type
phase PH doit être choisie assez proche de G dans le sens où les (premiers) moments des deux distributions G et PH coïncident.
Les auteurs utilisent souvent les deux ou trois premiers moments : la moyenne, la variance, et le moment d’ordre trois. En
général, il faut passer à des moments d’ordre supérieurs pour obtenir une très bonne approximation.

13.2 Approximation par la loi hypoexponentielle
Dans cette section, nous utilisons la méthode des moments (égaler les deux premiers moments) pour approximer une

distribution positive avec un coefficient de variabilité inférieur à 1 par une loi hypoexponentielle à deux phases.
Les premiers moments de la distribution hypoexponentielle sont donnés comme suit :

– Le moment d’ordre 1 (la moyenne) : µ1 =
∑
i

( 1
λi

).

– Le moment d’ordre 2 (la variance) : µ2 =
∑
i

( 1
λ2
i
).

Supposons que la distribution générale à approximer possède une moyenne µ et une variance σ2 finie, on cherchera alors une
distribution hypoexponentielle possédant les mêmes moments. On écrit alors :

1

λ1
+

1

λ2
= µ, (13.1)

1

λ2
1

+
1

λ2
2

= σ2. (13.2)

En résolvant le système ci-dessus, et en prenant en considération que λ1, λ2 > 0, on obtient :

λ1 =
2

µ−
√

2σ2 − µ2
, (13.3)

λ2 =
2

µ+
√

2σ2 − µ2
, (13.4)

à condition que :
1

2
<
σ2

µ2
< 1.
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13.3 Approximation par la loi hyperexponentielle
Dans cette section, nous utilisons la méthode des moments pour approximer une distribution positive avec un coefficient de

variabilité supérieur à 1 par une loi hyperexponentielle à deux phases.
Supposons que la distribution générale possède une moyenne µ et un coefficient de variabilité c2X , on va les faire égaler avec
les deux premiers moments de la distribution hyperexponentielle :

τ1
λ1

+
τ2
λ2

= µ,

2τ1/λ
2
1 + 2τ2/λ

2
2

(τ1/λ1 + τ2/λ2)2
− 1 = c2X .

En résolvant le système ci-dessus, on obtient :

λ1 =
1

µ

1−

√
τ2
τ1

c2X − 1

2

−1

, (13.5)

λ2 =
1

µ

1 +

√
τ1
τ2

c2X − 1

2

−1

, (13.6)

où τ1, τ2 ≥ 0, τ1 + τ2 = 1 et λ1, λ2 > 0.

13.4 Application numérique

13.4.1 Cas d’approximation par le système HOE2/M/1

La loi des arrivées du système réel par la loi de Weibull de paramètres (a, b), où b = 1.3. L’implémentation de l’algorithme
et du simulateur dans ce cas a permis d’obtenir les résultats représentés dans le graphe suivant :

FIGURE 13.1. Courbes comparatives des erreurs

13.4.2 Cas d’approximation par le système H2/M/1

En fixant la loi des arrivées du système réel par la loi de Weibull de paramètres (a, b), où b = 0.9. On a obtenu les résultats
suivants :

13.4.3 Cas d’approximation par le système M/HOE2/1

Le flot des arrivées des clients est poissonnien de paramètre λ = 0.5 Les résultat sont représentés par le graphe suivant :
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FIGURE 13.2. Courbes comparatives des erreurs

FIGURE 13.3. Courbes comparatives des erreurs

13.4.4 Cas d’approximation par le système M/H2/1

Le flot des arrivées des clients est poissonnien de paramètre λ = 0.2. Ces résultats sont représentés par le graphe suivant :

FIGURE 13.4. Courbes comparatives des erreurs
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Dans ce travail, nous avons évalué les performances des systèmes M2/M2/1//(N1, N2) avec priorité relative, via le
formalisme des réseaux de Petri stochastiques généralisés (RdPSG).
Les réseaux de Petri (RdP), développé par Carl Adam Petri [7], sont un ensemble d’outils qui permet à la fois la modélisation,
l’analyse qualitative et l’analyse quantitative de systèmes. Ils ont le double avantage de fournir un support graphique naturel
qui est d’une aide précieuse dans l’analyse, et de posséder des propriétés analytiques qui permettent une évaluation simple du
comportement du système étudié. L’introduction de certains paramètres, caractéristiques et critères particuliers à la définition
initiale des RdP a conduit à l’apparition de plusieurs formalismes. Parmi ces formalismes, on distingue les RdPSG introduit par
Molloy [6]. Les RdPSG sont une extension des RdP stochastiques autorisant deux classes de transitions [3] :

– Des transitions instantanées : ces transitions possèdent une durée de franchissement nulle. Le marquage associé à ce type
de transition est dit marquage immédiat.

– Des transitions temporisées à qui correspondent des variables aléatoires déterminant la durée de franchissement. Le
marquage associé à ce type de transition est dit marquage tangible.

Les RdPSG ont été exploités pour la modélisation et l’analyse de performances des systèmes de files d’attente avec rappels
[4]. L’objet de cet article est de modéliser et d’évaluer les performances des systèmes M2/M2/1//(N1, N2) en utilisant
les Réseaux de Petri stochastiques généralisés. En effet, ce choix est dicté par le fait que les systèmes de files d’attente sont
modélisés par des processus aléatoires, ainsi, que pour l’existence d’évènements immédiats à caractériser.
Dans certains systèmes de files d’attente (S.F.A) prioritaires, les clients proviennent d’au moins une population finie. On parle
dans ce cas de S.F.A. à source(s) finie(s). Nous considérons dans ce travail un systèmme de files d’attente avec priorité relative
où k classes de priorités proviennent de k sources finies. L’analyse de ces systèmes est complexe, en effet, leurs études dans la
littérature se base essentiellement sur des méthodes approximatives ou des méthodes algorithmiques.
Notre travail a consisté à faire usage du formalisme RdPSG pour modéliser les systèmes M2/M2/1//(N1, N2) avec priorité
relative, et d’évaluer leurs performances. La puissance d’expression de ce formalisme nous a permis une modélisation très
détaillée et sémantiquement précise qui a réduit la compléxité de ces systèmes prioritaires. Par ailleurs, elle nous a offert, en
plus d’une analyse qualitative, une analyse quantitative des indices de performance. En effet, l’isomorphisme existant entre les
RdPSG et les processus markoviens, nous a permis d’exploiter les techniques de ces derniers pour le calcul des mesures de
performances.

Conclusion
Dans cet article, nous nous sommes intéressés à l’évaluation des performances des systèmes d’attente M2/M2/1//(N1, N2)
avec priorité relative et sources finies via les RdPSG.

Dans un premier temps, nous avons proposé une modélisation de ces derniers systèmes par les RdPSG, puis nous nous
sommes intéressés à leurs analyses qui consiste à définir d’une part leurs propriétés qualitatives et d’autre part à calculer leurs
paramètres de performances quantitatifs. Les résultats numériques obtenus ont prouvé l’efficacité de l’approche proposée. En
effet, nous avons pu constater que les RdPSG sont très puissants en terme d’expressivité et qu’ils constituent une approche
fiable pour le calcul des paramètres de performances.

L’analyse d’un système prioritaire présente des difficultés puisque la description de l’état du système doit tenir compte
de l’information de chaque classe. Si les sources sont finies, cela introduit de grandes difficultés analytiques et complique
énormément l’analyse des performances du système. C’est pourquoi, nous avons proposé dans cet article une approche de
modélisation, d’analyse et d’évaluation de performances des systèmes prioritaires à sources finies basée sur les RdPSG.
En effet, Nous avons effectué une étude comparative entre les résultats obtenus par l’approche RdPSG et ceux obtenus
analytiquement [1, 2]. Cette comparaison a confirmé l’efficacité de notre approche. Ainsi, notre travail avenir, à cours terme,
sera d’élargir cette étude aux systèmes avec priorité absolue ayant plusieurs sources finies.
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résumé 15.0.1 Risk models recently studied in the literature are becoming increasingly complex. Therefore, it is rare to find
explicit analytical relations to calculate the ruin probabilities. In this work, we are interested to the approach of strong stability
in the classical risk model in two dimensions with large claims. In the application of the quantitative aspect of the strong
stability method in this model and in order to deduce a bound stability of the deviation of ruin probabilities, we will use the
regenerative processes theory.

Les modèles de risque récemment étudiés dans la littérature deviennent de plus en plus complexes. Par conséquent, il
est rare d’avoir des relations analytiques explicites pour le calcul de la probabilité de ruine. Dans ce travail, nous nous
intéressons à l’approche de la stabilité forte dans le modèle de risque classique à deux dimensions avec des réclamations
larges. Dans l’application de l’aspect quantitatif de la méthode de la stabilité forte et afin de déduire une borne de stabilité de
la déviation de la probabilité de ruine, nous utilisons la théorie des processus régénératifs.

15.1 Introduction
Dans la théorie de la ruine, le problème de stabilité a été développé dans Beirlant and Rachev (1987)[6]. C’est l’acadé-

micien Kalashnikov qui, le premier, a appliqué la méthode de stabilité forte (cf. Aïssani and Kartashov (1983)[5]) au modèle
de risque[4]. En particulier il a obtenu des bornes de stabilité de la probabilité de ruine dans le modèle de risque classique avec
un calcul explicite des constantes. Par la suite, plusieurs autres applications de la méthode de la stabilité forte ont été réalisées
dans différents modèles de risque (Benouaret et Aïssani (2010)[1]).
Cependant, l’estimation de la probabilité de ruine par la méthode de stabilité forte basée sur l’approche par chaînes de Markov,
rencontre des difficultés dans le cas d’un modèle de risque avec des réclamations larges. Pour pallier à cette difficulté, Kalash-
nikov a proposé l’utilisation de la théorie des processus régénératifs [3] [4].
Dans ce travail nous appliquons la méthode de stabilité forte et nous utilisons les processus régénératifs dans un modèle de
risque spécifique. Il s’agit du modèle classique à deux dimensions avec indépendance des réclamations. Dans notre cas, le
processus {Vn} est à la fois de Markov et régénératif, si l’on choisit des instants successifs où Vn prend la valeur 0 comme
époques de régénération.

15.2 Processus Régénératifs
Un processus stochastique X = {X(t) : t > 0} est appelé processus régénératif s’il existe une variable aléatoire R1 > 0

tel que :
• {X(t+R1) : t > 0} est indépendant de {X(t) : t < R1},

• {X(t+R1) : t > 0} est stochastiquement équivalent à {X(t) : t > 0}.

R1 appelée époque de régénération (ou temps de régénération), et on dit que X se régénère ou se réinitialise à ce point.
Ce type de processus est d’un grand intérêt dans plusieurs modèles stochastiques, comme les systèmes de fils d’attente

[2]. En 2000, Kalashnikov a proposé la théorie des processus régénératifs comme solution pour l’application de la méthode de
stabilité dans le modèle de risque avec des réclamations larges.
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15.3 probabilités de ruine d’un modèle de risque classique à deux
dimensions

Le modèle de risque classique à deux dimensions est défini comme suit :(
X1(t)
X2(t)

)
=

(
u1

u2

)
+

(
c1
c2

)
t−

N(t)∑
i=1

(
Z1
i

Z2
i

)
t ≥ 0 (15.1)

Ce processus stochastique, donné par la formule (15.1) représente la réserve de la compagnie d’assurance qui possède deux
branches d’activité.

Le nombre de réclamations (ou de sinistres)N(t) survenus jusqu’au temps t ≥ 0 est représenté par un processus de Poisson
de paramètre λ > 0.
sont deux suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées et indépendantes du processus de Poisson
{N(t), t ≥ 0}, de fonction de répartition (F1, F2) et de moyenne (m1,m2) respectivement.

Dans ce modèle, le temps de ruine peut être défini de plusieurs façons. Dans ce travail, nous utilisons la définition suivante :

Tsom = inf{t/ X1(t) +X2(t) < 0} (15.2)

La probabilité de ruine en fonction du temps de ruine défini précédemment est

Ψsom(u1, u2) = P
(
Tsom <∞/(X1(0), X2(0)) = (u1, u2)

)
(15.3)

15.4 Processus régénératifs dans le modèle de risque classique à deux
dimensions

Construisons d’abord le processus inverse d’une manière à ce que sa distribution stationnaire corresponde exactement à la
probabilité de ruine étudiée.

15.4.1 Processus inverse

Puisque la ruine peut seulement apparaître aux instants d’arrivée des réclamations, on peut réécrire Ψsom(u1, u2), définie
par la relation (15.3), de la manière suivante :

Ψsom(u) = P
(

inf
n≥1

(X1
Tn +X2

Tn) < 0/ X1
0 +X2

0 = u
)

(15.4)

où u = u1 + u2 et {Tn, n ≥ 1} est une séquence de variables aléatoires indépendantes qui représentent les instants d’arrivées
des réclamations.
Le processus inverse associé au modèle de risque classique à deux dimensions est de la forme suivante :

∀ n ≥ 0, Vn+1 =
(
Vn − (c1 + c2) θn+1 + Z1

n+1 + Z2
n+1

)
+
, V0 = 0 (15.5)

avec Tn = θ1 + θ2 + · · · + θn et θn est une variable aléatoire qui représente la durée de temps entre la (n − 1)ème et la
nème réclamation.

Suivant la forme recursive de la chaîne {Vn}n≥0 donnée par l’équation (15.5), Vn+1 ne dépend que de Vn, θn+1, Z1
n+1 et

Z2
n+1, où les variables aléatoires θn+1, Z1

n+1 et Z2
n+1 sont indépendantes de n et de l’état du système avant Tn.

D’où, {Vn}n≥0 est une chaîne de Markov homogène à espace d’état continu E = R+.

De plus, si on pose σ0 = 0, σk+1 = min{n > σk, Vn = 0}, k ≥ 0, alors, ∀ k ≥ 0, la chaîne {Vσk+n}n≥0 est de
même distribution que la chaîne initiale {Vn}n≥0 et indépendante de {Vj}j≤σk .

A partir de cette propriété, on déduit que {Vn}n≥0 est un processus régénératif où {σk} sont ses temps (époques) de
régénération.
En fonction de la chaîne de Markov {Vn}n≥0, Ψsom(u) s’écrit comme suit :

Ψsom(u) = P(Vn > u) = 1− P(Vn ≤ u) = 1−Gn(u) (15.6)

avec Gn(u) = P (Vn ≤ u).
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15.4.2 Inégalité de stabilité

Considérons le modèle de risque classique à deux dimensions où le processus inverse associé à Ψsom est donné par (15.5).
Pour ε > 0, soit Ad ⊂ A le sous ensemble des valeurs admissibles perturbées du vecteur des paramètres gouvernant le

modèle de risque défini par

Ad =


a : E

(
exp{ε(Z1

1 + Z2
1 − (c1 + c2)θ1)}

)
≤ ρ < 1

et sont vérifiées
E exp (ε(Z1

1 + Z2
1 )) ≤ β(ε) <∞

 .

et qui contient tous les points a satisfaisants les relations ;

E
(

exp{ε(Z1
1 + Z2

1 − (c1 + c2)θ1)}
)
≤ ρ < 1

et
E exp (ε(Z1

1 + Z2
1 )) ≤ β(ε) <∞.

Prenons v(u) = eεu, u ≥ 0. Alors, si a et a′ appartiennent à Ad, nous obtenus la borne de stabilité suivante :

sup
n
|Ψn − Ψ ′n|v = sup

n
|Gn −G′n|v ≤

γ(ε) µ

1− ρ (15.7)

où toutes les constantes sont de formes explicites.

15.5 Conclusion
Dans ce travail, nous avons réalisé, en utilisant les processus régénératifs, l’application de la méthode de stabilité forte dans

le modèle de risque avec des réclamations larges.
Nous avons donc clarifié les conditions d’approximation de la probabilité de ruine d’un modèle de risque perturbé par celle

du modèle de risque classique à deux dimensions avec une illustration numérique de l’inégalité de stabilité obtenu.
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résumé 16.0.1 La régression non paramétrique est un outil statistique permettant de décrire une relation entre une variable
dépendante et une variable explicative, sans spécifier la forme de cette relation. L’objectif de ce travail est de comparer deux
méthodes non paramétrique, la méthode du noyau et la méthode des fonctions splines, pour estimer la courbe de régression
de la moyenne. Nous avons donné l’estimateur spline de lissage et fait la comparaison par simulation sur deux modèles cibles
de régression et sur un jeu de données réels. Les résultats numériques et graphiques montrent que la méthode des splines
est meilleure que la méthode du noyau. Cependant quand la taille de l’échantillon observé est suffisamment grande les deux
méthodes sont équivalentes.

Mots clefs : Estimation, courbe de régression de la moyenne, noyau, fonction spline, paramètre de lissage, matrice de
lissage.

16.1 Introduction
Le terme "fonctions splines" a été introduit par Schoenberg (1946a, b), bien que leur origine soit due aux travaux de

Whittaker (1923) sur les méthodes de graduation de données. Ces recherches ont poussé Schoenberg (1964) et Reinsch (1967)
à dériver les splines de lissage classiques comme classe d’estimateurs. Par ailleurs, Ahlberg, Nilson et Walsh (1964, 1967)
mentionnent les splines dans un contexte d’interpolation de données sans bruit. Ce n’est donc qu’au début des années 1960
que la théorie des splines s’est développée. Les splines étaient alors considérées comme un outil d’analyse numérique pour
modéliser des fonctions. les fonctions splines se sont énormément développées et sont devenues importantes dans différentes
branches des mathématiques telles que :

– la théorie de l’approximation.
– L’analyse numérique.
– Les statistiques.

16.2 Spline cubique naturelle
Définition 16.1 Soient x1 < x2 < · · · < xn n points d’un intervalle [a, b], une fonction f définie sur [a, b] est une spline
cubique si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Sur chaque intervalle (a, x1), (x1, x2), · · · , (xn, b), f est un polynôme cubique.

2. La fonction f est deux fois continûment differentiable sur [a, b], et donc f et ses dérivées d’ordre 1 et 2 sont continues aux
points xi.

16.3 Les splines de lissage
Définition 16.2 Les splines de lissage déterminent la valeur de l’estimateur en minimisant un critère bien précis défini par :

S(m) =

n∑
i=1

(yi −m(xi))
2 + λ

∫ b

a

(m(r)(x))2dx, (16.1)
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Théorème 16.1 Supposons que n ≥ 0 et que le paramètre de lissage λ est positif, alors m̂λ est une spline cubique naturelle
telle que :

M = (I + λK)−1Y = AλY,

et pour toute m dans W 2
2 [a, b], on a

S(m̂λ) ≤ S(m).

16.4 Résultats numériques
L’estiamteur spline de lissage est comparé à celui du noyau.On
considérons le modèle de régression y = m(x) + z. On prend les modèles de fonctions suivantes :

1- Le modèle 1 avec m1(x) = x+ 0.5 exp(−50(x− 0.5)2).
2- Le modèle 2 avec m2(x) = 4.26(exp(−3.25x)− 4 exp(−6.5x) + 3 exp(−9.75x)).
m3(x) =

√
x(1− x) sin( 2.1π

x+0.5
).

FIGURE 16.1. Estimation de m1

FIGURE 16.2. Estimation de m2
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3- Cas réel

x y x y x y

0.083 525 0.25 608 0.5 665
0.75 717 1 745 1.5 803

2 859 3 940 4 1007
5 1065 6 1121 7 1183
8 1238 9 1298 10 1348

10.5 1369 11 1391 11.5 1422
12 1470 12.5 1525 13 1578

13.5 1638 14 1664 14.5 1692
15 1708 15.5 1723 16 1727

16.5 1727 17 1727 18 1729
19 1738 20 1738

TABLE 16.1. Données numériques de croissance

FIGURE 16.3. Estimation de la courbe de croissance et erreur associée par les deux méthodes.
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17.1 Introduction
L’objectif de ce travail est de retracer, sous forme d’une synthèse, le bilan de dix ans d’activités de recherche dans les

domaines de mathématiques et de mathématiques appliquées.
Dans la continuité de nos travaux de Magister, où l’on s’est intéressé aux méthodes d’analyse statistique des systèmes d’at-

tente [10], on a développé le cas particulier du choix de distributions des lois régissant ces derniers, lié à l’aspect identification
des modèles. En effet, dans la pratique, on est généralement confronté à des situations où la fonction densité d’une des lois
régissant un système de files d’attente donné est générale et inconnue. De ce fait, nous avons discuté le problème d’estimation
non paramétrique de fonctionnelles intervenant dans les systèmes d’attente, plus précisément la méthode du noyau vu sa sou-
plesse d’utilisation et ses bonnes propriétés statistiques asymptotiques [2, 5, 8, 9, 11, 12, 13]. On a traité particulièrement le
problème de selection du paramètre de lissage [15].

En outre, les distributions utilisées dans les systèmes d’attente sont pour la plupart bornées à gauche, ce qui crée un
problème d’effet de bord lors de l’estimation des fonctions densité. Ce dernier a été abordé dans [7, 12, 14].

Par ailleurs, une des conditions liées à l’application de la méthode de stabilité forte aux systèmes d’attente est que la
perturbation faite doit être petite, dans le sens que la densité de la loi générale régissant un système d’attente doit être proche
de celle de la loi exponentielle qui est définie sur un support borné [0,+∞[. Or, quand on applique la méthode du noyau dans
ce cas on est confronté au problème des effets de bord, donc on doit recourir à certaines techniques permettant leur correction
[1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 12, 13].

D’autres aspects numériques liés à la simulation ont été considérés dans nos travaux, à savoir la simulation à événements
discrets et le test de Student pour la comparaison de performances de deux systèmes d’attente [1, 4], les méthodes d’inversion
[11] et de composition [1, 2, 3, 5, 8, 9, 11] pour la génération de variables aléatoires, ainsi que quelques méthodes numériques
(méthode du point fixe [2, 5, 6, 9, 11], méthode de dichotomie [2, 8] et décomposition de Hahn-Jordan [1]).

17.2 Analyse statistique des systèmes d’attente
L’analyse statistique est une partie intégrale de la formulation d’un modèle mathématique pour un système réel. En effet,

ce modèle n’est d’une grande utilité que s’il est lié au système par l’analyse des données empiriques. Dans la littérature connue
sur l’analyse statistique des systèmes de files d’attente, les principaux aspects considérés englobent l’identification du modèle,
l’estimation, les tests d’hypothèse, l’inférence,... Or tous ces problèmes ne sont pas concrètement présentés dans les ouvrages
classiques de files d’attente et de processus aléatoires.
C’est pourquoi nous avons considéré dans notre thèse de Magister les points suivants :
- Actualisation de la synthèse sur les méthodes d’analyse statistique des systèmes d’attente ;
-Classification et algorithme pour certains systèmes classiques ;
-Utilisation dans la vérification de certaines propriétés qualitatives (stabilité).

Dans [10], nous avons mis l’accent sur ce domaine à la fois important et peu exploré. Il s’agit d’identifier les différentes
méthodes utilisées dans l’analyse statistique des systèmes de files d’attente et d’indiquer la manière avec laquelle elles sont
applicables pour l’évaluation des performances de ces derniers. Un intérêt particulier est accordé au choix des distributions dans
l’identification des modèles, plus précisément au choix des distributions des lois régissant les systèmes d’attente. L’exemple de
l’application de la méthode du noyau dans l’étude de la stabilité forte des systèmes d’attente est donné.
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17.3 Stabilité forte des systèmes d’attente
Le problème de stabilité forte des modèles stochastiques est un thème d’actualité qui a engendré plusieurs travaux et

résultats d’intérêt théorique et pratique. L’applicabilité de cette méthode a été bien démontrée et documentée pour plusieurs
modèles stochastiques. Cependant, cette applicabilité n’est pas aussi évidente, particulièrement pour des systèmes complexes.
En effet, plusieurs problèmes surviennent à la fois sur le plan théorique et pratique. Du point de vue théorique, les difficultés
résident dans l’identification du paramètre à perturber, l’expression du noyau de transition et spécialement dans le choix des
normes poids. Par ailleurs, notons qu’en pratique les paramètres du modèle ne sont connus que de manière partielle puisque
ils sont obtenus par des méthodes statistiques. Dans ce sens, un des aspects d’intérêt à considérer est lorsque une distribution
gouvernant un système d’attente est générale et inconnue, alors on fait appel aux méthodes d’estimation non paramétrique pour
estimer sa fonction densité.

Notre travail s’inscrit dans ce cadre. On essaye de résoudre certains problèmes rencontrés lors de la mise en oeuvre de
la méthode de stabilité forte en pratique. Notre contribution concerne, plus précisément, la discussion et la combinaison de
quelques aspects statistiques et numériques dans le but de prouver, d’améliorer et d’étendre le champ d’applicabilité de la
méthode de stabilité forte à l’étude de certains systèmes d’attente classiques lorsque l’une des lois les régissant est générale
et inconnue. L’approche non paramétrique la plus utilisée est la méthode du noyau de Parzen-Rosenblatt. C’est une méthode
commode, simple, robuste et efficace permettant d’obtenir une estimation de la densité pour une v.a. réelle, ne nécessitant pas
un choix multiple de paramètres. Cet estimateur dépend de deux paramètres essentiels, à savoir le noyau K et le paramètre de
lissage hn. Il est connu que le choix du noyau K n’est pas d’une grande importance, donc le choix des paramètres se ramène
uniquement au choix du paramètre hn.
Ce dernier a longtemps été un sujet de considération et plusieurs méthodes ont été adoptées. On cite entre autres les méthodes
de validation croisée et les méthodes de ré-injection (plug-in). Ce problème a été revisité dans [15].

L’estimation de la densité de probabilité par la méthode du noyau de Parzen-Rosenblatt présente des inconvénients dans
le cas où le support de la distribution est borné. Le support de la distribution associée à l’estimation ne coïncide généralement
pas avec le support réel, et ceci est gênant en pratique, si on dispose d’informations a priori à son sujet. On observe en pratique
dans ce cas des "bavures" dans les nombres négatifs, l’estimation accordant une probabilité non nulle en général à R− en
contradiction avec l’hypothèse de positivité.

Pour remédier à ce problème, plusieurs méthodes ont été développées (l’estimateur "image miroir", l’estimateur asymé-
trique à noyau Gamma, les histogrammes lissés).

Test statistique de Student pour la comparaison de deux systèmes d’attente

Le problème de tests d’hypothèse survient quand on a besoin de faire des inférences sur les paramètres des distributions
des arrivées et temps de service ou des mesures comme l’intensité du trafic et les formes de distributions basées sur les données
échantillonnées (obtenues en général par simulation) d’un système.
Dans [1] (respectivement [4]), nous avons utilisé ce test pour la comparaison des caractéristiques des systèmes G/G/1 et
G/M/1 (respectivement G/G/1 et M/G/1).

17.3.1 Aspects numériques et simulation

Quand les résultats ne peuvent pas être obtenus analytiquement, on doit recourir à la simulation pour étudier les propriétés
d’un processus particulier. La simulation fournit aussi un moyen pour examiner les résultats analytiques dans le contexte d’une
situation pratique. L’un des plus importants usages de cette approche est la comparaison de performances de deux ou plusieurs
systèmes.
Dans la totalité de nos travaux nous avons fait appel à des méthodes numériques et à certaines techniques de simulation, que
nous décrivons brièvement dans ce qui suit :

Génération de nombres aléatoires

Dans nos travaux, nous avons souvent eu à supposer que l’une des lois (supposée générale) gouvernant un système d’attente
devait être proche de la loi exponentielle. C’est dans ce sens que dans nos exemples numériques nous avons eu à utiliser certaines
méthodes de génération de v.a., à savoir la méthode de "l’inversion" pour la génération d’une v.a. issue d’une loi exponentielle
[11] et la méthode de "composition" pour générer des v.a. issues de lois hyper-exponentielle [2, 3, 5, 9, 11] et de Cox2 [1, 3, 8].

Simulation à événements discrets

L’une des méthodes de simulation les plus utilisées est la simulation à événements discrets. C’est une modélisation des
systèmes dans lesquels le changement d’état s’effectue à des instants discrets de l’axe temporel. Nous avons considéré cette
technique pour simuler les systèmes à approcher considérés dans [1, 4].
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Méthodes numériques

Méthode du point fixe
Dans [2, 5, 6, 9, 11], nous avons considéré le problème de l’évaluation numérique de l’erreur sur la distribution stationnaire lors
de l’approximation du système G/M/1 par le système M/M/1.
Pour chercher la distribution stationnaire αi du système G/M/1 donnée par :

αi = (1− x)xi, ∀i ≥ 0, (17.1)

nous avons utilisé la méthode du point fixe pour retrouver numériquement la solution unique x du système :

x =

∫
e−γt(1−x)g(t)dt, (17.2)

où g est la fonction densité de la loi générale G des arrivées.
Méthode de dichotomie
On a utilisé la méthode de dichotomie pour déterminer, par exemple, l’erreur minimale Err

′
sur la distribution stationnaire

ainsi que certains paramètres liés à son évaluation, dans l’algorithme élaboré dans [2, 8] qui permet l’approximation du système
M/G/1 par le système M/M/1.
Décomposition de Hahn-Jordan
La mesure |G − Eµ| peut être réécrite comme étant la différence entre deux mesures de probabilités, en utilisant la décom-
position de Hahn-Jordan. En effet, si on note par g et f , respectivement, les fonctions densité de G et Eµ, on peut écrire :
|m| = |g − f |, où la variation totale |m| est définie comme suit : |m| = m+ +m−, où

m+ = max(g(x)− f(x), 0),

m− = max(f(x)− g(x), 0).

Cela nous a aidé dans l’analyse numérique effectuée dans notre cas d’étude considéré dans [1], lors de l’approximation du
systèmeG/G/1 par le systèmeG/M/1 (où on a considéré g comme la fonction densité de la distribution généraleG supposée
Cox2) pour déterminer les mesures de variation W ∗ et W0 caractérisant la proximité des deux systèmes.

17.4 Application de techniques statistiques et numériques à l’étude de
stabilité forte de systèmes d’attente classiques

17.4.1 Systèmes markoviens : Exemple du système M/M/1

Cette thématique a été considérée dans nos travaus de thèse de Doctorat. On s’est intéressé à deux types de perturbation :
– Perturbation du flot des arrivées : dans [2, 5], on a évalué la proximité des systèmes G/M/1 et M/M/1.
– Perturbation de la durée de service : dans [8], on a évalué la proximité des systèmes M/G/1 et M/M/1.

17.4.2 Systèmes non markoviens : Exemple du système G/G/1

Après nos travaux de thèse de Doctorat, on s’est penché sur le problème de la recherche d’approximations numériques pour
le système G/G/1. Là aussi, nous avons considéré les deux même types de perturbation :

- Dans [4], on s’est intéressé à l’approximation du système G/G/1 par le système M/G/1.

- Dans [1], on s’est intéressé à l’approximation du système G/G/1 par le système G/M/1.

17.5 Conclusion
L’objectif principal de mes activités de recherche consiste à apporter les méthodologies permettant de résoudre les difficul-

tés rencontrées lors de l’étude de la stabilité forte de systèmes d’attente classiques. Cela devient possible en combinant certains
aspects statistiques et numériques au principe de la stabilité forte.

Les résultats obtenus montrent particulièrement l’intérêt des méthodes d’estimation non paramétrique et des techniques
de correction des effets de bord pour déterminer l’erreur d’approximation des distributions stationnaires entre deux systèmes
de files d’attente lors de l’application de la méthode de stabilité forte afin de substituer les caractéristiques d’un système réel
complexe par un autre système idéal simple.
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On the Estimation of the Mode by Orthogonal Series
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18.1 Introduction
The most fundamental problem in statistics is the determination of the unknown density of probability function h(.) and

the mode x0. Several works have been devoted to the estimation of the mode under nonparametric conditions. Most of these
works require regularity conditions such as the existence of the density function, the density being Lipschitz or being twice
differentiable, for example. Given a sample set X1, ..., Xn of independent identically distributed variables, each with the unk-
nown probability density h(.) and mode x0. We want to estimate x0 from this sample set. The classic nonparametric estimator
of the mode x0 is the kernel estimator introduced by Parzen (1962). The last quinquennial has seen an increased interest and
numerous papers are dealing with the problem of the mode. To quote only a few of them, Mokkadem (2006) studied mode rate
and large deviation supper bounds for the kernel mode estimator. Hermann and Ziegler (2004) obtained rates of nonparametric
estimation of the mode in absence of smoothness assumptions. However, the most of the available studies concentrate on kernel
estimator introduced by Parzen (1962), and the majority of studies (see for example Asselin de beauville (1978), Gasser, Hall
and Presnell (1998)) have consisted of Monte Carlo experiments, with very little attention being paid to theoretical results.
There does not even exist a description of theoretical properties of the mode estimators using orthogonal series. But, in many
areas of mathematical analysis, the smoothness of a function is more readily determined by the behaviour of its Fourier series.
our thesis in this paper is that the latter approach is natural and convenient when analyzing properties orthogonal series density
and mode estimators. orthogonal series density estimators were introduced by Cencove (1962) and have since been applied
to several different areas (harmonic analysis, signal processing, image compression, functional statistics ...). Orthogonal series
estimators have found favor in applications because of the ease with which they can bean be calculated and for their good
performance with the multivariate data (see Frey (1976)). In the last decade however, several papers have appeared which deal
with the estimation of orthogonalnal expansion of densities . Some notable examples include (Bosq and Blank(2007), Herrick,
Nason and Silverman (2001), and Efromovich (2010)). This method assumes that a square-integrable h(.) can be represented
as a convergent orthogonal series expansion, h(x) =

∑∞
k=0 akek(x), x ∈ Ω, where {ek(.)}∞k=0 is a complete orthonormal

system of functions on a set Ω of the real line that is, satisfying
∫
Ω
ek(x)ej(x)dx = δij , 0 ≤ k, j < ∞, where δij is the

delta Kronecker and {ak} are Fourier coefficients defined by ak =
∫
Ω
ek(x)h(x)dx = E[ek(X)], k = 0, . . . . Orthonormal

systems proposed for {ek(.)}∞k=0 are those with compact support (such as the Fourier, trigonometric, and Haar systems on
[0, 1], and Legendre systems on [−1, 1]) and those with unbounded support such as the Hermite system on (−∞,∞), and
Laguerre system on [0,∞[, (see Walter (1994)). A discussion of trigonometric systems can be found in (Efromovich (2010)).
Classical orthogonal polynomials, including Legendre, Gegenbauer, Jacobi, and Chebyshev, are a popular choice as well ; (see
Walter (1994), Budzkis and Radavicius (2005)).

In this paper we have provide a rigorous account of several theoretical aspects of Orthogonal series’s mode estimator. Our
results show that some of the theoretical properties of Orthogonal series’s estimator are similar to those of Parzen’s estimator.
For example, under the condition that the density has two bounded derivatives in a neighborhood of the mode, and the density
is uniformly continuous.
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Régression non paramétrique à noyau :
Cas multidimensionnel par la méthode du noyau
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19.1 Introduction
L’estimation à noyau de la densité est une technique d’estimation nonparamétrique très utilisée.

L’estimateur à noyau de la densité a été d’abord introduit dans le cas univarié, entre 1956 et 1960, par Parzen-Rosenblatt ensuite
a été étendu au cas multivarié entre 1990 et 2000 [voir Simonoff]. Dans le cas multidimensionnel, l’estimateur de la densité fait
intervenir une fonction noyau K (dont le choix est arbitraire) et une matrice de lissage H (dont le choix est important) (voir
Wand et Jones 1995).
Cet estimateur s’écrit sous la forme suivante

f̂H(X) =
1

n

n∑
i=1

KH(X −Xi), (19.1)

où
• X = (x1, . . . , xd)

T , Xi = (xi1, . . . , xid)
T , i = 1, . . . , n sont des vecteurs d-dimensionnels ;

• H est la matrice de lissage (matrice des fenêtres) d’ordre d symétrique et définie positive ;
• K est la fonction noyau qui est une densité multivariée symétrique ;
• KH(X) = det(H)−1/2K(H−1/2X).

L’espérance conditionnelle de Y sachant X , notée r(X) = E(Y/X), a un intérêt important dans l’estimation car elle nous
informe sur la liaison entre Y et X .
Dans le cas univarié, l’estimateur à noyau de la régression a été introduit en 1964 par Nadaraya-Watson. Des résultats sur
la convergence presque complète, pour une estimation ponctuelle de la régression r et pour une estimation uniforme sur un
compact ont été obtenus. Des résultats analogues de convergence en moyenne quadratique et de convergence en moyenne
quadratiques intégrées ont été obtenus (voir Ferraty et Vieu 2002).
Dans le cas multidimentionnel, l’espérance conditionnelle s’écrit

E(Y/X) = E(Y/X1, X2, . . . , Xd) = r(X)

où X = (X1, . . . , Xd)
T .

La version multivariée de l’estimateur de Nadaraya-Watson, est donnée par :

r̂NW (X) =

∑n
i=1 YiK(Xi−X

h
)∑n

i=1K(Xi−X
h

)
(19.2)

où K est une fonction de Rd dans R et h = h(n) paramètre réel strictement positif.
Des résultats analogues au cas unidimensionnel, adaptés au cas multiple, sur la convergence presque complète, pour une esti-
mation ponctuelle et uniforme de la régression r ont été obtenus (voir Ferraty et Vieu 2002).
On considère la généralisation de l’estimateur de Nadaraya-Watson, au cas d’une matrice de lissage donnée par :

r̂H(X) =

∑n
i=1 YiKH(Xi −X)∑n
i=1KH(Xi −X)

(19.3)

Où X1, X2, . . . , Xn est un échantillon issu de X de dimension d de fonction densité f et Y1, Y2, . . . , Yn un n-échantillon issu
de Y .
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19.2 Propriétés statistique de la régression

19.2.1 Biais et variance asymptotiques

Théorème 19.1 : [Ruppert et Wand (1994)]

bias {r̂H/X1, . . . , Xn} ' µ2(K)
∇r(x)THHT∇f (x)

fX(x)
+

1

2
µ2(K)tr

{
HTHr(x)H

}
. (19.4)

Var {r̂H/X1, . . . , Xn} '
1

ndet(H)
||K||22

σ2(x)

fX(x)
(19.5)

dans l’intérieur du support de fX .

19.2.2 Cas particulier : la régression linéaire

Théorème 19.2

bias {r̂1,H/X1, . . . , Xn} '
1

2
µ2(K)tr

{
HTHr(x)H

}
. (19.6)

Var {r̂1,H/X1, . . . , Xn} '
1

ndet(H)
||K||22

σ2(x)

fX(x)
. (19.7)

dans l’intérieur du support de fX .

19.3 Convergence presque complète de l’estimateur

19.3.1 Convergence ponctuelle :

Sous les hypothèses suivantes :

r et f sont 2 fois continûment différentiables autour de x, (19.8)

x ∈ Rd est un point fixé tel que
f(x) > 0. (19.9)

lim
n→∞

H = O(d,d), lim
n→∞

n|H|1/2

logn
=∞ et limn−1|H|−1/2 = 0 (19.10)

K est borné, intégrable et à support compact (19.11)∫
K(u) du = 1;

∫
uK(u) du = 0;

∫
uuTK(u) du = µ2(K)Id. (19.12)

Où µ2(K) =
∫
ui

2K(u) du est finie et indépendante de i. Pour alléger les démonstrations, on considère :

|Y | < M <∞ (19.13)

où M est une constante.

19.3.2 Vitesse de convergence presque complète ponctuelle multivariée sous condition de
dérivabilité.

Considérons le modèle (19.8) et supposons que les conditions (19.9),(19.10),(19.11),(19.12) et (19.13) sont satisfaites. On
a

r̂H(x)− r(x) = O(tr(H)) +O

(√
logn

n|H|−1/2

)
, p.co.
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19.3.3 Elements de démonstration

r̂H(x)− r(x) =
ĝ(x)

f̂(x)
(19.14)

où

ĝ(x) = n−1
n∑
i=1

YiKH(Xi − x) = n−1
n∑
i=1

|H|−1/2YiK(H−1/2(Xi − x)),

f̂(x) = n−1
n∑
i=1

KH(Xi − x) = n−1
n∑
i=1

|H|−1/2K(H−1/2(Xi − x)).

On utilise

r̂H(x)− r(x) =
ĝ(x)− g(x)

f̂(x)
+ (f(x)− f̂(x))

r(x)

f̂(x)
, rf = g. (19.15)

Le résultat du théorème découle des résultats suivants :

E[f̂(x)]− f(x) =
1

2
tr{HHf (x)}µ2(K) + o(tr(H)) = O(tr(H)) (19.16)

E[ĝ(x)]− g(x) =
1

2
tr{HHg(x)}µ2(K) + o(tr(H)) = O(tr(H)) (19.17)

E[ĝ(x)]− ĝ(x) = O

(
log(n)

n|H|−1/2

)
P.co. (19.18)

E[f̂(x)]− f̂(x) = O

(
log(n)

n|H|−1/2

)
P.co. (19.19)

et

∃δ > 0,

∞∑
n=1

P [f̂(x) ≤ δ] <∞

19.4 Convergence presque complète de l’estimateur

19.4.1 Convergence uniforme :

On considère, en plus, les hypothèses suivantes :

r et f sont 2 fois continûment différentiables autour de S, (19.20)

∃θ > 0, inf
x∈S

f(x) > θ (19.21)

∃β > 0, ∃C <∞,∀x ∈ S,∀y ∈ S, |K(x)−K(y)| ≤ C||x− y||β (19.22)

19.4.2 Vitesse de convergence presque complète uniforme multivariée sous condition de
dérivabilité.

Considérons le modèle (19.20) et supposons que les conditions (19.10),(19.11),(19.12),(19.13),(19.21) et (19.22) sont sa-
tisfaites. On a

sup
x∈S
|r̂H(x)− r(x)| = O(tr(H)) +O

(√
logn

n|H|−1/2

)
, p.co.

19.4.3 Elements de démonstration

On utilise le découpage suivant :

sup
x∈S
|r̂H(x)− r(x)| ≤

supx∈S |ĝ(x)− g(x)|
infx∈S |f̂(x)|

+

sup
x∈S
|f(x)− f̂(x)|

supx∈S |r(x)|
infx∈S |f̂(x)|

. (19.23)
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D’où

sup
x∈S
|E[ĝ(x)]− g(x)| = O(tr(H))

sup
x∈S
|E[f̂(x)]− f(x)| = O(tr(H))

sup
x∈S
|E[ĝ(x)]− ĝ(x)| = O

(
log(n)

n|H|−1/2

)
P.co.

sup
x∈S
|E[f̂(x)]− f̂(x)| = O

(
log(n)

n|H|−1/2

)
P.co.

et

∃δ > 0,

∞∑
n=1

P [ inf
x∈S
|f̂(x)| ≤ δ] <∞

Références
1. Rosenblatt, M. (1956). Remarks on some nonparametric estimates of a density function. Annals of Mathematical Statistics

29, 832-837.

2. Parzen, E. (1962). On estiamtes models of a probability density function and mode. Annals of Mathematical Statistics,
33, 1065-1076.

3. Simonoff, J.S. (1996). Smoothing methods in statistics. ISBN : 0387947167.

4. Wand, M.P. and Jones, M.C. (1995). Kernel Smoothing. ISBN : 0412552701, 36-39.

5. Deheuvels, P. (1977), Estimation non paramétrique de la densité par histogrammes généralisés (II) Publications de
l’institut de Statistique de l’Université de Paris, 22, 1-23.

6. Singh, R.S. (1976), Nonparametric Estimation of mixed partial derivatives of a multivariate density. Journal Multivariate
Annals, 6, 111-122.

7. Ruppert, D. et Wand, M.P. (1994), Multivariate locally weighted least squares regression. Annals of Statistics, 22(3),
1346-1370.

8. Ferraty, F. et Vieu, P. (2002/2003), Statistique Fonctionnelle : Modèles Non- paramétriques de régression. Annals of
Statistics, Notes de cours de DEA.



Cinquième partie

Index des Auteurs





Index

ADJABI Smail, 47, 69, 77
AISSANI Djamil, 47, 57, 60
AMROUN Sonia, 69
ANZI Aicha, 3
ATMANI Mouloud, 30
AZIZOU Zahia, 24

BARECHE Aicha, 73
BOUALEM Mohamed, 52
BOUCHAMA Kahina, 11
BOULFEKHAR Samra, 34

CHERFAOUI Mouloud, 47

DJABALI Yesmina, 57

HAKMI Sedda, 60
HOCINE Safia, 63

KABYL Kamal, 38
KENDI Salima, 6
KHOULALENE Nadjet, 17

LAGHA Karima, 79
LAIB Fodil, 6
LEKADIR Ouiza, 60

RABTA Boualem, 57
RADJEF Mohammed Said, 3, 6, 11

SAADI Nora, 77
SAIS Lakhdar, 11
SEMCHEDINE Fouzi, 42

YESSAD Samira, 21



Lamos Editions, 2011.





 
L'ouvrage : 
 

Ce volume contient la plupart des exposés faits en 2011/2012 au Séminaire Mathématique 
de Béjaïa. Ils sont centrés autour des domaines d'intérêt des chercheurs du laboratoire de 
Recherche LAMOS (Modèles déterministes et stochastiques de la Recherche Opérationnelle, 
Probabilités et statistiques, Optimisation, ...) avec une attrayante dispersion vers des domaines 
lointains. 
 
 
 
 
 
 
 
Séminaire Mathématique de Bejaia (LaMOS). ISSN : 1112 – 9433 

 

 
Le premier exposé à Bejaia a été présenté en 1987 par Rachid 
Senoussi (alors enseignant à l'Université de Constantine), à 
l'époque du projet de création de l'Unité de Recherche en 
Statistiques Appliquées (1985). Le Séminaire a atteint son rythme 
de croisière en 1991/1992, après la création du Département des 
Sciences Exactes (22 exposés programmés). Depuis 1995, il est lié 
à la Post-Graduation Modé  lisation Mathématique et Techniques 
de Décision" (cf. Bulletin de la S.M.A.I. Société Française de 
Mathématiques Appliquées et Industrielles N°49, 1997, pp. 50). 
 

Parmi les conférenciers de l'années 2011 – 2012: Salima Kendi, 

Lakhdar Saïs, Nora Saadi, Safia Hocine, Kahina Bouchama, … 

 

 

 

 

 

Pour citer ce volume : Revue « Séminaire Mathématique de Béjaia (LaMOS) », Volume 11, 2012, 

90 pages. ISSN : 1112 – 9433. 
 
 
 
 

 
 

ISSN : 1112 – 9433 


