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partie III Processus Aléatoires et Applications
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1

Sur le Jeux Non-Antagonistes Multicritères

Mohammed Said RADJEF1 et Arezki FERHAT2

email : radjefms@isima.fr, ferhat ar@yahoo.fr

Laboratoire de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes LAMOS
Université de Béjäıa 06000, Algerie.

Depuis que Nash a introduit la notion d’équilibre pour les jeux non coopératifs sous

forme stratégique, cet équilibre a été et est toujours étudié d’une manière extensive dans

plusieurs directions. Quant aux jeux multicritères sous forme stratégique, ils ont été intro-

duit pour la première fois par Blackwell (1956) et Shapley (1959), cependant, c’est grâce

au développement de la théorie de l’optimisation multicritère que de nombreux chercheurs

ont eu un regain d’intérêt pour les jeux multicritères [6, 7, 10, 11, 12, 13, 21].

Un autre domaine qui a un lien étroit avec la théorie de l’optimisation sont les inégalités

variationnelles de laquelle sont tirés les problèmes d’équilibre. C’est Giannessi en 1980 [14]

qui a par ailleurs généralisé les inégalités variationnelles au cas des fonctions vectorielles.

Inspiré par l’étude des inégalités variationnelles vectorielles, d’autres contributions sont

apparu, étendant les problèmes d’équilibre aux cas des systèmes de problèmes d’équilibre

vectoriels [1, 2, 3, 4, 15, 22].

Au fil du temps, plusieurs techniques ont été mises au point pour étudier l’existence

des équilibres dans la théorie des jeux. Parmi les plus connues, on cite les théorèmes du

point fixe, l’inégalité de Ky Fan, l’élément maximal...etc. Il est connu que chaque théorème

du point fixe lui correspond un théorème de l’élément maximal. Deguire et al. [8] ont

donné un certain nombre de résultats concernant l’existence d’un élément maximal pour

une famille de correspondances et dans [4], Ansari et al. ont étudié l’existence de solution

pour un système de problèmes d’équilibre vectoriel généralisé en utilisant un résultat de

Deguire [8]. Une autre application de l’élément maximal d’une famille de correspondances

et des systèmes de problèmes d’équilibre vectoriels a été réalisé par Fahem [9]. L’auteur

a démontré l’existence d’un équilibre de Berge dans le cas d’un jeu multicritère, et grâce

à cette approche, l’auteur a pu affaiblir les conditions d’existence de l’équilibre de Berge

dans le cas d’un jeu monocritère.

Dans ce papier, nous étudions les jeux coopératifs multicritères sous forme stratégiques

sans transferts latéraux, nous nous intéressons principalement à un équilibre introduit



4 Mohammed Said RADJEF et Arezki FERHAT

par Aumann [5] pour les jeux coopératifs monocritères sous forme stratégiques, qui est

l’équilibre fort de Nash. L’équilibre fort de Nash est Pareto faible, son étude n’est pas aisé,

à part quelques exceptions, Aumann [5], Kalai, Postlewaite et Roberts [18], Peleg [20],

Greenberg et Weber [16], Nishihara [19] et Ichiishi [17]. Nous généraliserons l’équilibre

fort de Nash aux jeux multicritères et nous étudierons les conditions de son existence

par l’approche de l’élément maximal. Nous ferons aussi la généralisation du Z-équilibre

introduit par Zhukovskii [23] aux jeux multicritères et nous donnons un résultats sur son

existence.

1.1 Position du problème

Une formulation d’un jeu multicritère sous forme stratégique à N -personnes associerait

à chaque joueur i une fonction de gain vectorielle Fi définie sur un espace de stratégies X

dans un espace vectoriel des gains Yi de dimension k(i). Dans la suite de ce mémoire, on

notera par (JM) le jeu multicritère sous forme stratégique noté comme suit :

JM = 〈N , {Xi}i∈N , {Fi(.)}i∈N 〉

où Fi(.) : X =
∏
i∈N

Xi −→ Yi, i ∈ N = {1, . . . , N} est une fonction vectorielle telle que

Fi(.) = (Fi1(.), . . . , Fik(i)(.)), avec Fij : X −→, i ∈ N , j ∈ {1, . . . , k(i)}. Pour toute

coalition non vide de joueurs K ⊂ N , posons X =
∏
i∈N

Xi et XK =
∏
i∈K

Xi, avec Xi est

l’ensemble des décisions du joueur i, Xi ⊂ni , X =
∏
i∈N

Xi ⊂n1 ×n2 × . . .×nN =n .

Définition 1.1 On dira que x̄ ∈ X est un Zm-équilibre du jeu (JM) si :

1. pour tout i ∈ N et yi ∈ Xi, il existe xN\{i} ∈ XN\{i} : Fi(yi, xN\{i}) ≯ Fi(x̄),

2. x̄ est Pareto optimale pour les joueurs, i.e.

2a. pour tout i ∈ N et x ∈ X Fi(x)− Fi(x̄) /∈k(i)+ \{0k(i)}, ou encore

2b. pour tout x ∈ X Fi(x)− Fi(x̄) ≯ 0k(i) , ∀i ∈ N .

On a le résultat suivant :

Théorème 1.1 Supposons que dans le jeu (JM) on ait :

1. pour tout i ∈ N , l’ensemble Xi est non vide et compact ;

2. pour tout i ∈ N et j = 1, k(i), La fonction x −→ Fij(x) est continue sur X.

Alors, le jeu (JM) possède au moins un Zm-équilibre.
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1.2 C-équilibre fort de Nash

Nous définissons l’équilibre Slater fort pour un jeu multicritère que nous appellerons

C-équilibre fort de Nash car il constitue un cadre plus général qu’un jeu multicritère. Soit

pour tout x ∈ X et i ∈ N , Ci(x) un cône convexe fermé de Yi tel que intCi(x) 6= ∅.

Définition 2.1 On dira qu’une stratégie x̄ ∈ X est un C-équilibre fort de Nash, si pour

toute coalition K ⊂ N , il n’existe pas de yK ∈ XK tels que :

Fi(x̄)− Fi(x̄N\K , yK) ∈ −intCi(x̄), ∀i ∈ K.

Si Ci(x) =
k(i)
+ = {u = (u1, . . . , uk(i)) ∈k(i) / uj = 0, ∀j = 1, . . . , k(i)} et Yi =k(i)

∀i = 1, N, ∀x ∈ X.
Alors, on aura la définition suivante :

Définition 2.2 Une stratégie x̄ ∈ X est un équilibre fort de Nash du jeu (JM), si pour

toute coalition K ⊂ N , il n’existe pas de yK ∈ XK tels que

Fi(x̄)− Fi(x̄N\K , yK) ∈ −intk(i)+ , ∀i ∈ K.

Théorème 2.1 Pour tout i ∈ N , soit Fi : X =
∏
i∈N

Xi −→k(i), supposons que :

1. pour tout i ∈ N , Xi est un sous-ensemble non vide convexe et compact de ni ,

2. pour tout i ∈ N , Fi est continue et quasi-concave.

Alors, le jeu (JM) possède un équilibre fort de Nash.

Pour le cas, où les fonctions de gains des joueurs sont scalaires, i.e

Fi(.) : X −→, ∀i ∈ N , alors du théorème 1.2, on déduit :

Théorème 2.2 Supposons que dans le jeu (J) on ait :

1. pour tout i ∈ N , Xi est un sous-ensemble non vide convexe et compact d’un espace

vectoriel topologique de Hausdorff ;

2. pour tout i ∈ N , Fi(.) : X −→ est continue et quasi-concave.

Alors le jeu (J) admet un équilibre fort de Nash.
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2

Inégalité de Ky Fan sous des conditions de g−invexité

Ouahmed MEZINE1

Université Mouloud Mammeri de Tizi-ouzou, Algérie.

2.1 Introduction

C’est grâce à l’inégalité de Ky Fan, établi par Ky Fan [1] en 1968, que la théorie des jeux

a connu un nouveau essor ; il s’est avéré que c’est à partir de l’inégalité de Ky Fan que l’on

peut démontrer plusieurs résultats de la théorie des jeux, contrôle optimal, analyse non

linéaire. Différentes approches ont été utilisé pour montrer cette inégalité : l’approche du

théorème KKM, l’approche du théorème de sélecteur continu et de point fixe, l’approche

du théorème de l’élément maximal. Et plusieurs auteurs ont proposé de généraliser ces

derniers théorèmes cités ci-dessus.

Toutes ces généralisations portaient sur la généralisation de la notion de convexité.

Ainsi plusieurs structures algébriques ont été définies sur l’espace topologique X, on peut

citer :”G-convexité” [6], ”mc-structure” [4], ”Convexité au sens de Komiya” [2], ”Convexité

au sens de Lassonde” [3], ”Convexité au sens de Michael” [5]... Et toutes ces structures ont

un point commun qui à chaque ensemble fini A ⊂ X, | A |= n+ 1, il existe une application

ϕA : ∆n → X qui est bien définie et continue. Et de plus, toute partie convexe Y ⊂ X

(une partie est convexe est au sens de la structure qui est définie sur l’espace X) vérifie :

pour toute partie finie

A ⊂ X, | A |= n+ 1, /A ∩ Y 6= Ø,=⇒ ϕA(∆J) ⊂ Y, (2.1)

où ∆J dénote la face de ∆n correspondant aux éléments appartenant à J = A ∩ Y . Par

exemple, dans le cas de la convexité, l’application ϕA est associé à la combinaison convexe

des éléments ai ∈ A, i = 0...n. Et cette application ϕA joue un rôle très important

dans la démonstration des théorèmes ”de sélecteur continu et de point fixe”,” de l’élément

maximal” et ”de KKM”.

Ainsi dans cet exposé, nous assignons un objectif de définir sur l’espace topologique X

une combinaison invexe à qui nous associons l’application ϕA et une structure d’invexité
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que nous appelons la g−invexité sur laquelle la condition (2.1) est vérifiée. A la fin, nous

généralisons les théorèmes de sélecteur et de point fixe, de l’élément maximal et du KKM

sous la condition de g−invexité, et nous appliquons ces mêmes théorèmes pour montrer

l’inégalités de Ky Fan sous la même condition de g−invexité.

Définition 2.1 [T.Antczak][2001] Un ensemble non vide X ⊆ E est dit invexe par rapport

à η, où η : X ×X −→ E si ∀λ ∈ [0, 1] et ∀x′, x ∈ X, on a :

x′ + λη(x, x′) ∈ X. (2.2)

Définition 2.2 On appelle combinaison invexe des éléments x0, ..., xn ∈ X la combinaison

suivante :

x0 +
n∑
i=1

λiη(xi, zi−1), (2.3)

où z0 = x0, zi = zi−1 + λiη(xi, zi−1), λi ∈ [0, 1], i = 1, ..., n.

Remarque 2.1 Géométriquement,la combinaison invexe des éléments {x0, ..., xn}
représente un chemin qui démarre du point x0, passant par les points : z1 ∈ [x0, x0 +

η(x1, x0)], z2 ∈ [z1, z1 + η(x2, z1)], z3 ∈ [z2, z2 + η(x3, z2)], ..., zn ∈ [zn−1, zn−1 + η(xn, zn−1)].

La g-invexité

Dans toute cette section, E désigne un espace vectoriel topologique de Hausdorff. X un

ensemble non vide de E invexe par rapport à la fonction η qui est définie sur X ×X dans

E .

Définition 2.3 On dit que la fonction η : X ×X −→ E,vérifie la condition de g-invexité

si :

pour tout (x, y) ∈ X ×X : η(y, x) = g(y)− x

où g est une application définie de X dans E.

Définition 2.4 Soit X un ensemble non vide de E, on dit que X est g-invexe si :

1. X est invexe par rapport à la fonction η ;

2. η vérifie la condition de g-invexité.
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2.2 Construction de l’application ϕA

Posons A = {y0, ..., yn}, et considérons les deux applications suivantes :

ϕ : [0, 1]n −→ Y, ϕ(λ) = y0 +
n∑
i=1

λiη(yi, zi−1), (2.4)

où z0 = y0, zi = zi−1 + λiη(yi, zi−1), i = 1, ..., n;

ψ : 4n −→ [0, 1]n, ψi(σ) =


0, σi = 0

σi
i∑

j=0

σj

, σi 6= 0. i = 1, ..., n.
(2.5)

Théorème 2.1 Soit X une partie g-invexe de l’espace vectoriel topologique de Hausdorff

E. Alors l’application définie comme suit :

ϕA(λ) = ϕ ◦ ψ(λ) = y0 +
n∑
i=1

ψi(λ)η(yi, zi−1), (2.6)

pour tout λ ∈ 4n, où ϕ et ψ sont définies par (2.4) et (2.5) respectivement, vérifie :

1. Pour toute partie g-invexe Z ⊂ X telle que A ∩ Z 6= Ø, ϕA(4J) ⊂ Z,

où J correspond aux indices des yi ∈ A ∩ Z;

2. ϕA est continue sur 4n.

Théorème de sélecteur continu et de point fixe

Définition 2.5 Soit F : X −→ Y une correspondance à valeurs non vides. On dit que F

admet un sélecteur continu, s’il existe une application continue f : X −→ Y telle que :

pour tout x ∈ X, f(x) ∈ F (x).

Définition 2.6 Soit F : X −→ X une correspondance . On dit que F admet un point fixe,

s’il existe un x? ∈ X tel que :

x? ∈ F (x?).

Théorème 2.2 Soit X une partie compact et g-invexe de l’espace vectoriel topologique de

Hausdorff E .

F : X −→ X une correspondance telle que :
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1. ∀x ∈ X,F (x) est g-invexe ;

2. X =
⋃
{intF−1(y), y ∈ X}.

Alors F a un sélecteur continu et un point fixe.

Existence de l’élément maximal

Définition 2.7 Soit F : X −→ X une correspondance définie sur un ensemble non vide

X dans lui même. Un élément x? est dit élément maximal de la correspondance F si :

F (x?) = Ø.

Théorème 2.3 Soit X une partie compact et g-invexe de l’espace vectoriel topologique de

Hausdorff E. F : X −→ X une correspondance à valeurs g-invexes telle que :

1. Pour tout x ∈ X, x ∈ F (x) ;

2. Si y ∈ F−1(x), alors il existe un x′ ∈ X tel que y ∈ intF−1(x′).

Alors, l’ensemble des éléments maximaux {x?, F (x?) = Ø} est non vide et compact.

Théorème de l’inégalité de Ky Fan

Théorème 2.4 Soit X une partie compact et g-invexe d’un’espace vectoriel topologique de

Hausdorff E. f : X ×X −→ R une fonction vérifiant :

1. pour tout y ∈ X, x 7−→ f(x, y) est semi-continue inférieurement (s.c.i) ;

2. pour tout x ∈ X, y 7−→ f(x, y) est préincave par rapport à la fonction η ;

3. pour tout y ∈ X, f(y, y) ≤ 0.

Alors il existe un x ∈ X tel que : sup
y∈X

f(x, y) ≤ 0.

Conclusion

Dans cet exposé, nous avons rappelé quelques résultats relatifs à la notion d’invexité

et nous avons introduit de nouvelles notions : combinaison invexe et la g-invexité. Et à

l’aide de ces deux notions, nous avons proposé des généralisations pour : le théorème de

sélecteur continu et de point fixe, théorème Fan-KKM et le théorème de l’élément maximal.

Par la suite, en utilisant ces théorèmes, nous avons démontré l’inégalité de Ky Fan sous la

condition de g-invexité. Et grâce à cette généralisation, on peut faire l’étude d’existence

des équilibres de jeux dans des ensembles g-invexe .
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As generalization of the invexity notion originated by Hanson [2], Hanson and Mond [3]

have introduced type I and type II functions for studying non linear programming problems.

Later, Kaul et al. [5], Aghezzaf and Hachimi [1] have defined the notion of type I function

with respect to the same function η for constrained multiobjective problems. Hanson et al.

[4] gave another definition of multiobjective V-type I problem with respect to η. In this

paper, following the work of Radjef and Slimani [6], where optimality conditions have been

obtained for a nonlinear programming program under invexity with respect to different

ηi, we have introduced a, more general, notion of multiobjective V-type I problem with

respect to functions (ηi)i and (θj)j that are not necessarily the same. We have obtained

necessary and sufficient conditions for a feasible point to be a weak efficient, efficient or

properly efficient solution under various types of generalized V-type I requirements. We

have defined a Mond-Weir type dual problem and we have proved weak, strong and converse

duality theorems under the defined notions. Known results in the literature [4, 5] can be

deduced as particular cases from our results, when the functions (ηi)i and (θj)j are equal

to the same function η which is different to zero.

Key Words : Multiobjective problem, V-type I problem / (ηi)i and (θj)j ; Quasi-, pseudo-,

pseudo quasi-, quasi pseudo- V-type I / (ηi)i and (θj)j ; Weak, strong and converse duality ;

Weak efficient, Efficient, Properly efficient solution.

3.1 Preliminaries and definitions

The following conventions for inequalities will be used. If x, y ∈ Rn, then

x 5 y ⇔ xi 5 yi, i=1,...,n ;
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x ≤ y ⇔ x 5 y and x 6= y.

We also note Rq≥ (resp. Rq=) the set of vectors y ∈ Rq with y ≥ 0(q) (resp. y = 0(q)).

We consider the following multiobjective optimization problem

(PV ) Minimize f(x) = (f1(x), ..., fN(x)),
subject to g(x) 5 0,

where f : D → RN and g : D → Rk are differentiable functions and D ⊆ Rn is an open

set. X = {x ∈ D/g(x) 5 0}. For x0 ∈ X, J(x0) = {j ∈ {1, ..., k}/gj(x0) = 0}, J = |J(x0)|.
In Radjef and Slimani [6], it has been constructed an example that shows the difficulty

to find a function η with respect to which several other functions are invex. Consequently,

in more general manner, the invexity notion was considered with respect to functions not

necessarily the same. When we focused on this idea, and while inspiring of [1, 4, 5], we

define the vector type I problem with respect to (ηi)i=1,N and (θj)j=1,k.

Définition 3.1 We say the problem (PV) is of V-type I at x0 ∈ X with respect to (ηi)i=1,N

and (θj)j=1,k, if there exists N + k vector functions ηi : X × X → Rn, i = 1, N and

θj : X ×X → Rn, j = 1, k such that for all x ∈ X :

fi(x)− fi(x0) = [Ofi(x0)]
tηi(x, x0), ∀ i = 1, ..., N, (3.1)

−gj(x0) = [Ogj(x0)]
tθj(x, x0), ∀ j = 1, ..., k. (3.2)

Définition 3.2 We say the problem (PV) is of quasi V-type I at x0 ∈ X with respect to

(ηi)i=1,N and (θj)j=1,k, if there exists N + k vector functions ηi : X × X → Rn, i = 1, N

and θj : X ×X → Rn, j = 1, k such that for some vectors µ ∈ RN= and λ ∈ Rk= :

N∑
i=1

µi[fi(x)− fi(x0)] 5 0 ⇒
N∑
i=1

µi[Ofi(x0)]
tηi(x, x0) 5 0, ∀ x ∈ X, (3.3)

k∑
j=1

λjgj(x0) = 0 ⇒
k∑
j=1

λj[Ogj(x0)]
tθj(x, x0) 5 0, ∀ x ∈ X. (3.4)

Définition 3.3 We say the problem (PV) is of pseudo V-type I at x0 ∈ X with respect to

(ηi)i=1,N and (θj)j=1,k, if there exits N + k vector functions ηi : X × X → Rn, i = 1, N

and θj : X ×X → Rn, j = 1, k such that for some vectors µ ∈ RN= and λ ∈ Rk= :

N∑
i=1

µi[Ofi(x0)]
tηi(x, x0) = 0 ⇒

N∑
i=1

µi[fi(x)− fi(x0)] = 0, ∀ x ∈ X, (3.5)

k∑
j=1

λj[Ogj(x0)]
tθj(x, x0) = 0 ⇒

k∑
j=1

λjgj(x0) 5 0, ∀ x ∈ X. (3.6)
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Définition 3.4 We say the problem (PV) is of quasi pseudo V-type I at x0 ∈ X with respect

to (ηi)i=1,N and (θj)j=1,k, if there exists N + k vector functions ηi : X ×X → Rn, i = 1, N

and θj : X ×X → Rn, j = 1, k such that for some vectors µ ∈ RN= and λ ∈ Rk= :

N∑
i=1

µi[fi(x)− fi(x0)] 5 0 ⇒
N∑
i=1

µi[Ofi(x0)]
tηi(x, x0) 5 0, ∀ x ∈ X, (3.7)

k∑
j=1

λj[Ogj(x0)]
tθj(x, x0) = 0 ⇒

k∑
j=1

λjgj(x0) 5 0, ∀ x ∈ X. (3.8)

Définition 3.5 We say the problem (PV) is of pseudo quasi V-type I at x0 ∈ X with respect

to (ηi)i=1,N and (θj)j=1,k, if there exits N + k vector functions ηi : X ×X → Rn, i = 1, N

and θj : X ×X → Rn, j = 1, k such that for some vectors µ ∈ RN= and λ ∈ Rk= :

N∑
i=1

µi[Ofi(x0)]
tηi(x, x0) = 0 ⇒

N∑
i=1

µi[fi(x)− fi(x0)] = 0, ∀ x ∈ X, (3.9)

k∑
j=1

λjgj(x0) = 0 ⇒
k∑
j=1

λj[Ogj(x0)]
tθj(x, x0) 5 0, ∀ x ∈ X. (3.10)

3.2 Optimality conditions

In this section we establish some sufficient conditions for an x0 ∈ X to be an efficient or

properly efficient solution of problem (PV) under different conditions while involving the

defined notion of problem given above.

Théorème 3.1 (Sufficiency) Suppose that

(i) x0 ∈ X ;

(ii) there exists N + J vector functions ηi : X × X → Rn, i = 1, N , θj : X × X →
Rn, j ∈ J(x0) and scalars µi > 0, i = 1, N , λj = 0, j ∈ J(x0) such that :

N∑
i=1

µi[Ofi(x0)]
tηi(x, x0) +

∑
j∈J(x0)

λj[Ogj(x0)]
tθj(x, x0) = 0, ∀ x ∈ X; (3.11)

(iii) the problem (PV) is V-type I at x0 with respect to (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(x0) and for µ

and λ.

Then x0 is properly efficient solution for (PV).

Théorème 3.2 (Sufficiency) Suppose that

(i) x0 ∈ X ;
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(ii) there exists N + J vector functions ηi : X × X → Rn, i = 1, N , θj : X × X →

Rn, j ∈ J(x0) and scalars µi = 0, i = 1, N,
N∑
i=1

µi = 1, λj = 0, ∀ j ∈ J(x0) such

that the relation (3.11) of theorem 3.1 is verified ;

(iii) the problem (PV) is strictly-pseudo V-type I at x0 with respect to (ηi)i=1,N ,

(θj)j∈J(x0) and for µ and λ.

Then x0 is an efficient solution of (PV).

If further µi > 0, i = 1, N , x0 will be properly efficient solution for (PV).

Théorème 3.3 (Sufficiency) Suppose that

(i) x0 ∈ X ;

(ii) there exists N + J vector functions ηi : X × X → Rn, i = 1, N , θj : X × X →

Rn, j ∈ J(x0) and scalars µi = 0, i = 1, N,
N∑
i=1

µi = 1, λj = 0, ∀ j ∈ J(x0) such

that the relation (3.11) of theorem 3.1 is verified ;

(iii) the problem (PV) is quasi strictly-pseudo V-type I (or semi strictly-quasi V-type I)

at x0 with respect to (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(x0) and for µ and λ.

Then x0 is an efficient solution for (PV).

To prove the next result we need to define the generalized assumption C at a point x0 ∈ X.

Condition imposed on the functions ηi, i = 1,m.

Generalized Assumption C at a point x0 ∈ X : Let ηi : X × X → Rn, i = 1,m,

η : X×X → Rn and x0 ∈ X. We say that the functions ηi, i = 1,m satisfy the generalized

assumption C at x0 with respect to η if, for any x ∈ X and for any α ∈ [0, 1],

ηi(x
0, x0 + αη(x, x0)) = −αη(x, x0), i = 1,m, (3.12)

ηi(x, x
0 + αη(x, x0)) = (1− α)η(x, x0), i = 1,m. (3.13)

Théorème 3.4 (necessity) Suppose that

(i) x0 is a weak efficient solution for (PV) ;

(ii) gj is continuous at x0 for j ∈ J̃(x0), there exists vector functions ηi : X × X →
Rn, i = 1, N , θj : X ×X → Rn, j ∈ J(x0) continuous in the second argument at x0

and which satisfy the inequality (3.13) of generalized assumption C at x0 with respect

to η : X ×X → Rn ;

(iii) the functions [Ofi(x0)]tηi(x, x0), i = 1, N and [Ogj(x0)]tθj(x, x0), j ∈ J(x0) are

pre-invex of x on X with respect to γ : X ×X → Rn ;

(iv) there exists x̄ ∈ X such that
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−gj(x0) > [Ogj(x
0)]tθj(x̄, x

0), ∀ j ∈ J(x0). (3.14)

Then there exists µ0 ∈ RN≥ and λ0 ∈ R|J(x
0)|

= such that (x0, µ0, λ0) satisfies

N∑
i=1

µ0
i [Ofi(x

0)]tηi(x, x
0) +

∑
j∈J(x0)

λ0j [Ogj(x
0)]tθj(x, x

0) = 0, ∀ x ∈ X. (3.15)

3.3 Mond-Weir Duality

In relation to (PV) we consider the following multiobjective dual problem, which is in

the forma of Mond-Weir.

(D) Maximize f(y) = (f1(y), ..., fN(y)),

subject to

N∑
i=1

µi[Ofi(y)]tηi(x, y) +
∑
j∈J(y)

λj[Ogj(y)]tθj(x, y) = 0, ∀ x ∈ X, (3.16)

µ ∈ RN≥ , λ ∈ Rk=, ηi : X ×X → Rn, ∀ i = 1, ..., N, θj : X ×X → Rn, ∀ j ∈ J(y).

We let Y be the set of feasible solutions of problem (D).

Théorème 3.5 (Weak duality) Suppose that

i) x ∈ X ;

ii) (y, µ, λ, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(y)) ∈ Y ;

iii) the problem (PV) is pseudo-quasi V-type I at y with respect to (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(y)

and for µ and λ.

Then f(x) ≮ f(y).

Théorème 3.6 (Weak duality) Suppose that

i) x ∈ X ;

ii) (y, µ, λ, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(y)) ∈ Y ;

iii) the problem (PV) is strictly pseudo-quasi V-type I (or quasi strictly pseudo V-type

I) at y with respect to (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(y) and for µ and λ.

Then f(x) � f(y).

Théorème 3.7 (Strong duality) Suppose that

1) x0 is a weak efficient solution for (PV) ;

2) the hypothesis (ii), (iii) and (iv) of theorem 3.4 are satisfied.
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Then there exists µ0 ∈ RN≥ and λ0 ∈ R|J(x
0)|

= such that (x0, µ0, λ0, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(x0)) ∈
Y and the objective functions of (PV) and (D) have the same values at x0 and

(x0, µ0, λ0, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(x0)), respectively. If, further, the problem (PV) is pseudo-quasi

V-type I at all feasible solutions of (D), then (x0, µ0, λ0, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(x0)) ∈ Y is a weak

efficient solution of (D).

Théorème 3.8 (Strong duality) Suppose that

1) x0 is a weak efficient solution for (PV) ;

2) the hypothesis (ii), (iii) and (iv) of theorem 3.4 are satisfied.

Then there exists µ0 ∈ RN≥ and λ0 ∈ R|J(x
0)|

= such that (x0, µ0, λ0, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(x0)) ∈
Y and the objective functions of (PV) and (D) have the same values at x0 and

(x0, µ0, λ0, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(x0)), respectively. If, further, the problem (PV) is strictly

pseudo-quasi V-type I (or quasi strictly pseudo V-type I) at all feasible solutions of (D),

then (x0, µ0, λ0, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(x0)) ∈ Y is an efficient solution of (D).

Théorème 3.9 (Converse duality) Suppose that

(i) (y0, µ0, λ0, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(y0)) ∈ Y with µ0 > 0 ;

(ii) y0 ∈ X ;

(iii) the problem (PV) is V-type I (or semi strictly pseudo V-type I for g or pseudo

quasi V-type I) at y0 with respect to (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(y0) and for µ0 and λ0.

Then y0 is properly efficient solution for (PV).

Théorème 3.10 Suppose that

i) x0 ∈ X and (y0, µ0, λ0, (ηi)i=1,N , (θj)j∈J(y0)) ∈ Y such that

N∑
i=1

µ0
i fi(x

0) =
N∑
i=1

µ0
i fi(y

0); (3.17)

ii) the problem (PV) is strictly pseudo quasi V-type I at y0 with respect to

(ηi)i=1,N , (θj)j∈J(y0) and for µ0 and λ0.

Then x0 = y0.

3.4 Conclusion

In this paper, we have defined new classes of problem called V-type I with respect

to (ηi)i and (θj)j, quasi-, pseudo-, pseudo quasi-, quasi pseudo- V-type I with respect to

(ηi)i and (θj)j, as a generalization of type I functions with respect to η [1, 5] and the V

type I problem with respect to η [4]. We have obtained necessary and sufficient conditions
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for a feasible point to be a weak efficient, efficient or properly efficient solution, we have

defined the dual problem and we have proved weak, strong and converse duality theorems,

involving the above classes of problems. For establishing the necessary condition for a

feasible point to be a weak efficient solution, we have defined the generalized assumption

C for the functions (ηi)i and (θj)j. Known results in the literature [4, 5] can be deduced as

particular cases from our results, when the functions (ηi)i and (θj)j are equal to the same

function η which is different to zero.
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Dans ce travail, une analyse Markoviènne d’un système de files d’attente avec pannes

a été faite, et ceci dans le sens d’un algorithme décrivant une succession de périodes de

pannes et de disponibilité et l’évolution résultante de la file. L’intérêt théorique principal

de ce travail consiste à démontrer que la méthode des variables supplémentaires est l’ap-

proche la plus commode pour l’analyse d’un tel système, surtout quand les pannes ont une

structure complexe (l’approche usuelle étant la théorie regénerative [3]).

4.1 Analyse de la file M/G/1 avec pannes

Dans cette étude, nous supposons que le processus des arrivées de clients est Poisson-

nien et que le service dont requièrent est une variable aléatoire indépendante du fonction

de distribution arbitraire possédant une densité.

L’algorithme de ce système de file d’attente décrit l’évolution de vecteur d’état (X,N, Y )

où N ∈ N est le nombre de clients dans la file et (X, Y ) sont deux variables d’état

supplémentaires. X ∈ {0, 1} décrit les propriétés globales (le bon ou le mouvais com-

portement) de la file et Y est la quantité du service déjà reçu par le client qui est entrâıne

d’être servi dans le système (0 si la file est vide).

Lorsque le nombre de clients est ≥ 1 et Y > 0 la file sera dite en état X = 0 [bon

comportement]. Elle se comporte exactement comme la file M/G/1 classique : L’occurrence

des arrivées est un processus Poissonnien de taux λ, alors que N doit être crôıtre durant

la période de service. Les départs également peuvent avoir lieu (avec un taux infinitésimal

σ(Y ) = s(Y )/1− S(Y )) si Y = y, S et s étant respectivement la fonction de distribution

et la densité de temps du service. A chaque instant de départ N est diminué par un et Y

devient 0. Si N est différent de 0 (lorsqu’il est diminué par un), le système peut être dans

l’un des deux états possibles :
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◦ Le premier est de rester à l’état X = 0, dans lequel il commence à servir au moins un

de ces clients en attente,

◦ ou de faire un saut à l’état X = 1, dans lequel une période de panne sera commencée

durant laquelle aucun service ne peut être fourni à aucun client.

4.1.1 Algorithme

figures/karim.png

4.2 Ergodicité du système

Nous supposons que les fonctions α(n) et β(n) ont de limites quand n → ∞. Notons

ces limites α̃ et β̃ respectivement. Nous définissons aussi :

α̃ = sup
n≥1

α(n) et β̃ = sup
n≥0

β(n).
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Le processus décrivant ce système

{Zt = (Xt, Nt, Yt), t ∈ R+} est un processus Markovien d’espace d’état {0, 1} × N× R+.

Initialement nous montrons que la châıne de Markov induite du processus Zt est ergo-

dique lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :

0 ≤ α̃ < 1

0 ≤ β̃ < 1

α̃ + β̃ < 1

ρ , λ
µ
< 1− α̃

1−β̃

(4.1)

Soit Tn le n-ième instant de saut du processus Markovien Zt vers l’état (0 × N × {0}).
Soit Nn défini comme suit ZTn = (0, Nn, {0}). La propriété Markoviènne forte implique

que Nn est une châıne de Markov. {Nn, n ∈ N} a pour espace d’état N∗. Cette châıne est

irréductible et apériodique.

Maintenant nous montrons que lorsque la condition (4.1) est satisfaite, la châıne satisfait

la condition suffisante d’ergodicité suivante (voir [2]) :

(i) E[Ni+1 −Ni/Ni = j] <∞ ∀j ∈ N
(ii) lim

j→∞
supE[Ni+1 −Ni/Ni = j] < 0.

Pour ceci, considérons l’expression suivante :

Ni+1 −Ni = A]Ti,Ti+1] −D]Ti,Ti+1]

où A]s,t] (resp. D]s,t]) est le nombre d’arrivées (resp. départs) dans l’intervalle ]s, t].

Nous avons :

E[D]Ti,Ti+1]] = D]Ti,Ti+1] = 1

E[A]Ti,Ti+1]/Ni = j] = ρ+∫ ∞
0

ds(t)
∞∑
n=0

e−λt
(λt)n

n!
α(n+ j − 1)φ(n+ j − 1)

où

φ(j) = E[A]θ,Ti+1]/Zθ]

=
∞∑
n=1

(
n−2∏
e=0

β(j + e))(1− β(j + n− 1)).n
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D’où

E[Ni+1 −Ni/Ni = j] ≤ ρ+
α

1− β
+ 1 <∞

D’où la condition (i).

Nous avons aussi :

∃ lim
j→∞

E[Ni+1 −Ni/Ni = j] = ρ+
α

1− β
− 1

alors que (ii) est prouvée également lorsque ρ < 1− α
1−β .

Par suite, lorsque (4.1) est satisfaite, {Nn, n ∈ N} est ergodique. Son distribution converge

vers une mesure stationnaire unique sur N∗ qui ne dépend pas des conditions initiales. La

convergence du la distribution de Zt et l’indépendance des conditions initiales sont aussi

conséquences du théorème limite sur des processus semi-regénératifs [1] ({Zt, t ∈ R+} peut

être considéré comme un processus semi-regénératif avec un processus de renouvellement

Markovien induit {Nn, Tn, n ∈ N}). Il est clair que cette distribution limite sera une solution

des équations de Kolmogorov.
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Université de Béjäıa 06000, Algerie.
email : robertt15dz@yahoo.fr

La plupart des travaux sur les modèles classiques traitent des systèmes dans lesquels

le serveur reste oisif quand la file d’attente est vide. Cependant, le temps d’oisiveté

du serveur pourrait être utilisé pour un travail secondaire dans le but d’améliorer la

performance du système.

Ces situations d’attente peuvent être étudiées par des modèles d’attente avec vacances.

Dans un tel modèle, le serveur prend occasionnellement une vacance d’une durée aléatoire,

qui peut être utilisée pour accomplir une ou plusieurs tâches secondaires.

Par exemple, les processeurs dans les systèmes informatiques et les systèmes de communi-

cation exécutent en plus de leurs fonctions primaires des tâches de tests et de maintenance

préventive qui permettent principalement de préserver le système contre les pannes et de

prévoir une haute fiabilité de celui-ci. Ces périodes peuvent aussi être considérées comme

des vacances Doshi [1].

Ce modèle a été largement étudié et appliqué à divers problèmes dans l’analyse des

systèmes informatiques, des systèmes de communication et de production ...

On peut définir les rappels linéaires de la manière suivante : La discipline d’accès

au serveur à partir de l’orbite est gouvernée par une loi exponentielle avec l’inten-

sité linéaire λ(1 − δ0j) + jθ, lorsque le nombre de clients en orbite est j de N et

δ0j est la fonction de Kronecker. Le premier terme correspond aux rappels constants

[traités par Artalejo [2], le second est le cas à étudier. Ici, les rappels sont linéaires dans

le sens que l’intensité globale des rappels est proportionnelle au nombre de clients en orbite.
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5.1 Description du modèle [2]

On considère un système de files d’attente à un seul serveur où les clients primaires

arrivent suivant un flux poissonnien de taux λ. Un client qui arrive et trouve le serveur

occupé, quitte l’aire du service pour rejoindre un groupe de clients bloqués appelés ”

orbite”. Après un certain temps aléatoire, il renouvelle sa tentative d’entrer en service,

une fois, deux fois, ..., jusqu’à ce qui’il le trouve disponible. Les intervalles de temps

inter-rappels suivent une distribution exponentielle de taux θ. Comme cette politique de

rappel dépend du nombre de clients dans l’orbite, on l’appelle politique de rappel linéaire.

Les temps de service sont supposés d’une loi arbitraire, de fonction de distribution B(t)

et de moyenne finie 1
r
.

Tous les clients entrant dans le système sont servis d’une manière continue et dans un

ordre indépendant de leur temps de service. De plus, on suppose que le serveur prend une

vacance chaque fois que le système devient vide .

L’état du système à l’instant t peut être décrit par le processus :

X(t) = (C(t), No(t), ξ(t))

C(t) =


0, si le serveur est oisif ;
1, si le serveur est occupé ;
2, si le serveur est en vacance.

No(t) : le nombre de client dans l’orbite à l’instant t.

C(t) = 1 (alternativement C(t) = 2), alors ξ(t) représente le temps de service écoulé du

client en service (respectivement, le temps de la vacance écoulé).

B(x) suit une distribution générale.

Soit {ζn, n ∈ N} une suite d’instants de la complétion d’un service ou bien de la fin

d’une vacance propre.

La séquence des vecteurs aléatoires Yn = {C(ζ−n ), N(ζ+n )} forme une châıne de Markov,

qui est une châıne de Markov incluse pour notre système de files d’attente.

Son espace d’état est S = {1, 2} ∗ N.

Les états de transitions sont donnés par :

(in+1, jn+1) =

{
(2, X), if jn = 0;
(1, jn − δjn + vn+1), if jn > 0.

(5.1)
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Où

X : le nombre de clients qui arrivent durant une vacance.

vn+1 : le nombre de clients qui arrivent pendant un temps de service qui se termine à

l’instant ζn+1.

δjn est la variable de Bernoulli

Les probabilités de transition en un pas de la châıne de Markov induite sont données

par les formules suivantes :

Si C(ζ−n+1) = 1

rkm = P (jn+1 = m/jn = k) (5.2)

= km−k
λ

λ+ kθ
[P (1, jn = k) + P (2, jn = k)] + km−k+1

kθ

λ+ kθ
[P (1, jn = k) + P (2, jn = k)]

Si C(ζ−n+1) = 2

rkm = P (X = m)P (in = 1, jn = 0)+P (X = m)P (2, jn = 0) = P (X = m)(π1,0+π2,0) m ≥ 0

5.2 Condition d’ergodicité

La châıne de Markov incluse est ergodique si et seulement si : ρ = λ
r
< 1.

5.3 Distributions stationnaires de la châıne induite

πi,j = lim
n→∞

P (yn = (i, j)) (i, j) ∈ S
D’après (5.2), on a :

π1,m = (1− δmo)
m∑
k=1

λ

λ+ kθ
km−k(π1,k + π2,k) +

m+1∑
k=1

kθ

λ+ kθ
km−k+1(π1,k + π2,k)

π2,m = P (X = m)(π1,0 + π2,0) m ≥ 0

Soient les fonctions génératrices
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π1(z) =
∞∑
m=0

zmπ1,m =
∞∑
k=1

λ

λ+ kθ
(π1,k + π2,k)K(z)zk +

∞∑
k=1

kθ

λ+ kθ
(π1,k + π2,k)K(z)zk−1

(5.3)

π2(z) =
∞∑
m=0

zmπ2,m = βχ(z) (5.4)

où :

β = π1,0 + π2,0 et χ(z) est la fonction génératrice de de la variable X.

Posant :

L1(z) =
∞∑
m=0

zm π1,m
λ+mθ

L2(z) =
∞∑
m=0

zm π2,m
λ+mθ

D’après (5.3) :

π1(z) = K(z)[
λ

z
(L1(z) + L2(z)) + θ(L

′

1(z) + L
′

2(z))] (5.5)

D’après (5.4)

π2(z) = βχ(z) (5.6)

Définissant :

π1(z) =
∞∑
m=0

zmπ1,m =
∞∑
m=0

λ+mθ

λ+mθ
zmπ1,m = λL1(z) + θzL

′

1(z)

π2(z) =
∞∑
m=0

λ+mθ

λ+mθ
π2,mz

m = λL2(z) + θzL
′

2(z) (5.7)

(5.5) et (5.7) donnent :

L
′

1(z) =
λ[z −K(z)]

θz[K(z)− z]
L1(z)− K(z)[λL2(z) + θzL

′
2(z)]

θz[K(z)− z]

En utilisant (5.7) et (5.6)

L
′

1(z) =
λ[z −K(z)]L1(z)−K(z)βχ(z)

θz[K(z)− z]

D’après (5.7)

π1(z) = λL1(z) + θz
λ[z −K(z)]L1(z)− βK(z)χ(z)

θz[K(z)− z]
=
βK(z)χ(z)

z −K(z)
(5.8)
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5.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons montré, dans un premier temps, l’intérêt et les applications

des modèles d’attente avec rappels et vacances. Dans un deuxième temps, nous avons établi

les probabilités de transition, la condition d’ergodicité et les distributions stationnaires

associé au modèle M/G/1 avec rappels linéaires et vacances du serveur.

Cette étude et celle effectuée par Artalejo [2] constituent une analyse complète des

rappels linéaires dans le cas de ces systèmes d’attente.
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La Condition Nécessaire et Suffisante d’Ergodicité des

Systèmes d’Attente

Lynda BOUKIR

No Institute Given

6.1 Introduction

L’étude des systèmes d’attente semi-Markovien se fait en général, en utilisant la C.M.I,

ie : choisir des instants particuliers de façon à obtenir une châıne Markovienne.

Les étapes qu’il faut suivre en général pour étudier cette châıne sont :

– Décrire le système avec les instants de discrétisation.

– Montrer que la châıne est Markovienne.

– Donner la condition d’ergodicité de la châıne.

– Donner la relation entre la distribution stationnaire du processus obtenue à un instant

quelconque et celle de la C.M.I.

6.2 Condition nécessaire et suffisante d’ergodicité

Théorème 6.1 [Foster 1953] Une châıne irréductible, apériodique est ergodique s’il

existe une solution non négative pour le système :

∞∑
j=0

pijxj ≤ xi − 1 (6.1)

et
∞∑
j=0

p0jxj ≤ ∞ (6.2)

Théorème 6.2 Un système apériodique irréductible est ergodique si et seulement si, il

existe une solution non nulle pour le système :

∞∑
j=0

xjpji = xi (6.3)
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et
∞∑
j=0

|xj| <∞ (6.4)

6.3 Application pour la file M/G/1

Le système M/G/1 peut être décrit de la manière suivante : Le processus des arrivées

est Poissonien, la loi de service est quelconque et les clients sont servis selon la discipline

(FIFO).

Pour étudier cette file d’attente, le plus simple est de se ramener à une C.M.I.

Soit A(t) : le nombre d’arrivées dans la file d’attente dans l’intervalle [0.t].

et Yt : le nombre de clients dans le système au temps t.

Soit : S1, S2, . . . , Sn, . . . les temps de service des clients 1, 2, . . . , n, . . .

Nous supposons que le processus A(t), t ≥ 0 est un processus de Poisson de paramètre λ.

Les temps de service Sn sont indépendants les uns des autres et du processus des arrivées,

ils sont équidistribués suivant la distribution de probabilité G(s) de moyenne 1
µ
.

Nous désirons trouver la condition de stabilité de cette file ainsi que la distribution du

nombre de clients qui s’y trouve à l’état d’équilibre.

Soit Xn le nombre de clients dans le système juste après le n-ième départ.

Théorème 6.3 Le processus (Xn)n≥1 est une châıne de Markov de matrice de transition

P =

0 1 2 3 · · ·
0 p0 p1 p2 p3 . . .
1 p0 p1 p2 p3 . . .
2 0 p0 p1 p2 . . .
3 0 0 p0 p1 . . .
...

...
. . . . . . . . . . . .

pk =
∞∫
0

e−λ s(λ s)k

k!
dG(s), k = 0, 1, . . .

Théorème 6.4 La châıne Xn est récurrente positive si et seulement si

ρ =
λ

µ
< 1

Démonstration. Pour obtenir le résultat recherché, nous appliquons le théorème (6.1) de

Foster : On pose comme solution recherchée : xj =
j

1− ρ
, j ≥ 0. De la matrice de

transition P :
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∞∑
j=0

pijxj =
∞∑

j=i−1

pj−i+1

(
j

1− ρ

)
,

=
p0(i− 1)

1− ρ
+

p1i

1− ρ
+
p2(i+ 1)

1− ρ
+ . . .

=
p0(i− 1)

1− ρ
+
p1(i− 1)

1− ρ
+
p2(i− 1)

1− ρ
+ . . .

+
p1

1− ρ
+

2p2
1− ρ

+ . . .

= (i− 1)
∞∑
j=0

pj
1− ρ

+
∞∑
j=1

jpj
1− ρ

=
(i− 1)

1− ρ
+
∞∑
j=1

jpj
1− ρ

on a
∞∑
j=1

jpj = ρ d’où :

∞∑
j=0

pijxj =
i− 1 + ρ

1− ρ

=
i

1− ρ
− 1− ρ

1− ρ

=
i

1− ρ
− 1 = xi − 1

(puisque xi ≥ 0 alors (1− ρ) > 0 d’où ρ < 1)

et

∞∑
j=0

p0jxj =
∞∑
j=0

pjxj

=
∞∑
j=0

pj
j

1− ρ

=
ρ

1− ρ
<∞.

D’où, il s’en suit que la châıne est ergodique si ρ < 1.

Théorème 6.5 Pour la châıne irréductible et apériodique, les probabilités limites :

lim
n→∞

P{Xn = j} = πj (∀j)
existent toujours et elles sont indépendantes de la distribution à l’état initial.
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– Si les états sont tous transitoires ou récurrents nuls, alors πj = 0 pour tout j, et

existe une distribution non stationnaire.

– Cependant, si tous les états sont récurrents positifs (ie : ergodique), alors πj > 0, pour

tout j et {πj} est une distribution stationnaire unique et coincide avec la probabilité

limite solution de :

πj =
∞∑
i=0

πipij (∀j ∈ E)

et
∞∑
i=0

πi = 1.

Pour l’obtention de la condition Nécessaire :

puisque le régime stationnaire existe (d’après le théorème 6.5), alors on a :

πP = π (6.5)

πi = π0p1 +
i+1∑
j=1

πjpi−j+1, (i = 0, 1, . . .) (6.6)

si on définit :

U(z) =
∞∑
j=0

πj z
j

et

K(z) =
∞∑
j=0

kj z
j.

En multipliant (6.6) par zi et en sommant sur i, on trouve :

U(z) =
π0 (1− z) K(z)

K(z) − z
. (6.7)

maintenant utilisant le fait que U(1) = 1 :

1 = lim
z→1

U(z)

1 = π0
−K(1)

K ′(1)− 1

1 = π0
−1

ρ− 1
(ρ =

λ

µ
).
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on a π0 > 0 (théorème 6.5) d’où ρ − 1 < 0 ⇒ ρ < 1. donc ρ < 1 est une condition

nécessaire pour l’ergodicité .

Finalement, ρ < 1 est une condition nécessaire et suffisante pour que M/G/1 soit

ergodique.

6.4 Relation entre la distribution stationnaire du processus et
celle de la C.M

Définition 6.1 Soit {Xn}n≥1 une suite de v.a prenant leur valeur dans un ensemble E et

soit {Tn}n≥1 une suite croissante de v.a à valeur dans R+.

Le processus stochastique (X,T ) = {Xn, Tn, n ∈ N} est un processus de renouvellement

Markovien sur l’espace E si :

P{Xn+1 = j, Tn+1 − Tn ≤ t\X0, X1, . . . , Xn;T0, . . . , Tn} (6.8)

= P{Xn+1 = j, Tn+1 − Tn ≤ t\Xn}

pour tout n ∈ N, j ∈ E et t ∈ R+.

Le processus stochastique (X,T ) est homogène dans le temps si, pour tout i, j ∈ E

et t ∈ R+, la quantité

P{Xn+1 = j, Tn+1 − Tn ≤ t\Xn} = Q(i, j, t)

est indépendante de n.

Les probabilités Q(i, j, t) forment le noyau semi-Markovien associé à (X,T).

P (i, j) = lim
t→∞

Q(i, j, t)

Pi{A} = P{A/X0 = i}
Ei = {X0 = i}
On définit :

Qn(i, j, t) = Pi{Xn = j, Tn ≤ t} i, j ∈ E, t ∈ R+ (6.9)

Pour tout t on définit la fonction les fonction :

R(i, j, t) qu’on appelle les fonctions de renouvellement Markovien.

R(i, j, t) =
∞∑
i=0

Qn(i, j, t) ∀i, j ∈ E, t <∞ (6.10)
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R = {R(i, j, t) : i, j ∈ E} qu’on appelle le noyau de renouvellement Markovien associé à

(X,T ).

Théorème 6.6 Soit Z un processus semi régénératif, avec un espace des états E, soit

(X,T ) un processus semi Markovien induit de Z, et Q et R sont le noyau semi Markovien

et le noyau de renouvellement Markovien correspondant à (X,T ).

Définissons pour un ensemble A ⊂ E :

Kt(i, A) = Pi{Zt ∈ A, T1 > t} i ∈ E, t ≥ 0 (6.11)

Pt(i, A) = Pi{Zt ∈ A, } i ∈ E, t ≥ 0 (6.12)

Alors pour i ∈ E et t ≥ 0 on a :

Pt(i, A) =
∑
j∈E

t∫
0

R(i, j, ds)Kt−s(j, A) (6.13)

Théorème 6.7 Dans les mêmes hypothèses que le théorème (6.6). Supposons que (X,T )

est un processus récurrent, irréductible et apériodique, soit v la mesure invariante de X,

et soit

m(j) = Ej[T1] =

∞∫
0

[1−
∑
k

Q(j, k, t)]dt (6.14)

et supposons vm <∞ alors

lim
t→∞

Pt(i, A) =
1

vm

∑
j

∞∫
0

Kt(j, A)dt (6.15)

Nous donnons dans ce qui suit la relation reliant la solution stationnaire obtenue à un

instant quelcoque du processus d’attente p(k) et celle de la châıne de Markov induite

πk k = 0, 1,
....

On note Yt : le nombre de clients présent dans le système à l’instant t.

Y = {Yt; t ≥ 0} est un processus semi régénératif avec E = {0, 1, 2 . . .} espace des états.

Théorème 6.8 Le processus {Xn, Tn}est un processus de renouvellement Markovien de

matrice de transition Q(t)(noyau semi Markovien) donnée par :
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Q(t) =

0 1 2 3 · · ·
0 q0(t) q1(t) q2(t) q3(t) . . .
1 p0(t) p1(t) p2(t) p3(t) . . .
2 0 p0(t) p1(t) p2(t) . . .
3 0 0 p0(t) p1(t) . . .
...

...
. . . . . . . . . . . .

où pn(t) =
t∫
0

e−λ s(λ s)n

n!
dG(s), n = 0, 1, . . .

et qn(t) =
t∫
0

λe−λ spn(t− s)ds, n = 0, 1, . . .

6.5 Preuve

Le processus {Xn, Tn}est un processus de renouvellement Markovien si :

P{Xn+1 = j, Tn+1 − Tn ≤ t\X0, X1, . . . , Xn;T0, . . . , Tn}
= P{Xn+1 = j, Tn+1 − Tn ≤ t\Xn}

pour tout n ∈ N, j ∈ E et t ∈ R+

Comme le processus des arrivées est Poissonien et que les temps de service sont

indépendants les uns des autres, la relation (6.8) est vérifiée.

Les élément de la (i+1)-ième ligne de la matrice de transition sont déterminés par :

Q(i, j, t) = P{Xn+1 = j, dn+1 − dn ≤ t\Xn = i}
= P{A(Sn+1) = j − i+ 1, dn+1 − dn ≤ t}
= Qj−i+1(t).

La première ligne de la matrice de transition est déterminée par les termes :

Q(0, j, t) = P{Xn+1 = j, dn+1 − dn ≤ t\Xn = 0}

=

t∫
0

P{an − dn = s}P{A(Sn+1) = j; dn+1 − an ≤ t− s}ds

= qj(t).

Nous allons utiliser le théorème fondamental des processus de renouvellement Markovien,

qui permet de relier la solution stationnaire à un instant quelconque, à la solution

stationnaire sur la châıne de Markov induite.

Nous obtenons :



42 Lynda BOUKIR

K(t, j, k) =



e−λt si j=k=0 ;
t∫
0

λe−λ(t−s)
e−λs(λs)k−1

(k − 1)!
(1−G(s))ds si k > j = 0 ;

(1−G(t))
e−λt(λt)k−j

(k − j)!
si k ≥ j = 0 ;

0 sinon.

Revenons au théorème fondamental : si la châıne de Markov induite est récurrente

positive (ie : si ρ < 1), le processus de renouvellement markovien est aussi ergodique et

le temps moyen entre deux instants de la châıne de Markov induite est simplement λ−1.

Comme nous voulons trouver la relation entre vk et πk, il suffit d’appliquer la relation

(6.15), c’est à dire :

v(k) =
∑
j

λπj

∞∫
0

K(t, j, k)dt (6.16)

Vérifions l’égalité des séries V (z) =
∞∑
k=0

vkz
k et U(z) =

∞∑
k=0

πkz
k pour tout |z| < 1. Posons

α = λ(1− z), nous obtenons à partir de(6.16) :

(1− z)V (z) = α
∞∑
j=0

πj

∞∫
0

dt
∞∑
k=j

K(t, j, k) zk

= π0


∞∫
0

αe−λtdt

+ z

∞∫
0

dt

∞∫
0

αe−αs[1−G(s)]λe−λ(t−s)ds]


+
∞∑
j=1

πjz
j

∞∫
0

αe−αt[1−G(t)]dt (6.17)

= π0[1− z + z(1− F (z))] +
∞∑
j=1

πjz
j(1− F (z))

= U(z)[1− F (z)] + π(0)(1− z)F (z)

où F (z) =
∞∫
0

e−αtg(t)dt.
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F (z) =

∞∫
0

αe−αtG(t)dt

=

∞∫
0

e−αtg(t)dt.

En utilisant le système π = πP , nous obtenons :

zU(z) =
∑
i

πi
∑
j

P (i, j)zj+1

= [π0z + π1z + π2z
2 + · · · ]F (z) (6.18)

= U(z)F (z)− π0(1− z)F (z)

A partir de (6.17)et (6.18)et en éliminant π0(1− z)F (z), nous obtenons :

(1− z)V (z) = U(z)[1− F (z)] +G(z)F (z)− zG(z) = (1− z)U(z).

Ce qui démontre l’égalité pour |z| < 1.

Nous avons montré que la solution stationnaire à un instant quelconque, est la

même que celle obtenue aux instants de la châıne incluse Xn.

6.6 Conclusion

Pour terminer nous donnons la propriété PASTA (Poisson Arrivals See Time Average)

qui permet de donner l’égalité entre la distribution stationnaire du processus et celle de la

châıne de Markov induite, une condition nécessaire pour qu’il y ait cette égalité est que le

processus des arrivées soit Poissonier, ie : si le processus des arrivées n’est pas Poissonien

alors il n y a pas égalité entre les deux distributions.
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Estimations de la stabilité forte des châınes de

Markov.
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Université de Béjaia, Targa Ouzemour -06000- Béjaia (Algérie).

Résumé Dans ce travail, nous présentons des estimations quantitatives de l’erreur relative commise sur la dis-
tribution stationnaire d’une châıne de Markov fortement v−stable après une petite perturbation de son noyau de
transition. Nous présentons, également, des estimations de l’erreur absolue commise sur les probabilités station-
naires individuelles d’une châıne de Markov discrète irréductible fortement v−stable. Une application à un modèle
de gestion des stocks de type (R, s, S) a été appliquée.

Mots-clés : Châıne de Markov, Stabilité forte, Perturbation, Erreur relative, Erreur absolue, gestion des stocks.

7.1 Introduction

Dans la modélisation des problèmes pratiques, on est souvent amené à remplacer le

système réel, généralement très compliqué, par un autre système (idéal) qui lui est proche

dans un certain sens mais qui est plus simple en structure et/ou en composantes. Cela est

dicté par le fait que le système réel ne peut pas être analysé ou que son analyse débouche

sur des formules compliquées qui ne peuvent pas être exploitées en pratique. A cela s’ajoute

le fait que les paramètres sont généralement déterminés d’une manière imprécise, car ob-

tenus par des méthodes statistiques. De telles circonstances nous suggèrent de rechercher

les propriétés qualitatives du système réel, i.e., la manière de laquelle ce dernier est af-

fecté par les changements de ses paramètres. Les propriétés qualitatives importantes des

modèles stochastiques sont l’invariance, la monotonie et la stabilité [7]. C’est par le biais

des propriétés qualitatives que des bornes peuvent être obtenues mathématiquement et

que des approximations peuvent être faites rigoureusement. Plusieurs méthodes ont été

élaborées pour l’investigation de la stabilité des châınes de Markov. Certaines permettent

l’obtention d’estimations quantitatives en plus de l’affirmation qualitative de la stabilité.

Pour la plupart ces méthodes, l’estimation obtenue est de la forme :

‖π − ν‖ ≤ C(P )‖P −Q‖.

avec une définition particulière de la norme ‖.‖. Cette estimation ne permet pas de mesurer

la qualité de l’approximation car il faudra la comparer à une valeur de référence certes.
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De plus, la formule ci-dessus ne permet pas d’avoir une idée sur l’erreur commise sur les

probabilités stationnaires individuelles d’une châıne de Markov discrète. La méthode de

stabilité uniforme [3] répond à ces questions mais se limite au cas d’une châıne de Markov

irréductible finie. Cette méthode présente des estimations de la forme :

|πk − νk| ≤ C(P )‖P −Q‖.

L’article de Cho et Mayer [2] présente et compare plusieurs bornes de cette forme. Cette

méthode permet également d’avoir des estimations sur l’erreur relative sous la forme (voir

[3]) :
|πk − νk|
|πk|

≤ C(P )‖P −Q‖.

Sur la base des résultats obtenus pour la méthode de stabilité forte [1, 4], nous présentons

dans ce travail des estimations quantitatives de l’erreur relative commise sur la distribution

stationnaire d’une châıne de Markov fortement stable après une perturbation de son noyau

de transition. Nous présentons, également, une estimation de l’erreur absolue commise

sur les probabilités stationnaires individuelle d’une châıne de Markov discrète irréductible.

Nous appliquons les résultats obtenus à un modèle de gestion des stocks de type (R, s, S).

7.2 Critère de stabilité forte

Soit X = (Xt, t ≥ 0), une châıne de Markov homogène à valeurs dans un espace mesu-

rable (E, E), (où l’on suppose que la σ-algèbre E est dénombrablement engendrée), donnée

par un noyau de transition régulier P(x,A), x ∈ E, A ∈ E et admettant une probabilité

invariante unique π.

Notons mE (mE+) l’espace des mesures finies (non négatives) sur E , fE (fE+) l’espace

des fonctions mesurables bornées (non négatives) sur E. Soit v une fonction mesurable

bornée inférieurement par une constante positive, (pas nécessairement finie) sur E et soit

θ = inf
x∈E

v(x).

On introduit dans mE , la famille spéciale de normes de la forme

‖µ‖v =

∫
E

v(x)|µ|(dx), ∀µ ∈ mE (7.1)

où |µ| est la variation de la mesure µ.

On considère, dans l’espace mE , l’espace de Banach M = {µ ∈ (mE) : ‖µ‖v < ∞} et

M+ =M∩ (mE+).

Alors, Les normes induites sur les espaces fE et M auront les formes suivantes :
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‖P‖v = sup{‖µP‖v, ‖µ‖v ≤ 1} = sup
x∈E

(v(x))−1
∫
E

|P(x, dy)|v(y), (7.2)

‖f‖v = sup{|µf |, ‖µ‖v ≤ 1} = sup
x∈E

(v(x))−1 |f(x)|. (7.3)

On associe à chaque noyau de transition P(x,A) appartenant à l’espace des opérateurs

linéaires bornés, les applications linéaires LP : mE → mE et L∗P : fE → fE , dont les

valeurs pour µ ∈ mE et f ∈ fE sont respectivement :

µP(A) = LP(µ)(A) =

∫
E

µ(dx)P(x,A), ∀A ∈ E ,

Pf(x) = L∗P(f)(x) =

∫
E

P(x, dy)f(y), ∀x ∈ E.

et à chaque fonction f ∈ fE , on associe la fonctionnelle linéaire f : µ→ µf telle que :

µf =

∫
E

µ(dx)f(x),

Pour µ ∈ mE et f ∈ fE , f ◦ µ désignera le noyau de transition de la forme :

f(x)µ(A), x ∈ E, A ∈ E .

Définition 7.1 (cf. [1]) On dit que la châıne de Markov X vérifiant ‖P‖v < ∞ est

fortement v−stable, si chaque noyau stochastique Q dans un certain voisinage {Q : ‖Q−
P‖v < ε} admet une probabilité stationnaire unique ν et :

‖ν − π‖v −→ 0 quand ‖Q−P‖v −→ 0.

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes de la v−stabilité forte d’une châıne de

Markov récurrente au sens de Harris.

Théorème 7.1 (cf. [1]) Pour que la châıne de Markov X récurrente au sens de Harris

et vérifiant ‖P‖v < ∞ soit fortement v-stable, il suffit que les conditions suivantes soient

vérifiées :

1. ∃α ∈M+, ∃h ∈ fE+ telles que : πh > 0, α1I = 1, αh > 0,

2. Le noyau T = P− h ◦ α est non négatif,

3. ∃ ρ < 1 tel que, Tv(x) ≤ ρ v(x), ∀x ∈ E.

où 1I est la fonction identiquement égale à 1.

La possibilité d’obtenir des inégalités avec un calcul exact des constantes est la parti-

cularité de la méthode de stabilité forte.
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Théorème 7.2 (cf. [4]) Sous les conditions du théorème 7.1 et pour ∆ vérifiant la condi-

tion ‖∆‖v < C−1(1− ρ), on a :

‖ν − π‖v ≤ ‖∆‖v ‖π‖v C (1− ρ− C ‖∆‖v)−1 , (7.4)

où

C = 1 + ‖ 1I ‖v ‖π‖v

et

‖π‖v ≤ (αv)(1− ρ)−1(πh)

7.3 Estimation de l’erreur relative

Le résultat suivant donne une estimation de l’erreur relative. Ce qui permet de mesurer

la grandeur de la déviation de la distribution stationnaire de la châıne perturbée par rapport

à la norme de la mesure stationnaire.

Théorème 7.3 Sous les conditions du théorème 7.1 et pour ∆ vérifiant la condition

‖∆‖v < C−1(1− ρ), on a :

‖ν − π‖v
‖π‖v

≤ ‖∆‖vC (1− ρ− C ‖∆‖v)−1 , (7.5)

On a :

‖π‖v =

∫
E

π(dx)v(x) ≥ θ

∫
E

π(dx) = θ 6= 0.

D’après le théorème 7.2 on a :

‖ν − π‖v ≤ ‖∆‖v ‖π‖v C (1− ρ− C ‖∆‖v)−1 .

Par suite,
‖ν − π‖v
‖π‖v

≤ ‖∆‖vC (1− ρ− C ‖∆‖v)−1 .

7.4 Estimation de la déviation des probabilités stationnaires
individuelles

Considérons maintenant le cas d’une châıne de Markov discrète irréductible (définie par

une matrice de transition). Les estimations précédentes ne permettent pas d’avoir une idée

sur l’erreur commise individuellement sur l’une des probabilités stationnaires de la châıne

de Markov perturbée. Nous proposons alors, ce résultat :
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Théorème 7.4 Sous les conditions du théorème 7.1 et pour ∆ vérifiant la condition

‖∆‖v < C−1(1− ρ), on a :

|πk − νk| ≤
‖∆‖v‖π‖vC

v(k) (1− ρ− C ‖∆‖v)
, (7.6)

pour tout k ∈ E.

Soit k ∈ E,

v(k)|πk − νk| ≤
∑
i∈E

v(i)|πi − νi| = ‖π − ν‖v ≤
‖∆‖v ‖π‖v C

(1− ρ− C ‖∆‖v)
.

Donc,

|πk − νk| ≤
‖∆‖v‖π‖vC

v(k) (1− ρ− C ‖∆‖v)
.

7.5 Application à un modèle de gestion des stocks

Considérons le problème de gestion des stocks mono-article mono-échelon de type

(R, s, S) suivant. l’état du stock Xn est inspecté aux dates tn = nR (n ≥ 1). Si le ni-

veau du stock Xn est inférieur ou égal à s, on passe une commande pour ramener le stock

au niveau S. On suppose que les commandes arrivent immédiatement. Les demandes suc-

cessives ξn, n ≥ 1, sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

de loi commune

ak = P (ξ1 = k), k = 0, 1, 2, ...

ak représente alors la probabilité d’avoir une demande de k articles durant la période.

Soit X = {Xn, n ≥ 0} la châıne de Markov représentant le niveau du stock en main à

la date tn = nR.

Considérons un autre modèle identique en structure, sauf que les demandes ξ′n sont de

loi :

a′k = P (ξ′1 = k), k = 0, 1, ...

Soit (X ′n)n≥0 la châıne de Markov représentant le niveau du stock en main à la date tn =

nR dans Σ ′. Soit P et Q les opérateurs de transition des châınes de Markov X et X ′

respectivement.
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7.5.1 Stabilité forte de la châıne X

Théorème 7.5 (cf. [6]) La châıne de Markov X = {Xn, n ≥ 0}, est fortement v−stable

pour une fonction v(k) = βk pour tout β > 1.

La constante ρ étant égale à :

ρ =

∑∞
i=s+1 ai

βs+1
+

s∑
i=0

aiβ
−i. (7.7)

7.5.2 Déviation de l’opérateur de transition

Le système de gestion des stocks considéré est fortement v−stable. Ces caractéristiques

peuvent approcher celles d’un autre modèle identique en structure sauf en distribution des

demandes si les lois de demandes des deux systèmes sont proches dans un certain sens. La

proximité des deux lois sera mesurée par la mesure

W =
∞∑
i=S

|ai − a′i|+
S−1∑
i=0

|ai − a′i| βS−i (7.8)

Pour pouvoir estimer numériquement l’écart entre les distributions stationnaires des châınes

X et X ′, estimons d’abord la déviation du noyau de transition de la châıne X par rapport

à celui de la châıne X ′. On a alors

Lemme 7.1. (cf. [5]) Soit P (resp. Q) le noyau de transition de la châıne de Markov X

(resp. X ′). Alors

‖P −Q‖v ≤ W

7.5.3 Inégalités de stabilité

Les inégalités de stabilité donnent une estimation de l’écart entre les distributions sta-

tionnaires des châınes de Markov X et X ′. Estimons d’abord ‖π‖v.

Lemme 7.2. (cf. [5]) Soit

γ =

(∑∞
i=S ai +

∑S−1
i=0 aiβ

S−i
)

(1− ρ)(1 +H(S − s))
(7.9)

où ρ est donné par (7.7) et H =
∑∞

n=1 F
n∗
ξ est la fonction de renouvellement associée à la

fonction de répartition Fξ de la variable aléatoire ξ1. Alors

‖π‖v ≤ γ
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Théorème 7.6 (cf. [5]) Soit π et ν les distributions stationnaires des châınes de Markov

X et X ′ respectivement. Alors, sous la condition W < 1−ρ
1+γ

on a

‖π − ν‖v ≤
Wγ (1 + γ)

1− ρ− (1 + γ)W
(7.10)

où ρ est donné par (7.7) et γ par (7.9).

Théorème 7.7 Soit π et ν les distributions stationnaires des châınes de Markov X et X ′

respectivement. Alors, sous la condition

‖P −Q‖v = W <
1− ρ
1 + γ

(7.11)

on a
‖π − ν‖v
‖π‖v

≤ W (1 + γ)

1− ρ− (1 + γ)W
(7.12)

où ρ est donné par (7.7) et γ par (7.9).

Appliquer le théorème 7.3 et suivre la démarche de la preuve du théorème 7.6 pour le calcul

des constantes.

Théorème 7.8 Soit π et ν les distributions stationnaires des châınes de Markov X et X ′

respectivement. Alors, sous la condition

‖P −Q‖v = W <
1− ρ
1 + γ

(7.13)

on a

|πk − νk| ≤
Wγ(1 + γ)

βk(1− ρ− (1 + γ)W )
(7.14)

pour tout k ∈ E. Avec ρ donné par (7.7) et γ par (7.9).

Appliquer le théorème 7.4.
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Comme pour toute théorie, en théorie de fiabilité on opère selon des modèles

[2]. Les méthodes probabilistes élémentaires utilisées pour les systèmes non réparables

s’avèrent insuffisantes pour étudier des systèmes réparables. Pour l’analyse de ces derniers,

on fait appel à ces méthodes de modélisation les plus répondues [3, 9]. L’un des objectifs

de ce travail est de montrer que le calcul de la fiabilité de certains systèmes complexes

se ramène à des problèmes de phénomènes d’attente. Supposons par exemple que la

capacité d’un atelier de réparation est N ≥ 1, ce qui signifie que N éléments défaillants au

maximum peuvent être remis en service à la fois. Si N est inférieur au nombre d’éléments

du système (ce qui est souvent le cas), une file d’attente de composants tombés en panne

peut se former, on est alors en présence d’un ”phénomène d’attente” [7]. Il existe

cependant une différence importante entre les phénomènes d’attente habituels et ceux

qui interviennent dans l’étude des systèmes réparables de fiabilité. Pour les premiers, on

admet implicitement qu’il existe un nombre infini de clients potentiels, ce qui implique

que le taux d’arrivée de ces clients est indépendant de l’état dans lequel le système se

trouve. On parle alors de système de file d’attente ouvert. Les seconds, que l’on appelle

systèmes fermés, sont destinés à servir un nombre fini de clients potentiels, dont chacun

peut solliciter le service de réparation offert plus d’une fois. L’intensité du flux d’arrivée

peut alors varier en fonction de l’état dans lequel se trouve le système.

Afin d’élever la fiabilité des systèmes complexes, il existe des méthodes adéquates, telles

que la ”redondance , et aussi ce qu’on appelle ”maintenance préventive” [8, 4, 5]. La

redondance est l’une des méthodes qui permet d’augmenter la fiabilité du système sujet

à des pannes. Elle consiste à faire fonctionner en parallèle plusieurs éléments remplissant

la même fonction. Le problème de redondance a été pris en considération par Aı̈ssani lors

de l’étude du système M/G/1 avec rappels et serveur non fiable [1]. Une autre technique
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est celle des maintenances préventives qui consiste en l’inspection du système en question

pour des éventuelles réparations préventives ou remplacement afin d’élever la fiabilité du

système et de pallier aux pannes, à des instants aléatoires.

Ceci nous permettra en premier lieu d’introduire la modélisation des systèmes de

fiabilité avec maintenance préventive par les systèmes de files d’attente avec vacances, où

les périodes de maintenance sont simulées par celles des vacances du serveur. Nous nous

intéressons plus exactement, aux systèmes de files d’attente à source finie et vacances

du serveur. Dans de tels modèles, le serveur prend occasionnellement une vacance d’une

durée aléatoire, qui peut être utilisée pour accomplir une ou plusieurs taches secondaires,

comme elle peut modéliser une période d’oisiveté du serveur [11, 10, 6]. L’étude de tels

systèmes est sans aucun doute très importante pour les applications pratiques, car les

vacances du serveur influent beaucoup sur les caractéristiques du système considéré. En

particulier, plus les durées de vacances du serveur sont longues, plus le nombre d’usagers

dans la file est élevé et plus la durée d’attente de chaque usager dans la file est longue.

En second lieu, dans ce travail, nous avons prouvé pour la première fois l’applicabi-

lité de la méthode de stabilité forte aux systèmes réparables de fiabilité avec maintenance

préventive qui peuvent être vus comme des systèmes de files d’attente avec vacances et

source finie, où la perturbation a concerné la structure du service. Le système M/G/1//N

à vacances multiples du serveur et service exhaustif nous a servi d’illustration. Nous avons

prouvé le fait de la stabilité. Ceci nous permet de constater la possibilité d’approxi-

mer les caractéristiques stationnaires et non stationnaires du système M/G/1//N avec

maintenances préventives par celles du système M/G/1//N classique. Nous avons obtenu

également les estimations quantitatives de stabilité avec un calcul exact des constantes.
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9.1 Introduction

Si on a à comparer deux tests (test I et test II ) de même niveau de signification. Si le

test II a une courbe de la fonction puissance supérieure à celle du test I pour les paramètres

de l’alternative alors on préfère le test II.

Cependant, en statistique non paramétrique nous n’avons pas la possibilité de générer des

fonctions puissance de façon à avoir des tests uniformément plus puissants.

Pour cela on utilise les fonctions puissance de deux tests pour décrire les propriétés relatives

de ces tests, ce qui n’est pas toujours possible pour la plupart des tests non paramétriques

de distribution libre. On a aussi recours à la méthode de Monte Carlo.

Une autre méthode consiste à comparer deux tests sur la base des propriétés de leurs dis-

tributions asymptotiques. Donc la dépendance de la taille des échantillons n’est pas un

problème et les distributions limites sont souvent continues rendant la comparaison plus

facile. Si les tests sont consistants, leurs fonctions puissance asymptotiques convergent vers

1 quelque soit l’alternative, ce qui rend la comparaison plus difficile.

Pitman(1948) a contourné ce problème en considérant les propriétés asymptotiques des

suites d’alternatives (suites dans H1 ) d’un test qui converge vers l’hypothèse nulle.

Cette méthode de comparaison ne dépend pas du niveau α du test. Elle dépend de la dis-

tribution considérée (alternative). Cette comparaison est locale car les suites sont choisies

près de l’hypothèse nulle.

9.2 Efficacité relative asymptotique de Pitman(ERAP)

On considère le test de la forme H0 : ”θ ∈ ω” contre H1 : ”θ ∈ Ω − ω” où θ (inconnu)

∈ Ω.
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Soient {Sn} et {Tn′} deux suites de statistiques pour tester H0 contre H1 où n et n
′

sont

les tailles des échantillons utilisés pour le test. Soit θ∗ un élément de Ω − ω et on pose Cn

et Dn
′ les régions critiques au niveau α, 0 < α < 1, pour Sn et Tn′ resp. on a

Pθ(Sn ∈ Cn) ≤ α, ∀θ ∈ ω et ∀ n (9.1)

et

Pθ(Tn′ ∈ Dn′ ) ≤ α, ∀θ ∈ ω et ∀ n
′
. (9.2)

Soit β, α < β < 1, arbitraire mais fixé, soient N et N
′

les plus petites valeurs de n et n
′

resp., pour lesquelles

Pθ∗(SN ∈ CN) ≥ β et Pθ∗(T
′

N ∈ D
′

N) ≥ β. (9.3)

Donc N et N
′

sont resp. les tailles minimales des observations pour lesquelles le test au

niveau α, basé sur Sn et T
′
n atteind au moins la puissance β, contre l’alternative θ∗. Donc

on a

N = N(α, β, θ∗, distributions) et N
′
= N

′
(α, β, θ∗, distributions).

Définition 9.1 Soient {Sn}, {Tn′}, α, β et θ∗ comme déjà définis. Alors l’efficacité relative

d’un échantillon de taille finie de {Sn} par rapport à {Tn′} pour l’alternative θ∗ est donnée

par

e(S, T |alpha, β, θ∗, distributions) =
N
′
(α, β, θ∗, distributions)

N(α, β, θ∗, distributions)
(9.4)

Remarque 9.1 .

Si e(S, T |α, β, θ∗, distributions) > 1, on dit que le test basé sur Sn est plus efficace que

celui basé sur Tn′ .

Cette efficacité dépend de α, β, θ∗ et des distributions, ce qui rend la comparaison diffi-

cile. Pour cela on procède à la comparaison asymptotique des deux tests. Alors, les alterna-

tives pour lesquelles on compare les deux tests convergent vers le paramètre de l’hypothèse

nulle, lorsque la taille de l’échantillon augmente.

Définition 9.2 Soient {Sni} et {Tni′} deux suites de statistiques pour H0 : ”θ = θ0”, θ0

fixé, contre l’alternative H1, au niveau α et soit {θi} une suite d’alternatives telles que

limi→∞ θi = θ0.

De plus, soient βSni (θi) et βT
ni′

(θi) les puissances des tests basés sur Sni et Tni′ resp. . pour

l’alternative θi. Soient {ni} et {n′i} deux suites croissantes d’entiers positifs telle que les

deux suites de tests ont le même niveau de signification limite α et
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lim
i→∞

βSni (θi) = lim
i→∞

βT
ni′

(θi) < 1 (9.5)

alors l’efficacité relative asymptotique de Pitman(ERAP) de {Sni} relativement à {Tn′i}(ou

S relativement à T ) est

ERAP (S, T ) = lim
i→∞

n
′
i

ni
, (9.6)

cette limite est la même quelque soit {ni} et {n′i} et indépendamment de θi.

ni et n
′
i sont les nombres d’observations utilisés par les tests S et T . L’ERAP (S, T ) est

le rapport limite pour atteindre la même puissance lorsque les alternatives convergent vers

H0, quand les niveaux de signification limites des deux tests sont égaux.

Notons que si ERAP (S, T ) = 1.2 par exemple, et si n est le nombre d’observations

nécessaires au test S pour atteindre une certaine puissance, alors il faut approximativement

n
′
= 1.2n observations au test T pour atteindre la même puissance.

9.3 Méthode d’évaluation de l’ERAP - Théorème de Noether

Soient {Sni} et {Tn′i} deux suites pour tester H0 : ”θ = θ0” contre une classe d’alterna-

tives H1. On suppose que le test rejette H0 pour les grandes valeurs de la statistique.

Pour un θ quelconque, on considère {µSni (θ)}, {µTn′
i

(θ)}, {σ2
Sni

(θ)} et {σ2
T
n
′
i

(θ)} 1 des suites

de nombres associé à {Sni} et {Tn′i}.
Soient θi, {ni} et {n′i} déjà définis. On suppose que les quatre quantités suivantes ont la

même distribution limite H(w). En général H(w) est la loi normaleN (0, 1), φ(w), continue,

quand le paramètre est θi,

Sni − µSni (θi)
σSni (θi)

et
Tn′i
− µT

n
′
i

(θi)

σT
n
′
i

(θi)

et quand le paramètre est θ0,

Sni − µSni (θ0)
σSni (θ0)

et
Tn′i
− µT

n
′
i

(θ0)

σT
n
′
i

(θ0)
(9.7)

Soit α, 0 < α < 1, fixé et soient {cni} et {dn′i} deux suites de valeurs critiques telle que

lim
i→∞

Pθ0(Sni) ≥ cni = lim
i→∞

Pθ0(Tn′i
≥ dn′i

) = α. (9.8)

1. En général elles représentent les moyennes et les variances de {Sni} et {T
n
′
i
}
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Donc les deux test ont le même niveau limite α.

Si βSni (θi) et βT
n
′
i

(θi) sont les fonctions puissances de Sni et Tn′i
, on aura

βSni = Pθi(
Sni − µSni (θi)

σSni (θi)
≥
cni − µSni (θi)
σSni (θi)

) (9.9)

et

βT
n
′
i

= Pθi(
Tn′i
− µT

n
′
i

(θi)

σT
n
′
i

(θi)
≥
dn′i
− µT

n
′
i

(θi)

σT
n
′
i

(θi)
) (9.10)

Pour que les deux tests aient la même puissance limite sous {θi}

lim
i→∞

βSni (θi) = lim
i→∞

βT
n
′
i

(θi) (9.11)

On doit avoir

lim
i→∞

(
cni − µSni (θi)
σSni (θi)

) = lim
i→∞

(
dn′i
− µT

n
′
i

(θi)

σT
n
′
i

(θi)
) (9.12)

Pour que les tests aient le même niveau limite, on doit avoir

α = lim
i→∞

Pθ0(
Sni − µSni (θ0)

σSni (θ0)
≥
cni − µSni (θ0)
σSni (θ0)

) = lim
i→∞

Pθ0(
Tn′i
− µT

n
′
i

(θ0)

σT
n
′
i

(θ0)
≥
dn′i
− µT

n
′
i

(θ0)

σT
n
′
i

(θ0)
).

(9.13)

où H(hα) = 1− α.

Le théorème suivant est dû à Noether(1955) qui donne la méthode de calcul de

l’ERAP(sous certaines conditions).

Théorème 9.1 Soient {Sni} et {Tn′i} deux suites de tests auxquelles on associe {µSni (θ)},
{µT

n
′
i

(θ)}, {σ2
Sni

(θ)}, {σ2
T
n
′
i

(θ)}, et vérifiant les hypothèses suivantes

A1.
Sni−µSni (θi)

σSni
(θi

et
T
n
′
i
−µT

n
′
i

(θi)

σT
n
′
i

(θi)
ont la même distribution limite H(w), continue avec θi

valeur de θ.

A2. Même hypothèse que A1. avec θi = θ0.

A3. limi→∞
σSni

(θi)

σSni
(θ0)

= limi→∞

σT
n
′
i

(θi)

σT
n
′
i

(θ0)
= 1.

A4. d
dθ

[µSni (θ)] = µ
′
Sni

(θ) et d
dθ

[µT
n
′
i

(θ)] = µ
′
T
n
′
i

(θ), sont supposées existantes et continues

sur un intervalle fermé autour de θ = θ0 avec µ
′
Sni

(θ0) et µ
′
T
n
′
i

(θ0) 6= 0.

A5. limi→∞
µ
′
Sni (θi)

µ′Sni (θ0)
= limi→∞

µ
′
T
n
′
i
(θi)

µ′T
n
′
i
(θ0)

= 1.
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A6. limi→∞
µ
′
Sn(θ0)√
nσ2

Sn
(θ0)

= KS et limi→∞
µ
′
T
n
′ (θ0)√

nσ2

T
′
n
(θ0)

= KT , où KS et KT sont des constantes

positives.

Alors,

ERAP (S, T ) =
K2
S

K2
T

. (9.14)

Définition 9.3 La quantité

KS = lim
i→∞

µ
′
Sn(θ0)√
nσ2

Sn
(θ0)

est appelée efficacité du test basé sur Sn et notée eff(S).

Remarque 9.2 Donc

ERAP (S, T ) = [
eff(S)

eff(T )
]2 (9.15)

Remarque 9.3 .

1. Dans l’expression de eff(S), la quantité µ
′
Sn

(θ0) mesure le taux de changement dans

µSn(θ) pour les valeurs de θ proches de θ0.

2. On a limi→∞ θi = θ0. Le taux de convergence de θi vers θ0 est donné implicitement dans

A1.-A6. . De la preuve du théorème 9.1(de Noether)(cf. Randles et Wolfe(1979)) on

déduit

lim
i→∞

[n
1
2
i (θi − θ0)] =

hα − hβ
KS

, (9.16)

où hα est le 100α quantile de la distribution limite H(w).

Enfin, on obtient

θi = θ0 +
CS√
ni

+ gS(ni), (9.17)

avec Cs une constante et gS(ni) une fonction de ni vérifiant limi→∞ n
1
2
i gS(ni) = 0. Ces

alternatives sont appelées les alternatives de translation de Pitman.

9.4 Application

Considérons le test (développé par Bengt Klefsjö (1983)) :

H0 ” F est exponentiel ”

contre

H1 ” F est HNBUE (HNWUE) mais pas exponentiel”

Ce test est basé sur la statistique
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Q1 =
n∑

j=1

J1(j/n)t(j)/Sn (9.18)

où

0 = t(0) ≤ t(1) ≤ t(2) ≤ . . . t(n) sont les statistiques d’ordre de l’échantillon t1, t2, . . . , tn

n est la taille de l’échantillon J1(u) = −1/ν + ν(1− u)ν−1 pour ν = 2, 3, . . .

Sn =
∑n

j=1(n− j + 1)(t(j)− t(j − 1))

On essaye de choisir ν de façons à avoir une efficacité relative aussi meilleure que possible.

Dans notre cas

EF (Q1) = {µ′(j1, F )θ=θ0}2/σ2(j1, F )θ=θ0}2 (9.19)

où θ0 correspond à la distribution exponentielle. On calcule EF (Q1) pour les distributions :

– Linear failure rate : F1(x) = 1− exp(−(x+ 1
2
θx2)), pour θ ≥ 0, x ≥ 0,

– Makeham : F2(x) = 1− exp(−(x+ θ(x+ e−x − 1))), pour θ ≥ 0, x ≥ 0,

– Pareto : F3(x) = 1− (1 + θx)−1/θ, pour θ ≥ 0, x ≥ 0,

– Weibull : F4(x) = 1− exp(−xθ), pour θ > 0, x ≥ 0,

– Gamma F5(x) = 1
Γ (θ)

∫ x
0
tθ−1e−tdt, pour θ > 0, x ≥ 0,

Pour F1, F2 et F3 on a H0 si θ = θ0 = 0 et pour F4 et F5 si θ = θ0 = 1. Les calculs donnent :

EF1(Q1) = (2ν − 1)/ν2, EF2(Q1) = (2ν − 1)/(4(ν + 1)2), EF3(Q1) = (2ν − 1)/ν2,

EF4(Q1) = (ln ν)2(2ν − 1)/(ν − 1)2, EF5(Q1) = (ν ln ν − ν + 1)2(2ν − 1/(ν − 1)4

On remarque que : EF1(= EF3) et EF2 sont décroissante, EF4 a un maximum entre ν = 3

et ν = 4 et EF5 a un maximum entre ν = 6 et ν = 7.

Le tableau suivant donne l’efficacité relative asymptotique pour quelques valeurs de ν.

ν EF1 = EF3 EF2 EF4 EF5

2 0.750 0.083 1.441 0.448
3 0.556 0.078 1.509 0.524
4 0.438 0.070 1.495 0.556
5 0.360 0.063 1.457 0.576
6 0.306 0.056 1.413 0.582
7 0.266 0.051 1.367 0.583
8 0.234 0.046 1.324 0.580

Du tableau on constate que la valeur optimal de ν depend de la distribution F de H1.

ν = 3 parâıt un bon compromis.

La statistique

Q2 =
n∑

j=1

J2(j/n)t(j)/Sn (9.20)
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permet aussi de tester H0 contre H1 où J2(u) =
∑ν

j=1
1
j
− ν uν−1 Le tableau ci-dessous

donne l’efficacité asymptotique de Q2 pour les mêmes distributions F1, . . . , F5.

ν EF1 = EF3 EF2 EF4 EF5

2 0.750 0.083 1.441 0.448
3 0.822 0.082 1.339 0.390
4 0.867 0.079 1.256 0.349
5 0.896 0.077 1.187 0.319
6 0.916 0.074 1.130 0.296
7 0.930 0.071 1.081 0.277
8 0.940 0.069 1.039 0.261

Des tables 1 et 2, on remarque que le test basé surQ2 a une meilleure efficacité asymptotique

que le test basé sur Q1 dans le cas des alternatives Linear failure rate et Pareto. On

remarque le contraire dans le cas des alternatives Weibull ou Gamma. Donc un test Q3

basé sur J3(u) = J1(u) + aJ2(u), a > 0 (combinaison linéaire de j1 et J2 est recommandé).
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Sur le couplage mécano-fiabiliste

Radouane LAGGOUNE1

Laboratoire de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes LAMOS
Université de Béjäıa 06000, Algerie.

10.1 Problématique

La conception des systèmes mécaniques consiste à assurer les ressources nécessaires pour

satisfaire aux besoins tout au long de la durée de vie espérée. Dans un monde où règnent

d’irréductibles incertitudes, le processus de conception doit prendre des mesures contre les

aléas afin d’augmenter les chances de réussite, c’est ce qu’on appelle la marge de sûreté.

Dans l’approche classique, on procède à un léger surdimensionement par l’introduction

d’un facteur de majoration appelé ”coefficient de sécurité” dans les modèles de comporte-

ment (EF), tout en supposant que les variables de conception sont déterministes.

L’augmentation des performances des machines de calcul de nos jours, ont fait qu’on

recourt de plus en plus à l’analyse fiabiliste pour l’intégration du caractère incertain des va-

riables de conception. Ce qui permet une meilleure connaissance des aléas et par conséquent

la définition de la meilleure performance, permettant d’établir un compromis raisonnable

entre des besoins contradictoires, tels que la fiabilité et le coût.

10.2 Introduction

Dans le cadre de l’étude de systèmes mécaniques par la méthode des éléments finis,

une des principales hypothèses faites est que le modèle est déterministe. Même si on arrive

aujourd’hui à traiter des modèles éléments finis de grande taille, il est très difficile de

prendre en compte le caractère incertain des informations données par les mesures. Les

incertitudes peuvent être classées en quatre grandes catégories :

– Les paramètres aléatoires : Ce sont par exemple les cotes d’une pièce dont on connâıt

la tolérance, ou bien le module d’Young ou la masse volumique d’un matériau.

– Les paramètres mal connus : Le cas des conditions aux limites est un problème ty-

pique (un encastrement correspond a une raideur de très grande valeur, mais dont on
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ne connâıt au mieux qu’un ordre de grandeur). De même, les différents types d’as-

semblage, tels que soudage, collage, boulonnage, etc... sont difficiles à modéliser, et il

apparâıt que les valeurs déterministes utilisées pour représenter ces phénomènes sont

largement insuffisantes.

– Les paramètres variables : On peut distinguer ici les paramètres qui peuvent être

variables dans le temps, et qu’on ne mâıtrise pas ou mal (typiquement la dégradation

ou le vieillissement d’un matériau), et les paramètres dont on peut connâıtre la valeur

a un moment donné ( force d’excitation : passage d’un train sur un pont, une quantité

de carburant dans un réservoir).

– Les incertitudes de modèle : Ce sont par exemple les lois de comportement choisies

qui représentent mal ou de façon incomplète les phénomènes physiques, les erreurs

dues au choix du maillage éléments finis, de sa finesse, des éléments choisis.

10.3 Couplage mécano-fiabiliste

Un système est en état de bon fonctionnement tant qu’il respecte des conditions

spécifiques appelées : ”états limites” ou ”fonctions de performance” ; dans le cas contraire,

on dit qu’il y a ”défaillance”. L’objectif de la fiabilité est de garantir un certain ni-

veau de performance et de permettre d’optimiser l’équilibre entre les ressources et les

besoins, en donnant des indications sur l’importance des variables. Quand le fonctionne-

ment du système dépend de son état mécanique, il existe une interdépendance entre les

rôles mécanique et fiabiliste des variables de conception, c’est le couplage mécano-fiabiliste.

10.3.1 Fondements des méthodes de fiabilité en mécanique

L’objectif de l’analyse fiabiliste est de déterminer la probabilité de succès (ou de gagner

contre les effets de l’environnement), ou la probabilité de défaillance (probabilité d’échec).

Or, pour calculer cette dernière, nous devons, tout d’abord, répondre à ces trois questions :

1. Qu’est ce que c’est que la défaillance ?

2. Comment le système évolue-t-il jusqu’à la défaillance ?

3. Pourquoi arrive-t-on à la défaillance ?

La réponse à la première question consiste à définir l’état de sûreté et l’état de défaillance.

La frontière entre ces deux états est la surface d’état limite. Nous définissons la fonction

d’état limite ou fonction de performance G(·), telle que G(·) ¿0 indique l’état de sûreté et

G(·) £ 0 indique la défaillance ; la frontière G(·) = 0 correspond à l’état limite lui-même.

Notons que la fonction G(·) est également vue comme une marge de sûreté.
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La réponse à la deuxième question réside dans la nature du comportement mécanique

(physique) du système. Sous l’effet des actions extérieures, la structure va parcourir une

certaine trajectoire pour arriver à la défaillance. Notre capacité à prévoir le comportement

structural est un élément crucial pour dire comment la défaillance est atteinte et surtout

le degré de sensibilité de cette défaillance par rapport aux variables de base.

La réponse à la troisième question est l’essence même des méthodes fiabilistes. Ce sont

les aléas et les incertitudes qui font qu’un système bien conçu dévie de sa trajectoire

déterministe prévisionnelle. Pour répondre à la question posée, il faut identifier les va-

riables de conception Xi traduisant un niveau significatif de fluctuation ou d’incertitude.

Ces variables, dites de base, peuvent être les actions extérieures (charges, vent, séisme), les

caractéristiques géométriques (dimensions, moment d’inertie, élancement) ou les propriétés

des matériaux (limite élastique, module de Young, coefficient de Poisson). Pour chacune

de ces variables Xi, nous affectons une loi de probabilité représentant l’aléa associé. Biblio-

graphie

L’objectif du couplage mécano-fiabiliste consiste à définir la meilleure stratégie pour

l’analyse des systèmes industriels, sur la base des critères d’efficacité, de précision et de ro-

bustesse. Cette stratégie est d’autant plus importante que le modèle éléments finis devient

complexe, surtout lorsque le modèle probabiliste présente un grand nombre de variables

aléatoires.

Le couplage mécano-fiabiliste est une tâche délicate qui mobilise des ressources numériques

considérables. La capacité à traiter des modèles industriels de taille importante reste une

des difficultés majeures ; elle doit être résolue sur les deux plans : algorithmique et infor-

matique.
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11.1 Introduction

On considère le modèle de régression suivant :

Soit un n-échantillon

(X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)

On suppose qu’il existe une fonction m(.) telle que pour i, 1 ≤ i ≤ n

Yi = m(Xi) + εi, εi y N (µ, σ2)

et les εi sont q des Xi

Si (X, Y ) a une fonction densité conjointe fX,Y et E|Y | <∞ alors m(.) est définie par :

m(x) = E (Y \X = x) =

∫
yf(x, y)dy∫
f(x, y)dy

=
r(x)

f(x)

Estimation non paramétrique de m(.)

Soit m(.) une fonction dans une classe de fonction F (exp : classe de fonctions conti-

nues sur [0, 1]). On considère l’estimateur ayant la forme suivante (estimateur linéaire par

rapport à Yi) :

m̂n(x) =
n∑
i=1

YiWni(x)

Où Wni(.) est q des obs Yi.

11.1.1 Estimateur de Nadaraya-Watson NW

En utilisant l’estimateur à noyau de la fonction densité (proposé par Parzen-Rozenblatt),

défini par :
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f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
, x ∈ R

tel que :

1. h = hn −→ 0 qd n→∞

2. K : R −→ R fct mesurable vérifiant :

(K.1) K est bornée : supu∈R |K(u)| <∞
(K.2) lim|u|→∞ |u|K(u) = 0

(K.3) K(.) ∈ L1(R) :
∫
R
|K(u)| <∞

(K.4)
∫
R
K(u) = 1

L’estimateur de NW est se présente alors :

m̂n(x) =


∑n
i=1 YiK(x−Xih )∑n
i=1K(x−Xih )

si
∑n

i=1K
(
x−Xi
h

)
6= 0

1
n

∑n
i=1 Yi sinon

Le noyau K détermine la forme du voisinage autour de x et la fenêtre h contrôle la taille

de ce voisinage.

Ou encore, m̂n(x) = r̂n(x)

f̂n(x)
avec

r̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

YiK

(
x−Xi

h

)
=

∫
yf̂(x, y)dy

• Phénomène de sous lissage : Variance est trop grande

• Phénomène de sur lissage : Biais (erreur déterministe) est trop grande

Les propriétés statistiques de NW dépendent de h (à choisir de sorte à équilibrer le biais

et la variance).

11.1.2 Consistance de l’estimateur

La décomposition biais-variance donne :

E
[
{m̂n(x)−m(x)}2

]
= V ar [m̂n(x)] + {E[m̂n(x)]−m(x)}2

Lorsque cette espérance tend vers 0, on a

m̂n(x)
L2

−→ m(x), d’où, m̂n(x)
P−→ m(x)

Calcul de la variance

On a
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V ar(f̂n(x)) =
1

nh
f(x)

∫
K2(z)dz(1 + o(h)), h→ 0.

V ar(r̂n(x)) =
1

nh
s(x)

∫
K2(z)dz(1 + o(h)), h→ 0

où s(x) =
∫
y2f(x, y)dy et

Cov
(
f̂n(x), r̂n(x)

)
= E

[
f̂n(x)r̂n(x)

]
−Ef̂n(x)Er̂n(x) = E

[
{f̂n(x)− Ef̂n(x)} {r̂n(x)− Er̂n(x)}

]
=

1

nh
r(x)

∫
K2(z)dz(1 + o(h)), r(x) =

∫
yf(x, y)dy.

En utilisant la matrice variance-covariance on obtient

V ar(m̂n(x)) =
σ2(x)

nhf(x)

∫
K2(u)du(1 + o(h))

Calcul du biais

On définit Ẽ(m̂n(x)) = E(r̂n(x))

E(f̂n(x))
. D’où,

E(m̂n(x)) = Ẽ(m̂n(x)) +
an(x) + bn(x)(
Ef̂n(x)

)2
avec, an(x) = −Cov(f̂n(x), r̂n(x)) = o

(
1
nh

)
,

bn(x) = E

[
m̂n(x)

(
f̂n(x)− Ef̂n(x)

)2]
,

On a deux cas :

1 cas Y est bornée : ∃M tel que |Y | ≤M alors |m̂n(x)| ≤M d’où, bn(x) ≤ o
(

1
nh

)
.

E(m̂n(x)) = Ẽ(m̂n(x)) + o

(
1

nh

)
2 cas EY 2 <∞ et nh2 →∞ alors |m̂n(x)| ≤

∑
j |Yj|, d’où bn(x) ≤ o

(
1

n1/2h

)
.

E(m̂n(x)) = Ẽ(m̂n(x)) + o

(
1

n1/2h

)
De plus,

Ẽ(m̂n(x))−m(x) =
h

2

{
m′′(x) + 2m′(x)

f ′(x)

f(x)

}∫
u2K(u)du
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11.1.3 Optimalité et Normalité asymptotique

Les C.N.S. sur hn pour obtenir la consistance de m̂n(x) sont hn → 0 et nhn −→ ∞ qd

n→∞.

• L’erreur quadratique moyenne (MSE)

MSE(m̂n(x)) = E
[
{m̂n(x)−m(x)}2

]
= h2q

(q!)2

{
m(q)(x) + qm(q−1)(x)f

′(x)
f(x)

}2

×(∫
uqK(u)du

)2
(1 + o(h)) + 1

nh

{
σ2(x)
f(x)

}∫
k2(u)du(1 + o(h))

• L’erreur quadratique moyenne Asymptotique(AMSE)

AMSE(m̂n(x)) =
h2q

(q!)2

{
m(q)(x) + qm(q−1)(x)

f ′(x)

f(x)

}2

×
(∫

uqK(u)du

)2

+
1

nh

{
σ2(x)

f(x)

}∫
k2(u)du

(Minimiser suivant h la qtte ci-dessus).

• L’erreur quadratique intégrée moyenne (MISE)

MISE(m̂n(x)) = E

[∫
{m̂n(x)−m(x)}2 dx

]
=

∫
MSE(m̂n(x))dx

=
h2q

(q!)2

{∫
m(q)(x)dx+ q

∫
m(q−1)(x)

f ′(x)

f(x)
dx

}2

×(∫
uqK(u)du

)2

+
1

nh

∫
σ2(x)

f(x)
dx

∫
k2(u)du(1 + o(h)).

Normalité asymptotique (Schuster 1972)

Sous les conditions : K noyau borné, à support compact et d’ordre 2 et hn égale à cn−1/5,

on a le théorème suivant :

Théorème Hardle 1990

Y bornée (ou de moment d’ordre > 2), f(.) et m(.) sont de classe C2(R), ∀x tel que σ2(x)

est continue, f(x) > 0,

(nh)1/2 {m̂n(x)−m(x)} L−→ N
(
B(x), v2(x)

)

B(x) =

{
m′′(x) + 2m′(x)f

′(x)
f(x)

∫
u2K(u)du

}
,

v2(x) = σ2(x)
f(x)

∫
K2(u)du.
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11.2 Lois Uniformes du logarithme pour la fonction régression

On utilise le principe d’invariance : approximation du processus empririque uniforme

par une suite de ponts Browniens et obtention de lois uniforme du logarithme. Soit :

mψ(x) = E (ψ(Y ) \X = x) =

∫
ψ(y)f(x, y)dy∫
f(x, y)dy

=
rψ(x)

f(x)

ψ(.) est une fct réelle mesurable et bornée sur des compacts.

• Hypothèses sur f :

(F.1) fX,Y (., .) est continue sur I ×R, I = [a, b]

(F.2) fX(.) est continue > 0 sur I

(F.3) Y 1I{X∈I} est bornée

• Hypothèses sur K :

(K.1) K(.) est à variation bornée et continue sur R :∫
|dK(u)| = |K|υ <∞

(K.2) K(u) = 0 si u 6= [−ε/2, ε/2], 0 < ε <∞.

(K.3)
∫
K(u)du = 1.

• Hypothèses sur h :

(H.1) hn −→ 0 qd n −→∞
(H.2) nhn/ log n −→∞ qd n −→∞
(C.N.S pour la cvgence uniforme en proba de la déviation associée aux estimateurs).

(H.3) hn ↘ 0 et nhn ↗∞ qd n −→∞.

(H.4) | log hn|/ log log n −→∞ qd n −→∞.

(C. reliées à la cvgence p.s.)

On considère le processus :

Wn(x, ψ) =
n∑
i=1

ψ(Yi)K

(
x−Xi

h

)
− nE

{
ψ(Y )K

(
x−Xi

h

)}
Sous les conditions :

(F.1-3), (H.1-2) et (K.1-4) qd n −→∞ on a :∣∣∣∣sup
x∈I

{±Wn(x, ψ)}
{2nh log 1/h}1/2

− σW (I)

∣∣∣∣ p−→ 0

Sous les conditions :

(F.1-3), (H.2-4) et (K.1-4) qd n −→∞ on a :
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x∈I

{±Wn(x, ψ)}
{2nh log 1/h}1/2

− σW (I)

∣∣∣∣ p.s.−→ 0

où

σ2
W (I) = sup

x∈I
E
[
ψ2(Y ) \X = x

]
f(x)

(∫
K(t)dt

)2

Il s’agit de montrer que ∀ε > 0,

P

{
sup
x∈I

|Wn(x, ψ)|
{2nh log 1/h}1/2

> (1 + ε)σW (I)

}
p(oup.s.)−→ 0

et

P

{
sup
x∈I

|Wn(x, ψ)|
{2nh log 1/h}1/2

< (1− ε)σW (I)

}
p(oup.s.)−→ 0

Discrétisation

Examiner le processus empirique fonctionnel Wn(., ψ) pour un nombre fini de points de I.

Wn(x, ψ) =
n∑
i=1

[
ψ(Yi)K

(
x−Xi

h

)
− E

(
ψ(Yi)K

(
x−Xi

h

))]

= n1/2

[
1√
n

n∑
i=1

(g(Xi, Yi)− Eg(Xi, Yi))

]
= n1/2αn(gn,x)

où gn,x(u, v) = ψ(v)K
(
x−u
h

)
. On considère pour 0 < δ < 1, I = [a, b]

zn,i = a+ iδhn, 0 ≤ i ≤ ln = d(b− a)/δhne.

D’où l’étude du processus empirique indéxé par la classe Gn {gn,i, 0 ≤ i ≤ ln} et

P

{
max
0≤i≤ln

|αn(gn,i)|
{2nh log 1/h}1/2

> (1 + ε)σW (I)

}
p(oup.s.)−→ 0

Proposition

Zj sont des v.a. centrées de variance σ2 <∞, ∀j et ∃M > 0, |Zj| < M ∀j alors ∀t > 0,

P

{
n∑
j=1

Zj > t
√
n

}
≤ exp

(
−t2

2σ2 + 2
3
Mn−1/2t

)
Dans notre cas, on pose : Zj = gn,i(Xj, Yj)− Egn,i(Xj, Yj).

Zj sont centrées et bornées par 2‖ψ‖.‖K‖ = M (K étant à variation bornée donc ‖K‖ <
∞).

D’après la proposition

P (
∑
j

Zj > t
√
n) = P (αn(gn,i) > t)
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On prend t = σW (I)(1 + ε)
√

2hn log 1/hn, d’où

P

(
|αn(gn,i)|√
2hn log 1/hn

> σW (I)(1 + ε)

)
≤ 2(ln + 1)exp

(
−(1 + ε)2 log 1/hn

)
= o(h(1+ε)

2−1
n ).

Le résultat s’ensuit en utilisant le lemme suivant :

Lemme de Cantelli

Soit (
∑
,A, P ) un espace de probabilité quelconque, ∀{An, n ≥ 1} ⊂ A (evts mesurables)∑

n≥1 P (An) <∞ =⇒ P (lim supnAn) = 0

(quand
∑
An est Convergente ACn est vrai p.s).

11.3 Application Statistique

Fenêtre adaptive et Intervalle de confiance

• Pour construire un intervalle de confiance on utilise souvent la normalité asymptotique

et les lois qui en découlent.

• Du point de vue statistique, la convergence en probabilité est une notion suffisante. La

convergence p.s. nous oblige souvent à supposer des conditions plus fortes sur le paramètre

de lissage.

• On considère les lois limites uniformes du logarithme pour le mode de convergence en

proba afin de déterminer l’intervalle de confiance (car ça necessite des hypothèses moins

restrictives sur la fenêtre).

Corollaire

Sous les hyp (F.1-3), (H.1-3) et (K.1-3), qd n −→ ∞ (Déviation maximale par rapport à

l’espérance){
nhn

2 log 1/hn

}1/2

sup
x∈I
±

{
f̂n(x)

σ̂2
n(x)

}1/2

{m̂n(x)− Ẽ[m̂n(x)]} P−→
∫
K2(u)du

(le biais est négligeable qd hn est d’ordre n−δ, (2l + 1)−1 ≤ δ ≤ 1.

sup
x∈I

{
Ẽ[m̂n(x)]−m(x)

}
= O(hln), l > 1

Si hn = n−1/(2l+1), n→∞{
nhn

2 log 1/hn

}1/2

sup
x∈I
±

{
f̂n(x)

σ̂2
n(x)

}1/2

{m̂n(x)−mn(x)} P−→
∫
K2(u)du

Où,
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σ̂2
n(x) =

∑n
i=1 {ψ(Yi)− m̂n(x)}2K

(
x−Xi
hn

)
∑n

i=1K
(
x−Xi
hn

)
Si
∑n

i=1K
(
x−Xi
hn

)
6= 0. D’où, Pour tout ε ∈]0, 1[ qd n→∞

P {m(x) ∈ [m̂n(x)− (1 + ε)Ln(x), m̂n(x) + (1 + ε)Ln(x)] ,∀x ∈ I} −→ 1 et

P {m(x) ∈ [m̂n(x)− (1− ε)Ln(x), m̂n(x) + (1− ε)Ln(x)] , ∀x ∈ I} −→ 0

avec

Ln(x) =

{
2 log 1/hn
nhn

× σ̂2
n(x)

f̂n(x)

}1/2 [∫
K2(u)du

]1/2
D’où, L’intervalle de confiance asymptotiquement optimale pour m̂n(x), x ∈ I est

[m̂n(x)− Ln(x), m̂n(x) + Ln(x)]
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