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Sur les jeux sous forme caractéristique : les jeux
d’ensemble

Arezki FERHAT!, Mohammed Said RADJEF?.

Laboratoire de Modélisation et d’Optimisation des Systemes LAMOS
Université de Béjaia 06000, Algérie.
email : ferhat_ar@yahoo.fr

Il est souvent tres difficile d’évaluer les sujets de conflit ou donner une valeur monétaire
a telle ou telle chose, les jeux d’ensemble suggere de prendre les sujets de conflit tels qu’ils
sont sans les dénaturés en leurs affectant des valeurs, d’ou les motivations de ce nouveau
type de jeu. Les jeux d’ensemble ont été introduit dans une publication interne par Hoede
en 1992. La premiere these sur le sujet a été écrite par Aarts [3] en 1994. Ces jeux sont
classés dans la catégorie des jeux a utilité transferable.

Pour cette catégorie de jeux, la literature fournie plusieurs méthodes, appelé concepts
de solution, qui décrivent pour chaque jeu comment les valeurs de la grande coalition
devrait étre partagé entre les joueurs. Certains concepts de solution, comme le coeur Gillies
[6] 1953, le noyau Davis et Maschler [5] 1965 ou ’ensemble de négociation Aumann et
Maschler [4] 1964 suggere plus d’une allocation (imputation). D’autres comme la valeur de
Shapley (Shapley [8] 1953), le nucleolus Schmeidler [11] 1969 et la 7-valeur Tijs [13] 1981
impose a chaque jeu, pour lequel le concept est défini, exactement une seul allocation.

Dans la théorie des jeux coopératifs, les situations étudiées sont celles ou un groupe
d’agents peuvent décider de travailler ensemble, coopérer dans des sous groupes (dit coa-
litions) ou travailler tous ensemble dans la coalition de tous les joueurs (grande coalition).
Le bénéfice qu’ils peuvent en tirer dans tous ces cas est décrit par ce qu’on appelle la
fonction caractéristique, qui assigne a chaque coalition un nombre réel. Une question fon-
damentale qui a eu une tres grande attention en théorie des jeux coopératifs est la suivante.
Supposons que tous les joueurs décide de travailler tous ensemble dans la grande coalition,
comment partager les gains, obtenus par cette coopération, entre tout les joueurs? Plu-
sieurs propositions , dites concepts de solution, a ce probleme de division ont été apportées.
Parmi eux, mentionnons les contextes de valeur comme la valeur de Shapley, le nucleolus
et la 7-valeur. En outre plusieurs propriétés (dites axiomes) que ces concepts peuvent avoir

ont été introduite. A I’exemple des axiomes standards symétrie, additivité, efficacité et la
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propriété nulle du joueur. Parmi les axiomes cités, la valeur de Shapley satisfait tous ces
axiomes alors que le nucleolus et la T-valeur possede la symétrie 'efficacité et la propriété

nulle du joueur.

Définition 1.1 [9] Un jeu d’ensemble est un triplet (N, v, U), ou N est un ensemble fini
de joueurs, U un ensemble abstrait dit univers, v une application v : 2V — 24 ainsi la

valeur v(S) de la coalition S est un sous-ensemble de 'univers U. On pose v(0)) = 0.

Interprétation 1.1. [9] U peut représenté un ensemble dénombrable de biens et v(S) le
sous-ensemble de biens qui peut étre obtenue par la coalition S si ses membre cooperent.

Ainsi U peut étre une quantité infinie d’un bien infiniment divisible (comme ’eau et air).

Dans la théorie des jeux coopératifs sous forme normal la répartition de la valeur v(N') de

la grande coalition sur les joueurs prend 'aspect habituel.
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Sur la dimension cubique de trois nouvelles classes
d’arbres

Kamal KABYL!

Laboratoire de Modélisation et d’Optimisation des Systemes LAMOS
Université de Béjaia 06000, Algerie.
email : k_kabyle2000@yahoo.fr

Un plongement du graphe G dans le graphe H est une application de V(G) dans
V(H) qui préserve I'adjacence (dans le cas ou V(G) = V(H) on dira que le plongement
est total).

D’une maniere générale I'étude d’un plongement de G dans H revient a voir si G est
isomorphe a un sous graphe de H. Ce probleme est tres étudié en théorie des graphes. En
effet, de nombreux efforts ont été consacrés pour déterminer des conditions (nécessaires

et/ou suffisantes) selon lesquelles un graphe G est un sous graphe d’'un graphe H.

Un intérét particulier est consacré a ’étude de plongements dans I’hypercube; ceci est
du aux propriétés remarquables de ’hypercube et de son utilisation pratique en théorie
des codes, transfert de I'information, architecture parallele, décision multicritere, réseaux

d’interconnexion, etc...

Une classe importante a étudier est celle des arbres plongeables dans I’hypercube, cette
importance résulte de 1'utilisation large des arbres dans de nombreux domaines : informa-
tique, sciences sociales, recherche opérationnelle, optimisation combinatoire, réseaux, ... Un

graphe G = (V| F) est dit cubique s'il est plongeable dans I’hypercube @,, pour un certain n.

Firsov [4] a remarqué que les arbres sont des graphes cubiques. Le probleme consiste a
donner la plus petite dimension d’un hypercube dans lequel un arbre donné G est plon-

geable. On parle alors d’hypercube optimal et de dimension cubique de ’arbre, notée dimG.

Arfati, Papadimitriou et Papageorgiou [2] ont montré que le probleme de décider si

un graphe G est plongeable dans un hypercube de dimension donnée est NP-complet ;
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Corneil et Wagner [6] ont montré que ce probleme reste NP-complet méme dans le cas
ou G est un arbre. Plusieurs auteurs (Berrachedi, Bezrukov, Havel, Harary, Kobeissi,
Laborde, Mollard, Nebesky, - - - ) se sont intéressés a I’étude de plongements d’arbres dans

I’hypercube, ce qui a permis de caractériser certaines classes d’arbres.

Dans le méme contexte, on définit dans ce papier trois nouvelles classes d’arbres pour

lesquelles la dimension cubique est déterminée.

2.1 Définitions et concepts de base

e L’hypercube de dimension n, noté @, est le graphe dont ’ensemble de sommets sont
les n-uplets binaires et deux sommets sont adjacents si et seulement si ils différent en
une seule coordonnée.

e Un graphe biparti G = (X,Y; E) est dit équilibré si card(X) = card(Y).

e L’hypercube Q,, est un graphe biparti équilibré, n-régulier ayant 2" sommets et n.2" !
aretes.

e Si un graphe G = (V, E) est plongeable dans @, alors :
1) G est biparti;
2) Le degré maximum de G doit étre inférieur ou égal a n;

3) | V(G) |<2™; sideplus | V(G) |= 2", alors G doit étre équilibré.

Ces conditions ne sont pas suffisantes.

e Un arbre T est dit Cn-valué si les arétes de T' sont marquées par les entiers de
I'ensemble {1,...,n} de sorte que pour toute chaine P de T, il existe un entier

k€ {1,...,n}, pour lequel un nombre impair d’arétes de P sont marquées par k.

Havel et Moravek [13], ont montré qu'un graphe G est plongeable dans @), si et seulement

si il existe une Cn-valuation de G.

2.2 Quelques classes d’arbres cubiques connus

On présente certains résultats connus sur les plongements d’arbres dans ’hypercube.
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2.2.1 Arbres Binaires

Un arbre est dit binaire si son degré maximum est au plus égal a trois. Un résultat

concernant les arbres binaires a été donné par I. Havel

Proposition 1 (Havel [3])
Soit T un arbre binaire d’ordre 2™ avec n > 3 ; si T est équilibré et possede deux sommets

de degré 3 alors T est plongeable dans ),

2.2.2 Arbres Binaires Complets :

Un arbre Binaire complet D,, peut étre défini de la facon suivante :
Pour n =1, D; = K; 5. Pour n > 2 D,, est obtenu a partir de deux copies disjointes 7" et
T’ de D,_; et d’'un nouveau sommet v relié aux deux racines de 1" et T". D,, posséde un

seul sommet de degré 2 (la racine), 2" sommets pendants et 2" — 2 sommets de degré 3.

Proposition 2 (Havel [3])
Pourn > 2, dimD; =2 et dimD,, =n + 2

2.2.3 Autres classes d’arbres binaires :

1) Pour n > 2, B, est I'arbre obtenu a partir de D,,_; en ajoutant un sommet relié a la
racine de D,_;. B, possede 2"~ 4+ 1 sommets pendants et 2°~! — 1 sommets de degré
3. By est le graphe K .

Proposition 3 (Havel [3])
Pour toutn > 2, dimB,, =n+1

2 ) Pourn > 1, Bn est un arbre formé a partir de deAuX copies disjointes de D, en reliant
leurs racines par une aréte (appelée aréte axial). D, a 2" — 2 sommets.
Proposition 4 (Havel [3])
pour tout n > 1, dimﬁn =n+2.

3) Pour n > 1, l'arbre lA)n est formé a partir de Bn en insérant deux nouveaux sominets
sur l'aréte axial , (la chaine obtenue a partAir de laréte axial sera appelée chaine axial)
de ﬁn L’arbre D,, est Qéﬁni a partir de ﬁn en insérant deux nouveaux sommets sur
une aréte pendante de ﬁn D, et lA)n possedent le méme nombre de sommets (2772).

Proposition 5 (Nebesky [5])
Pour tout n > 1, dimﬁn = dimD,, =n + 2
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2.3 Trois nouvelles classes d’arbres binaires

2.3.1 La classe R,,

On définit un arbre binaire de la facon suivante : Pour n > 1, R,, est obtenu inductive-

ment comme suit : Ry est 'arbre de la figure suivante :

Figure 2.1. R,

Pour n > 2, R,, est obtenu a partir de R,,_; comme suit : Chaque sommet pendant relié
a un sommet de degré 3 dans R,,_; est relié a deux nouveaux sommets non adjacents. R,
possede 2™ + 1 sommets pendants, un sommet de degré 2, et 2" — 1 sommets de degré 3,
donc R,, a 2"t + 1 sommets.

Le théoreme suivant donne la dimension cubique de R,,.

Théoreme 2.1 Pour tout n > 1, dimR,, =n + 2.

Nous avons généralise cette classe en définissant l'arbre RY | obtenu de la maniere
suivante : R? est Parbre binaire B, 1 ;R} est I'arbre R, ; R*(k > 2) est obtenu & partir de
R, en insérant (k — 1) nouveaux sommets sur I'aréte pendante incidente au sommet de

degré 2 de R,,.

Théoréme 2.2 Pour toutn > 2, 2<k<n+2; dim(RF)=n+2.

2.3.2 La classe M,

Pour n > 1, M,, est obtenu en prenant deux copies disjointes T et 15 de R,, en reliant
I'unique sommet de degré 2 de T & I'unique sommet de degré 2 de T, . M,, possede 27+ 42

sommets pendants et 2"7! sommets de degré 3; ce qui fait au total 2”2 + 2 sommets.
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Théoréme 2.3 Pour toutn>1 dimM, =n + 3.

La C5 - valuation de M, est montrée dans la figure suivante :

Figure 2.2. La ¢5 valuation de M>

Nous avons généralise cette classe en définissant 'arbre M* comme suit : M* est I'arbre
obtenu & partir de deux copies disjointes 71 et Tp de RF on I'unique sommet de degré 2
adjacent a un sommet de degré 3 de T} est relié par une aréte a I'unique sommet de degré

2 adjacent & un sommet de degré 3 de Ty. Pour k =1; M! = M,,.

Théoréme 2.4 Pour toutn >1, 2<k<n+2; dim MF=n+3.

2.3.3 La classe H,,

Pour n > 1, H,, est un arbre binaire définit inductivement comme suit : H; est le graphe

de la figure suivante :

Figure 2.3. H;

Pour n > 2, H, est obtenu en reliant dans H,_; chaque sommet pendant a deux
nouveaux sommets; les nouveaux sommets seront appelés sommets pendants de l'arbre
H,. H, posseéde 2""! sommets pendants , 2" — 2 sommets de degré 3 et 3 sommets de
degré 2 , donc H, a 2"2 4 1 sommets. Le théoréme suivant donne la dimension cubique
de H,.

Théoreme 2.5 Pour toutn > 1; dimH, =n+ 3.
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au plongement d ’arbres dans | "hypercube.
Beaucoup de chercheurs se sont intéressés a ce probleme, leurs travaux ont permis de

caractériser quelques classes d’arbres.

Tous les arbres sont plongeables dans I’hypercube. Le probleme consiste a trouver la
plus petite dimension de I'hypercube dans lequel un arbre donné y est plongeable, on
parle alors d’hypercube optimal. Pour ce faire la notion de la C),-valuation est utilisée. Ce
probleme a fait I'objet de plusieurs études ce qui a permis de trouver certains résultats

pour quelques classes d’arbres.

Dans un deuxieme temps, nous avons utilisé fréquemment la notion de la C),-valuation
pour déterminer les dimensions de certaines classes d’arbres. Nous avons aussi introduit
trois nouvelles classes d’arbres obtenus a partir de I’arbre binaire complet, dont les éléments

sont : R,, M, et H, ayant respectivement les dimensions suivantes : n+2, n+3 et n+3.
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Duality for nonlinear programming under invexity
with respect to different n);

Hachem SLIMANT!
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Université de Béjaia 06000, Algerie.
email : haslimani@yahoo.fr

In [6, 8], Radjef and Slimani are considered the invexity and its extensions for objective
and constraint functions with respect to different 7;. Optimality conditions, for nonlinear
and multiobjective programming problems, are obtained under this generalized invexity.
In [7], for multiobjective programming, some duality results are obtained for a dual in
the format of Mond-Weir under generalized V-type I invexity with respect to different
(n:); and (#;),;. Further, in [6, 7, 8], a generalized Kuhn-Tucker relation is introduced
which is necessary and sufficient for a feasible point to be optimal under various types of
generalized invexity requirements. Numerical examples are constructed and show that the
results obtained in [6, 7, 8] are applicable to prove that a feasible point is optimal when this
point is not Kuhn-Tucker stationary (resp. a vector Kuhn-Tucker) for a nonlinear (resp.
multiobjective) programming problem. In this paper, following the work given in [6] and
using the generalized Kuhn-Tucker relation, two dual programs in the format of Wolfe and
Mond-Weir are considered. Weak, strong, converse and strict duality results are obtained,
for each dual programme, under the defined generalized invexity assumptions.

Key Words : Nonlinear programming; KT-invexity with respect to n and (6;);; KT-
pseudo-invexity with respect to n and (6;);; Generalized Kuhn-Tucker relation; Weak,

strong, converse and strict duality ; Optimal solution.

3.1 Preliminaries and definitions

We note RY the set of vectors y € R? with y = 0(,), where for all z, y e R*, z 2 y &
T 2y, i=1,...,n.

Definition 1. /2] Let f : D — R be defined on a non-empty set D C R"™. The function f
is pre-invex (with respect to ) on D if there exists a vector function n: D x D — R™ such
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that the inequality
f(xo + An(z,20)) = Af(z) + (1= A) f(o), (3.1)
holds for all z,xo € D and any A € [0, 1].

Consider the following constrained nonlinear programming problem (P) :

P) Minimize f(z),
subject to g(z) =0,

where f: D =+ R and g; : D — R, j =1, ...,k are differentiable functions with D is an
open set of R", X ={z € D CR" / g;(z) £0, j=1,...,k} is the set of feasible solutions
for (P). For zy € X, we denote J(z0) = {j € {1,...,k}/g;(x0) = 0}, and J(x0) = {j €
{1,...,k}/g;(z0) < 0}. For all 2 € D, g(z) = (91(2), ..., gr(x))".

Now we introduce new class of problems by generalizing the class of KT-invex problem
with respect to 7 defined by Martin [5].

Definition 2. The problem (P) is said to be KT-invexr at xy € X with respect to n and
(0;)jci(zo), if there exists m: X x X = R" and 0; : X x X = R", j € J(xg) such that for
each v € X :

f(@) = f(ao) Z [V f(zo)]'n(x, x0), (3.2)
—[Vg;(20)]"0;(x,20) 2 0, V j € J(x0). (3.3)

The problem (P) is said to be KT-invex on X with respect to n and (0;);cswy), if it is
KT-invex at each xg € X with respect to the same 1 and (6;)c.(zy)- If the second (implied)
inequality in (3.2) is strict (v # xo), we say that (P) is semi strictly KT-invex at xo (or
on X as the case may be) with respect to n and (0;);c.(z0)-

If the relation (3.3) is verified for j = 1,...,k, we say that the problem (P) is (semi strictly)
KT-invex at xo (or on X ) with respect to n and (0;),_17-

Definition 3. The problem (P) is said to be KT-pseudo-invex at xo € X with respect to n
and (0;) jes(wo), if there existsn : X x X = R" and 0; : X x X = R", j € J(x) such that
for each x € X :

[V f(zo)]'n(x,20) 2 0= f(x) — f(zo) 20, (3.4)
—[Vg;(w0)]'0;(x,20) Z 0, V j € J(x0).

The problem (P) is said to be KT-pseudo-invex on X with respect to n and (0;)jc(zo), if
it is KT-pseudo-invex at each xy € X with respect to the same 1 and (8;)jci(z0)- If the
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second (implied) inequality in (3.4) is strict (x # xy), we say that (P) is semi strictly
KT-pseudo-invex at xo (or on X as the case may be) with respect to 1 and (6;);c(zo)-

If the relation (3.5) is verified for j = 1, ..., k, we say that the problem (P) is (semi strictly)
KT-pseudo-invex at o (or on X ) with respect to n and (6;);_77-

Theorem 1. (necessity) Suppose that
(1) zo is a local or a global solution for (P);
(ii) g; is continuous at xo for j € J(xo) and there exists vector functionsn: X x X —
R”, 0;: X x X = R", j € J(xy) which satisfy at xo with respect to ¢ : X x X — R"
the following inequalities for all x € X,

[V (@0)]'d(, z0) = [V f(xo)l'n(w, x0), (3.6)

[Vg;(xo)] ¢z, 20) < [Vg;(20)]'0;(x, 20), j € J(x0). (3.7)

(iii) the functions [V f(xo)]'n(z, z0) and [Vg;(x0)]"0;(x, z0), j € J(x0) are pre-invex of
x on X with respect tov: X x X — R";
(iv) there exists T € X such that

—g;(w0) > [Vg;(20)]'0;(7,20), ¥ j € J(20). (3.8)

Then there exists A € Rg(m” such that (zo, ) satisfies the following generalized Kuhn-

Tucker relation

[V f(x0)]'n(z, z0) Z Ai[Vg;(20)]"0;(x,29) 20, ¥V z € X. (3.9)

]EJ(SC())

3.2 Wolfe Duality

In relation to (P) we consider the following dual problem, which is in the format of

Wolfe.
(WD) Maximize f(y) + A'g(y),

subject to

k

V@) (e, y) + D N[V ()]'0(x,y) 20, V€ X, (3.10)

j=1
AERE, n:X xX R,
;: X x X >R Vji=1, ..k
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Let Y = {(y, A, (63);) : [V @) (e, y) + > N[Vg())'0;(w,y) 20, ¥V x € X;

j=1
AERE; n: X x X 5 R, 0;: X x X — R", ijl,...,k} the set of
feasible solutions of prgblem (WD).
We denote by PrxY ={y € X : (y,\,n,(0;);_75) € Y}

It is known that weak and strong duality in the sense of Wolfe hold in the case when
the functions occurring in problem (Wolfe Dual), are convex [1, 4] or invex with respect to
the same function 7 [3].

Now we establish certain duality results between (P) and (WD) by using the KT-invexity
notion with respect to different n and (6;);.

Theorem 2. (Weak duality) Suppose that

i)reX;

i) (Y, A, (05);-15) €Y 5

i1) the problem (P) is KT-invex at y with respect to n and (0;),_1%-
Then f(z) £ f(y) + Ng(y).

Theorem 3. (Strong duality) Suppose that

1) xg is an optimal solution for (P);

2) the hypothesis (ii), (iti) and (iv) of theorem 1 are satisfied.
Then there exists A € R’; such that (zo, A1, (0;),—17) € Y and the objective functions
of (P) and (WD) have the same values at zo and (zo, A, 1, (0;),_15), respectively. If, fur-

ther, the problem (P) is KT-invex at any y € PrxY with respect to i) and (0;);_77 (with
(7, \, 7, (éJ)J:W) €Y), then (o, \,n, (0;),-75) €Y is an optimal solution of (WD).

Theorem 4. (Converse duality) Suppose that
(i) (50, (0,1 € Y
(1)) y € X ;
(i1i) the problem (P) is KT-pseudo-invex at y with respect to n and (0;),_1%-

Then y is an optimal solution for (P).

Theorem 5. (Strict duality) Suppose that
i)’ € X and (y°,\°n, (0;),_17) € Y such that

F(@°) = F(3°) + 2g(3°); (3.11)

it) the problem (P) is semi strictly K T-invex at y° with respect to n and (0;);_1%-
Then 2° = ¢/°.
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3.3 Mond-Weir Duality

In relation to (P) we consider the following dual problem, which is in the format of
Mond-Weir.

(MW D) Maximize f(y),

subject to
[V f(y) Z X[V ()]0, (x,y) 20, Vo e X, (3.12)
jeJ(y
AeRYWL X x X - R,
f,: X x X - R", Vje Jy).
Let Y = < (y, A\, (6;);) : [Vf(y) + > N[V )]z, y) 20, Vx € X;

J€J(y)
)\GR‘ZJ(?J)I; n:XxX—->R" 0: X xX—>R" VjEJ(y)} the set of
feasible solutions of pr(;blem (MWD).
We denote by PrxY = {y € X : (y,\, 1, (0;)jes0)) € Y}
In the following, we establish some duality results for the problem (MWD) while using
the KT-pseudo-invexity notion with respect to different n and (6;);.

Theorem 6. (Weak duality) Suppose that

i)reX;

i) (y, A, (0)jeaw) €Y 5

iii) the problem (P) is KT-pseudo-invex at y with respect to 1 and (0;);cq)-
Then f(x) £ f(y)-

Theorem 7. (Strong duality) Suppose that

1) zo is an optimal solution for (P);

2) the hypothesis (ii), (iii) and (iv) of theorem 1 are satisfied.
Then there exists \ € R'J(IOM such that (g, A\, 1, (0;)jerze)) € Y and the objective functions
of (P) and (MWD) have the same values at z and (20, A\, 1, (0)jes(w)), Tespectively. If, fur-
ther, the problem (P) is KT-pseudo-invex at any ij € PrxY with respect to 1) and (6; )icd(y)
(with (G, \, 7, (0;)jes@e) € Y), then (o, N\, 1, (0;)jer0)) € Y is an optimal solution of
(MWD).

Theorem 8. (Converse duality) Suppose that
(Z) (y7 A 1, (6 )jEJ(y)) € Y;
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(i)y € X ;
(iii) the problem (P) is KT-pseudo-invex at y with respect to 1 and (6;);c()-

Then y is an optimal solution for (P).

Theorem 9. (Strict duality) Suppose that

i)2° € X and (y°,\°,n, (0;)e100)) €Y such that

f@®) = f(°); (3.13)

ii) the problem (P) is semi strictly KT-pseudo-inver at y° with respect to n and
(0)je00)-
Then x° = 4/°.

3.

4 Conclusion

In this paper, we have defined new classes of problem called KT-invex and KT-pseudo-

invex with respect to n and (#;); as a generalization of KT-invex problem with respect

to the same 7 defined by Martin [5]. In relation to the nonlinear programming, two dual

programs in the format of Wolfe and Mond-Weir are considered involving the generalized

Kuhn-Tucker relation. For each dual programme, weak, strong, converse and strict duality

results are obtained under the defined generalized invexity.
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4.1 Introduction

Les réseaux ad hoc sont des réseaux mobiles sans infrastructures et sans administration
centralisée (tous les noeuds sont mobiles). Ce sont les nceuds qui définissent la topologie
du réseau a chaque instant, qui gerent le routage a moindre cofit, ...

Les nceuds d’un réseau Ad Hoc sont mobiles, d’ou la dificulté de maintenir une qualité
de service. une solution a été en gérant le réseau en un ensemble de groupes appelés clusers.
Chaque cluster est constitué d’un ensemble de nceuds dont I'un d’eux est le cluster-head,
responsable d’alocation de ressources pour les noeuds dépondant de lui. L’ensemble des
clusers-heads constitue 1’ensemble dominant. des que cet ensemble ne peut plus couvrir
tout le réseau, un nouvel ensemble est élu.

Pour maintenir une connection entre un cluster-head et ses nceuds, le cluster-head envoie
a intervalle régulier des messages de controle appelés ”Hello messages” pour tous les noeuds.

Afin d’évaluer les performances d’un protocole, ce dernier doit étre testé sous plusieurs
modeles de mobilité des noeuds. Les modeles de mobilité des nceuds sont répartis en deux
classes, selon le mode de déplacement des nceuds. Dans la premiere classe (modele de
mobilité par entité), les nocuds se déplacent indépendamment les un les autres. Le modele de
marche aléatoire [] est 'un de ces modeles. il a été développé afin de simuler des noeuds qui
se déplacent de maniere imprédictible. Dans ce modele, un noeuds se déplacent d’un point
A a un point B, en choisissant aléatoirement sa vitesse et sa direction de mouvement dans
les intervalles [speedmin, speedmazx] et [0,2r]. Le modele proposé dans [Jappelé chemin
de points aléatoire inclu des temps de pose (pause time) entre chaque changement de
direction et/ou de vitesse de déplacement. Dans [| a été proposé de direction aléatoire pour

résoudre le probleme de densité waves. D’autres modeles de mobilité ont été proposés dans
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la litérature : le modele de zone de simulation sans bornes [], le modele Gass-Markov [] et
le modele de mobilité avec obstacles [] ...

La prédiction de la mobilité des nceuds dans les réseaux Ad Hoc, tente de déterminer
le future emplacement d’un noeud caractérisé par les coordonnés (z,y) en se basant sur
'historique des déplacements des noeuds (position, vitesse, direction,. .. ). La prédiction de
la mobilité est utilisée pour 'amélioration du fonctionnement des protocoles de routage.

Dans ce travail, on pose le probleme de 'évaluation des performances des protocoles
de mobilité (dans les réseaux Ad Hoc) en particulier la gestion des messages de controle
( les Hello messages). Comme une bonne partie du canal est utilisée pour la transmission
de ces messages et ne peut étre utilisée pour la transmission de données importantes. On
se demande si, on peut pas espacer I'envoie de ces messages. Et si le fait d’augmenter la
durée entre deux hello messages n’entraitne pas une dégradation de la gestion du groupe.

Dans ce travail, nous avons modélisé le mouvement d'un noeud et d'un cluster-head
par deux processus de markov a temps discret et a espace d’état continu (Y,, et X,,. Pour
chacun des deux processus, nous avons déterminé les probabilités de transitions. Ainsi que
la disribution de la durée de connectivité entre un nceud et son cluster-head. Nous avons
aussi déterminé la probabilité quun noeud donnée ne sort pas du rayon de transmission de
son cluster-head.

Le papier est organisé comme suit : dans la section II, nous avons fait la position du
probleme et la modélisation. La section II est consacrée a la distance entre le noeud et le
cluster-head. Dans la section III, nous avons calculé les probabilités de transition et dans

la section V, nous avons établie la distribution de la durée de connectivité.

4.2 Position du probleme et modélisation

Le cluster-head et le noeud sont mobiles (trajectoires aléatoires). Le cluster-head envoi
a intervalle régulier (par exemple, toutes les secondes) un hello message qui permet au
neeud de vérifier qu’il est bien toujours a portée de transmission du cluster-head. S’il ne
'est plus, alors ceci engendre une coupure du lien (si un paquet a été envoyé. En effet, si
aucun paquet n’a été envoyé, ce n’est pas grave). A ce moment la, le noeud va essayer de
faire un handover.

Supposons que 1'on connaisse la position du cluster-head et du nceud au moment de
la réception du n*™¢ hello message. Peut-on avoir des informations sur leurs positions a
Iinstant de réception du (n+1)%™¢ hello message ?

En effet, si on peut avoir ces prévisions, on saura a ’avance que tel nceud ne sera plus a
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portée de transmission du cluster-head. A ce moment la, on pourra prendre des mesures
pour éviter la rupture du lien.

Supposons que les hello messages arrivent suivant un processus de Poisson de parametre
A
Notons par X,, = (Zn, Yn, 2n) la position du cluster-head au moment de la réception du

ieme

n'“"¢ message hello et par Y,, = (2}, 9/, z/) la position du nceud au moment de la réception
du n**™ message hello.

Au niveau du noeud, nous avons les informations suivantes : la position du nceud au moment
de la réception du hello message+ vitesse+ état du lien avec le cluster-head.

X, et Y, sont des processus aléatoires, d’ensembles des indices dénombrable et d’espaces
des états continus.

Vu que les hello message arrivent suivant un processus de Poisson, les durées entre X, 4
et X,, ainsi que entre Y, 1 et Y, sont indépendantes et exponentiellement distribuées. La
position du cluster-head (nceud) au moment d’arrivée du (n+1)%™¢ hello message dépend
uniquement de sa position au moment d’arrivée du n™¢ hello message et non des positions
précédentes.

En effet, soient

le vecteur du mouvement du clusters : P, p11 = (Tni1 — Tn, Ynt1 — Yns Zntl — 2n) |
P = (Thi1 — T0s Ynst — Yo Zng1 — 2n)-

A Taide de l'algorithme de prévision MPWCA, on obtient

X1 = [T+ (@0 = 21) /(0 = 1), 40 + (yn — 1)/ (0 = 1), 20 + (20 — 21)/(n = 1)),

Yoo = [a, + (2, —21)/(n = 1),y + (g, — 1)/ (n = 1), 2, + (2, — 1)/ (n = 1],

ou

Tp — 1 Yn — Y1 Zn — 21
n—1"n—-1" n-1
et

Tp =T Y — Y A
n—1"n—-1"n-1
sont des approximations (n > 2)

donc les processus { X, } et {Y,,} sont markoviens a temps discret et espace d’états continu.

4.3 La distance entre le noeud et le cluster-head

Soient encore X,, = (y, Yn, 2n) €t Y, = (2], 1, 2,) Les positions du cluster-head et du

noeud au moment de la réception du n™¢ message hello. La distance entre deux point dans

un espace a 3 dimensions (XoY 0Z) est
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d,Z(Xna Yn) = (:E;H-l - mn+1)2

+ (y;H—l - ?/n+1)2 + (27/1+1 - Zn+1)2

Appelons d(X,,,Y,) la projection de d'(X,,,Y,,) sur le plan (XoY") alors
d*( X, Yy) = (X, V) + (27/1+1 - zn+1)2

Alors
P (X,,Y,) < d*(X,,Y,)

Si
(X, Y,) > R

ou R est le rayon de transmission du cluster-head, alors, on a forcement
d*(X,,Y,) >R

donc, la distance entre deux points dans un espace a 3 dimensions (XoYo0Z) peut étre
étudiée considérant uniquement les coordonnées du plan XoY'.
C’est pourquoi, nous limitons 'étude a un espace a deux dimensions. Et introduisons une
certaine métrique qui permet de calculer la distance entre le noeud et le cluster-head :
d(Xn,Yn) < dpas signifie que le lien n’est pas rompu; d(X,,,Y,) et dyq, sont connus.
On a: !
d( Xy, Y,) = ((x;wl - xn+1>2 + (y:1+1 - yn+1>2> ’

Supposons que les positions du cluster-head (X,,) et du nceud (Y},) représentent les centres
des cercles et que X, 11 et Y, 11 se trouvent sur les cercles respectifs.
On note

— W, I(inter-arrivée entre le (n+1)%m¢ et n’™ message hello.

— VP >0 (resp. V¢ > 0) la vitesse du cluster-head (resp. la vitesse du noeud). Supposons

que ces vitesses soient constantes.

— 0" (resp.0°) angle déterminé par la direction du cluster-head (resp. du nceud) et 'axe

Ozx.
Alors
Tpil = Tp + VW, cos 02
Yn+l = Yn + Vi W, sin 02
De méme :

/ o e e
Ty =, + VW, cost

Ynin = Yy + VW, sin b,
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Calculons P (d (Xp41, Yni1)) > dimas
On se place dans le cas le plus défavorable. C’est a dire qu’a I'arrivée du (n+1)%™¢ message

hello, la distance entre le cluster-head et le nceud est la plus grande ( notée D,, 1), & savoir :

Dy = d(X,,Y,)+ rayon du premier cercle+rayon du deuxieme cercle = d(X,,, Yn)—i-Vh Wo4+VEW,

dmaz_d nytn dmaz_d nytn
On a P(Dyy1 > dpasz) = P (Wn > #) Notons par a = #

P(W,, > a) = exp(—a) (4.1)

4.4 Les probabilités de transitions

Soient X = (x,y) et Y = (z1,y1) deux points du plan, calculons la probabilité de

transition

P(Xpi1 = X/ X, = Y)
P(Xpi1 = X/X, =Y) = P(x = 21 + w,cos0"V" y =y, +w,sind"V")

_ 1 P wn_\/<x—x1>2+h<y—yl>2
(z—21)?+(y—y1)? Vv

2m 7R
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_ (z—21)2+(y—y1)?
= ! xe vh

ot (w_rl)i/tb(y_yl)z

1 g o) —yp?
PX,n=X/X,=Y)== e vh (4.2)
2 (z—21)?+(y—y1)?

4.4.1 Cas particulier

Cherchons la P(X,11 = X/X,, = X)
On a

P(Xps1 = X/Xn = X) = Pz = 2+ w,cos0"V" y = y + w,sind"V" /| X,, = X)
= P(wypcos0"V" = 0,w,sin0"V" = 0/X,, = X)
Dans les hypotheéses V" # 0 et puisqu’on cherche P(X,.; = X/X,, = X) alors 6" = 0 d’ott
P(Xps1 = X/ Xy = X) = Pw, =0) =0

En effet
Plw,=t)=Xe ™ t>0

et P(w, = 0) = P (que len®“Hello message et le (n + 1)*"“Hello message arrivent au méme temps)
Mais comme les Hello message arrive selon un processus de Poisson alors P(w, =0) =0
Il s’agit bien d’une loi de probabilité. En effet

/ / P(Xp = X)Xy = ¥) =1
zJy

400 ptoo +00 oy Emr) 2 my?
/ / P(Xoiy = X/ X, = / / N v

N o o @zt —u)?

Vh

Montrons que

1 2T —+o0 1
= — / —e P pdpdf
2rto Jo P
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1 21

—p]t+oo
= [ el
1 [ 2 — 0
2m J, 2m
De la méme maniere, on peut calculer
P(Y,11=X')Y,=Y")
soient X' = (2/,¢') et Y/ = (2], v}) deux points du plan,
1 ) (&' —21)2+(' —y
PY,=X')Y,=Y) == ve
o [ E=r) 2+ 1)

Ve

4.5 Régime stationnaire

25

(4.3)

A présent calculons ’état stationnaire. Les processus a étudier { X, } et {Y,,} sont des

marches aléatoires (a temps discret et & espace d’états continu).

Théoreme 4.1 les distributions de la forme
B A
21/ (& — a)? + (y — b)

est une distribution stationnaire de la chaine X,,. Ot a € R et b € R.

f(z,y)

Preuve 1 La chaine X,, est doublement stochastique.

On a e e
[P = )X = ) S

- exp{—\/(z —a)?2 + (y — b)2} = (g y)

- ) [ ) / ) A exp{ M/ (T =) 1 (g — )%} dordy,

o 21/ (2 — 21)? + (y — 11)?
= [(2,Y) = T(zy)
alors, le vecteur II = (W(xjy))(xjy)) vérifie la relation :
X, =1
d’ot la distribution 7., est une distribution stationnaire de la chaine X,

Remarque 4.1 7(,,) = Pr{le cluster-head soit dans la position (x,y)}
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Théoreme 4.2 les distributions de la forme
B A
2m/(z — a)? + (y — b)

est une distribution stationnaire de la chaine Y,. Ou a € R et b € R.

f(z.y) —exp{-\/(z — @ + (y— b} = 1T,

4.6 Durée de connectivité

La la durée de connectivité entre un cluster-head et un noeud (et ceci entre le (n+1)%*me

et le n""¢ hello message), définie par

—(ab+ cd) + +/(a® + ) R? — (ad — cb)?

a? 4 2

D, =

ou

—_ 1/h h e e
a =V w, cos ) — V. w, cos b,

/

b=z, —x,

c = Vhw, sin 0" — Vew, sin ¢

d= Yn — y;z
R = Rayon de transmission du cluster-head.
On a

ab = w,b(V" cos 0 — V¢ cos 0°) = w,be;
cd = w,d(V'sin 0" — VEesin0°) = w,df; a® = w?e?;
¢ = w2 f% ad = w,de; cb = w,bf.

Par conséquant,

—(be +df) + /(€2 + f2)R? — (de — bf)?
wy (€2 + f2?) '

La fonction de répartition de la variable D,, est donnée par

D, =

P(D, <t)=P (‘U)“df) + V(@ + )R~ (de —bf? _ t)

wy (€2 + f2)

_p (> et d) + V(e + 2R~ (de — b])?
He2 + f2)

= exp _)\—(be +df) + /(2 + f?)R? — (de — bf)?
t(e? + 2) :
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La densité de probabilité de la variable D,, est

_ —(be+df) + /(€2 + fH)R? — (de — bf)? —(be +df) + /(€2 + fR? — (de — bf)?
= CCED o (CEND |
Soit

_ —(be+df) +\/(e* + f?)R? — (de — bf)?
(€ + f?) '
Alors
AU —\u
o) = e { |
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5.1 Introduction

Les systemes de files d’attente avec rappels sont caractérisés par la propriété qu'un
client qui trouve a son arrivée tout les serveurs occupés quitte le systeme et rappelle
ultérieurement a des instants aléatoires. Entre deux rappels successifs le client est dit ”"en
orbite”. Ces systemes de files d’attente sont largement utilisés dans la modélisation des
ordinateurs et les systemes de télécommunications. Une description complete de situations
ol les systemes de files d’attente avec rappels se présentent peut étre trouver dans la mo-
nographie de Falin et Templeton [8]. Une classification bibliographique est donnée dans
larticle de Artalejo [3]. 1l est apparu dans la littérature des files d’attente, des travaux
portant sur les systemes et réseaux de files d’attente caractérisés par la présence de deux
types d’arrivées. D’un coté, les arrivées positives ou régulieres qui ont pour 'objectif 'oc-
cupation du service. De I'autre coté les arrivées négatives, dont I'effet est ’elimination d’un
certain client. L’intérét porté a cette nouvelle famille de réseaux de files d’attente avec ar-
rivées négatives, introduite par Gelenbe [9], était motivée initialement, par la modélisation
des réseaux de neurone ou les arrivées positives et négatives représentent les signaux exci-
tateurs, qui fond croitre le potentiel du neurone et sa tendance a produire une impulsion,
et inhibiteurs, qui diminuent le potentiel du neurone et sa tendance a produire une im-
pulsion, respectivement. Puis leurs domaines d’applications se sont étendus pour toucher
d’autres systemes plus complexes comme les réseaux informatique avec infection par virus
[5], élimination des transactions dans les bases de données [10], les systemes de telecom-
munication, les systemes de production, etc.

Une revue récente sur ce theme peut étre trouvée dans [6].
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Un nombre d’articles [1, 2, 4, 5, 7] s’occupent des systémes de files d’attente avec
rappels et arrivée négatives. Il faut noter que l'existence du flot des arrivées négative
est un mécanisme pour garantir un niveau modéré de la congestion de 1'orbite.

dans ce travail on s’intéresse au cas ol une arrivée négative élimine un seul client positif.
Le reste du travail est structuré de la maniere suivante : Dans la premiere section, on décrit
le modele.

Dans la deuxieme, on étudie la chaine de Markov induite aux instants de départ, nous
redémontrons les conditions d’ergodicité et nous calculons la distribution stationnaire de

cette chalne.

5.2 Description mathématique du modele M /M /1 avec rappels
et arrivée négatives

On considere un systeme de files d’attente a un seul serveur avec deux types d’arrivées
suivant une loi de Poisson de taux A > 0 et § > 0, correspondant aux arrivées positives
et négatives, respectivement. Si le serveur est libre, un client positif arrivant commence
son service et quitte le systeme juste apres sa complétion. Tout client positif, qui trouve a
son arrivée le serveur occupé quitte le systeme momentanément et rappelle a des instants
aléatoire. Entre deux rappels successifs le client est dit en orbite. Les intervalles de temps
séparant les rappels successifs sont supposés indépendant et exponentiellement distribués
avec un taux ol — dg;) + jp lorsqu’il y a j clients dans l'orbite. Les arrivées négatives
ont l'effet d’éliminer un client positif de l'orbite, si elle n’est pas vide, sélectionné suivant
une certaine politique d’élimination. Les temps de service sont des variables aléatoires
indépendantes de loi exponentielle de taux v. Les arrivées positives et négatives, les inter-
valles séparant deux rappels successifs et les temps de service sont supposés mutuellement

indépendants.

Exemple

Cet exemple montre 'intérét du systeme considéré pour modéliser quelques situations
de réseaux :
Considérons un réseau informatique qui consiste en un groupe de processeurs connectés
avec une unité centrale de transmission (UCT). Si un processeur émet un message, il
envoie d’abord a 'UCT, Si la transmission médiane est possible, alors 'UCT envoie
immédiatement le message, sinon ce dernier sera stocké dans un espace mémoire appelé
"buffer” et apres un certain temps aléatoire, ’'UCT doit réessayer la transmission ; En sup-

posant que ce temps aléatoire est exponentiellement distribué alors on construit un taux
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de rappel le plus simple possible en supposant qu’il y a deux contributions a l'intensité des
rappels. La premiere est la constante « intrinseque au réseau, cependant la deuxieme ju
dépend du nombre de message se trouvant dans le buffer. De plus, ’'UCT envoie des signaux
négatifs au buffer pour éliminer une unité. Ce mécanisme garantie un niveau modéré de la

congestion dans le buffer.

Quelques cas particuliers

On peut discuter quelques particularités qui peuvent étre obtenues en choisissant les
parametres a, i et d.
Premierement, le cas 6 = 0 qui donne un systeme avec rappels avec la discipline linéaire de
rappels qui généralise les systemes avec rappels classiques et constants qui sont largement
étudiés dans la littérature.
Le cas, u=0et 6 = (1— H)a avec H € (0, 1) correspond au systéme avec rappels constant
ou le client en téte de l'orbite est impatient (non perseverant).
Enfin, le systeme de file d’attente classique avec arrivées négative est obtenu en faisant
tendre o — oo et(ou)p — oco.

5.3 La chaine de Markov induite associée au systeme M /M /1
avec rappels et arrivées négatives

Considérons les instants t,, de départ (fin de service ou élimination). Soit alors X, : le
nombre de clients dans l'orbite a l'instant ¢,. (X,),>0 est une chaine de Markov décrite

par I’équation recursive suivante :

X =Xp1—By— L.+ A, (5.1)

0, si le n®™¢ client provient de I'extérieur ;
1, si le n®™e client provient de l'orbite.
B,, est une variable aléatoire de Bernoulli qui dépend seulement de X,,_;, sa distribution

ou B, =

conditionnelle est donnée par

A
P(B,=0/X,.1=1) = ————
( / 1 =1) Mt atip
. o+
PB,=1/X,.1=1) = ———
( / 1 =1) Mt atip

Les variables aléatoires A,, et L, sont indépendantes et ne dépendent pas de X,,_; et B,.
Et
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+o0o bV k
P(A, =k) = / e”(—‘)ye”tdt
; Kl

= l')\kl/ /OO etk gt
k! 0

Pour calculer cette expression, nous la comparons a la densité de la loi gamma de parametre

A+ v et k dont on sait que 'intégrale entre 0 et U'infini vaut 1. Il en résulte que

ey
P(A,=k)= ——+—, k=0,1,...
( ) (A + v)kt
la variable aléatoire A, obéit donc a une distribution géométrique de parametre 7.
De méme
+oo St 7
P(L,=j)= / e_‘stgl/e_”tdt
0 J:
= %5%/ et gt
J: 0
B v
(6 +v)it!
Ly, obéit donc a une distribution géométrique de parametre 3=
A, : est le nombre de clients primaires arrivant durant le service du n®™ client.

L,, : est le nombre de clients qui sont éliminés de ’orbite durant le n™° service.

Remarque 5.1 La loi géométrique est la seule loi discréte possédant la propriété dite

d’absence de mémozire : pour tout m,n > 0

P(X =m+n/X >m)=P(X >n)

Le nombre moyen de clients arrivant durant le service du n®™¢ client est donné par :
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400 +oo +oo
E(A,) =Y kP(A, = k) = /0 Z ke AT gy

= )\/+Oot(ye_”t)dt _A (5.2)

De méme, le nombre moyen de clients éliminés de 'orbite durant le n°™€ service est donné

par :
+oo
=) B
=0
oo /\t 3R
:/ Zjue”’tdt
0

—+o0
= / Stve Vtdt =
0

Théoreme 5.1 La chaine de Markov induite est ergodique si et seulement si l'une des

R >

(5.3)

5.3.1 Ergodicité de X,

conditions suivantes est vérifiée :

(C’l):oz>0,,u>0,,0—5+—y<1

(C’g):a>0,u:O,7—W<l.
Démonstration (Preuve). A cause de la structure recursive de 1’équation (12.2), il suffit
d’utiliser le critere basé sur la théorie des fonctions de Lyapunov (ou accroissement moyen).

Le résultat important de cette théorie est celui du critere de Foster suivant :

Proposition 6 Pour une chaine de Markov irréductible et apériodique X,, d’espace d’états
S, la condition suffisante pour lergodicité est [’existence d’une fonction non négative
f(s),s € S (cette fonction est dite de Lyapunov ou fonction test) et € > 0 tel que l’accrois-
sement moyen Ay = E[f(Xni1) — f(Xn)/ X, = ] est fini pour tout s € S et Ay < —¢ pour
tout s € S excepté peut étre pour un nombre fini.
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Remarque 5.2 Dans le cas ou S = Z., il est suffisant de considérer la fonction f(k) = k.

Ceci veut dire que la chaine est ergodique si
Ay =E(Xp1 — X/ X =k)<e, Vbk>N

ou N est suffisamment grand. Bien sur, si limg_,., Ar = = existe.

Cette condition est vérifiée si est seulement si x < 0.

Pour notre chaine de Markov

Ap = E(Xps1 — X/ X0 = k)
( n+1+An+1_ n+1/Xn:k)

—E(Bui1/Xp = k) + E(Aps1 /X0 = k) — E(Lpi1/ X, = k)

a+ku A0

—_— - — = A4
>\+a+k,u+1/ v (54)

-0 A—9 A
lim Ay =-14—< 0 —<l1le—<1
k—ro0 14 v v+4
Si ;=0 (i.e dans le cas des rappels constants)
Ay =%+ A v=4/v

limk_moAk: )\_Jr—o;—i‘)\/l/—(s/l/

A—90
lim Ay <04 — 2 4 <0
k—o0 A« v
<:>—ay+()\—5)(/\+a) <0
via+ \)
SAN=0)A+a)<av
PR Gl ) (5.5)
av

Pour démontrer que p < 1 est nécessaire pour 'ergodicité de la chaine, on utilise le critere
suivant [11] :

Proposition 7 Une chaine de Markov irréductible apériodique X,, d’espace d’états 7. n’est
pas ergodique si l'accroissement moyen Ay = E(X,11 — X,/ X, = k) est fini i.e il est borné
supérieurement et il existe N tel que pour tout k > N, A, >0 si p > 1.

Pour notre chaine, si p > 1, A, = _/\iz—%u +p> —Ai:_ﬁ“ +1= m > 0.
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5.3.2 La distribution stationnaire de X,

On cherche a trouver la distribution stationnaire 7; de la chaine de Markov (X,,)

Py =P(X,, =j/Xn1=1)

=P(Xo1 = By + Ay — Ly = j/ X0y = i)

=P(Ay — Lo =j —i+ Bp/Xpo1 =)

=P(A, — L, =j —i/Xn_1=14,B, =0) x P(B, = 0/X,_; = i)
+PA, —L,=j—i+1/Xy1=i,B,=1) x P(B, = 1/X,,_, =)
=P(Ay — Ly =j —i) x P(B, = 0/ X,y = i)

+P(A, —Ly,=j—i+1)xP(B, =1/X,_1 =)

En posant P(A,, — L, = j) = a;, on aura :

A a -+

Py =ajiv——— T
774 /\—I—a+zu+a] H)\—i—a—l—zu

Pour déterminer la distribution stationnaire de X,, utilisons directement 1’équation

récurrente :
X=X, 1—-B,+A,— L,
Soit 7; cette distribution stationnaire, m; = P(X, = j); ¢(z) = X2,m;27 sa fonction
génératrice.
Soit encore ¥ (z) = E;OOHg—Jﬂuz et a(z) = E2ga;27 = E(2AIn).

D’autre part, on a :

p(z) = E() = 3 B(5 Bt bn Xy = fP(X, = j)

= Ej?’iozj]E(z_B”/Xn_l = HE(z4E)m;

- S e %zl] ca(z) -

—alz )[AE;OOA#;—QM 2+ %E;OOH;T—M%

25)00A+ W]Jrjujzj ]
= a(2)[Mp(z2) + ;wz) + ) ()] (5.6)
= a(z)[(A + D(z) + ) (2)] (5.7)

C’est la fonction génératrice du nombre de clients dans l'orbite aux instants de départ.
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Pendant que la technologie de communication moderne devient de plus en plus
développée, différents réseaux sont intégrés ou reliés ensemble pour améliorer I'exécution.
Un raccordement de communication de nos jours peut se composer de beaucoup de liaisons
reliant de nombreux noeuds intermédiaires de commutation et est souvent modelé par une
série de files d’attente. Puisque le processus de départ d’'un noeud est ’entrée du noeud
successeur, ceci rend 'analyse des processus de départ primordiale. Cependant dans la
littérature, seulement les processus de départ des systemes avec des processus spéciaux d’ar-
rivée et des distributions de temps de service sont étudiés [1, 5, 6, 2], et les méthodologies
peuvent & peine étre généralisées a d’autres systemes [7, 3]. Ainsi, le but principal de cet
exposé est de donner une idée sur la théorie courante de I'analyse des processus de départ
des files d’attente. En particulier, il sera question d’une méthodologie d’unification pour
caractériser le processus de départ d’une file d’attente simple & un seul serveur a partir de
son processus de renouvellement Markovien induit aux instants de départs (Méthodologie
établie par Ping-Cheng Yeh [8]). Avec cette méthodologie, nous pouvons analyser le proces-
sus de départ pour une grande partie de modeles existants. Dans cet exposé, il est question
de la classe de files d’attente M /G /1-type! introduite par Neuts [4]. En effet, pour cette
classe de systemes d’attente et grace a I'analyse précédente sont obtenus : la transformée
de Laplace-Stiltjes de la distribution stationnaire des inter-départs et la formule récursive

donnant la covariance entre ces inter-départs.
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Approximation des Systemes de Files d’Attente
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7.1 Introduction

L’évaluation des performance des systémes d’attente (temps moyen d’attente, nombre
moyen de clients, ...) se fait suivant différentes techniques. Parmi les mieux adaptées, on

distingue trois sortes de méthodes :

Les techniques analytiques qui visent a traduire le systeme a étudier en équations
mathématiques, dont la résolution fournira des informations statistiques sur des va-
riables représentant la qualité de service (taux d’occupation des ressources, temps de
réponse, .. .).

Les techniques de simulation qui permettent d’imiter artificiellement sur ordinateur les

systeme a étudier et de prévoir leurs comportements avec plus ou moins de précision.

Les techniques d’approximation des deux moments qui se satisfont bien de la seule infor-
mation concernant les deux premiers moments. Celles-ci se basent sur I'interpolation
linéaire ou harmonique d’un parametre de performance a partir de parametre de per-

formance calculés pour des systemes connus.

L’avantage de ce type d’approximation réside dans le fait que des résultats assez ex-
plicites puissent étre obtenus pour des situations relativement complexes ol les méthodes

numériques et les expériences de simulation constituaient souvent la seule alternative.

7.2 Approximations des deux moments des systemes classiques

GI/GI/1

Des efforts considérables ont été fournis dans le but d’obtenir des approximations et

des inégalités rendant compte, dans la mesure du possible, des parametres de performance
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des systemes GI/GI/1. Au dela de l'intérét que présentait ce systeme dans la pratique,
ces études avaient aussi pour objectif de constituer une base solide a I'approximation de

systemes encore plus complexes tels les réseaux de files d’attente.

7.2.1 Meéthodes d’approximation des deux moments des files classiques
GI/GI/1

Dans sa revue des principales approximations obtenus pour les files d’attente de type
GI/GI/1, Shanthikumer [10], a présenté les approximations de diffusion, pour le nombre
moyen de clients dans le systeme (proposé par Heyman, Kobayashi, Gelenbe et Yu) ainsi
que les approximations heuristiques (Obtenues par Marchal, Kramer et Langenbach-Belz,
Page et Sakasegawa) avec une comparaison numérique dans le but de faire apparaitre leurs

domaines de validité.

Méthodes de diffusion

En utilisant "approximation de diffusion, Heyman [2], a montré que le nombre moyen

de clients dans le systeme pouvait étre approximé par I'expression :

— Ca? + Cs?
N,(HEY) = pLa” +Cs” (7.1)
2(1-p)
Ou Ca? et Cs? sont les coefficients de variation au carré pour les processus d’arrivée et de

service respectivement (variance divisée par la moyenne au carré), et p 'intensité du trafic.

Approximation de Kobayashi

En utilisant 'approximation de diffusion avec une limite de réflexion et une normalisa-
tion appropriée, Kobayashi [5] a suggéré 'approximation suivante pour le nombre moyen

de clients dans le systeme :

(7.2)

avec
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Approximation de Gelenbe

Avec une limite de retour instantanée dans le cadre du processus de diffusion, Gelenbe

[1] a montré que :

p*Ca? + pC's?

NJ(GEL)=p+ 20— )

(7.3)

Approximation de Yu

Dans sa comparaison assez limité de ’approximation de Gelenbe avec les résultats de la
simulation, Yu [11] remarqua que 'approximation de Kobayashi était de loin meilleure et
plus performante que celle de Gelenbe. Il se proposa de modéfier les parametres de diffusion

proposés par celui-ci et aboutit a :

p*Ca? + p*C's?

N,(GEL)=p+ 20— )

(7.4)

7.2.2 Méthodes Heuristiques

Approximation de Marchal

En proposant de diminuer la borne supérieure donnée par Kingman [4] de sorte quelle
soit exacte pour le systeme M/G/1, Marchal [7], dans son approximation heuristique du

nombre moyen de clients dans le systeme, arrive a ’approximation suivante :

2 2
~ P (L+Cs%) [ a2y pros
NoMAR) = p+ 75055 { 200 } (7.5)

Approximation de Kramer et Lagenbach-Belz

En utilisant les résultats numériques, Kramer et Lagenbach-Belz [6], ont étendu de
maniere heuristique l'approximation de heyman. L’approximation équivalente pour le
nombre moyen de clients dans le systeme devient :

2 2 2
— p*(Ca® + Cs?)
Ny KL)=p+

9(Ca*,Cs*, p); (7.6)

—2(1—-p)(1-Ca?)? 9 ‘

a2 05 ) = | Pl Taresy 1, Ca” <1 .

g( e ’p) (Ca?—-1) 2 ( )
exp[—(1 — P)m], Ca® > 1.
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Approximation de Page

Une formule d’approximation pour le temps moyen d’attente dans le systeme a été

proposé par Page [8] :

2

N,(PAG) = p+ ﬁ {Ca2(1 + Os?) + Cs*(1 — Ca?)exp (72%}7’))) } : (7.8)

Approximation de Sakasegawa

En se basant sur I'approximation de Page et une approximation pour le systeme M/M/1,
Sakasegawa [9] a proposé une approximation équivalente pour le nombre moyen de clients

dans le systeme :

p*(Ca? 4+ C's?)
21—-p)
Le résultat ci-dessus est exactement le méme que celui proposé par Yu (7.4).

N, (SAK) = p+ (7.9)

7.2.3 Comparaison numérique

Pour tester la wvalidité et 1’applicabilité des différentes approximations citées
précédemment, nous donnons dans ce paragraphe quelques résultats numériques.
Shanthikumar [10] a entrepris de comparer ces différentes approximations avec les valeurs

numériques du temps moyen d’attente obtenus dans le systeme Ej/E;/1 pour différentes
valeurs de k (Ca?) et 1 (C's?) par Page [8].

On notera qu’aucune analyse de précision n’a été effectuée pour le cas Ca? > 1.

7.3 Approximation par interpolation des systémes GI/GI/s

La formulation par interpolation des systemes présente un grand intérét pratique dans
les problemes de conception et de décision, d’abord en raison de sa simplicité, mais surtout
parce que dans les situations réelles, la seule information disponible est celle concernant

les deux premiers moments.
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L’interpolation peut-étre linéaire ou harmonique, mais peut également mettre en oeuvre
une base d’approximation pouvant contenir plusieurs systemes connus. Cette approche
permet d'une part, de retrouver la méthode des deux moments en tant que cas particuliers
et, d’autre part, de justifier plus rigoureusement les arguments heuristiques a 1’origine de
leur usage. La méthode d’approximation par interpolation des deux moments a fait 'objet
de diverses extensions. Nous présentons dans ce qui suit les principaux résultats obtenus par
Kimura [3] qui donna une revue unifiée de la méthode d’interpolation des deux moments
pour les systemes GI/GI/s en commencgant par présenter la méthodologie utilisée qui sera

appliquée au cas particulier M/G/s avant d’étre étendue au systeme GI/GI/s.

7.3.1 Méthodologie de ’interpolation

Soit a considérer ¢ et 7 les variables aléatoires des temps d’inter arrivées et de service

respectivement, et F et B les lois de distribution correspondantes.

Kimura propose une approche unifiée en considérant le quotient :

 W(GI/GI/s)

Q(GI/GI/s) = GG (7.10)

Ou le temps moyen d’attente est normalisé a celui d’une file & un seul serveur GI/GI/1
ayant la méme distribution du temps de service, la méme intensité de trafic et une
distribution des temps inter-arrivées Fi(t) = F(t/s) (t > 0)

La quantité Q(GI/G1/s) est approximée par une fonction des quantités correspondantes

pour des systemes analysables connus tels M/M/s, GI/M/s, ... :

Q(GI/GI/s) = f(Q(B1), -, Q(Bn)). (7.11)

ou I'ensemble des systemes simples B = {4, ..., 3,} constitue la base de "approxima-

tion.

Il y a différentes fagons de définir la fonction f mais deux d’entre elles seront utilisées

dans le cadre de cette approche :

n

Q(GI/GI/s) =Y 1Q(5:). (7.12)

=1
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QGI/GI/) ~ {3 )™

. = Li(GI/GI/s) et h; = h;(GI/GI/s) sont les coefficients de poids du i°™° systeme

(7.13)

> O
=
|

Les approximations (7.12) et (7.13) sont les combinaisons linéaires (de type L) et harmo-
nique (de type H) de la quantité Q(GI/GI/s) et sont I’extension des travaux de [Cosmetatos
1974, 1976, 1977, 1980] qui a développé la combinaison de type L pour I'approximation des
temps moyens d’attente dans les systemes GI/M/s, M/G/s, E,,/Ey/s et Ha/M|/s.

7.4 Conclusion

Nous avons présenté une méthode d’approximation pour l'estimation des principaux

parametres de performance dans le systeme GI/GI/1 et GI/GI/s.

La méthode d’approximation des deux moments est établie selon le principe d’inter-
polation en combinant (de maniere linéaire et harmonique) des solutions analytiques de
systemes simples que sont les files M/M/1, M/D/1 et D/M/1. Plusieurs approximations
du temps moyen d’attente des systemes GI/GI/1, GI/GI/s sont présentées.

Ces résultats peuvent étre étendus pour les systemes d’attente avec rappels et vacances.
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Dans ce travail, nous prouvons ’applicabilité de la méthode de stabilité forte aux
systemes d’attente avec arrivées par groupes. Nous nous intéressons a l'étude de stabi-
lité forte de la distribution stationnaire de la chaine de Markov induite dans un systeme
d’attente avec arrivées par groupes M°(X) /M /1 dont la loi de la taille des groupes est

géométrique, apres perturbation de la distribution de la taille des groupes.

8.1 Systemes d’attente avec arrivées par groupes

8.1.1 Modele d’attente M* /M /1

Le systeme MX /M /1 peut étre décrit de la maniere suivante :

Les clients arrivent en groupes de taille aléatoire C, selon un processus de Poisson de
parametre A ot : P{C' = n} = ¢,, et ils sont servis individuellement, les durées des services
étant indépendantes et distribuées suivant une loi exponentielle de moyenne i

Soit la fonction génératrice de la taille des groupes, C(z) définit comme suit :

C(z) = E(z°) = ch 2" (Jz2| <1)

n=1
Soit :  A; : le nombre de clients qui arrivent a U'instant t; P(A; = k) = ¢
OnaPAi+A+...+ Ay =n)= @ ®...Qc, :C'flk)

TV
k—produit de convolution

ou {C,(zk) } est le k-produit de convolution de c¢,.

) 1 _ N o J1 sin=0
tel que : Crn’ =P(A; =n) =c,. et Cr'= {O sin >0

P,.{ n clients arrivent dans (0,t)} = p,(t)
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n > 0)
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Considérons les points de régénération suivant :

— L’instant de départ d’un client.

— Fin d’une période d’inoccupation.
La variable aléatoire X, représentant le nombre de clients dans le systeme immédiatement
apres le n%™¢ point de régénération est une chaine de Markov & temps discret. On considére
le processus B, 11 7 le nombre de clients qui arrivent pendant le temps du (n+1)%™ service”.
Les variables aléatoires B,, sont indépendantes entre elles, leur distribution commune est :

k, = P.{n arrivées durant la période de service}.

n

e L

n k+1
— (A + p)kt
X,—1+4+ B, si X, >1
Alors X"“:{C " siX, =0

Ceci montre que X, ne dépend que de X, et de B, et non des valeurs prises par
Xn_1, X 2, . Ceci signifie que la suite {X,,, n = 1,2,...} ainsi définie est une chaine
de Markov induite du processus { X (¢), ¢t > 0}

Régime transitoire
Les probabilités de transition de la chaine de Markov induite {X,,, n = 1,2,...} sont

données par :
P(Xn—f—l:j \ Xn:i):P(B:j_i‘Fl): Jj—i+1

¢j sij>1i=0
pij =4 kjp1g sil<i<j+1
0 ailleurs

Remarque 8.1 D’apres la matrice de transition la chaine de Markov X, est wrréductible

et apériodique, dont on peut montrer qu’elle converge vers une distribution limite si p' < 1.

la quantité p’ est Uintensité du traffic, c’est le nombre moyen d’arrivées par durée

moyenne de service.

o =E(B,) = an’n = 3 E(C)
n=1
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Régime stationnaire

Supposons que p' < 1 et soit 7 = (mg, 7y, ...) la distribution stationnaire de la chaine
de Markov {X,; n=1,2,...} ou

m, = lim P{X} =n}
k—o00

On obtient :
m | K(z) — 2C(z
I CIRALCEEEC)
I e
T I T E()
K(2) = L
A=A C(2)

8.1.2 Le modele M%e°(X) /M /1

Le systeme M%°(X) /M /1 peut étre décrit de la maniere suivante :

Les clients arrivent en groupe de taille aléatoire 5, selon un processus de Poisson de
parametre A , et ils sont servis individuellement, les durées des services étant indépendantes
et distribuées suivant une loi exponentielle de moyenne % La taille des groupes C' suit

une distribution géométrique de parametre ¢ ou :
P{C=kt=a=01-q¢¢ " 0<q<1l (k=1

et une fonction génératrice :

oo

C(z) = E(z°) = Cp 2" (Jz2| <1)

n=1

Soit :  A; : le nombre de clients qui arrivent a Uinstant t; P(A; = k) = ¢
OnaP(A + A+ ...+ Ay=n)= G,060...0¢, =C
k—produit de convolution
ol {57(1’“)} est le k-produit de convolution de ¢,.

. S~ A N ~0 |1 sin=0
tel que : Cn’' = P(Ai=n) =0, et Crn'= {O sin >0

P.{ n clients arrivent dans (0,%)} = p,(t)

n

ko
ulr) = e B e (n>0)
k=0 )

Considérons les points de régénération suivant :
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— L’instant de départ d’un client.

— Fin d’une période d’inoccupation.

La variable aléatoire X, représentant le nombre de clients dans le systeme
ieme

immédiatement apres le n point de régénération est une chaine de Markov a

temps discret. On considere le processus §n+1 ”le nombre de clients qui arrivent pendant
le temps du (n + 1)%™ service”. Les variables aléatoires B,, sont indépendantes entre elles,

leur distribution commune est :

~ L N
k, = P.{n arrivées durant la période de service} = oW KA
{ p =5 O e
~ v _ = . ~ >
Alors X, 11 = Xn =14 B si X, >1
¢ siX,=0

Ceci montre que )?n+1 ne dépend que de )?n et de §n+1 et non des valeurs prises par

Xoo1, Xp_o, ---. Ceci signifie que la suite {55”, n =1,2,...} ainsi définie est une chaine
de Markov induite du processus {X (), ¢ > 0}

Régime transitoire

Les probabilités de transition de la chaine de Markov induite {)?n, n=1,2,...} sont
données par :
P(Xpp1=j \ Xy =i)=P(B=j—i+1)=kjiin

C; sij>1,i=0
Py=14 ks sil<i<j+1
0 ailleurs

Remarque 8.2 D’apres la matrice de transition la chaine de Markov )N(n est irréductible

et apériodique, dont on peut montrer qu’elle converge vers une distribution limite si p’ < 1.

p=EB,)= Y nk, == EC)

= >

Régime stationnaire
Supposons que p' < 1 et soit T = (7, 71, .. .) la distribution stationnaire de la chaine de
Markov {X,,; n=1,2,...} ou
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Tn = lim P{X; = n}

k—o0

~ Fo | K(z) — 2C(z)
[ = [

K(z) — =
=~ _ H(l-g—A
()
K(z) = AR

A pu—XA C(2)

8.2 Stabilité forte de la chaine de Markov induite dans un
systeme M&eo(X) /N /1

Pour pouvoir prouver le fait de v-stabilité de notre systeme, nous choisissons :

1A
Uk;:_+_ka /8>]‘
(k) BE
1 sii=1
hi_{o si i1

T NPy

k=0

La démonstration de la stabilité forte de la chaine )Afn nécessite I'utilisation de ce résultat

intermédiaire.

Lemme 8.1. On considere le systeme d’inégalités suivant :

B-1 A
< p(l—ﬂ)
et

g =7

Ce systeme admet des solutions données comme suit :
e B€]Bs +oo[Si 5 (1-7) > ;5

et

o B elfi, oo Si 5 (1—7p) < §

2 __ _
L, 51:“+‘/“ Al =7)
/ 2N (1—7)

avec B3 =
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Théoreme 8.1 Supposons que la condition d’ergodicité ;%E(é) < 1 est vérifiée.

Alors, la chaine de Markov induite 5(\; est fortement v-stable pour la fonction

v(k) :%—l—%k avec [ > .

8.3 Estimation de la stabilité forte

Pour pouvoir estimer numériquement 1’écart entre les distributions stationnaires des
états des chaines de Markov induites X, et X,,, estimons au préalable la norme de

déviation de l'opérateur de transition P par rapport a I'opérateur p.

Théoréme 8.2 Soient P et P les opérateurs de transition des chaines de Markov induites
des systemes : ME°X) /M /1 et MX/M/1. Alors pour tout 3 tel que B > B :

~ 24
1P =Bl < =+ 4 +7

Conclusion

Nous avons clarifié les conditions pour lesquelles il sera possible d’approximer les ca-
ractéristiques du systeme de files d’attente M~ /M /1 avec arrivées par groupes dont la loi
de la taille des groupes est générale par celles du systeme MY /M /1 avec arrivées par
groupes dont la loi de la taille des groupes est géométrique. Nous avons également obtenu
les inégalités de stabilité avec un calcul exact des constantes. Ces résultats pourrons faire
I'objet d’une application pratique concrete. Pour ce faire, il y a lieu de quantifier 'erreur
d’approximation en appliquant I’approche algorithmique. Cette erreur pourra d’ailleurs
étre comparée a celle obtenue en utilisant la simulation. Cela permettra d’avoir une idée

de la performance de la méthode de stabilité forte.
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Dans ce travail, nous démontrons la stabilité forte de la chaine de Markov inclue
dans un systeme M/G/1 avec priorité absolue, apres perturbation du taux de arrivée de
clients prioritaire.

Nous déterminons les condition pour lesquelles, il sera possible d’approximer les ca-
ractéristiques du systeme de file d’attente Ms/G/1 avec priorité absolue par celles corres-

pondantes du systeme M/G/1 classique.

9.1 Description des modeles

Considérons un systeme de files d’attente M,/Go/1(FIFO, co) avec priorité absolue
non conservatrice. Les clients arrivent en deux classes selon un processus de Poisson. Le
flot des arrivées des clients prioritaires est A0, et celui des clients non prioritaires est \.
Les durées de service étant indépendantes, de fonction de répartition 3'(¢) pour les clients
prioritaires (respectivement (3%(t) pour les clients non prioritaires). Le service d'un client
non prioritaire peut étre interrompu par un client prioritaire. Lorsque ce dernier termine
son service, s’il n” y a pas d’ autres clients prioritaires dans la file, le client interrompu
recommence le service a partir de début.

L’état du systeme de files d’attente My /Go/1 avec priorité absolue, en un instant t, peut
étre décrit comme suit :
S(t) ={X(t), K(t),e(t), t = 0}
Ou :
e(t) = { 1, s? le cl?ent en serv%ce est prioritz.xi@ 3
0, si le client en service est non prioritaire .
X(t) : le nombre de clients dans le systéeme a l'instant t.

K (t) : La durée de temps restante du service .
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Nous avons utilisé la méthode de la chaine de Markov induite qui nous ramene a 1’étude
de ce processus au cas discret. Les instants ”"t,” de discrétisation sont, ” L’instant de fin

de service”

En effet, nous introduisons les notations suivantes :

X 4131 = 1,2 : est le nombre de clients prioritaires (respectivement non prioritaires)

dans le systeme a l'instant £, .
tn41 : est U'instant de fin de service.
Soit :
Al nt1 © = 1,2 : une variable aléatoire qui représente le nombre de clients prioritaires
(respectivement non prioritaires) qui arrivent pendant le service du (n + 1)*™¢ client.

Les variables aléatoires A, |, n = 1.2, ... sont indépendantes entre elles et leur distribution

est égale :

=P(AL =k = /0 N %e—wtbi(t)dt. (9.1)

Lemme 9.1. La suite (X}, X?) forme une chaine de Markov, d’opération de transition

Pk,l(i,j, e)i,j >0 défini par :

(oo i—k+1 )
()\Qt) Jj—1 _
[T G ¢ ) d
si k>0,7>1,1>0,i>k—1
[e'e] jolt1 oo
L}—Lef (()J\t)l-i-l)l )\tbQ dt‘i‘ei AO+1)¢ bl( )d
Pk,l<i7.j7 0) = ’ :
si k=0,7>1,i>0
0 o (ANOE) (X)) | 1 o (At)!
A0+t p1 —Atp2
0+1f ﬂ e bl(t) dt+<1+0)2f0 e V2(t) dt+
|+ JoT DGO OB ) dt, si i >0, >0, k=0, 1=0.

Remarque 9.1 Dans tous ces cas, les variables aléatoires A}, et A%, | ne dépendent pas

des événements qui se sont produits avant le début du (n)*™¢ service

Considérons en méme temps le systeme My/Go/1 avec priorité absolue, et = 0 (ce n’est
rien d’autre que le systeme M/G/1 classique )
Soient :

X! :le nombre de clients prioritaires dans le systéme juste apres la fin de service du n**™¢
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client.
X2 : est le nombre de clients non prioritaires dans le systeme apres la ”fin” de service du
ieme

n client.

Le noyau de transition ]5;671(2', J,0) est donnée par :

(o OO . :
g € y SLt=R~R—=17 =21, ) i)
Jo = b'(t) dt k—=1j>1, k#0,1>0
()\t>j—l+1

b (i o e M R() dt, si 1<I<j+1, k=0,i=0,1%£0
Bulig, 0)= 4 Jo” Gy € P dt s LIS+ L k=0i=0, 1#0,

o (M) o ,
Jo ue"\t VA(t) dt, si i>0, >0, k=0,1=0,

7!
0 atlleurs.

9.2 Stabilité forte dans un systéme prioritaire M>/G2/1 avec
priorité absolue non conservatrice

Cette section concerne ’étude de stabilité forte de la chaine de Markov inclue dans un
systeme M/G/1 avec priorité absolue, apres perturbation du taux de arrivée de clients
prioritaire.

Nous déterminons les condition pour lesquelles, il sera possible d’approximer les ca-
ractéristiques du systeme de file d’attente My/G5/1 avec priorité absolue par celles corres-
pondantes du systeme M/G/1 classique.

Théoréme 9.1 Supposons que dans un systéme d’attente M /G /1, les conditions d’ergo-
dicité suivantes sont vérifiées :

1) NE(U) <1

2) Ja>0 tel que E(e®V) = 06 e be(u) du < oo.
Alors pour tout o« > 1, la chaine de Markov X, dans le systéme M/G/1 avec priorité
absolue est fortement v-stable pour la fonction V = o'

ot
max(fl()\oz —A), fQAa - )

= 1. 2
p - < (9.2)

~

f(z) = B(e"Y) = /000 e™ b(u)du. (9.3)

avec u étant la variable aléatoire caractérisant la durée de service des clients prioritaires

(resp, non prioritaires ) dans le systeme My/Go/1 avec priorité absolue.
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Preuve 2 Montrons que la chaine de Markov X, = (XA'%, )55) est fortement stable pour

la fonction :

VN XN —R}
(i, 5) — V(i, j) =o', a>1.

Pour se faire, choisissons une fonction mesurable h(k, 1) définie par :

h:NxN—R

(K, 1) — Lig=o, 1=0)
et une mesure « telle que
a:o(N) x o(N) — R
(i, 7) — Fo0(0,4,0)

Ot o(N) est l'algebre définie sur N et

5 [ (At)? “At 32 CL _ . .
F0(0,5,0) = — e () dt sii=0,k=0,1=0, >0
0 J:

9.3 Estimation de la stabilité forte

Afin d’obtenir I'erreur due a I'approximation du systeme Ms /G4 /1 avec priorité absolue,
estimons au préalable la norme de déviation de 'opérateur de transition P par rapport a

~

P.

9.3.1 Estimation de la norme de déviation de opérateur de
transition

Théoreme 9.2 Pour tout « tels que o > 1 nous avons l'inégalité :
1A=l P=Pll, <D.

ot
P +20

IAl, < D R Fi0al + da — A0 — ). (9.4)
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Preuve 3 Conformément a la définition de la norme d’opérateur(??)on a :

| Bkaisd) Nl = | P = P [l = supsup —5 373 0] Aea(i,.0) |

>0 >0 =0 750

o1,

|Aki(i,5,0) | = |Pra(iy 3,0) — Pru(i, §,0)]|

171, A R
| Apall < - e —X) = filda— A — X)) + fi(hab + da — N — )\) (9.5)

Nous devons choisir la plus grande des estimations obtenues. Choisissons

6* +20 .
HAMSI%=w+lVfﬂMw+Aa—AH—M

9.3.2 Fonction Génératrice

Pour pouvoir estimer la norme ||7||, nécessaire pour I'obtention des inégalités de stabi-

lité, calculons la fonction génératrice I1(Z, Zs) de .

Lemme 9.2. Supposons que dans un systeme M/G/1, les conditions suivantes sont
vérifiées :
{)\E(u) < 1,

Ja > 0, tel que E(e™) = [ e™ by(u)du < oco.

Alors, nous avons 1’égalité :

(Z2 = 1) f>(\2s — A)‘(l _ ﬂ)‘ (9.6)

(2, Z5) = .
%) Zy = [2(AZ3 = A) K

ou :
fo(AZy — \) = / N2Vt b (1) dt. (9.7)
0
et -
p=FE(u) = / t by(t) dt. (9.8)
0
9.3.3 Estimations quantitative de stabilité

Le théoreme suivant permet de délimiter le domaine d’approximation et de fournir

I'erreur commise sur la distribution stationnaire.
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Théoréme 9.3 Supposons que dans un systeme M /G /1 avec priorité absolue, la condition

d’ergodicité géométrique soit vérifice. Alors sous la condition : D < P et Va, a>1
on a l’estimation :

||m — 7], < W.
ot

We=D1+W)W (1—p—(1+W)D)™", (9.9)

W= (8—1)(1—\/p)—L

F (9.10)

ou p est définis dans (77)

Preuve 4 Lutilisation du théoréme (??), nous permet de constater que pour prouver le
théoréme précédent, il est suffisant d’estimer ||7o||v et ||1|]o-
Calculons d’abord ||7oll, = > > V(ij)7(i,7,0).
i>0 >0
ot

V(i,j) =o't

Il découle directement du lemme (9.2) et de la définition ||.||, que :

o (a=DRMa=N A o AP
||7T0||y_ O{—fQ()\OK_A) (1 'u) (a 1)(1 M)l_P w.
Alors
| 7oll = W.

De léquation (??) et de linégalité o' > 1, nous avons :

[1][, = supsup —— < 1.

k>0 1>0 &
Par définition |
C=1+||1T]lu||7ll=1+W

1—p 1—p
JAVIN | D = .
20 Il <2 =7

Par conséquent ,

|7=7|lo=DA+W)W({1 —p—(1+W)D)™".
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9.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons prouvé ’applicabilité de la méthode de stabilité forte au
systeme d’attente M/G/1 avec priorité absolue, apres perturbation des flot des arrivées.
Nous avons clarifié les conditions d’approximation des caractéristiques du systeme de files
d’attente My/Go/1 avec priorité absolue non conservatrice par le systeme M/G/1 classique.
La méthode de stabilité forte permet également d’obtenir les estimations quantitative de
stabilité.

Comme perspective immédiate, il y a lieu de traiter un cas concret, puis de comparer

les résultats obtenus avec ceux de la simulation.
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Suite au perfonctionnement et a I’évolution technologique, les systemes de production
et de service, tels que les instalations pérochimiques, les systemes militaires, nucléaires,
sanitaires et aéronautiques sont devenus de plus en plus complexes. Pour de tels systemes,
il est extréemement important d’éviter les défaillances en service a cause des conséquences
désastreuses que cela peut produire sur le plan sécurité d'un coté et/ou des pertes de
production élevées d'un autre coté. Par conséquent, la maintenanace sur ces systemes
s’avere nécessaire. Cette nécessité a généré un intérét croissant dans le développement et
la mise en oeuvre des startégies (politiques) optimales de mlaintenance pour améliorer la
fiabilité des systemes, diminuer la la probabilité d’occurence des défaillances et réduire les

couts de maintenance.

Les études sur les politiques optimales de maintenance se sont concentrées sur les
systémes mono-composants (& une seule unité), mais les améliorations des techniques
analytiques et le développement de l'outil informatique ont permis a des systemes
plus complexes d’étre étudiés, comme on s’est rendu contre que les dépendence entre
les composants d'un systeme ne peuvent pas étre négligées et devraient étre prises en
considéreation dans les décisions, il y eu un intérét croissant pour la modélisation et

I'optimisartion des politiques de maintenace des systemes multi-composants.

Dans la pratique, regrouper les activités de maintenance pour les systemes multi-
composants engendre des gaints en terme de cotts et/ou de temps. Par exemple, sésir
I'opportunité 'arrét d’une chaine de production pour effectuer des opérations de mainte-
nace sur plusieurs équipement de la chaine; oubien lors du démontage d'un équipement

lourd, il serait plus rentable de sésir 'opportunité pour remplacer plusieurs éléments a la
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fois.

Dans la premiere partie, en raison de la complexité des résultats analytiques obtenus
dans l'analyse des systemes réparables de fiabilité avec maintenances continues, nous
avons montré que les caractéristiques de ces derniers peuvent etre approximées par celles
des systemes avec maintenances périodiques, grace a la méthode de stabilité forte. Une
politique optimale de maintenance permet en effet d’améliorer la fiabilité des systemes
réparables, de maintenir une disponibilité élevée des équipements et de réduire les cotits

liés aux interventions.

Ceci nous permettra en premier lieu d’introduire la modélisation des systemes de
fiabilité avec maintenance préventive par les systemes de files d’attente avec vacances, ou
les périodes de maintenance sont simulées par celles des vacances du serveur. Nous nous
intéressons plus exactement, aux systemes de files d’attente a source finie et vacances
du serveur. Dans de tels modeles, le serveur prend occasionnellement une vacance d’une
durée aléatoire, qui peut étre utilisée pour accomplir une ou plusieurs taches secondaires,
comme elle peut modéliser une période d’oisiveté du serveur [33, 32, 11]. L’étude de tels
systemes est sans aucun doute tres importante pour les applications pratiques, car les
vacances du serveur influent beaucoup sur les caractéristiques du systeme considéré. En
particulier, plus les durées de vacances du serveur sont longues, plus le nombre d’'usagers

dans la file est élevé et plus la durée d’attente de chaque usager dans la file est longue.

En second lieu, dans ce travail, nous avons prouvé encore une fois I'applicabilité de la
méthode de stabilité forte aux systemes réparables de fiabilité avec maintenance préventive
bien particuliers qui peuvent étre vus comme des systemes de files d’attente avec vacances et
source finie, ot la perturbation a concerné la structure du service. Le systéeme M/G/1//N
a vacances multiples du serveur et service exhaustif nous a servi d’illustration. Nous avons
prouvé le fait de la stabilité. Ceci nous permet de constater la possibilité d’approxi-
mer les caractéristiques stationnaires et non stationnaires du systeme M/G/1//N avec
maintenances préventives par celles du systeme M/G/1//N classique. Nous avons obtenu

également les estimations quantitatives de stabilité avec un calcul exact des constantes.
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Les files avec rappels [2, 4, 5] ont été utilisées dans plusieurs applications concretes,
comme la modélisation des réseaux cellulaires mobiles numériques (Digital Cellular Mobile
Networks) [9] et les réseaux locaux a topologie étoilée [7]. Cependant la plupart des modeles
étudiés négligent le processus de pannes. On considére une file M/G/1 avec rappels lorsque
le serveur est sujet a des pannes aléatoires. Ce modele a été étudié auparavant en utili-
sant diverses méthodes analytiques (chaines de Markov incluse, variable supplémentaire,
approximation de diffusion . ..), et ses mesures de performance sont disponibles sous forme
explicite [1, 8]. Le lecteur intéressé peut se référer a d’autres variantes de notre modele
[3, 10]. Les solutions sont obtenues en termes de transformées de Laplace et fonctions
génératrices. Pour les praticiens, il est intéressant d’obtenir des estimations plus simples.
Ce travail est consacré a I’étude de la file M/G/1 avec rappels lorsque le serveur est sujet
a des pannes aléatoires [1]. La théorie des files d’attente avec rappels [2, 4, 5] développée
ces dernieres années fournit un cadre conventionnel pour résoudre de tels modeles. Les
mesures de performance de tels systémes sont disponibles sous forme explicite [1, 8]. Ici
nous donnons des approximations plus simples obtenues a I'aide du formalisme du maxi-
mum d’entropie. Ces approximations sont obtenues a partir de I'information disponible
sur les distributions de probabilité des temps de service et de réparation, ainsi que de la

distribution stationnaire des états du systeme [6].
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12.1 Introduction

L’estimation non-paramétrique par la méthode du noyau est une attractive méthode de
lissage pour l'estimation des fonctions densité de probabilité et d’intensité d’un processus
de poisson non stationnaire [4, 5|. Dans les deux cas, le choix du parametre de lissage
(fenétre) est crucial pour la performance des estimateurs.

Le choix de la fenétre par la méthode ”cross-validation” a été largement étudié pour 1’esti-
mation densité [2, 8]. Lorsque la densité est définie sur un support borné, les effets de bord
sont présents. Pour remédier au probleme, on fait appel a la méthode ”image miroir” [10]
ou aux estimateurs basés sur les noyaux asymétriques ou les histogrammes lissés [1].
Dans le cas de l'estimation de l'intensité, le choix de la fenétre qui a été proposé mini-
mise I'estimateur de 'erreur quadratique moyenne sous la supposition que les données sont
générées par un processus de Cox stationnaire. Malgré que les deux méthodes sont motivées
de différentes manieres, il y a une équivalence entre les deux choix de la fenétre.

En plus de fournir les justifications de chaque méthode, cette équivalence des choix de
la fenétre permet de voir les profits des résultats de chaque méthode dans le contexte de
l'autre [5].

12.2 Les estimateurs

Les données brutes pour les estimateurs des deux fonctions densité et d’intensité
consistent a un ensemble de points X7, ..., X,, € R. Pour 'estimation de densité, ils sont
pris comme la réalisation de n variables aléatoires indépendantes ayant toutes la fonction
densité de probabilité f(x). Pour I'estimation de la fonction d’intensité, les points sont pris

comme les réalisations d’un processus de poisson non-stationnaire sur un intervalle [0, 7]
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de fonction d’intensité A(x) donnée par :

_ prob{événement(t + x,t + x + Az)/événement en t}
B Az '

Une raisonnable estimation des fonctions f ou A doit étre une fonction qui prend de

Vi, Ve > 0: A(z) (12.1)

larges valeurs dans des régions ou les données sont denses et des valeurs proches de 0 quand
les données sont dispersées.

Pour la construction d’une telle fonction, la méthode du noyau prend :
frlw) =n1> 6 (x - X5), (12.2)
i=1
pour I'estimation de densité, ou :

/A\t(ﬁ) = Z o (= Xi), (12.3)

=1

pour l'estimation de l'intensité. Ou :
5:(.) = (1/t)d(./t) pour t > 0. (12.4)

et §(.) est une densité de probabilité symétrique. Le parametre ¢ controle la qualité du
lissage fait, et est appelé fenétre ou parametre de lissage. Le facteur de normalisation
(n1) fait de f(z) une densité de probabilité.

Généralement, le choix de la fenétre ¢ est plus important que le choix du noyau 4(.)
pour la performance effective de ’estimateur a noyau. Une discussion théorique est donnée
dans [11].

Pour l'estimation de densité, Rudemo et Bowman [8, 2] proposent de choisir ¢ par la
méthode "least squares cross-validation”. Ils notent ¢y le minimum de la quantité (CV)

”cross-validation” : .
CV(t) = / [fe(@)Pdz — 207> fi5(X)). (12.5)
i=1
ou : .
fii(X5) =n"t > Gz — X). (12.6)
j=1
J#
Pour I'estimation de I'intensité, Diggle [4] propose de choisir ¢ par la méthode du pro-

cessus de Cox. Il suppose que la fonction d’intensité A(z) est une réalisation d’un proces-

sus aléatoire stationnaire a valeurs non-négatives {A(z) : = € R}, avec E[A(z)] = p et
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E[A(z)A(y)] = v(|x —y|), et X7, ..., X, forment une réalisation partielle d’'un processus de
Cox.

Diggle montre que pour x plus grand que ¢ unités dans [0, T,

MSE(t) = E([\(z) — A(z)]?)

2
= 0(0) 4 pll = 2K B)/2 + (/21 [ Ky (12.7)
0

ol ,
K(t) = 2,u_2/ v(z)dx. (12.8)

0

et le cas spécial du noyau uniforme :
1

50) = 5Tl (12.)

est utilisé dans ’estimateur j\t.
Dans le cas de processus ponctuel unidimentionnel, la fonction K (t) peut étre estimée par :
K@) =Tn> ) I n(Xi — X;). (12.10)
i#]
Alors, la fenétre qui minimise l'erreur quadratique moyenne (MSE) donnée dans (12.7),
doit étre approximée par la fenétre t); qui minimise :
~ A 2t A
M(t) = ut) ™' —t'K@t)+2t) 2 | K(y)dy. (12.11)
0

ol i est estimé par :
fi=n/T. (12.12)

12.3 L’équivalence

L’équivalence entre les deux fenétres foy et £, est donnée par Diggle et Marron [5] dans

le théoreme suivant :

Théoréme 12.1 Dans le cas du noyau uniforme (12.9), toy = tyr, dans le sens ot chaque

minimum de CV (t) est un minimum de M(t) et vice versa.

La preuve de ce théoreme découle immédiatement du lemme suivant :

Lemme 12.1. Pour le noyau uniforme, M(t) = T.CV (t).
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12.4 Les profits

Cette équivalence permet :

1- d’utiliser les résultats de chaque méthode dans le contexte de 'autre.

2- d’appliquer la méthode du processus de Cox avec des noyaux non-uniformes pour
I’estimation de I'intensité.

3- d’appliquer la théorie asymptotique bien développée dans l’estimation de densité
pour générer de nouvelles idées dans I’estimation d’intensité.

4- de motiver I’application de la méthode du processus de Cox dans I’estimation densité.

12.5 Les noyaux asymétriques et les histogrammes lissés

Le plus populaire estimateur non-paramétrique pour une fonction densité de probabilité
inconnue f est 'estimateur a noyau. Quand la densité est définie sur [0, +00] et qu’elle est
bornée autour de 0 et nulle a son extérieur, on est confronté au probleme des effets de bord.
Une simple méthode pour corriger ce probleme est "I'image miroir”, ajustement considéré
par Schuster [10]. Cette correction prend les fonctions noyau qui s’étendent au-dela du
bord et les ramenent dans le bord, alors toute leur masse est dans l'intervalle. Le biais au
bord de l'estimateur a noyau est dia a I’allocation de poids par le noyau symétrique fixé
en dehors du support quand 'estimation de la densité est faite pres du bord. Pour éviter
ce probleme, une simple idée est 1'utilisation d’un noyau flexible, qui n’assigne jamais un
poids en dehors du support de la fonction densité. La premiere catégorie de ces noyaux

flexibles est les noyaux asymétriques donnés sous la forme :
. 1 —
= =N " K(2,0)(X)), 12.13
i) = 3 K H0X) (12.13)

ou b est la fenétre et le noyau asymétrique K peut étre :
1. Une densité Gamma K¢ avec les parametres (x/b+ 1,b) donnée par :

tx/beft/b

() = b/ (2 /b + 1)

Ke(>+1,b

; (12.14)

2. Un inverse d’une densité gaussienne K avec les parametres (z, 1/b) donné par :

Kie(z, %)(t) _ \/ﬁ exp(— (L _ 94 Ty, (12.15)
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3. Une réciproque de l'inverse d’une densité gaussienne K g avec les parametres (1/(z —
b),1/b) donné par :
1 1 1 r—>b, t xr—>b
() = exp(—

v 2mwbt

o ooy 2t )

KRIG(I (12.16)

L’estimateur fb basé sur le noyau Gamma K¢ a été proposé par Chen [3] et les estimateurs

basés sur les noyaux Kjg et Kgjg ont été proposés par Scaillet [9].

La deuxieme catégorie des noyaux flexibles est les histogrammes lissés donnés par Ga-

wronski et stadtmiiller [6, 7] sous la forme :

“+o0o
fel@) =k wirpri(), (12.17)
i=0
ot les poids w;j sont aléatoires et donnés par :
1+ 1 1
e = F,(—=) = F.(+), 12.18
wip = Fu( ) = Fu() (12.18)
ou F, est la distribution empirique, 'entier k est le parametre de lissage et Py;(.) peut
étre : Ry
Ppi(x) = e—’m@, i=0,1,.., (12.19)
7!
ou bien :
(i+1)/k
Pyi(x) = / K(x,1/k)(t)dt. (12.20)
i/k

ou K(x,1/k) est soit le noyau K ou le noyau Kgjg avec une fenétre égale a 1/k.

La consistence uniforme faible et la convergence faible en L, de ces estimateurs ont été

établies par Bouezmarni et Scaillet [1]

12.6 conclusion

Les résultats vus précédemment représentent une petite partie de ce qui peut étre fait
en termes de la recherche des analogues des résultats connus pour I’estimation densité dans
le contexte de I'estimation d’intensité. On pourrait s’intéresser entre autres a la recherche
des analogues des résultats d’optimalité asymptotique, les bruits dans les idées du choix
de la fenétre et les idées du choix du noyau.

Lorsque les effets de bord sont présents dans l’estimation densité, plusieurs récentes
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études notent que 1'utilisation des noyaux asymétriques et des histogrammes lissés sont plus

appropriés et réduisent le biais. Il serait intéressant, d’'un coté, de comparer les résultats

de ces récentes méthodes avec les anciennes et d'un autre coté de voir I'analogue de ceci

dans 'estimation d’intensité.
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Introduction

Ce travail s’intéresse aux tests et lois non paramétriques de fiabilité. On commence par
la présentation des ordres partiels nécessaires dans la construction de ce type de lois. Par la
suite, on donne quelques lois et tests développés ces dernieres années. Et en fin, on termine

par 'application de ces lois dans les modeles de chocs.

13.1 Ordres partiels

Les ordres stochastiques sont fréquemment utilisés pour comparer deux variables
aléatoires. De plus, plusieurs classes de distribution de durée de vie sont caractérisées par
les ordres stochastiques. Plusieurs détails et applications de ces ordres peuvent étre trouvé
dans les Monographies de Miiller et Stoyen (2002) et Shaked et Shanthikumer(1994). Nous

donnons ci-dessous quelques ordres partiels, introduits ces dernieres années :

13.1.1 Ordre TTT

Cet ordre a été introduit par Kochar, Li et Shaked(2002). On dit que X précede Y en
ordre TTT transformée et on écrit X >;; Y si pour tout p € [0,1] :

F='(p) G '(p) _
/ F(t)dt 2/ G(t)dt
0 0
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13.1.2 L’ordre convexe croissant

On dit que X est inférieur a Y en ordre convexe croissant et on écrit X <;., Y si

E(f(X)) < E(f(Y)) pour toutes les fonctions convexes croissantes.

13.1.3 L’ordre concave croissant

On dit que X est inférieur a Y en ordre concave croissant et on écrit X <., Y si

E(f(X)) < E(f(Y)) pour toutes les fonctions concaves croissantes.

13.1.4 L’ordre en transformée de Laplace

Cet ordre a été introduit par Reuter et Riedrich (1981), Alzaid, Kim, Proschan (1991)
et Denuit (2001). On dit que X est inférieur a Y en Transformée de Laplace, et on écrit
X < Vssi BE(e7™) > E(e™), Vt > 0. On écrit aussi, "X <, Y” ou "F <; G”

13.1.5 L’ordre du moment de la fonction génératrice

On dit que X est inférieur a Y en moment de la fonction génératrice, et on écrit X <, ¢
Y si E(e™Y) est finie pour certaines ty > 0 et E(e™) < E(eY), Vit > 0.
Bien str <,,,; a un sens si le moment de la fonction génératrice existe pour au moins
quelques valeurs. Par conséquent, on ajoute la condition que E(e®Y) soit fini pour un

certain o > 0 (M. Shaked et J.G. Shanthikumar, 1994 et M.A. Lariviere, 2004).

13.1.6 L’ordre du moment

L’ordre du moment a été introduit par Shaked et Shantikumar (1994). On dit que X
est inférieur & Y en moment, et on écrit X <,om Y, si E(X*) < E(Y*) Vk=1,2....

13.1.7 L’ordre Exponentiel

L’ordre exponentiel est inspiré de la théorie de I'utilité. Il a été introduit par Goovaerts
et Al (1990) et par Kaas et Al (1994).

On dit que X est inférieur a Y selon 'ordre Exponentiel, et on écrit X <., Y si
E(Exp(tX)) < E(Exp(tY)) pour tout ¢t > 0.
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13.1.8 L’ordre PLR

Cet ordre peut étre utilisé pour caractériser les variables aléatoires ayant des logarithmes
dont la densité est log-concave (log-convexe) (Shaked et shantikumer, 1994).

Soit X et Y deux v.a continues de densités f et g respectivement . Si f(x)/g(x) décroit
sur I'union des supports de X et Y, alors X <, Y (H.M. Ramos Romero et M.A. Sordo
D’IAZ, 2001).

L’ordre PLR (Proportional Likelihood Ratio) est défini comme suit : Soient X et Y deux
v.a non-négative et absolument continues, de fonction de densité f et g et de moyennes
finies px, py respectivement.

Si g(Ax)/f(x) décroit en x pour chaque positif A < 1 sur 'union des supports de X et Y,
alors on dit que X <, Y

13.1.9 Autres ordres partiel

Il existe d’autres ordres partiels comme l'ordre EW (Excess Wealth), 'ordre dispersif,

I'ordre de Lorenz, les ordres de type s-C, etc.

13.2 Distributions non paramétriques de fiabilité

Divers classes de distribution ont été déja présentées telles que : IFR (DFR), IFRA
(DFRA), DMRL (IMRL), NBU (NWU), NBUE(NWUE), et HNBUE (HNBWUE).
D’autres lois non paramétriques ont été introduites ces dernieres années par différents
auteurs comme : M, £, LM, IGFR, IPLR (DPLR), RNBRU, NBRUE, NBRU, IRFR
(DRFR), s-IFR (s-DFR), s-IFRA(s-DFRA)...

13.2.1 Distribution IDMRL

F est IDMRL (DIMRL) "Increasing (Decreasing) Initialy Then Decreasing Mean Resi-

dual Life” si et seulement si

E(X;) = ! /Oo F(u) du (13.1)

est croissante (décroissant) initialement (¢ < t*) ou t* est le point de changement, ensuite

décroissante (croissante) en t (t > t*).
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13.2.2 Distribution £(L)

Soit X une v.a non négative, avec une moyenne finie EX. X appartient & la classe £ (£)
si et seulement si

X< (2w E(EX) (13.2)

ott B(EX) est une v.a exponentielle de moyenne EX (B. KlefsjO, 1983 et M. Denuit,
2001).

ie : ssi sa transformée de la place satisfait :

1
Eexp(—tX) < (Z)m7 ViteR" (13.3)

13.2.3 Distribution M

Soit X une v.a non négative avec une moyenne 1 = FX et une fonction de distribution
F. X est dans la classe M si
F Sy Bap(p) (13.4)

ot Exp(p) est une distribution exponentielle de moyenne p .
X est dans la classe LM si elle est de la classe £ et de la classe M (B. klar et A. Miiller,
2003).

13.2.4 Distribution IGFR

Soit X une v.a non négative de distribution F', de support (a, ) pour 0 < a <
B < oo et de taux de défaillance A(t). Lariviere et Porteus (2004) définissent GFR de X
comme : g(t) = tA(t) F est IGFR (Increasing Genrating Failure Rate) si g(¢) est faiblement
croissante pour tout ¢ telle que : F'(t) < 1. Le taux de défaillance décroissant ou généralisé
décroissant peut étre défini de maniere analogue. Evidemment, si X est IFR, il est aussi

IGFR, mais le contraire n’est pas toujours vérifié. Plusieurs distributions DFR sont IGFR.

13.2.5 Distribution IPLR (DPLR)

Soit X une v.a continue non négative de densité f. On dit que X est IPLR (DPLR)

f(Az)
f()
(décroissant) en x pour chaque positif constant A < 1(A > 1) (H.M. Ramos Romero et

M.A. Sordo D’TAZ, 2001).

est croissant

"Increasing (Decreasing) Proportional Likelihood Ratio” si : le rapport
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13.2.6 Distribution k-HNBUE (k-HNWUE)

F est k-HNBUE (B. Klefsjo, 1985 et A.P. Basu et N. Ebrahimi, 1985) (k-
HNWUE) si :
1 k
< ()t =0

L (w)de

{[ F(s)ds}F(x) si F(z) >0

ou :
P =930 & Fa)=0

er(z) est la moyenne de la vie résiduelle a 1'age ¢

Remarque 13.1 Quand k =1 on obtient les distributions HNBUE (HNWUE).

13.2.7 Distribution RNBU

Soit X(1), X(2),...une séquence des durées de vie indépendantes et identiquements dis-
tribuées de distribution F' et moyenne finie ;. Soit N(t) le nombre de renouvellement qui

ont eu lieu entre [0,t) en remplacement instantané, alors la durée de vie restante a t est :

N(t)+1

ZX—t

L(t) converge rapidement vers une durée de vie aléatoire notée X de fonction de survie :
_ 1 [ _
We(x) = —/ F(u)du  pour x> 0
x

Beaucoup de distributions peuvent étre définies en comparant X a X ou X;.

Définition 13.1 X est dite RNBU [2], [1] (Renewal New Better than Used) si

X, < Xie: F(z) <W F(z) avecz >0

13.2.8 Autres distributions

Il existe d’autres distributions par exemple : NBRU, RNBUE, NBRUE, RNBRU,
RNBRUE, HNRBUE, NBUFR (NBWUFR), NBAFR (NWAFR), DPRL-a, NBUP-a,
DPRL[o,1], s-IFR, etc.
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13.3 Tests statistiques pour distributions non paramétriques de
fiabilité

Dans ce qui suit, nous allons présenter quelques nouveaux tests pour les classes de dis-
tributions.
Récemment, Ahmad (2001) a donné des inégalités de moment pour les classes IFR, IFRA,
NBU, NBUE, NBUC, DMRL et HNBUE et les a utilis¢é pour concevoir de nouvelles

méthodes de test pour ces classes.

13.3.1 Test pour IFRA :

On veut tester Hy : F' est exponentielle de moyenne 1 < oo contre Hy : F' est IFRA
et non exponentielle (Ahmed 2001) au vu d’'un échantillon aléatoire X, X, ..., X, issu

d’une variable aléatoire X de fr F. On utilise la mesure de déviation

3% = (L = a)u = B{min(aXy, (1= @) Xo)})/fa(1 ~ o)), (13.5)
La statistique du test est alors :
51 — %[@(1 —a)X — ﬁ SOS min(aXs, (1— )X lo(1—a)l.  (13.6)

i#]
ot X =1%" X;etO0<a<l.

Critere de décision : Les valeurs critiques de Si sont tabulées pour les échantillons
de taille 5(1)25 et pour différentes valeurs de «
Concernant les échantillons de grandes taille, on rejette Hy si la valeur de \/ﬁgé /0.0 1€
dépasse pas Z;_,. ol
) a(l — a)(1 4 b5a — ba?
T 2-a)lta)(l-ata?

13.3.2 Tests pour NBUC

Ce test est basé sur la mesure de déviation de Hy & H, comme suit : §) = {Bupe) —
pst/ 1P, ol pay = E(X7) et py = E(X7). La statistique du test est alors

. 1 1
= —={— E E X, X7 - X} 13.7
X3 n<n _ 1) - ( J 1 )} ( )
i#]
Critere de décision : Pour les échantillons de grande tailles, on calcule /16?2 /4/180

et on rejette Hy si cette valeur est plus grande que Z;_,.
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13.3.3 Test pour DMRL :

La statistique du test est donnée par

6 = %{X o > ) min(X, X;)} (13.8)

n(n—1) oy

Critére de décision : Pour les échantillons de grande taille, on calcule v/3n(6®)) et

on rejette Hy si cette valeur est plus grande que Z;_ .

13.3.4 Test pour NBU :

Basé sur un échantillon aléatoire de distribution F', on veut tester Hy : F' est exponen-

tielle contre H; : F' est NBU et non exponentielle. La statistique du test est alors :

A 1
0P = ——— (X, e X — X=X —Xiz)
n(n —1) Z%;Q !

4,0(2)(X X;,) = (Xile_X"l—eXile_Xil_XQ)

on aura

ZSO Xiy, Xip)

117142
Sous Hy, 00 =V{Xie -1} =25
Critere de deCISIOI’l Quand n — oo ((52 —?) est asymptotiquement normale de moyenne

0 et de variance a / n, ou a( 5) est donnée par :

0(2) - V{E[ (Xll’ XZ2)/X1] + E[90(2)<XZ27X )/Xl}

2 5
Sous Hy, Oo2) = 133

13.3.5 Test pour NBUE :

Basé sur un échantillon aléatoire de distribution F', on veut tester Hy : F' est exponen-
tielle contre H; : F' est NBUE et non exponentielle. Soit X une v.a de distribution F|

alors
oW =2 - 2Fe X - EX.
Notons que sous Hy, 6V = 0, alors qu'’il est positif sous H;, ainsi on peut tester son
estimateur empirique : 65 = 2 — 25 et + X}
Criteére de décision : Pour réaliser ce test, on calcule \/%5,(14) et on rejette Hy si cette

valeur dépasse la v.a normale standard Z,
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13.3.6 Test pour les classes M et LM

Ces tests que nous allons présenter ont été proposé par B.Klar (2003). Ils sont basées
sur les moments empiriques de la fonction génératrice :

n

M,(t) = /OO N dE, () = %Zetxi

0 i=1

Soit X, ... X, un échantillon de taille n issu de F, ot F,(x) = n~' 377 | 1{X; <z} est

la fonction de distribution empirique. On a Mp(t) = E[e"X] est le moment de la fonction

génératrice de X. La statistique du test pour la classe M est donnée par :

n

1 V) —1
T, ., = _Z % +log(1 — a) (13.9)
7j=1
onY;=X;/X,,1<j<n

Par contre la statistique de la classe LM est donnée par

3 B a/Xn B
Tho= X, (M, (t) — (M, 1/X,,))dt (13.10)
—a/Xn
1 <~ exp(aY;) — exp(—aY;) l—a
=— l 13.11
23 - +log(1 ) (13.11)

13.3.7 Autres tests non paramétriques

D’autres tests non paramétriques ont été développés ces dernieres années, on cite : test
pour HNBUE, pour MRL, Pour la classe L, pour la distribution a rapport de vraisemblance
monotone, test du taux de défaillance monotone, test utilisant les espacements normalisés,

ete

13.4 Application au modeles de chocs

Soit un équipement sujet a des chocs qui se produisent a des dates aléatoires
t1,ta, ..., ty, ..., formant un processus homogene de poisson de taux constant \. Le ieme
choc produit un dommage aléatoire X;, avec : X, Xo,..., Xy sont des variables iid.
L’équipement est défaillant (R.E. Barlow et F. Proschan, 1975; J.L. Bon, 1995 et R.
Medjoudj, 1997) lorsque le dommage cumulé dépasse un niveau spécifié x (seuil critique).
L’usure est alors définie par :

Ult)y= Y D (13.12)

i<N(t)
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Ou N(t) est le nombre de chocs survenus dans l'intervalle [0,t], et D; sont les dommages
occasionnés avant l'instant ¢.

La probabilité pour que 1’équipement fonctionne sans défaillance dans [0, ¢] (fiabilité) est

donné par
H(t)=)_ e”\tMF(k)(x) (13.13)
N k! '
k=0
ou k est le nombre de chocs, e”\t(’\,%k est la probabilité que I’équipement a subit £ chocs

dans l'intervalle [0, ], et F*)(x) est la probabilité que les dommages cumulés ne dépassent
pas le seuil critique z. avec F®)(z) =1, 1 > 0 et F®(z) = 0, sinon.
On distinguera plusieurs cas a étudier suivant :

— la nature de la distribution du nombre de chocs N (),

— la distribution des dommages F'(x),

~ la probabilité de survie aprés k chocs que I'on notera P, = F®)(z).

13.4.1 N (t) processus poissonien et F' exponentielle
Si F' est exponentielle de parametre § (hypothese éloignée de la réalité), on aura
H(x) = exp{—Xe 7"} (13.14)

Cette distribution est celle des valeurs extrémes maximales (type I de Gumbel).

13.4.2 N (t) processus poissonien et F' quelconque

Dans ce cas, la probabilité de survie de ’équipement est donnée par

H(t) = i B_M(A]%!)’“F(k)@) (13.15)

Ainsi H est IFRA (Barlow et Proschan 1975).

13.4.3 N(t) processus poissonien et P, quelconque

Soit P, la probabilité de survie apres k chocs, 1 = P, > P, > P, > .... Alors, la
probabilité de survie de I’équipement
_ = (AR
H(t)y=) e D (13.16)

k=0
(i) Si Poyy < (>) PP k,1=0,1,2,...
(i) et si P> 20 Py > (<) D22 Py, k=10,1,2,...
H est NBUE (resp. NWUE)
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13.4.4 N(t) quelconque et P, quelconque

Soit N(t)le nombre de chocs dans [0,t], soit ai(t) = P[N(t) = k| et la durée de vie
moyenne Agx(z) = [ ap(t)dt, k=0,1,2,....
Soit P, = P(I’équipement survit & k chocs). Alors, la probabilité de survie de I'équipement

jusqu’a l'instant ¢ est donnée par
H(t) =) an(t)(t) P (13.17)
k=0

ou si Vk, x, les deux relations suivantes ont lieu
() B2 4,(@) Py 2 (S) T2, A, (D) P,
(i) Aw(z) 3720 a;(t) > (<) Aw(z +1)

Alors H est NBUC (resp. NWUC).

Ou Ag(x) est la durée de vie résiduelle a 'instant z et apres k chocs.
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