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Introduction

Les problemes de gestion des stocks demeurent parmi les plus
“étudiés par les spécialistes de la recherche opérationnelle. On les

- rencontre fréquemment et lorsqu’ils peuvent €tre controlés par les
- techniques quantitatives, les bénéfices réalisés sont appréciables [11].

: Les modéles stochastiques de gestion des stocks sont plus
~ réalistes. car ils prennent en considération le comportement incertain de
certains paramétres. Cependant, ils sont plus difficiles & analyser. Ils

. peuvent .contenir .un grand nombre de paramétres. En général, ces

‘modéles sont trés compliqués et ne peuvent étre résolus que d’une

~ maniére approximative.

Lorsqu’on peut estimer, par exemple a partir de données

~ historiques, les distributions de probabilit¢ de la demande sur un

intervalle de temps et celles du délai de livraison (ou encore la
distribution de probabilité de la demande durant le délai de livraison),
on peut, en principe, exprimer le colt espéré de stockage, de commande
-et de rupture, en fonction des variables de décision, par des expressions
fajsant intervenir les fonctions de densité de probabilité des variables
aléatoires pertinentes. Mais, méme alors, la détermination de la valeur
‘optimale des variables de décision (point de commande, taille de lot,
arriéré de commandes), ne peut généralement pas étre obtenue
-analytiquement comme dans le cas déterministe [5].
. - T T
~Considérons par exemple le modéle (R, s, S). I'n’existe que des
expressions approximatives de la P2 — mesure de service{taux dec
remplissage), i.e., la proportion de la demande satisfaite directement du
stock en main [12]. Aussi, les valeurs optimales de s et S ne sont pas
connues en une forme finale pour des lois générales de demande [15].
Pour établir les expressions des coilits et des mesures de service pour le

probléme & horizon infini, on utilise des techniques de la théorie du
renouvellement (voir par exemple [7] [9]). Les distributions
stationnaires des différentes chaines de Markov incluse dans le modéle
sont données en fonction de la fonction de renouvellement associée a la

loi de demande. Encore une fois, le calcul de la fonction de

renouvellement n’est pas toujours une tiche facile. On fait intervenir la
transformée de Laplace et il n’est pas toujours aisé d’obtenir des
résultats analytiques [10].

Les méthodes numériques sont souvent utilisées pour
I’obtention des approximations des quantités d’intérét. Cela nous
amene a remplacer le systeme réel, généralement trés compliqué par un
autre systéme (idéal) qui lui est proche dans un certain sens, mais qui
est plus simple en structure et/ou en composantes, et qui peut étre

‘analys€. Ajoutons a cela le fait qu’en pratique les paramétres sont

estimés a partir de ‘données empiriques (historiques des ventes,
consommations,...). Ici, le modéle est encore une fois sujet & des
perturbations. C’est pour-cela que 1’étude des propriétés qualitatives, en
particulier la stabilité, peut avoir un intérét pour les modéles de gestion
de stocks, car elle permet de délimiter le domaine dans lequel le modéle
mathématique peut étre utilisé comme une représentation fidéle (dans
un certain sens) du systéme réel (cf. [13], [14]).

Le cours T.A.G.S. (Techmques Avancées de Gestion des Stocks)
intégré dans le programme de 1’option « Modélisation Mathématique et

Techniques de Décision» du Master2 Recherche Opérationnelle, a

pour but d’expliquer le pourquoi de I'intérét pour les problémes de

stocks [I]. En~effet, en _pratique, on-rencontre plusieurs sitations—

différentes et chaCune nécessite une analyse sur mesure. Une attention——
particuliére sera accordée aux modéles stochastiques de gestion de
stocks. Lorsque les modéles comportent un grand nombre de
parametres, nous nous attardons sur les méthodes d*approximation.



Chapitre 1

Les systémes de gestion des stocks

Le stock peut étre vu comme l'accuraulation de produits qui peut étre utilisée pour
satisfaire une demande future. Les stocks représentent un capital immobilisé et entrainent
des cotits pour leur maintien. Ils représentent aussi un potentiel de risque (cas de produits
périssables ou & obsolescence rapide). Cependant, toutes les entreprises aussi petites solent-
elles et jusqu'a I'individu lui-méme conservent des produits en stocks.

Avant de voir comment les stocks peuvent étre gérés, il semble nécessaire de cerner le

pourquoi des stocks. Ce qui suit n’est que quelques raisons de I'existence des stocks.

1.1 La fonction des stocks

Le premier motif est d’ordre financier. Il est lié & I'idée d’économie d’échelle dés que
le nombre de commande est téduit. En effet, on remarque l'existence d'un codt fixe de
commande, i.e, un cotit qui est entrainé par le lancement d'une commande et qui ne dépend
pas de la quantité commandée. Le fait de commander des quantités plus importantes (qui
seront stockées) permet de réduire le nombre de commande et induit naturellement, la
baisse des charges dues 4 la passation de commandes. En 1913, dans la premiére formulation
de modgle de gestion des stocks, Harris mettait en évidence cette notion en intégrant &
son modéle un coit fixe de commande [33], Cette notion & été reprise par la plupart des
recherches qui ont suivi le travail de Harris.

Le second motif, d’ordre financier, est 1ié aux possibilités spéculatives des stocks. Si 'on
peut prévoir les hausses (ou les baisses) des prix, entreprise a tout intérét & constituer des
stocks. Ainsi, elle peut éviter d’acheter plus tard & un prix plus élevé. Les produits stockés

peuvent aussi &tre vendus a des prix supérieurs.

~1
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Un autre motif d’ordre financier est lié toujours & I'idée d’économie. L'entreprise peut
bénéficier d’escomptes sur quantité en achetant des quantités plus importantes. Les remises
peuvent étre intéressantes et importantes par rapport au coit du stockage.

Les stocks jouent un role important pour garantir I'indépendance des activités dans une
entreprise industrielle. En effet, & Vintérieur de Pentreprise, une activité doit disposer des
produits dont elle a besoin d'une maniére instantanée, i.e, la demande doit &tre satisfaite
immédiatement. Par contre, I'entreprise acquiert ces produits aupres de ses fournisseurs
dans des délais qui peuvent étre beaucoup plus longs. La constitution des stocks permet de
garantir la continuité des activités et permet a I'entreprise de produire & un rythme stable.

Les stocks peuvent servir aussi, pour parer aux fluctuations de la demande des clients
(elle peut étre plus importante que prévu) et pour pallier aux longs délais de livraison
(des retards peuvent se produire). Le stock agit donc contre I'effet de U'incertitude. Si par
exemple, la demande d'un produit particulier fluctue de fagon saisonniére, il est souvent.
plus avantageux de stocker en période creuse que d’ajuster le rythme de production & celui
de la demande, puisqu'il faudrait alors maintenir une capacité suffisante pour répondre A
lasdemande de pointé et encourir des coits d’embauche, de surtemps et de licenciement de

la main d'ceuvre [18].

1.2 La gestion des stocks

La gestion des stocks tente de réaliser ’équilibre entre deux impératifs apparemment

contradictoire. D’un c6té, un niveau élevé des stocks entraine des coiits élevés de stockage.

. On a donc tendance a réduire le niveau moyen des stocks, car ces stocks représentent, une

immobilisation du capital. De 1'autre cté, un niveau faible des stocks augmente le risque
de rupture et peut provoquer 1'arrét de production. L'utilisateur souhaite que sa demanle
soit satisfeite dans les délais et congoit difficilement 1'absence de stock. Pour le satisfaire,
on a tendance & augmenter le niveau des stocks. Essentiellement, la gestion des stocks
considére deux questions :

- comment peut-on maintenir le stock & un niveau suffisamment élevé?

— que signifie exactement "suffisamment” ici?
Le but de la gestion des stocks est justement de déterminer les moments et les quantités
optimales de commande afin de satisfaire la demande des clients en minimisant les cotis.

'Le critére usuel d’optimisation est celui de 'espérance des coiits (par période, dans le long
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terme), éventuellement sous contrainte de niveau de service. Les modéles d’optimisation
stochastique ainsi obtenus sont souvent trés complexes et ne peuvent étre résolus que de
fagon approximative. Enfin, de nombreuses autres caractéristiques peuvent venir enrichir
les modeles considérés : délai de livraison connu ou aléatoire, capacité de stockage et de
production limitées, ristournes accordées en fonction de la quantité commandée, quantités
livrées ou rendements aléatoires, stocks multi-échelons et/ou & localisations multiples, ...
[23].

La mise en place d’un systéme efficace de gestion des stocks commence par la sélection
des articles & stocker. En reégle générale, les articles stockés ne doivent pas tous étre gérés
de la méme fagon. Les principaux critéres de différenciation étant la valeur de 1article
et sa conscmmation en valeur, Suivant 'un oh 'autre de ces critéres, la composition des
stocks des entreprises présente une grande similitude en ce sens qu'un faible pourcentage
du nombre d’articles stockés représente souvent un pourcentage considérable de la valeur
de l'ensemble des stocks. '

Pourceniage
- du codit
cumilé (%)

A&

100
90 7

| Courbe
€ de Parete

10 Pourcentage
0 : : r : - : - p du nombre
0 10 20 30 40 50 60 70 806 90 100 <'articles (%)

Fic. 1.1 ~ Analyse ABC (de Pareto).
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Plusieurs régles empiriques ont été proposées pour classer les articles selon leur valonr
[18]. La méthode ABC (ol analyse de Pareto}, par exemple, consiste & classifier les articles
en trois catégories. La catégorie A contenant une petite proportien (généralement 10 %)
nor?bre des articles stockés mais représentant prés de 75 % de la valeur totale. La catdgorie

B contenant environ 40 % des articles stockés et représentant prés de 20 % de la valeur

- totale. Enfin, la catégorie C contenant environ 50 % des articles et représentant pros de

5 % de la valeur totale. Lorsqu’on utilise cette classification, on applique des méthodes
d’analyse et de contrdle rigoureuses aux articles de la catégorie A, des méthodes souples

pour les articles de la classe B et des choix raisonnés pour ies articles classés en C [18].

1.3 Les éléments de la gestion des stocks

Depuis le modéle de Harris, des milliers d’articles sont apparus dans le domaine des
sciences de gestion et de la recherche opérationnelle. Cn peut se demander pourquoi nme
telle attention a été donnée aux modéles de gestion des stocks. L'explication est simpiement
qu’en pratique on rencontre plusieuss situations différentes et chacune nécessite unc analyse
sur mesure [9]. Par exemple, les modeles peuvent différer par rapport aux aspects suivants :
nombre de locations et échelons, nombre de preduits, processus de la demande, structure
des colits, exigences et mesures de service, possibles moments de commande, traitement
des ruptures, délai de livraisen des commandes, ... Examinons les éléments constituant ces
modeéles :

- Structure de stockage : C'est la manidre dont les magasins qui stockent le produit
sont organisés. Une structure est & un seul niveau (ou échelon) si le méme magasin
recoit le produit du fournisseur et le délivre aux utilisateurs. A Popposé, dans une
structure multi-niveaux (multi-échelons), un magasin, souvent appelé magasin cen-
tral {ou encore dépét), regoit le produit du fournisseur et le transfere vers d'autres
magasins, qui, eux-mémes, peuvent servir d’autres magasins et ce, jusqi'anx maga-
sins {appelés souvent détaillants) qui fournissent directement aux utilisateurs (figure
1.2). Dans notre analyse, on ne considére que les modzles de gestion des stocks mono-
échelen.

— Horizon de la planification : Clest la durée de temps sur laquelle le nivean des
stocks est contrélé. Cet horizon peut &tre fini ou infini, déterministe ou aléatoirve. Op

s'intéresse par la suite uniquement aux modeles & horizon infini.
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Détaillants

Usine Dépoi

e o\ . — Clients
Mg —\ & \/
\ 5

F1a. 1.2 - Systéme multi-échelons.

- Preduits : La gestion des stocks peut concerner un ou plusieurs produits. Les pro-
duits stockés peuvent différer les uns des autres et il peut y avoir des interactions
entre eux. Certains produits doivent tre stockés sous des conditions contrdlées (hu-
midité, température, ...), d’i;utres sont périssables ou sujets & I'obsolescence et il est
naturel qu'ils doivent étre gérés d'une maniere différente.
La plupart des modeles de gestion des stocks considérent un seul article et suppose
que son stock peut étre géré indépendamment des stocks des autres articles. Quoique
cette supposition soit souvent valide, il existe évidemment un trés grand nombre
de problemes ol tous les types de produits doivent étre gérés simultanément. En
général, cette gestion simultanée est nécessaire car les divers produits doivent parta-
ger les ressources disponibles (espace de stockage, budget,...) [48]. Dans les modgles
qu’ou traitera par la suite, on considére un seul article non périssable qui peut étre
stocké indéfiniment.
La revue ; Pour contrdler le systéme, le gestionnairz a besoin de connaitre I’état
des stocks. Cela veut dire qu’il doit inspecter le systéme a certains moments. On
distingue entre deux types de revue :
e Les systérmes & ravue continue : Ce sont des syst2mes oli toutes les transactions per-
tinentes (demandes, commandes, réceptions des commandes,...) sont enregistrées

aussitot qu'elles prennent place, de sorte que le gestionnaire connait I'état du

Chapitre 1 : Les systémes de gestion des stocks 11

systéme 3 tout moment dans le temps [48].

11 va de soit que I'implantation d’'un gystéme de ce genre est trés coliteuse. Toute-
fois, une fois installés, ces systémes sont généralement les plus avantageux puisqu’ils
permettent un contrdle des opérations & chaque demande [48]. Ce contrdle peui,
prendre plusieurs formes et il est déterminé par la politique de commande.

Iy 7

Les systémes & revue périodique : Dans ce type de systémes, 1'état du systéme

est examiné seulement & certains points discrets dans le temps. Le gestionnaire
peut donc controler ces systémes aux points de revue seulement {48]. Ces systémes
ont l'avantage de pouvoir rassembler les commandes de plusieurs produits en nne
seule commande, en choisissant la méme période pour tous les produits. Mais, il a
I'inconvénient de nécessiter un niveau de sécurité plus élevé.

Le processus de la demande : Diverses hypothéses peuvent également étre posées
concernant les caractéristiques de la demande. La plus simple, est de considérer Ia
demande connue (déterministe) et constante dans le temps. C’est Phypotheése du
modele classique de la quantité économique de commande (EOQ). Cependant, cette
hypothése est en général peu réaliste. Il convient donc de considérer des demandes
déterministes variables, des demandes aléatoires connues en probabilité et des de
mandes inconnues. La demande peut étre également stationnaire ou dynamique,
discrete ou continue. Nous nous intéressons au cas stochastique et Pon distingue
deux cas :

» Demande stationnaire : On suppose dans ce cas que le processus stochastique qui
représente la demande est stationnaire. Si &; est, la variable aléateire représentant
la demande totale durant la période i, les &;, 7 = 1,2, ... sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées. Dans une période de temps donnde de
longueur ¢, ce processus est composé de deux éléments distincts :

- Le ncmbre de clients qui arrivent dans la péricde.
- Le nombre d'articles demandés par chaque client.
Chacun de ces deux éléments peut étre aléatoire et on pourra écrive le processns
de la demande :
L) =Y14+ Y2+ ...+ Yy

ot N(t) est la variable aléatoire discrete donnant le nombre de clients qui se
présentent durant une période de temps de longueur ¢, et (Y;)ien- est nne faniile

de variables aléatoires indépendantes qui obéissent & la méme loi, et qui dounent
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le nombre d’articles demandés par le ¢ client.
Lorsque les clients arrivent d'une fagon aléatoire & un taux royen constant ), le
nombre de clients N(¢) suit une loi de Poisson avec paramétre At. La distribu-
tion obtenue pour le nombre total d’articles demandés &;{¢), est appelée Poisson
composée. Elle possede les propriétés suivantes :

E(&(2)) = ME(Y1)

V(&()) = V(YY)

¢ Demande non stationnaire : Dans ce cas, les variables aléatoires & ne sont pas
identiquement distribnées. Dars la période 1, £} a pour distribution de probabiiité :

¢i(z) = P(§ < z)

On distingue, le cas d'une demande modulée Markov ou simplement demande mar-
kovienne, i.e, une demande dont la distribution dans la période i ne dépend que de
la chaine markovienne associée au systéme dans la méme péricde [15, 13, 20, 55].
Soit 7, I'état du systéme en période . La distribution de la variable aléatoire &

représentant la demande dans la période k, est donnée conditionnellement & J :
(f)k(fb) = P(f:: < Illk = 'ik)

- Délai de livraison : Il dénote le temps entre le moment du lancement .d’une
commande et le moment de sa réception. La maniere de prendre en compte ce délai
de livraison a une grande influence sur la complexit-é du modele. Le plussimple, est de
le considérer nul; 'approvisionnement sera dit instantané. Il est également courant
de le considérer comme fixe. Cependant, des modeles plus élaborés considerent le
délai de livraison cornrne aléatoire (voir par exemple [68]). Dans ce cas, analyse
devient extrémement compliquée et pour la simplifier, on suppose généralement Gue
les commandes ne peuvent pas se croiser dans le temps, i.e, elles arrivent dans l'ordre
de leurs lancements. Des modéles avec un mécanisme de commande plus général
peuvent &tre trouvés dans la littérature (voir par exemple (32}).

Ruptures : Lorsque une demande arrive alors que le niveau des stocks est nul,
on a une rupture de stock. La manitre dont le systéme réagit & cette situation est
importante pour la structure du modele. Généralement, on consideére deux possibilités

suivant lesquelles les problémes de gestion des stocks se divisent en deux catégories :
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Lancement Recepticn de
de commade la commande

FIG. 1.3 - Les délais de livraisons (en fleches plaines).

~ Modgles avec arriérés de commandes : Les demandes en excts sont satisfaites & la
prochaine période dés la réception d'une commande.

— Modéles avec ventes perdues : Les demandes en excés sont tout simplement ignorces.
11 est également possible de développer des modeles avec une mixtures de ces denx
hypotheéses.

Historiquement, les études sur la gestion des stocks ont commencé par des problomes
de gestion de V'inventaire des piéces de rechange pour des applications militaires. Dans
ce cadre, il est naturel de supposer que la demande en excés ne scra pas ignorée, mais
reportée & ia prochaine période. Ainsi, les modeles de gestion des stocks avee arriérds

de commeandes furent les plus étudiés.

- Capacité : Une autre propriété qui peut compliquer considérablement Uanalyse des

modgles de gestion des stocks, est de supposer que la quantité que peut acquérir le
gestionnaire suite & une commande est limitée ou méme aléatoire. Cette limitation
peut étre liée & la capacité de stockage ou de la chaine de production, mais aussi 3
d’autres considérations (capacité du fournisseur, par exemple).

Coiits : L'objectif de la gestion des stocks est d’assurer la disponibilité des articles
considérés sur un horizon donné tout en minimisant les colits encourus. Trois types de
cofits sont généralement pris (plus ou moins) explicitement en compte pour évaluer

la qualité d'une politique de gestion des stocks : coiits de commande, coiits de posses-



Chapitre 1 : Les systémes de gestion des stocks 14

sion et coiits de rupture de stock. Dans la plupart des modeles classiques, ces coiits

sont considérés comme des paramétres fixes. Par contre, des approches plus récentes

envisagent Jes coiits de stockage comme des variables dont la valeur peut {doit) étre
influencée par des investissements appropriés.

— Colits de commande : Ce sont des cofits encourus & chaque lancement de com-
mande et qui incluent les colts administratifs, colits d’inspection du stock, tests,
... Ces cofits peuvent étre divisés en deux parties : ceux qui ne dépendent pas de la
quantité commandée et ceux qui en dépendent. Les premiers sont regroupés en un
coiit fixe appelé coiit de lancement (ou coiit fixe de commande). C’est un coiit fixe
entrainé par le lancement d’une commande. Les autres sont fonction de la quantité
commandée et I"hypothese la plus courante est qu'il sont proportionnels & la quan-
tité commandée, i.e, la fonction des coiits de commande est linéaire. Cependant, en
cas d’escompte sur quantité ou réduction de prix, cette fonction peut étre convexe,
concave ou encore générale. Il est & noter que P'inclusion de coiit de lancement dans
un modele augmente considérablement sa complexité.

— Cofits de possession : Ce sont des colts entrainés directement par le systéme et
ils sont le résultat direct du maintien d'une quantité donnée d’articles en stock et
incluent : taxes, assurance, coiits d’immobilisation du capital, coiits d’obsolescence,
coiits de fonctionnement (éclairage, chauffage, ...), ... Il est en général trés diffi-
cile de recenser tous ces colts avec précision et par suite des simplifications sont
nécessaires. Le plus courant est de supposer que ces coiits sont proportionnels au
niveau du stock et qu'ils varient directement avec la durée de stockage, i.e, les colits
de possession sont linéaires. Plus précisément, dans un systéme & revue continue,
ces colts sont évalués continitment alors que dans le cas de revue périodique, ils
peuvent étre calculés & la fin de chaque période.

~ Coflits de rupture (pénuries) : Ce sont des coiits liés & I'absence de produits en
cas de demande. Ils sont les plus délicats 3 définir et Us sont généralement trés
difficiles & estimer. En cas de ventes perdues, le colit de pénurie peut étre assi-
miié au manque & gagner correspondant & une commande. Il correspond souvent &
une dépense supplémentaire pour approvisionner exceptionnellement I'article man-
quant. Parfois, le colit de pénurie est parfaitement connuj; il figure dans certaing
contrats sous forme d'astreintes. Selon le cas, il peut étre une somme forfaitaire,

intervenant dans le calcul au moment ou se prcduit la pénurie et indépendante

Chapitre 1 : Les systdmes de gestion des stocks 15

du temps, Dans le cas contraire, il peut étre proportionnel aut nombre d’articles
manquants et au nombre de périodes pendant lesquelles se poursuit la pénurie.
- Mesures de service : Certains auteurs (et de nombreux gestionnaires) observent
que les cofits énumérés peuvent étre difficilement mesurables. Ceci est vrai, en parti-
culier, pour les cotts de rupture de stock (ou pénuries). Pour cette raison, le risque
de rupture est fréquemment modélisé & travers une contrainte de maintien d’un ni-
veau de service prédéterminé [23]. Les trois mesures de service suivantes sont los plus
utilisées :
~ P—mesure ou mesure de non-rupture : la proportion de cycles dans lesquels ancune
rupture n’est enregistrée. Un cycle est l'intervalle de temps entre la réception de
deux commandes consécutives.

— P,—mesure ou mesure de taux de remplissage : la proportion de demandes satis-
faites directement du stock en main.

— P;—mesure ou mesure de taux de disponibilité : la proportion de temps ol le nivean
du stock est positif.

Dans le cas ou les coiits de pénuries peuvent étre déterminés, on peut utiliser l'approche
cotit. Dans cette approche, on essaye de trouver la régle de contrdle optimale par minimi-
sation de la moyenne du coit total (somme des coiits). Si par contre, les coiits de pénuries
ne peuvent pas étre déterminés, ce qui est souvent le cas, on essaye de trouver la régle de
contrdle optimale en minimisant les colts de commande et de possession sous contrainte
de niveau de service. C'est ce qu’on appelle 'approche niveau de service.

Finalement, on observe que d’autres situations peuvent surgir (exemple : le prix comme
varia,blé de décision, escomptes sur quantité, concurrence entre entreprises, incertitude sur
la reception des commandes, plusieurs fournisseurs, fluctuations aléatoires de 'environne-
ment [26], fournisseurs non fiables [51], ...). On se rend compte que pour décrire tontes
les possibilités qui peuvent surgir, il faut développer des milliers de modeéles. Les systémes
réels sont en général trés complexes et ne peuvent pas étre représentés avec une fidélité

complete.

1.4 Regles de controle

Pour contrdler le systeme, le gestionnaire peut choisir entre plusieurs regles de controle.

Pour les systemes & revue continue, on cite les politiques de commande les plus connuies :
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e Politique (s, S) : Cette politique est caractérisée par les parametres de contrdle s et S.
Quand le niveau du stock est inférieur ou égal 2 s, une commande est immédiatement
placée. La quantité commandée est telle que le niveau du stock devient S.

e Politique (S,S) : C'est un cas particulier de la politique (s,5) (s = S). Suivant
cette politique, chague demande d’articles par les clients entraine le lancement d'une
commande. elle est utilisée essentiellement dans les systémes de gestion des stocks
d’8léments réparables (éléments chers & faible demande).

o Politique (s,7Q) : Suivant cette politique, lorsque le niveau des stocks z chute au
dessous du niveau s {point de commande), une commande de n() articles est lancée
oll, @ est la quantité de commande de base et n est le plus petit entier vérifiant
z+nd > s.

Pour les systémes & revue périodique, des politiques équivalentes sont utilisées pour le

contréle du systéme : 4

e Politique (R,s,S) : Cette politique est équivalente & la politique (s, S) pour les
systémes & revue continue. Le systéme est examiné chaque R unités de temps, et si
la quantité en stock est inférieure ou égale & s, on commande suffisamment d’articles
pour atteindre le niveau S. )

@ Politique (R, S) : Suivant cette politique, le systéme est examiné chaque R unités
de temps et une commande est lancée pour atteindre le niveau S. Notons qu'il s'agit
d’un cas particulier de la politique (R, s, S), avec § = S.

e Politique (R, s,nQ): C'est I'équivalent de la politique (s,nQ) pour les systémes &
revue continue. Le systéme est examiné chaque R unités de temps et les commandes
sont lancées aux moments de la revue si la quantité en stock est inférieure ou égale
as.

1l existe plusieurs variantes de ces politiques de commande, toutefois, elles sont rarement
utilisées en pratique.

Le premier modéle de gestion des stocks est celul de la quantité économique de com-
mande (EOQ) présente par Ford Harris en 1913 [33]. Dans ce modgle, on considére un
seul produit non périssable. Le temps est continu et I'horizon est infini. Le niveau initial
des stocks est nul, la demande est déterministe et stationnaire & taux constant. Harris &
introduit le concept d’optimisation d’une fonction de cofit en gestion des siocks. Ce type de

modzles! a été popularisé par Wilson [65] dans les années 30. Ce n’est qu’aprés la deuxitme

1EQQ : Appelés en France " Modeles Wilsoniens”.
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guerre mondiale que les recherches sur les modeles stochastiques de la gestion des stocks
ont commencé. Dans ces modtles, la demande est un processus stochastique. L’article de
Arrow et al. (1951) [6] est 'un des premiers dans ce cadre.

Pour l'optimisation des problemes de gestion des stocks, les spécialistes g'intéressent
3 deux questions essentielles : déterminer la régle de contrdle optimale puis caleuler ses
paramatres optimaux.

L'un des grands progrés dans 1'étude mathématique de la gestion des stocks était la
preuve de Voptimalité de la politique (s, 5) pour certains problémes. Les premiers travaux
dans ce cadre pour les modeles dynamiques de gestion des stocks avec demandes aléatoires
et cofit de lancement fixe sont ceux de Arrow et al. (1951) [6], Dvoretzky et al. (1953) {25],
Karlin (1958) [38], Scarf (1960) [54], iglehart (1963) [35] et Veinott (1966) [62]. Scarf a
développé le concept de K—convexité et I'a utilisé pour montrer optimalité des politiques
(s,5) pour les problémes de gestion des stocks & horizon fini avec cofit fixe de commande,
L’optimalité d’une politique (s, S) stationnaire pour le probleme & horizon infini a ¢été
prouvée par Iglehart (1963) [35]. Ce dernier a obtenu la distribution stationnaire du ni-
veau net des stacks avec une politique (s,S) en utilisant des arguments de la théorie de
renouvellement (voir aussi 38, 39]). Il a également développé une expression explicite du
cofit moyen stationnaire £(s,5), s < 5 associé¢ & la politique (5,8). Veinott et Wagner
(1965) [63] ont aussi prouvé Poptimalité de la politique (s,S) en considérant une demande
discrete et en établissant une version discréte des résultats de Iglehart. Notons ici, que
lesepreuves dans [35] et [63] sont basées sur un certain nombre d'hypotheses implicites.
Récemment, les deux articles ont 6té révisés par Beyer et Sethi (1999) dans [14]. On peut
aussi trouver dans la littérature des articles établissant 'optimalité de certaines politiques
sous différentes conditions. Pour des récents travaux, voir par exemple [66, 55].

Alors quiil existe plusieurs publications sur les modéles avec arriérés de connnandes,
peu d’auteurs ont traité le cas de pertes de ventes ( Veinott (1966) [62], Shreve {1976) [56],
et Bensoussan et al. (1983) [12]). Ceci est peut-&tre car les preuves en cas de pertes de
ventes sont souvent plus compliquées. Shreve et Bensoussan et al. ont établi loptimalité
de la politique de type (s, S) en utilisant le concept de & —convexité. Veinott a donné une
preuve différente pour l'optimalité des politiques de type (s5,5) dans le cas de pertes de
ventes. Plus récemment, Cheng et Sethi (1999) [20] ont montré que sous certaines conditions
sur les éoﬁts, une variante de la politique (s, ) est optimale pour ce type de probltnes

de gestion des stocks avec demande markovienne. On note que tous ces résultats ont ¢té
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obtenus sous la condition de délai de livraison nul.

Plusieurs articles ont été consacrés au calcul des parameétres optimaux par e biais
de construction d’aigorithmes. Pour les systémes de type (s,5), il s'agit de déterminer
le couple (s*,5*) qui minimise le codt total. On cite par exemple, Stidham (1977) [57],
Federguen et Zipkin (1984) [27], Zheng et Federguen (1991) [67], Hu et al. (1993) [34], Fu
(1994) [31], ... et plus récemment, Feng et Xiao (2000) [28].

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé les éléments de base de la théorie de la gestion
des stocks. Les problémes concrets de gestion des stocks sont généralement trés compliqués
et ne peuvent &tre résolus qu’'approximativement. De plus, pour décrire fidelement les
systémes réels, on doit intégrer des hypotheéses qui peuvent compliquer considérablement
P’analyse.

Les ¢lément de la gestion des stocks énumérés dans ce chapitre ne sont pas une liste
exhaustive. Pour adapter un modéle mathématique aux spécificités de chaque entreprise,
on peut intégrer d’autres éléments et on peut poser d’autres hypothéses.

Chapitre 2

Modeles stochastiques de gestion des
stocks

Les modeles stochastiques de gestion des stocks constituent une part importante des
recherches dans le domaine de la recherche opérationnelle. Diverses méthodes sont utilisées
pour l'optimisation des problemes de gestion des stocks (processus markoviens de décision,
chames de Markov, programmation mathématique, simulation, théorie des jenx,...). Dans
ce chapitre, les modeles de base de gestion des stocks sont présentés par une approche
par processus régénératifs (cf. [53, 29, 9, 30]). Cette approche nous permet de déduire les

différentes expressions de coits et de mesures de service.

2.1 Notations

On commence par donner la définition d’un processus cadlag. Tous les processus qui
vont étre définis ici, et qui sont utilisés pour décrire le comportement du systéme sont
cadlag.

Définition 2.1. Un processus X, défini sur I'espace fondamental (Q, 7, ), qui admet T
comme ensemble associé au temps et F comme espace d'états (on suppose que F est muni
d'une topologie. S’il est fini, on le muni de la topologie discréte), est dit cadlag si, ponr
tout élément w de 0, Papplication (la trajectoire) t — X (w) est continue & droite et admet
une limite & gauche en tout point ¢ de 7. Si E est fini, cela signifie que chaque trajectoire

de X est continue & droite et ”fixe par morceaux”.

Pour décrire le comportement du systeme de gestion des stocks, on considere un pro-

cessus stochastique de demande D = {D(t),t € T} ou l'espace d’états peut étre [0, )

19
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ou N. La variable aléatoire D(t) représente la demande totale jusqu’au moment ¢. Par
définition, le processus D de la demande est croissant et pour T = [0, 0c), il est supposé
que ce processus est cadlag.

" Position du stack
Pit) = N{1) + OF)
T Y A SRe=—=—
\,c !x“ . l‘\‘ l\‘\.
* | », { S ‘\\
7Y} =) 3, .
Nou TN N
Sy = ' »-‘1 %, Niveau net
i) N

L 1 f Tt
) - B(1)

Lancement  Reception de

de commade la commande

Fia. 2.1 — Les différents processus du stock.

Dans le cas o Uespace d’états est [0, 00), I'élément est dit indivisible (exemple : Gaz) et
dans le cas ol 'espace d'états est IV, 1’élément est dit divisible. On suppose que les clients
arrivent suivant un certain processus de renouvellement N = {N(t),1 > 0} avec des temps
d’inter-arrivées T;, ¢ € N*, indépendants et identiquement distribués. La quantité demandée
par le n*™ client est une variable aléatoire Y;. On suppose que les variables aléatoires
Y;, i € N*, sont indépendantes et identiquement distribuées, de fonction de répartition
commune Fy satisfaisant Fy(0) = 0 et Fy(oo) = 1. On dira alors que la demande est
un processus de renouvellement composé. Dans le cas particulier ou les clients arrivent
suivant un processus poissonnien, la demande sera un processus de Poisson composé. Il
est également supposé que les demandes individuelles Y, i € N*, sont indépendantes du
processus [V d’arrivées des clients. De plus, pour définir les colits associés & un modele dg
gestion des stocks avec une cerfaine régle de contrdle, on a besoin d'introduire les différents
processué suivants définis sur le méme espace d’états que le processus de demande. On
considere d’abord le processus T = {Z(t),t € T} avec

Z(t) = {Nombre d’articles en stock & I'instant ¢}
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qui est le processus du stock physique ou du stock en main. On 'appelle également nivean
du stock. Comme le processus de la demande est cadlag, ce processus est aussi cadlag.

1l peut arriver que la quantité demandée par un client ne soit pas disponible en stock.
Comme on la déja vu, deux possibilités sont considérées. Dans notre analyse on suppose

que

Hypothese 2.1. Les demandes arrivant lorsque ie nivesu de stock est nul peuvent étre

satisfaiies plus tard, au momeni ot une commande est regue.

Cela veut dire que les demandes en excés ne seroat jamais ignorées et qu'aucune vente
n’est perdue. Les modgles avec cette hypotheése sont dits "modéles avec arriérés de com-
mandes”.

On définit maintenant le processus B = {B(t),t € T'}, donné par

B(t) = {Nombre d’articles en attente & I'instant ¢}

En utilisant les deux processus stochastiques, on obtient la définition du processus dn
niveau net du stock N = {N(¢),t € T}, donnée par

N(t) = I(t) - B{t)

pour tout ¢ € T. Ce processus peut décrire completement le systeme. Toutes les expressions
des cofits et des mesures de service peuvent &tre écrites en fonction de AV uniguement. Pour
simplifier 'analyse, on a besoir d’introduire un autre processus stochastique. Avant cola,

on suppose que

Hypothese 2.2. Une commande lancée d un moment i donné arrive apres un temps L.

ou L est une constante connue.

Cela veut dire que dans notre analyse, on ne considére que les modgles & délai de

livraison déterministe. On suppose également que

Hypothése 2.3. Au lancement de chague commande, un coiit fite I{ est encourn. Ce cotil

est indépendant de la taille de la commande et on U'uppelle "cotlt fize de commande”.
Considérons maintenant le processus O = {O(t),t > 0}, donné par

O(t) = {Nombre d’articles commandés et non encore requs & l'instant 1}
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1l est maintenant possible de définir le processus de la position du stock P = {P(t),t > 0}
_en écrivant,
P(t) = N(t) + O(t)
L’analyse du systéme peut étre réduite & 'analyse du processus de la position du stock.
En effet, Sahin (cf. [53]) a montré la relation suivante enire le processus A du nivean net
du stock et le processus P de la position du stock.

Théordme 2.1. Sous les hypothéses 2.1 et 2.2 et si le processus D de la demande est
cadlag alors

N@+L)=P@E) - (D(t+L)— D(t)), P-presque sirement. {2.1)
pour tout & > 0.

Dans la suite, toutes ies politiques de commande seront données en fonction du proces-

sus ce la position du stock.

2.2 Les processus régénératifs

La théorie des processus régénératifs joue un réle important dans analyse des modeles
de gestion des stocks mono-article [9]. Pour notre cas, il est suffisant de considérer seulement
les processus régénératifs purs (non retardés).

On introduit d’abord la définition d'une version simplifiée des processus régénératifs
purs qu'on appellera processus régénératifs purs simplifiés [28]. Soit T' l'axe du temps

dénotant soit [0, 00) (cas continu) ou N (cas discret).

Définition 2.2. Un processus stochastique X = {X(t),t € T} dans un espace métrique
& est dit processus régénératif pur simplifié s’il existe une certaine constante positive finie
o € T, telle que pour tout n € N, la distribution du processus stochastique décalé¢ X, =
{X(t+no),t € T} est indépendante de 7.

Notons que les poiuts no, n € N*, sont appelés poinis de régénération du processus
régénératif pur simplifié X.

Définition 2.3. Un processus stochastique X = {X(t),t € T} dans un espace métrique
£ est dit processus régénératif pur s'il existe dans 7' une séquence croissante {o,,n € N},

avec gp = 0, de points aléatoires satisfaisant
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— Les variables aléatoires o,4; — 0y, n € N, sont indépendantes et identiquement
distribuées, de fonction de répartition commune F,, continue & droite et vérifiant
F,(0) =0 et F,(00) = 1.

— Pour tout n € N, le processus stochastique X, = {X ({ + 0,),1 € T} est indépendant
des variables aléatoires o,, n € N. -

— La distribution du processus X, est indépendante de n.

Dans le cas ou les différences 0,41 — 0, sont données par ¢ = op4; — 0, avec probabilité
1, on retrouve la définition 2.2. Une conséquence importante de la définition d’un processus

régénératif pui‘ est donnée par le résultat suivant

Théoréme 2.2. (cf. [9]) Si le processus stochastique X = {z(t),t € T} est un processus
régénératif pur dans un espace méirique £ et avec une séquence croissante de poinis de
régénération {on,n € N} et si la fonction ® : £ — R est une fonction Borélienne mesu-
rable, alors le processus stochastique ToX = {®(X(1)),t € T} est un processus régénératif
pur, avec la méme séquence de points de régénération. De plus, si T = [0, 00) et la fonction

D est continue, alors le processus stochastique ®oX est cadlag si X est cadlng.

Pour introduire une structure dz coiits sur un processus régénératif, on considern une
fonction Borélienne mesurable non-négative f : & — R, appelée fonction de coft. Fn
utilisant cette fonction et en dénotant par C = {C(t) : t € T'} avec T = [0, 00), le processus

stochastique de cofit donné par

o) = f F(X(s))ds

Lorsque T'= N, il est donné par

t

Clt) =3 f(X(n))

n=0
On suppose que ce processus C' est bien défini et que E{C'(t)) < oo pour tont t € 7".
Théoréme 2.3. Si le processus X = {X(t), 0 <t < oo} est un processus régénératif pur

avec comme points de régénération la séquence croissante a,, n € N de points aléntoires

satisfaisant Boy < oo et si f esi la fonction Borélienne mesurable vérifiant

E (/0 f(X(s))ds) <oo
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alors 1 1 oy

Cette derniére limite est appelée coiit moyen par rapport & la foncticn de coiit ¥

2.3 Systémes & revue continue

On suppose que le processus I de la demande est un processus de de rencuvellement
composé & taux d'arrivée X > 0 et que les variables aléatoires Yz, n € N*, représentant
les demandes individuelles des clients sont indépendantes et identiquement distribuées,
avec une fonction de répartition commune Fy, satisfaisant Fy(0) = 0 et E(Y:) < 00. Le
processus I de la demande est alors donné par,

Ny
D(t)=) Y, Y4=0
B n=0
ol N = {N(t),t > 0} est le processus d’arrivée des clients. Les inter-arrivées des clients
sont décrits par le processus Ty, n € N*. Notons que les moments d’arrivées des clients sont
donnés par op, =T1 + ... + T, n.€ N, {09 = 0) et le processus stochastique de comptage
{N(t),t = 0} est donné par .
N{t)= Z Lo <ty
n=0

Notons que les inter-arrivées T, n € N*, sont des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées et que leur fonction de répartition commune Fy satisfait Fr(0) =
0 et E(T1) = A~! < co. On suppose également, que les demandes individuelles des clients
Yn, n € N* sont indépendantes du processus N d’arrivée et que la fonction de cofits f
utilisée vérifie T

E( /D [N (s))ds) < oo

pour tout T > 0.

2.3.1 Modele (s,5)

Suivant cette politique, la position du stock est inspectée continiiment dans le temps.
Une commande est lancée si la position du stock au moment d’arrivée d’un client est

inférieure ou égale au point de commande s < S. La taille de ia commande est telle que
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la position du stock sera remise au niveau S (figure 2.2). Les variables s et S sont des
variables de décision qui doivent étre choisies d’une maniére optimale suivant la structure

de la fonction de coiits considérée.

FiG. 2.2 - Le modele (s,.5).

On veut montrer que le processus stochastique
X ={(P@#),D(t+1L)~D(#),t >0}

est un processus régénératif pur, avec comme points de régénération la séquence o, n € N,

donnée par :
7
Op = ZT’“ oo =0
k=1
et on doit done déterminer une distribution initiaie
Fz,y)=P({P0) <z, D(L)<y) (2.2)
pour laquelle la relation
F(z,y) = P (P(on) < z, D(0, + L) — D{a,) < ) (2.3)

soit vérifiée pour tout n € N. Le moment aléatoire o, dénote le moment d’arrivée dn n'™

client et D(o,+ L) —D(o,) représente la demande totale durant I'intervalle (@, oy, -+ L]. On
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obtient en vertu des hypothéses que la variable aléatoire D(on+L)—D(oy,) est indépendante
de {D(t),t < 0.} et de méme distribution que D(Z), De plus, la variable aléatoire Plow)
esi complétement déterminée par sa valeur initiale & ¢ = 0 et par la réalisation du processus
de la demande {D(¢),1 < 0,} et cela veut dire que D(o, + L) — D(o,) est indépendante
de P(o0y,). On peut done écrire,

P (Plon) <,D(on+ L) = D(on) < y) = P(P(0a) < 5} P(D(L) <y)  (2.4)

pour tout n € N. Et par suite, on cherche une distribution invariante du processus stochas-
tique {P(a,),n € N}. Pour ce faire, considérons le processus stochastique V = {Van € N},
donné par

Vo =5 —Ploy)

Par définition de la r2gle de contréle, on a

Vot = (Vo + Yo ) Lyt vaacs-ad (2.5)

ol ¥54, dénote la demande du (n + 1)*™ client. Par kypothése, la variable aléatoire Yo
est indépendante de V;, et comme les variables aléatoires ¥y, n € N*, sent indépendantes
et identiquement distribuées, il g’en suit que V est une chaine de Markov. Le théoréme
suivant donne la distribution invariante de la chaine de Markov V,

Théoréme 2.4. La distribution invariente de la cheine de Markov V = {Va,n € N},
donné par la relation (2.5) est de la forme

1+ H(v)

Fml) = T3 HG -0y

0<v<§—s
o0
ot H = 3 Fp* est la fonction de renouvellement associée d la Jonction de répartition Fy
n=1
de la variable eléatoire Y,
On a ensuite le résultat suivant ;

Théoréme 2.5. Pour tout modéle (s,S), avec comme processus de demande un proces-
sus de renouvellement composé, et si les hypothéses (2.1) et (2.2) sont vérifides, alors le
processus stochastique

X ={(P(t),D(t+L) - D(t)),t > 0}
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ayant la distribution initiale
P(P(0) < z,D(L) <y) = P(S ~ Veg < z)P(D(L) < y)

avec Ve, la veriable aléatoire distribude suivant lo distribution

14+ H(v)

PVe <¥) =1 rgme—ap

0<v<S—s

et Vo, indépendante du processus D de la demande, est un processus régénératif pur avee
n
comme points de régénération la séquence o, = 3. Ty, n € N*, oy = 0, contenant e sous

k=1
ensemble de points de lancement des commandes.

En utilisant la relation (2.1), on peut écrire
NE+L)=P@E) —(D{t+L)~ D) 25—V, ~D(t+1L), P—ps.  (2.6)

ponr tout 0 < £ < oy = T3, ou le symbole L signifie I’égalité en distribution.
11 est maintenant possible de déterminer le colit moyen associé & la politique (s,5).
Posons
Dy(t) = D(t) + Veg

Théoréme 2.6. Si le processus de demande est un processus de renouvellement composé,

sous les conditions du théoréme (2.5), le coiit moyen (s, S) est donné par
T1
AKP (Y1 +Di(0) > 5 —~s)+ E (/ f(S—Dy(t+ L))dt>
Jo

Cette expression peut &tre simplifiée pour un processus de demande Poisson composé.

Théoréme 2.7. Si le processus de demande est un processus de Poisson composé, sous les
conditions du théoréme (2.5), le coit meyen ®(s, S) de la politique (s, S) pour une fonction

-

de cotts f non négative et cotit de commande K > 0, est donné par
AKP (Y1 + Dy(0) > S — 5) + E{f(S — Dy(L))

Le nombre moyen de demandes mises en attente par unité de temps, fe nivean moyen
du stock physique par unité de temps et la Py;—mesure de service pour le modéle (s..5)

sont donnés par
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Théoréme 2.8. Si le processus de demande est un processus de renovvellement composé,
sous les conditions du théoréme (2.5), le nombre moyen B, (s, S) de demandes mises en
aitente par unité de temps est donné par

Ty
Bi(5,5) = \E (/ max {D,(t+ L) — 5,0} dt)
0
le niveau moyen By(s, S)du stock physigue est donné par
Ty
By(s,5) = AE (,,’ max {S — D;(t + L), 0} a’t)
]

La proportion de temps Py(s,S) ot le niveau du stock est posstif est égale

T R
Py(s,5) = AE ( I(S_Dl(-‘+[,)>0}dt)
0 /

D’autres expressions de cofits et de mesures de service peuvent étre obtenues.

Théoréme 2.9. 8i le processus de demande est un processus de rencuvellement composé,

sous les conditions du théoréme (2.5), le nombre moyen Bs(s, S) de rupture est donné par
By(s,8) = AP (Dy(L) £ ) - P(Dy(L) + Y1 £ §))
la mesure de non rupture Py(s,S) est donnée par
Pi(5,8) =1~ P(D(L) +Veg < §) + P(D(L) + Y1+ Veg < 5)
Le nombre moven. By(s, S) d'unités en rupture est donné par
B;(S:S) = A{EW) + E(max (S - Dy (L) - ¥1,0)) — E (max § — Dy(L),0))

le tauz de remplissage du stock Py(s, S) (Py—mesure de service) est donné par

E (max (S — Dy(L),0)) — E (max § — [y (L) — ¥1,9)
E(11)

Pz(_s,S) =

2.3.2 Modele (s,nQ)

Suivant cette politique, une commande est lancée au moment ol la position du stock
devient inférieure ou égale au niveau s. La taille de la commande est un multiple de et
est telle que la position du stock devient entre s et s + Q (figure 2.3). Ici, s et parfois Q
sont des variables de décision.
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Fig. 2.3 - Le modéle (s,nQ).

Il g'en suit de la définition de la politique (s,nQ) qu'une commande n'est lancée que si
Plen)~Ya<s
et que
8 < Plog) <s+@

Cela veut dire que pour éléments divisibles (resp. éléments indivisibles), P(oy,) est a espace

d’états {s +1,..,s+ Q} (resp. {s,Q]). Si'on veut montrer que le processus
X ={{P(t),D(t+ L) - D(t)},t > 0}

est un processus régéncératif pur, avec comme points de régénération les points m,, on doit

trouver une distribution initiale
Pz,y) = P(P(C) <z,D(L) <y)

telle que
. F(z,y) = P(Plo,) < z,D,,(L) <y)

pour tout n € N, avec Dy, (L) = D(o, + L) — D(0y,). Comme o5, est le moment d'arrivée
du n'™ client et D, (L) = D{(o, + L) — D{o,) est la demande totale durant {'intervalle
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(0n,0n + Lj, on obtient en vertu des hypothases que Dy, (L) = D(0n + L) — D{(a,) est
indépendante de {D(¢),t < oy}. De plus, il s’en suit que la variable aléatoire P(o,) est
complétement déterminée par sa valeur initiale & ¢ = 0 et par la réalisation du processus
de la demande {D(2),t < 0.}, et cela veut dire que D(o, + L) — D(0;,) est indépendante
de P{on) et qu'elle est distribuée comme D(L). On peut donc écrire,

P (P(0,) < z,D(0, + L) = D(0y,) < y) = P (P(0w) < z) P(D(L) < y) (2.7)

pour tout n € N, Et par suite, on cherche une distribution invariante du processus sto-

chastique {P(0,), n € N}. Par définition de la régle du contréle, on a,
P(ont1) = P(0n) — Yar1+ 7@

avec Yn41 est la demande du (n + 1)* client et

Ta =min {k € N/s — (P(on) — Yai1) 2 (k- 1)@}
Considérons le processus stochastique V' = {V;,n € N}, donné par

Va=s+Q—P(on)
Il s’en suit que 0 < V,, < Q. En substituant la définition de V, danbs celle de 7, on obtient
Tn = min {k € N/V, + Yo > kQ}

et aussi
Vari =V + Y —m@ = (Vn + o) med @

De Yindépendance des variables aléatoires Y, et de la variable aléatoire Y, de V;, on
déduit que V est une chaine de Markov dont la distribution invariante est donnée par le

résultat suivant :

Théoréme 2.10. La distribution invariante de o chaine de Markov V = {V,,n € N} a

espace d’états [0, Q) est donnée par
Firw(z) =
et quand l'espace d’élats est {9,1,..,Q — 1}

Fitw(x) = %, T € {0:1)---7Q - 1}

Chapitre 2 : Modeles stochastiques de gestion des stocks 31

Donc, si U est une variable aléatoire uniformément distribuée sur [0,1)
d Ay d
Vo=QU=V,=QU

On obtient le méme résultat pour le cas d'éléments divisibles en prenant une variable

aléatoire I/ distribuée uniformément sur I'ensemble {0, L, ..., ﬁl
' QY Q i

Théoréme 2.11. Pour tout modéle (s, n@) avec comme processus de demande un processus

de renouvellement composé, et sous les hypothéses (2.2) et (2.1}, le processus stochastique
X ={(P®),D(t+ L) — D(t)),t > 0}
ayant la distribution initiale
P(P(0) < z,D(L) <y) = P(s + Q — QU < z)P(D(L) < )

o U est une variable aléatoire uniformément disiribuée sur [0, 1) et indépendante du pro-

cessus D, est un processus régénératif pur avec comme séquence croissante de points de
n

régénération les peints o, = Y. Tk, n € N*, oy = 0. De plus, Uensemble des points o,

k=1
contient le sous ensembles de poinis de lancement des commandes.
En remarquant que
N{E+L)=Pt) — (D{E+L) - D) L s+Q - QU - D(t)

et que P(o, +t) est indépendante de la variable aléatoire D(o,, -+t + L) — D(a, +1) pour

tout ¢ > 0, on pourra déterminer le colit moyen associé & la politique (s, n()). Posons
D,(t) = D(t) + QU

Théoréme 2.12. Si le processus de demande est un processus de renouuvelleinent compnsé
et sous les conditions du théoréme (2.11), il s’en suit que le codt moyen ®(s,nQ) de ln
politigue (s,nQ) avec une fonction de coiits f non négative et coiit de commande & >

est donné par

T
AKP (Dy(0) + ;> Q) + AE ( fls+Q =Dyt + L))dt\)
1]
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Pour le cas particulier ol le processus de la demande est un processus de Poisson
composé, ces expressions peuvent étre simplifiées.

Théoréme 2.18. i le processus de demande est un processus de Poisson composé et sous
les conditions du théoréme (2.11), le coiit moyen (s, nQ) de la politique (s,nQ) avec une

fonciion de coits f non négative ¢t cotit de commande K > 0 est donné par
AKP (D3(0) + Y1 2 Q) +E(f(s + Q — Dy(L)))
D’autre expressions de coiits et de mesures de services peuvent étre obtenues.

Théoréme 2.14. §i le processus de demande est un processus de Poisson composé et sous
les conditions du théoréme (£.11), il 3’en suit que le nombre moyen By (s,nQ) de demandes
mises en aitente par unité de temps est égale

11

max {Dy(t+ L) — (s + @), 0} dt\

Byi(s,Q) :)\E( i )

et le niveau moyen du stock physique Bs(s, Q) est donné par

Ty
By(s,Q) = AE (ju max {(s + Q) — Dy(t + L), 0} dt)

De plus, la proportion de temps P3(s,Q) ot le niveau net du stock est positif est donnée
par

. . i3
Py(5,Q) = AE ( / I((A+Q)—-D3(H-L)>o)dt)
0
D’autres expressions de coits et de mesures de service peuvent étre obtenues.

Théoréme 2.15. §i le processus de demande est un processus de renouvellement composé,
sous les conditions du théeréme (2.11), le nombre moyen Bsy(s, Q) de rupture est donné
par

By(s,@) = M(P{Da(L) < 5+ Q) — P(Da(I) +Yi < s +Q))
la mesure de non rupture Pi(s,Q) est donnée par
P(e,Q)=1-P(Dy(L) S s+ Q)+ P(Dy(L)+ Y1 < s+ Q)
Le nombre moyer. By(s, Q) d’unités en rupture est donné par _
By(s,Q) = A (E(Y1) + E (max (s + @ — Dy(L) - ¥4,0)) — E (max s + Q ~ Dy(L), 0))
le tauz de remplissage du stock Py(s, Q) (P,—mesure de service) est donné par

Py(s,Q) = A(E (max (s + Q — Dy(L),0)) — E (maxs + Q — Dy(L) - Y;,0))
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2.4 Systémes a revue périodique

Dans cette section, on suppose que le processus D de la demande est un processus de
Poisson composé avec un taux d’arrivée A > 0 et que la fonction de répartition /7y des
demandes individuelles Yy, n € N*, satisfait Fy (0) =0 et E(Y}) < 0. Cela signifie que

N(¢)
D)= Y, Yo=0
=0
avec N = {N(f),t > 0} dénote le processus poissonnien d’arrivée des clients el les de-
mandes individueiles indépendantes et identiquement distribuées ¥, n € N, sont indépendantes

de N. De plus, la fonction de colits f satisfait

T
. E( /0 FNV(s))ds) < oo

pour tout 7' > 0.

2.4.1 Modele (R,S)

Sunivant cette régle, la position du stock est inspectée chaque R unités de temps ct une
commande est lancée si le niveau de la position du stock est inférieur & S. De plus, la taille
de la commande est telle que toute demande en excés jusqu’au moment de la revue soit
complétement satisfaite et la position du stock soit remise au niveau S. Ici, les variables
R > 0 et S > 0 sont des variables de décision et doivent &tre choisies d'une manicre
optimale suivant la structure de la fonction de coiits. Sans nuire & la généralité, le niveau

initial de la position du stock est supposé égale 4 S, i.e, P(0) = S.

Théoréme 2.16. Pour tout modéle (R,S) de gestion des stocks avec un processus de

demande Poisson composé, sous les hypothéses (2.2) et (2.1), le processus stochastique
X ={(P&),D{t+L)— D(t)),t >0}

avec P(0) = S est un processus régénéralif pur simpiifié avec séquence croissanie de points
de régéneration donnée par nR, n € N, contenant le sous ensemble de points de lanreimnent

des commandes.

Par définition de la politique (R, S) on observe que le processus de la position du stock 7

jusqu'au roment s est complétement déterminé par {D(t),t < s}. Cela implique, en vertn
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des accroissements indépendants et stationnaires d’un processus de Poisson composé, que
les variables aléatoires P(t + nR) et D(t+nR+ L) — D(t + nR) sont indépendantes pour
tout t > 0 et n € N. De plus, pour tout 0 < ¢ < Ron a

N(Et+L)=85-D(t+1L)

En appliquant le théoréme (2.16), il est maintenant facile de déterminer le cofit moyen
d’un modéle (R, S).

Théoréme 2.17. Pour un processus de demande Poisson composé, et sous les conditions
du théoréme (2.16), le cout moyen ®(R, S) d’une politique (R, S) avec une fonction de coilt
f non négative et coiit de commande K > 0 est donné par
K(1 - exp(=AR)) + [FE(f(S - D(t + L))dt

R

Théoréme 2.18. Pour un processus de demande Poisson composé, et sous les conditions

8(R,S) =

du théoréme (2.16), le nombre moyen B1(R, S) de demandes mises en attente par unité de
temps est donné par

SR E(max{D(t + L) — 5,0})dt
R

et le stock physigue moyen By(R, S) par unité de temps est donné par

BI(R! S) =

JFE(max(S — D(t + L),0})dt
R

De plus, La propoertion de temps Py ot le niveau du stock est positif est égale a

By(R,S) =

JEP(D@E+L) -S> 0)dt
P3 = R

Pour toute variable aléatoire D, on a
max {S — D,0} —max{D - 5,0} =S—-D (2.8)
et comme D est un processus de Poisson composé, on obtient
E (max (S — D(¢),0}) — E (max {D(t) — S,0}) = 5 — ME(V}) (2.9)

pour tout ¢ > 0. Cela montre en vertu du théoréme (2.18) que,

AE (Y;) (R + L)? - L?)
- 2R

BZ—B;=S
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qui est une relation entre niveau moyen du stock physique par unité de temps et le nombre
moyen de demande mise en attente par unité de temps. De plus, et comme il est facile do

verifier que pour une variable aléatoire non négative D
s
E(max{S—D,O}):/ P(D < y)dy (2.10)
0
on obtient pour toute distribution cumulative continue #y des demandes individuelles ¥,

s
&m$=lﬂmmw (2.11)

ol P; dénote la proportion de temps ol le miveau du stock est positif en utilisant nne
pelitique (R, y).
D’autres expressions de cotits et de mesures de service sont données par le résultat

suivant :

Théoréme 2.19. Pour un processus de demande Poisson composé, et sous les condilions

du théoréme (2.16), la mesure de non rupture Pi(R,S) est donnée par
P(R,S)=1-P(D(L)< 5)+ P (DR+L)<5)

Le nombre moyen Bi(R,S) d’unités en rupture est doané par

E (max (S — D(R+ L),0)) — E (max S — D(L),0)
R

Le tauz de remplissage du stock Py(R,S) (P,—mesure de service) est donné par

max (S — D(L),0)) —E(maxS — D(R+ L),0)
ARE(Y;)

PR, ) = =

2.4.2 Modele (R,s,S)

Suivant cette regle, le niveau de la position du stock est inspecté chagne R unités de
temps et une commande est lancée si le processus de la position du stock juste avant Ia
date nR satisfait

nR)7)= lim P({) <3< S
P((nR)") = lim P() < 5 <

Remarquons que pour s = S, on obtient le modele (R, S) précédent. Si le niveau P((n 7))
n'est pas inférieur ou égal & s, aucune commande n'est lancée et on attend jusqu’a Ia

prochaine date de revue. La taille de la commande est telle que toute demande en atiente
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Fig. 2.4 - Le modele (R, s, S).

soit complétement satisfaite et la position du stock soit remise au niveau S (figure 2.4).
Les variables de décision sont R, s et S.

Si ’on veut montrer que le processus
X = {(P(t), D(t + L) - D(#)),t > 0}

est un processus régénératif pur simplifié avec comme points de régénération la séquence

nR, n € N, on doit chercher une fonction de répartition initiale
F(z,y) = P (P(0) < z,D(L) <y)
satisfaisant
F(z,y) = P (P(nR) < z, Dnr(L) <y)
pour tout n € N, avec
Dop(L) = D(nR+ L) = D(nR)

Pour ce faire, remarquons d’abord que les variables aléatoires P(t) et D(t + L) — D(t)
sont indépendantes pour tout ¢t > 0. Cela revient au fait que la variable aléatoire P(t) est
complétement déterminée par le processus stochastique {D(s), s < i} et que le processus

poissonnien composé de la demande est & accroissements indépendants et stationnaires. I
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s'en suit que
P(P(nR) < z,Dnr(L) < y) = P(P(nR) <z) P (Dar(L) < y) =P (P(nR) <7) P (D(L) < 7

el on cherche donc une distribution invariante du processus cadlag {P(nRR),n € N}. Par
définition de la regle de contréle, il découle immédiatement que s < P(nR) < S et pour
trouver la distribution invariante du processus {P(nR),n € N}, il est plus commode de
considérer le processus

V, =85~ P{(nR)
4 espace d’états [0, S — s) s'il s'agit d’éléments indivisibles et {0,1,...,8 — s — 1} 8"l s'agit
{’éléments divisibles. De )a définition de la régle de contrdle, il s’en suit que

Vu+1 = (Vn R gﬂ)K{V,.-;—anS'—-s} (2. 12)

pour tout n € N avec &, la variable aléatoire représentant la. demande totale durant la
période [nR, (n + 1)R). Comme le processus de demande considéré est un processus de
Poisson composé, les variables aléatoires &, n € N, sont indépendantes et identiquement

distribuées avec une fonction de répartition commune
F(z) = P (& < 7) = P(D(R) < 2) = Fpr)

Aussi, &, est indépendante de V;,. Don, le processus {V,,n € N} est une chaine de Markov.
Le résultat suivant donne la distribution invariante de la chaine de Markov V définie par
la relation (2.12).

Théoreme 2.20. La distribution inveriante de la chaine de Markov V = {V,,n € N}
donnée par lo relation 2.12 est de la forme

1+ Hv)

Foo(v) = ———1
wo(¥) = TG = 8

o0
o H=7%, Fliry est la fonction de renouvellement associde d la fonction de répartition
n=1
de la variable aléatoire D(R).
1l est maintenant possible d’obtenir le résuitat suivant :

Théoréme 2.21. Pour tout modéle (R, s, S) avec un processus de demande Poisson com-

posé, sous les hypothéses (2.2) et (2.1), le processus stochastique

X ={(P(t), Dt +L) - D(®)) £ 2 0)
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ayant la distribution initiale
P(P(0) < z,D(L) < y) = P{S — Veg < z)P(D(L) < )

avec Veq la variable aléatoire distribuée suivant la distribution

1+ H(v)
1+ H(S-s)’

et Vo, indépendante du processus D de ia demande, est un processus régénératif pur simplifié

PV, <v) = 0<v<S-s

avec comme points de régénération la séquence nk, n € N contenant le sous ensemble de

points de lancement des commandes.

Comme pour le modele (B, S), on a
N(+L)=P0)=D(E+L) £ S ~V, - D(t+ L) (2.13)

pour tout 8 < ¢ < R.

Par ailleurs, il vient du fait que le processus Poisson composé est & accroissements
indépendants et stationnaires et de I'indépendance de la variable aléatoire V,; du processus
D de la demande, que la variable aléatoire P(t + nR) est indépendante de la variable

“aléatoire D(t+nR+ L) — D(i+nR). Il est maintenant possible de déterminer, en utilisant
la relation (2.13) et le théoréme (2.21), le coit moyen du modéle (R, s, 5). Posons

Di(t) = Dit) + Vg

Théoréme 2.22. Pour un processus de demande Poisson composé et sous les conditions
du théoréme (2.21), le codt moyen ®(R,s,S) de la politique (R, s,S) avec une fonction de
coiis f non négative et cout de commande K > 0, est donné par
KP(Di(R)> S —s)+ [TE(f(S — Di(t+ L)) dt
R
Les expressions du nombre moyen de demandes mises en attente par unité de temps, du

niveau moyen du stock physique et la P;—mesure de service sont données par le résuliat

suivant :

Théoréme 2.23. Pour un processus de demande Poisson composé et sous les conditions
du théoréme (2.21), ie nombre moyen B;(R,s,S) de demendes mises en attente par unité

de temps est donné par

JRE (max {Dy(t + L) - $,0)) dt

Bi(R,s,5) = -
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Le niveau moyen By(R, s, S) du stock physique est donné par

S E (max {S — Dy(t + L),0}) dt

BQ(R,S, S) = R

La propertion de temps P3(R, s, S) ot le niveay du stock est positif est égale

JFP{S—Di(t+L)>0}at
R

Pi(R,s,5) =

D’autres expressions de cofits et de mesures de service peuvent étre obtenues et sont

données par le résultat suivant :

Théoréme 2.24. Si le processus de demande est un processus de Poisson composé, sous
les conditions du théoréme (2.21), le nombre moyen B;(R, s, S) de rupture est donné par

(P(Dy(L) < §) - P(Di(R+1L) < 5))

Bs(R,s,8) = .

la mesure de non rupture Pi(R, s, S) est donnée par
Py(R,5,S)=1-P(Dy(L) < S)+P(D,(R+L)<5)

Le nombre moyen By(R, s, S) d'unités en rupture est donné par

+]E(max(S—D1(L),O)) —E(maxS5 - Di(R1+1),0)

Ba(R,s,8) = AE(Y;) ARE(Y,)

le tauz de remplissage du stock Py(R, s, S) (P,—mesure de service) est donné par

E (max (S — Dy(L),0)) — E(max S — Di(R + L),0)
ARE(Y})

PZ(R1 3)5) =

2.4.3 Modéle (R,s,nQ)
Suivant cette politique, le niveau de la position du stock est inspecté chaque R unités
de temps et une commande est lancée si

L]

P((nR)7) = lim P(t) < s

si ce n’est pas le cas, aucune commande n'est lancée et 'on attend jusqu’an prochain

moment de revue. La taille de la commande est un muitiple de @ et telle que toute demande
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en attente sera satisfaite et la position du stock au moment nR, n € N, sera entre 3 et
s+ Q,ie.
s<P(nR)<s+Q

Cela veut dire que pour éléments indivisibles (resp. éléments divisibles) la position du
stock varie dans (s, s + Q] (resp. dans {s+1,5+2,...,s + Q}) (figure 2.5). Dans ce type
de modeles, les variables R, s et parfcis ) sont des variables de décision qui doivent &tre
choisies d'une maniére optimale suivant la structure de la fonction de coiits.
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FiG. 2.5 - Le modéle (R, s,nQ).

Si I'on veut montrer que le processus cadlag
X ={(P(%),D(t+ L) - D()) ,t > 0}

est un processus régénératif pur simplifié avec points de régénération donnés par laséquence
nR, n € N, on doit déterminer une distribution initiale

Flz,y) = P(P(0) <z,D(L) <y)

telle que
F(z,y) = P(P(nR) < z, Dar(L) < y)
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pour tout n € N, avec Dyg(L) = D(nR + L) — D(nR). Par un raisonnement analogue an
cas du modéle (R, s, S), on trouve que

P(P(nR) < z, Dug(L) < y) = P (P(nR) < z) P (Dur(L) <)
et donc, on doit déterminer la distribution invariante du processus stochastique {P(ni2),n € I
Par définition de la régle de conirdle, on &
P(n+1DR)=P (k) - & +ml (2.14)

avec £, la variable aléatoire représertant la demande totale durant la période [ 12, (n-+1)17)
et

7, = min {k € N/s — (P(nR) - &) = (k- 1)Q} (2.15)
Introduisons maintenant le processus stochastique V = {V,,n € N}, donné par
Va=s5+Q —-P(nR) (2.16)

11 s’en suit que, pour tout n € N, 0 < V, < Q. De plus, en substituant la définition de 1},

darss la relation (2.15) il vient que

T =min {k € N/V, + & > kQ}

et en remplagant dans (2.14) on aura
Vapi=Vat & —m@=Va+6&) mod Q (2.17)

Comme le processus de demande est supposé Poisson composé, les variables aléatoires &,
sont indépendantes et identiquement distribuées. Aussi, &, est indépendante de V. Cela
montre que le processus V est une chaine de Markov dont la distribution invariante est

donnée par le résultat suivant :

r

Thécreéme 2.25. La distribution inveriante de la chaine de Markov V = {V,,n € N} 4

espace d’éiais [0, Q) est doanée par

; T
F“”W&Z)Zal 0£$<Q
et quand U'espace d’états est {0,1,...,Q — 1}
n} T N
Pinu(x) I e {0,1,...,@—1}

::6’
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Cela veut dire que la distribution invariante de la chaine de Markov V' est donnée par
la loi uniforme sur [0, Q) (resp. sur {0,1,..., @ ~ 1}) s'il s’agit d’éléments indivisibles (resp.

éléments divisibles). On peut donc écrire,
d d
Vo=QU = Vo =QU
ol U est une variable aléatoire uniformément distribuée sur [0, 1) (resp. sur {O‘ %, 96‘1})
Théoréme 2.26. Pour tout modéle (R,s,nQ) avec un processus de demande Poisson
composé, sous les hypothdses (2.2) et (2.1), le processus stochastique

X ={(P(®),D(t+ L) — D(t)),t = 0}
ayant la distribution initiale
P(P(0) <z,D(L) <y)=P(s+Q—-QU < z)P(D(L) <y)

ot U est une variable aléatoire uniformément distribuée sur [0,1) et indépendante du pro-
cessus D, est un processus régénératif pur simplifié avec comme séquence croissante de
points de régénération les poinis nR, n € N. De plus, l'ensemble des points nR, n € N,

contient le sous ensemble de poinis de lancement des commandes.

De mérae, par un raisonnement analogue & celui des cas (R, S) et (R, s,S) on montre

que
N(t+L)=P(t)— (D(t+L) - D{t)) £s+Q - QU — D(t + L) (2.18)

pour tout 0 < ¢ < R. De plus, la variable aléatoire P(t + nR) est indépendante de D(t +
nR+ L) — D(t + nR) pour tout n € N. Posons

Dy(t) = D(t) + QU

Théoréme 2.27. Pour un processus de demande Poisson composé et sous les conditions
du théoréme (2.26), il s'en suit que le coiit moyen ®(R,s,nQ) de la politique (R, s,nQ)

avec une fonction de coits f non négative et cotlt de commande K > 0 est donné par

KP(Dy(R) > Q)+ [PE(f(s+Q — Dy(t + L)) dt
R
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Les expressions du nombre moyen de demandes mises en attente par unité de temps,
le niveau moyen du stock physique par unité de temps et de la Py—mesure associées an

modele (R, s, nQ) sont données par le résultat suivant :

Théoréme 2.28. Pour un processus de demande Poisson composé et sous les condilions
du.théoréme (2.26), 1l s’en suit que le nombre moyen By(R, s,nQ) de demandes mises en
attente par unité de temps est égale

R
Bi(R,s,Q) = Jo E (max {Dy(t +é/) —(s+@Q),0})dt

et le niveau moyen du stock physique By(R,s,Q) est donné par

JEE (max {(s + Q) — Dy(t + L), 0}) dt
R

De plus, la proportion de termps P3(R, 5,Q) o0d le nivecu net du stock est positif est donnde

BZ(R: 8, Q) =

par
SEP((s+Q) — Dyt + L) > 0) dt
R

D'autres expressions de coiits et de mesures de service peuvent étre obtennes.

-PS(R7 S)Q) =

Théoreéme 2.29. 51 le processus de demande est un processus de Poisson composé, sous
les conditions du théoréme (2.26), le nombre moyen Ba(R,s, Q) de rupture est donné par

L)<s5+Q)—P(Dy(R+L)<s5+Q)

B3(R937Q) . P(DZ( R

La mesure de non mptu're Py(R,s,Q) est donnée par
Pi(R,5,Q)=1-P(Dy(L) <3+ Q) +P(Dy(R+L)<54+Q)

Le nombre moyen By(R, 8,Q) d’unités en rupture est donné par

By(R,s,0) = )‘E(Yl)_;-_E(max(s+Q— Dg(R+L),(2) ~E(maxs+ @ — Dy(L),0)

le tauz de remplissage du stock Po(R,s, Q) (Pa—mesure de service) est donné par

E (max (s + Q — Dy(L),0)) — E (maxs+ Q — Do(R+ L), 0)

Po(R,5,Q) = )
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Conclusion

La théorie des processus régénératifs peut étre utilisée efficacement pour I'analyse
des modeles de gestion des stocks. Elle permet I'obtention des différentes expressions de
coilits et de mesures de service. Cependant, nous pouvons remarquer que ces expressions
mathématiques ont besoin d’étre raffinées. Elles ne sont pas faciles & calculer. On est sou-

vent contraint d’utiliser des méthodes numériques.
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Infroduction

tocker, c'est engager des dépenses pour acquérir des biens qui ne produiront

des revenus qu'ultérieurement. Selon ce que l'cn stocke, en quelle quantité et

suivant la durée, ces dépenses peuvent s’avérer conséquentes. Il existe une hiérarchie
des produits nécessaires & 'activité, une classification en fonction de leur prix, des
quantités utilisées, de leur fréquence d'utilisation, des quantités minimales d’achat,
des délais, etc. Une classification commode est la classification représentée par le
diagrammes de PARETO (cf. BRETON et ZACCOUR [58]).

A) produits trés chers, rares, délais longs, etc. Ils représentent un taux de 10%
du nombre total d’articles stockés et 75% de la valeur totale.

B) produits moyennement chers, disponibilité aléatoire sur le marché, etc. s
constituent approximativement 40% des produits stockés et 20% de la valeur
totale.

C) produits courants, peu chers, etc; et représentant prés de 50% des articles
stockés et 5% de la valeur totale.

Les modéles classiques ainsi que la plus grande partie des modéles actuels de

gestion des stocks ont pour objectif de minimiser leur codt de gestion en évi-

tant deux situations extrémes. A savoir le «sur-stockage» et le «sous stockage».
Dans ce systéme de contraintes, il est alors clair qu'en fonction de sa classe, chaque
produit aura un mode de gestion spécifique. Eu effet, le coiit de gestion du stock
est obtenu en additionnant le coiit de passation et le colt de détention. Par consé-
quent, le choix de la politique de controle est lié 4 la minimisation du cofit. Nous
présentons dans ce chapitre les éléments importants qui déterminent les systémes de
gestion des stocks et de production, ainsi qu'une revue historique et une synthése
bibliographique concernant la stabilité pour ce type de systémes.
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10.1 Approche heuristique des régles de controle

L’existence de stocks au sein de ’entreprise ameéne le gestionnaire A se poser la
question du niveau optimal de ces derniers, en évitant deux principaux écueils :

1. Le sur-stockage qui est source de cofit pour I'entreprise (cot du stockage phy-
sique, locaux et surfaces utilisés), colits annexes tels que les assurances et
gardiennage ainsi que le colt des capitaux immobilisés dans le stock ct ne
générant pas d’intéréts.

2. Le sous-stockage qui risque d’aboutir & des ruptures de stocks préjudiciables a
'activité de production ou & l'activité commerciale de entreprise (arrét de la
production, perte de ventes, perte de clientéle, etc.).

Par conséquent, la gestion de stock nécessite une régle ou politique de controle

ou de réapprovisionnemment. Définir une politique de réapprovisionnement consiste

essentiellement & répondre & trois questions :

> Quand faut-il réapprovisionner ou une commande doit 8tre émise?

=  Quelle quantité doit étre commandée ou combien faut-il réapprovisionner?

= Quel produit doit-on commander?

Suivant les combinaisons des réponses, il est donc possible de définir quatre politiques
de base pour un réapprovisionnement du stock. Chaque politique est adaptée & un
produit ou & une catégorie de produits. Cela conduit fréquemment a I'utilisation
de plusieurs politiques, voire les quatre politiques simultanément. La difficulté pour
le gestionnaire consiste 4 choisir la meilleure politique adaptée a chaque produit,
-afin d’éviter les ruptures de stock et les immobilisations financiéres importantes. Ce
double objectif, apparemment contradictoire, fait constamment appel & I'arbitrage
.et au compromis, il faudra sans cesse minimiser ou maximiser un paramétre soumis
4 plusieurs contraintes, par exemple : minimiser la quantité stockée sous contrainte
de non rupture de stock et en achetant des quantités de maniére économique.

Récpprovisionnemeni & date et quantité fixes

Dite aussi méthode «calendaire», les livraisons des commandes se font & dates
fixes. Les quantités livrées sont égales et peuvent se rapprocher de la «quantité
économique» ou correspondre & une livraison particlle d'un contrat annucl. Cette
méthode s'applique essentiellement & des produits :

= dont la consommation est réguliére.
< de faible valeur.
e de classe (C).

Avantages .
c»  Simplicité de la gestion des stocks.
c®  Gains d'échelle négociables par les acheteurs.

L]
Inconvénient
e Sila quantité de réapprovisionnement est mal calculée ou si la consommation
n'est pas régulicre, il y a risque «d’inflation» ou de rupture de stock.

e>  Les livraisons urgentes ou hors contrat, peuvent &tre trés cofiteuses (recours
au fret aérien, lancement spécial chez le fournisseur, etc.).
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Réapprovislonnement & date fixe et quantité varlable

Pour chaque produit un niveau optimum de stock est défini. A période fixe, le
magasinier analyse son stock et commande la quantité permettant de compléter au
niveau requis. Cette méthode s’applique essentiellement & des produits :
<  dont la consommation est régulidre.
>  cofiteux, périssables ou encombrants.

1 est possible de faire des périodes d'inventaire ou d’analyse différentes suivant la
catégories des produits.

Avantages
o>  Gestion des stocks simples.
e  Immobilisation financiére faible ou maitrisée.

Inconvénient Si la quantité de réapprovisionnement est mal calculée ou si la
consommation n'est pas réguliére, il y a risque « d'inflation » ou de rupture de stock.

Réapprovisionnement & date varlable et quantité fixe

Plus connue sous le nom de méthode du point de commande, celle-ci consistej
3 définir, dans un concept de flux tiré et de juste & temps, le niveau de s.tock qui
déclenche I'ordre d'achat, de fagon & &tre livré juste au moment de 1’utilisat10n' de' la
derniére piéce. Ce niveau de stock (point de commande) doit permettre de satxsff.ure
les besoins durant le délai allant de la date de déclenchement de commande & la
date de livraison. Le point de commande s'appelle également seuil de commande ou
seuil de réapprovisionnement.

Cette technique est utilisée essentiellement pour les articles de classe (A) car elle
demande un suivi permanent des stocks entrainant un colit de gestion élevé. Notons
que la méthode de Kanban est une forme d'approvisionnement & poirt de commande

(cf. ARROW [17]).

Avantages
@  Permet d’éviter les ruptures de stocks.
>  Adapté & une consommation partiellement irréguliére.

Inconvénient

o  Impose un suivi permanent des stocks pouvant entrainer des coits adminis-
tratifs importants.

e»  Peut encourager & faire des stocks de sécurité.

Réapprovisionnement & date et quantité varlables

Cette méthode est principslement utilisée pour les articles de classe (A) dont les
prix de revient varient fortement ou dont la disponibilité n'est pas permanente.

Exemple 10.1. Métauz précieus , bois ezotiques, elc.

L'achat se fait sur estimation en fonction des opportunités du ma.r‘ché. Dans
les estimations, il faudra prévoir les besoins pour les commandes spécifiques, les
fabrications de Uentreprise, les aléas de fabrication, etc.
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Avantages Permet, éventuellement, de profiter des tarif trés intéressants.

Inconvénient

e> ]l faut faire un suivi permanent des cotits du marché pour effectuer les achats
les plus intéressants.

> 1l ne peut &tre utilisé que pour un nombre réduit d’articles sinon P'entreprise
risque de se fragiliser.

= ]l peut favoriser la spéculation.

10.2 Composantes des systémes de gestion des stocks

Le premier modeéle classique de gestion des stocks est le modéle déterministe de
la quantité économique de commandes (QEC) et dont la dénomination universelle
est «EOQ model». Ce modgéle a été introduit en 1913 par F. W. HARRIS [143] en
considérant pour la premiére fois le probléme d'optimisation d'une fonction de colt
dans la gestion des stocks. Dans ce modéle, trés simplificateur, on considére un seul
article non périssable et on suppose que le processus des demandes est déterministe,
le temps est continue, I’horizon est infini et le niveau initial du stock est nul. Ce
modéle a été profondément anslysé par WILSON en 1934 qui a établi une formule
basée sur un modéele mathématique simplificateur dans lequel on considére que la
demande est stable sans tenir compte des évolutions de prix, des risques de rupture
et des variations dans le temps des colts de commande et de lancement : on dit
aussi «en avenir certain» (cf. [293]). Il est important de signaler que ce modéle est
le plus utilisé, de nos jours, dans la gestion des stocks par les petites entreprises.
Pour une analyse exhaustive de ce type de modeéles, on peut se référer 4 la synthése
de WoLD et JUREEN [295].

L'étude des modéles de gestior des stocks avec un processus de demande aléatoire
n’a débutée qu’aprés la seconde guerre mondiale. C'est ce type de modéles qu’on
appelle modéles stochastiques de la gestion des stocks. La régle de controle de la
gestion des stocks inclut plusieurs types de problémes tels que statistiques (analyse
des données, inférence, estimation des paramétres, etc.), informatique (maintenir le
niveau du stock dans une base de données adéquate) et recherche opérationnelle
{(modélisation et détermination d’une régle de contréle optimale ou raisonnable).
Différents types de systémes de gestion des stocks peuvent 8tre considérés tels que
les systémes purs de gestion des stocks ol seulement la gestion du stock est prise en
considération. D’autres systmes sont ceux de la gestion des stocks et de production,
ou les processus de production sont inclus dans l'analyse de ce type de systémes.
Il est & noter que notre travail concernera des modéles dans les systémes mixtes de
production et de gestion des stocks.

Chaque probléme particulier & ses propres caractéristiques dont les plus impor-
tantes sont citées ci dessous.

4 Horizon de planification : 1l représente la durée de temps & travers la-
quelle le niveau du stock est controlé. Cet horizon peut &tre considéré fini, infini,
déterministe ou stochastique (aléatoire). Dans les modéles que nous étudierons,
on considére que 'horizon est infini.

- ¢ Produits : Le stock peut étre constitué de plusieurs types de produits. 3
cet effet, les produits stockés penvent se distinguer les wns des autres par des
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conditions de stockages particuliéres & chaque type (taux d’humidité, tempéra-
ture, sensibilité & la poussiére, etc.). Ainsi, les produits périssables ou qui peuvent
etre sujets a l'obsolescence doivent naturellement 8tre gérés et stockés d’une ma-
niére différente. De plus, des interactions entre les différents produits ne sont pas

4 écarter. Dans notre analyse, on considérera que des modéles de gestion des -

stocks avec un seul article. En fait, la plupart des modales de gestion des stocks
concernent des stocks & un seul produit. En effet, dans le cas des problémes de
gestion de plusieurs types de produits, il est supposé une gestion simultanée a
cause des ressources disponibles telles que 'espace de stockage, budget unique,
etc.

¢ Processus de demandes : Le processus de demande peut se produire d*une
maniére continue dans le temps ou seulement & certains instants fixés. Les de-
mandes peuvent &tres de tailles discrétes {1,2,...} tel que les composants élec-
troniques ou continues (0,+00) tel que le gaz. Le processus de demande peut

tre stationnaire ou non stationneire. De plus, il peut 8tre déterministe ou sto-
chastique. Dans le cas des demandes aléatoires on peut considérer le processus
accroissement indépendant (POISSON composée) ou non (processus de renouvel-
lement composé), connu ou non. La plus simple hypothése est que le processus de
demande soit déterministe et stationnaire & taux constant. Cette hypotheése est
vérifiée dans les modéles & quantité de demande économique (EQQ).

4 L’inspection (la revue) : Le contréle du nivean du stock peut s'effectuer
d'une fagon continue ou périodique.

1. Dans le cas d’une inspection continue, le niveau du stock est connu & chaque
instant dans le temps mais la décision de lancer une commande, due a
des restriciions extérieures, ne peut 8tre effectuée qu'a des instants don-
nés (points discrets) dans le temps. Ce type de systdme est d’un niveau de
sécurité élevé mais il s’avére en général trés cofiteux.

2. Dans le cas d’une inspection périodique, le niveau du stock n’est connu qu'a
des instants particuliers (points discrets) dans le temps. Comme exemple
llustratif, citons l'inspection aprés la fin de chaque journée permet d’évaluer
Pétat du stock et la décision de lancer une commande ne peut se faire qu'a
ces instants. Notons que ces moments représentent le début d'une nouvelle
période.

4 Délais de livraison : Il représente le laps de temps qui sépare le moment
de lancement d’une commande et instant de sa réception. On peut comsidérer
un délai de livraison déterministe ou stochastique. Dans le premier cas, le temps
de livraison peut &tre considérer nul [143] (remplacement instantané) ou positif.
Or, lorsque le délai de livraison est supposé aléatoire, I'analyse du systéme peut
s’avérer trés complexe. Dans ce cas, on suppose que les commandes ne peuvent
pas se croiser. En d’autres termes, les commandes arrivent suivant 'ordre de leur
lancement dans le temps. On considérera dans notre analyse ce dernier type de
modéles.

¢ Rupture ou mangque : Dans le cas oil une demande arrive alors que le niveau
du stock est nul ou n’est pas disponible & répondre 4 la demande, alors on a une
rupture ou manque de stock. La fagon dont le systéme réagit a cette situation
est fondamentale pour la structure du processus. D’une maniére générale, deux
possibilités sont offertes. Ou bien la demande est perdue ou elle sera satisfaite
durant la prochaine période si c’est possible.
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1. Modéles avec arriérées de commandes : Les demandes en excés sont
satisfaites & la prochaine période dés la reception d’une commande. Les
deux prochains chapitres 11 et 12 concerneront deux modéles avec arriérées
de commandes.

2. Modeles avec ventes perdues : Les commandes en excés sont simplement
ignorées.

3. Modéles mixtes : Plusieurs variantes peuvent &tre considérées. Ainsi, on
peut choisir d'ignorer une partie des demandes et de laisser une partie &
satisfaire la prochaine période. Une autre variante est liée & la volonté du
client qui est prés & attendre un certain temps fixe pour que sa demande
soit satisfaite sinon il retire sa commande.

¢ Capacité : Un paramétre important qui complique 'analyse d’un systéme de
gestion des stocks est I'hypothése que la quantité que peut acquérir le gestionnaire
suite & une commande est limitée ou méme aléatoire. Cette limitation peut étre
liée & la capacité de stockage, de la chaine de production ou de la capacité du four-
nisseur (capital, moyens de transports, moyens humains, etc.). Dans les modéles
considérés aux chapitres 11 et 12, on supposera que la capacité de production et
de stockage est, finie.

4 Couts: La fonction coit est une caractéristique importante dans les systames
de gestion des stocks. En fait, le but recherché est la minimisation de cette fonction
tandis qu'on essaye de garantir la disponibilité des produits. Plusieurs types de
colitt peuvent étre envisagés.

1. Conts d’approvisionnement : A chaque fois qu'une commande d’achat
ou un ordre de fabrication est lancé, cela cotite de I'argent & I'entreprise. Il
faut en effet penser aux dépenses indirectes induites par ces opérations. Ces
colts peuvent &tre partitionnés en deux catégories :

(a) Tl s’agit d’un colt qui dépend de la taille de la commande. Ainsi, il est
associé & la passation de la commande, & sa réception et au réglement de
la facture du fournisseur. Les propriétés et la complexité de la fonction
des cofits associés au modele déperdent de I'hypothése faite sur ce cofit.
Ainsi, 1a fonction des colts peut &tre concave, convexe, ou générale. En
régle générale, on suppose que ces colts sont proportionnels a la taille
de la. commande, ce qui exprime le caractére linéaire de la fonction des
coilts.

{(b) Ce cofit ne dépend pas de la taille de la commande et est appelé colt
marginal de la commande supplémentaire,

2. Couts de stockage ou de possession : Ils sont dus a la structure du
systéme et considérés comme le résultat direct du maintien des produits en
stock. Citons & titre indicatif le cofit d’intérét (le stock est un capital im-
mobilisé), le cofit d’obsolescence (par exemple dans I'industrie de la mode),
le collt concernant le loyer et le stockage (&lectricité, réfrigération, chauf-
fage, etc.) et le colt concernant les taxes, assurances et pillage. La prise en
compte de tous les colits n'est pas facile & entreprendre et des hypothéses
simplificatrices sont nécessaires. A cet effet, dans un systéme 4 revue pério-
dique ces cotts sont évalués 4 la fin de chaque période alors que dans
systéme 4 inspection continue, ils sont calculés contintiment.
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FRY appela ce type de probléme, le probléme du marchand de journaux
qu'il considéra comme le plus simple parmi les problémes de congestion dans lesquels
les demandes de service sont engendrées par des sources multiples agissant chacune
plus au moins indépendamment de 1’autre. La loi de POISSON est considérée comme
la base fondamentale sur laquelle la majorité des problémes ont été résolus. .
Ne™

4!
Avec A = 10, la solution du probléme proposé dans cet exemple représente le stock
de sécurité S* = 10 obtenue comme solution du probléme d’optimisation

Le probabilité qu'une demande pour j articles soit effectuée est P(j) =

= ]
S* =min{n: Z(] -n)p; £ m} (10.1)
Jj=n
Relativement & la distribution de POISSON, FRY établit I'équation différentielle
dP(j . i .
7;]_). =c[P(Hj-1)—-P@y), A=ca.
Il montra que la distribution de POISSON peut &tre considérée comme un cas limite
de la loi Binomiale en utilisant les données de BORTKIEWICZ sur le nombre de
soldats tués dans une course aux chevaux [53].

FRY tenta de justifier d'une maniére heuristique son critére donné par la relation
(10.1) (cf. [117]). Cependant, ARROW, T. HARRIS et MARSCHAK {17] trouvérent
une approche exacte pour un critére plus réaliste et une régle de controle de type
(s,S). Ainsi, & 'instant 0, ils choisirent la valeur moyenne actuelle de la somme
totale & perdre dans un horizon future comme suit
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L(y) = L(y}s,8) = Y a"ELs{l(YA)]- (10.2)

n=0

Avec est la période de perte, le facteur de discontinuité ar, 'espérance mathématique
E} s de la loi de probabilité déterminée par le stock initial y et les paramétres de
décision (s,5). Notons que Y, représente le niveau du stock a la n*™ période.

La dynamique du modéle stochastique de la gestion des stocks est déerit en
termes de deux processus aléatoires. Le premier concerne le processus des demandes
aléatoires D = (Dy; k = 0,1...) décrit per la suite de variables aléatoires identique-
ment distribuées de variable générique D et de fonction de répartition Fp, ot D,
représente la quantité demandée sur l'intervalle de temps (n,n + 1). Par ailleurs,
on note respectivemnent par ¥, @, le niveau du stock et la quantité commandée
durant la n®*™ période avec un délai de livraison nul. Alors, le processus du stock
en main est défini par la formule récursive

Yo = max(Yy +Qn — Dn,0). (10.3)

Dans le cas de la régle de contréle de type (3,5) avec 0 < 8 < S, le processus du
stock en main donné par la relation (10.3) est spécifié comme suit

Yoo = { max(S — D,,0) siY,<s, (10.4)

max(Y, — D,,0) si¥,>s.

Si de plus, la suite de variables aléatoires D sont indépendantes stochastiquement,
alors le processus Y = (Y,;n =0.1,...) est markovien d'aprés I'¢équation (10.4).
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Par conséquent, I'espérance mathématique dans I'équation (10.2) est bien déterminée
(cf. {110]). Par ailleurs, d’aprés 'équation récursive (10.2), on obtient

L(y) =1(y) + aE[{L(Y1)]. (10.5)

*En réduisant 'équation (10.5) & la forme standard de I'équation intégrale de la théo-
rie de renouvellement (cf. [111, 94]), ARROW, T. HARRIS et MARSCHAK obticnnent
expliciternent la solution L et minimisérent ainsi les paramétres s* et S* [17].

Par conséquent, le stock optimal sous la régle de controle (s,S) se réduit a
minimiser une fonction & deux variables. Ceci constitue une solution du probléme
de choix de la politique optimale et consiste & optimiser dans ’ensemble H des
politiques de type (s,5) (cf. [17]). Cependant, il semble que dans des modéles plus
généraux ayant comme équation de balance (d’équilibre) 'équation (10.4), la régle
optimale n’appartient pas nécessairement & 'ensemble H.

D’aprés la conception de ARROW, l'aspect réaliste du probléme de décision est
séquentiel et incertain. A cet effet, WALD décrit incertain par un processus aléatoire
D= (Dyn=01,,...) dont la distribution est connue comme un élément d’un
ensemble de distributions H (cf. [287]). Dans le probléme de décision d’un point de
vue statistique de WALD, V'expérimentation est séquentielle, ce qui signifie que les
observations sont faites sur certaines variables du processus D et a différents niveaux.
A cet effet, le controle de I'expérimentation avec la décision finale peuvent &tre
décrits ensemble par une fonction statistique de décision notée 4. Par conséquent, le
probléme de décision d'un point de vue statistique peut &tre appréhendé comme la
somme nulle entre deux joueurs. Plus précisément, on a

1. Le premier joueur est la nature qui choisit un élément Fp de H pour &tre la
vraie distribution de D.

2. Le deuxiéme joueur est le statisticien qui choisit la décision 4.

Le résultat est le risque r(8,Fp) qui est constitué de la moyenne de perte plus la
moyenne du colt d’expérimentation (cf. [287]). De la méme maniére, DVORETZKY,
KIEFER et WOLFOWITZ considérérent le probléme de gestion des stocks ot la dis-
tribution Fp du processus de demande est inconnue, § est une régle de contrdle et
r(Fp,8) représente la valeur actuelle de la moyenne totale de perte (cf. [99, 97]).
Par conséquent, si une mesure de probabilité g est donnée sur , alors une régle de
contrdle §, ayant la propriéié

[ r®0,8.)du(F0) = mjn [ r(Fo,8)du(E)
H H

est dite solution de BAYES relative & une distribution a priori g donnée. Dans [98,
99], une solution de BAYES pour un probléme de gestion des stocks dans un nombre
fini d’intervalles de temps (Horizon fini), a été construite par une méthode récursive
comme dans {287, Chapitre 4, §1]. Cette approche constitue une autre alternative
pour étudier ce type de probléme d’un point de vue statistique et d’optimisation.
Rappelons que I’équation (10.5) représente le coiit moyen d’escompte pour le
stock en main relativement & une régle de contrdle. Or, méme pour des modéles
généraux, le colt moyen peut se diviser en deux parties : le cofit engagé dans la
premiére période et la moyenne du coit futur d’escompte. A cet effet, DVORETZKY,
KIEFER et WOLFOWITZ ont trouvé le coit total d'escompte f. ponr un systéme




10.4 Modélisation et optimisation stochastiques dans les systdmes des sfocks 205

z,
de gestion des stocks contrélé par une régle optimale et un stock initiel y, par une
fonctionnelle

f@ﬁﬂg{wwd+aﬁvb—ﬂﬂb@ﬁ. (10.6)

ot u(y, 2) est le colt de commande au point de commande z. Celle-ci est établie dans
le cas de stationnarité et d’indépendance, ce qui signifie que la suite des variables
aléatoires représentant le processus des demandes sont indépendantes et identique-
ment distribuées dont la distribution commune est donnée par Fp. L’ensemble H
des régles admissibles contient des régles qui controlent une quantité positive ou ne
contrélent absolument rien. Dans [98, 99}, Pexistence et 'unicité des solutions pour
de telles fonctionnelles a été démontrée. Notons que dans la pratique, de simples
structures pour les régles de contréle sont préférables & des solutions numériques.
D'un autre c6té, DVORETZKY, KIEFER et WOLFOWITZ ont étudié la régle de
controle de type (s,5) mais seulement dans le cas statique dans une seule période
d’intervalle de temps, un coit fixe de stockage et U'habituel cofit de commande [98]

2(y,2) = plL — Fp(z)] + cz + { === n } . (10.7)

Dans [98, Chapitre 2, §5], un exemple est exhibé ol une régle optimale n’est pas
de type (8,5). Cependent, pour un méme coft v(y, z) donné par(10.7), des condi-
tions suffisantes d’optimalité pour une régle de type (s,S) peuvent &tre trouvées
caractérisant la fonction de répartition des demandes Fp [$7]. Ainsi, la méme idée
a 6té reprise par KARLIN pour une structure de cott plus générale et pour le cas
dynamique. En utilisant la théorie des jeux, il considéra la structure des modéles
de la programmation dynamique ot il réussit & réduire le cas dynamique au cas
statique. I a pu établir des conditions suffisantes pour que la politique (s, S) soit
optimale pour les modéles dynamiques AHM dans le cas des densités du processus
de demandes est de type POLYA telles que la distribution Gamma, la distribution
Normale tronquée, et les cofits du stock en main et de commandes sont purement
de type linéaire (cf. {16, Chapitre 8 et 9] et [175]). D’un autre c6té, SCARF déter-
mina des conditions d’optimalité de la politique de commande de type (s,S) dans
le cas dynamique. Les conditions qu'il établit ne dépendent pas explicitement de la
distribution des demandes mais de la moyenne du cott par période qu’il appelle la
K-convexité [253]. L'enalyse présentée dans I'article [98, 99] est considérée comme
une continuité du travail eflectué dans [17], en considérant le cas d’une seule pé-
riode ou une infinité de périodes d'intervalles de temps. Par ailleurs, il considéra le
cas d’un nombre fini d'intervalles de temps, Yinter dépendance des demandes dans
différents intervalles de temps, des demandes simultanées pour différents articles et
autres. Récemment, il montra l'optimalité de la politique (8,5) lorsque les ventes
sont faites d’une fagon discréte et montra une nouvelle propriété de la K-concavité
de la fonction coat [252].

BELLMAN, GLICKSBERG et GROSS trouvent un ensemble de fonctionnelles de
type (10.6) comme un outil important pour la modélisation. Ainsi, ils ont étudié
un nombre de telles fonctionnelles et ont pu déterminé non seulement l'existence,
1"unicité et la convergence des approximations successives, mais aussi la structure
de la politique (cf. [39]). La programmation dynamique utilisée est simple dans le
cas déterministe, alors que le cas stochastique s'avére plus délicat dans le cas des
processus markovien de décision [38|. Ainsi, une approche formalisée a été proposée

206 Synthése sur les systémes de production et de gestion des stocks

par BLACKWELL dans le cas d'un espace fini en 1962 et pour des espaces généraux
en 1965 dans le cas stationnaire [44, 43]. Les modeéles dynamiques non stationnaires
généralisant les travaux de DVORETZKY, KIEFER et WOLFOWITZ, qui incluent le
cas ol la distribution des demandes n'est pas complétement connue, sont développés
par HENDERER [150].

10.5 Probléme de stabilité dans les modéles de gestion des
stocks

En ce qui concerne I'analyse de stabilité pour les problémes de gestion des stocks,
il 8’est posé pour la premiére fois par BOYLAN en 1969 [56]. L’approche qu’il consi-
déra est liée au concept de continuité de 'équation du stock optimal relativement a
un ensemble de paramétres. Plus précisément, il montrs. que la solution de 1'équa-
tion du stock optimal donnée par une équation fonctionnelle de type (10.6) on
v(y, z) = g(z) + h(z — y), C'est-a-dire

16) =t {e(e) + nta =) +a [ fe-2)awolo)}

dépend d’une fagon continue des paramétres g, h, a et Fp. Dans ce cas, f(y) re-
présente le colt moyen stationnaire optimal du stock dans une période avec un
stock initial y. Par ailleurs, la fonction g dénote le cott de stockage ou de perte en
cas de rupture, h représente le coit de commande, a un facteur d'escompte et Fp
représente la fonction de répartition des demandes.

Cependant, la complexité des modeles de gestion des stocks a fait resurgir plu-
sieurs approches pour l'étude de la stabilité de ce types de modeles. En 1994, Fu
et HU ont étudié la récurrence au sens de HARRIS pour les systémes de gestion des
stocks de type (s,5) avec un délais de livraison aléatoire ol une analyse de la sensi-
bilité de ce type de systémes a été abordée [118]. A la méme période, GLASSERMAN
et TAYUR étudiérent la sensibilité de la capacité de production dans les systémes de
production et de gestion des stocks [127).

L'utilisation de certaines métriques probabilistes pour I'étude de Ia stahilité des
modeles de gestion des stocks a fait I'objet en 1996 d’un travail de BULINSKAYA [62].
Notons que dans cet article, 'auteur a considéré un modele a temps discret dont les
processus de demande et d’approvisionnement, sont tous les deux aléatoires.

GLASSERMAN & obtenu des bornes de certaines approximations asymptotiques
pour le niveau critique du stock S” [126].

Quant & De KOK et INDERFURTH, ils ont montré comment le plan de stabilité
est affecté par les parameétres de controle si les politiques de contrale de type (s, ),
(8,nQ) et (R,S) sont considérées (appliquées) [194]. Ils ont montré que le point
de commande s n'influc pas sur la stabilité alors que la taille des paramétres @,
D = § — s et R peuvent avoir un impact considérable sur la nervosité du systéme
relativeinent & la perturbation qui peut survenir sur le niveau des demandes dans
chaque cycle de planification. Cependant, cette influence devient un peu différente
en utilisant des mesures de seunsibilité différentes lorsque on considére le point de
lancement de la commande ou les déviations des quantités de commandes. D’antre
part, CHEN et ZIIENG ont montré que le cott de stock dans un modéle (R,s,.5) est
relativement insensible aux changements de D = $—3 [70]. L'analyse de la sensibilité
de certaines approxirations du niveau du stock, dans les systémes i revie contime
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de type (Q,r) pour le cas des modéles & produita périssables, a été abordée par
CHIU (1999) [75]. Notons que dans ce type de systémes, le paramétre @ dénote la
quantité & commander et r le point de commande.

Par ailleurs, la recherche d'une stratégie de gestion dans un horizon fini pour les
modeles de gestion des stocks, souléve le probléme de la sensibilité des performances
du systéme relativement & la perturbation des décisions planifices concernant les
cycles de commendes. Cette sensibilité s’appelle nervosité du plan du systéme. Une
comparaison entre les plans de stabilité sous les politiques (8,8) et (8,nQ) a été
menée par HEISIG en 2000 [148]. Cette analyse constitue une continuité de son
article paru en 1998 [149]. II montra analytiquement comment le plan de stabilité,
concernant les déviations des commandes planifiées dans toutes les périodes, pour
un horizon de stabilité donns, est affecté par l'utilisation des politiques de contréles
(8,5) et (2,nQ). Plus précisément, il a établi que le point de commande & n’affecte
pas la stabilité alors que la taille déterminant les paramétres D = § — s et @, ainsi
que e niveau d'incertitude ont un impact considérable [148].

La théorie de perturbation n’a été considérée que trés récemment par BULINS-
KAYA (1996) [62]. Ainsi, BULINSKAYA (2001) considéra de petites perturbations
aléatoires, relativement & une métrique probabiliste pour 1'étude de la stabilité de
certains systémes de gestion des stocks [61]. Notons aussi 'analyse globale que I'au-
teur a considéré en 2004 od il a étudié les différents ordres stochastiques dans les
modeles de gestion des stocks [63]. Enfin notons le travail trés récent de MOUHOUBI
et D. AISSANI [221], et RABTA et AIsSANT [235, 236]. Ils ont montré 'applicabilité
de le méthode de stabilité forte pour 'analyse des systémes de gestion des stocks.
Ces deux derniers auteurs ont analysé la stabilité du niveau du stock en main dans
les systémes purs de gestion des stocks de type (R, s, S) avec délai de livraison nul
[234, 237, 235, 236]. Cependant, leurs analyse ne concernait que les systémes dé-
crits par des chaincs de Markov finics contrairement & I'analyse faite par les deux
premiers suteurs MOUHOUBI et D. AISSANI [221]. En effet, ils ont considéré des
systémes mixtes de production et gestion des stocks ot le délais de livraison est
al¢atoire. Ceci les ramana & analyser des processus & espace d’états infini.

Conclusion

Dans ce chapitre, on a tenté de donner les éléments indispensables pour la com-
préhension des systémes de production et de gestion des stocks. De plus, P'origine
historique du probléme de stabilité dans les modales de gestion des stocks et de
production a été présentée. Les récents travaux concernant ce type de problémes a
&té abordé. A cet effet, le chapitre 11 et 12 seront consacrés & I'analyse de l'aspect
qualitatif et quantitatif de I'ergodicité uniforme et de la stabilité forte du processus
de déficit dans deux modéles F3 et F,4. Notons que §; est le modéle perturbé du
modéle §4 aprés perturbation de sa structure liée & sa décision de satisfaction des
commandes qui arrivent au cours d’une période de production. De plus, pour les
deux modeles, la perturbation concerne la distribution du processus des demandes.
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Faculté des Sciences Exactes a1 (0 <i<8), calculer le nombre moyen de périodes
l Département de Recherche Opérationnelle jusqu’a I’épuisement du stock (on ne cherchera pas a
Master 2 résoudre explicitement le systéme).
c) Le colit de stockage est C; par unité de marchandise et
par période (toute période commencée est due en entier).
Module T.A.G.S Le cofit de pénurie est C; par unité de marchandise. Le
(Techniques Avancées de Gestion de Stock) colit d’une commande de quantité x est Cz + Cq4x, si X
> o, nul si x = 0. Le revenu est v par unité vendue.
Travaux Dirigés n° 1 Etablir, en régime stationnaire, I’expression du revenu
201272013 moyen par période y (exprimé en fonction de s, S, (oy),
i ). (On pourra d’abord calculer le revenu r(j , k) d’une
période (ty, th+1), sachant X, = jet Dpq =K, puis lever les
conditions sur k et enfin sur j).
Probiéme: d) Application numérique (pour a) , b) , ¢)).
On considére un modele de gestion de stock du type (s,9) tel LoideD:
qu’aux dates t, (n >=1) on observe I’état du stock X,,.
K 0 1 2 3 4 5 6 |k >
Lorsque X, <s, on passe une commande de maniére & ramener le 7
stock au niveau S. Sinon, on ne passe aucune commande. Les délais de Pr 0.1102102102101101101 10
livraison sont supposés négligeables. (D=k)
Durant la période (t;, ty+1), la demande est une variable aléatoire Ci=5; C2=10;C3=10,Cy=5, v =20.
entiére Dy+i. On suppose que les variables aléatoires D, sont mutuellement Comparer les deux politiques (s=1 ; S=3) et (s=2 ; S=4).

indépendantes, identiquement distribuées, avec
a,=Pr|D, =k| (k=0,1,2,...).

a) Montrer que (X;), est une chaine de Markov homogeéne.
Calculer sa matrice de transition et étudier son
comportement asymptotique.
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‘Exercice 1 :

La demande journaliére d'un certain produit est de 1600
unités. On commande au début de chaque période (de longueur 7)
une quantité Q de sorte a satisfaire complétement la demande et
avoir un stock nul 4 la fin de la période. Le colit de stockage est de
0,05 DA par article et par jour. Le prix d'achat est de 45 DA par
unité. De plus, un coit fixe de 1000 DA est encouru pour chaque
commande.

Calculer la quantité de commande optimale ainsi que la
période de réapprovisionnement correspondante.

Exercice 2 :

Considérons le modele de gestion des stocks suivant. On
achéte une quantité Q d'un produit occasionnel destinée a la revente
durant une seule période pour satisfaire une demande aléatoire D.
Tout article non vendu a la fin de la période est soldé. Considérons
les parameétres suivants :

C, : colt de liquidation (d'articles non vendus) par unité.
C, : colit de pénurie par unité.

Donner l'expression du coiit total moyen ainsi que la quantité
* . « . . .
de commande Q qui le minimise, dans les cas suivants:

- Lademande D suit une loi uniforme U (o, ).
- Lademande D suit une loi exponentielle £( ).

Exercice 3 :

Soit le modele de gestion des stocks mono-produit mono-
echelon a revue périodique de type (R,s,S). L'état du stock est
inspecté aux instants #, = nR, (n=0,1,2,... et R>0 constant). Si le
niveau du stock en main au moment de la revue ¢, est inférieur a s,
on commande suffisamment d'articles pour atteindre le niveau S.
Les commandes arrivent immédiatement. Soit X, la quantité en
stock a la fin de la période n (avec Xp = S)

Supposons que les clients arrivent suivant un processus de
Poisson et notons par N, la variable aléatoire donnant le nombre de
seme

clients arrivés durant la période de temps i de longueur R. Le j
client demande une quantité aléatoire &; (les &; sont i.i.d).

- Donner l'expression de la demande totale D; durant chaque
période i (D;suit alors une loi de Poisson composée).

- Montrer que dans ce cas, X=(Xm=0 €st une chaine de
Markov.

- En posant ax = P(D; = k), écrire la matrice de transition de
X et montrer qu'elle admet une distribution stationnaire
unique (sans la calculer).
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