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Introduction

L’objectif de ce mémoire est de présenter un ensemble de résultats concernant les
problémes aux limites associées & des équations différentielles ordinaires du second ordre.
Nous nous intéressons particulierement aux problémes de Sturm-Liouville posés sur les
intervalles bornés ou non bornés de la droite réelle. Nous rassemblons dans ce travail des
résultats classiques ainsi que des résultats récents moins connus dans la littérature, sur
le sujet. Des résultats permettant de bien maitriser quelques outils de base, notamment
I’alternative de Fredholm, la fonction de Green et les théorémes du point fixe, nécessaires
a une étude plus approfondie des problémes aux limites.

La théorie de Sturm-Liouville () linéaire s’intéresse aux équations différentielles ordi-

naires linéaires de la forme

(p(x)y'(2)) + (Ar(z) + q(2)y(z) = f(2), (0.0.1)

dans lesquelle le parametre A\ et la fonction y sont des inconnues. Cette équation est
souvent posée sur un segment |a, b| et est associés a des conditions aux bords reliant y(a),
y'(a), y(b) et y'(b). Notons que les solutions de ce probléme apparaissent comme valeurs
propres et vecteurs propres de l'opérateur linéaire Ly = @ [(p(z)y") + q(z)y], our #0

sur [a,b]. Le résultat principal de cette théorie est de trouver une base orthonormée de

I'espace vectoriel L?([a,b]), des fonctions de carré sommable sur l'intervalle [a, b], muni
b

du produit scalaire (f,g) = / r(z) f(z)g(x)dz. Une base composée de vecteurs propres

a
correspondant & des valeurs propres distinctes formant une suite strictement croissante.
Dans le cas ou le paramétre A n’apparait pas dans ’équation, les solutions du probléme

s’écrivent sous la forme intégrale

y(z) = / Gl ) F(H)dt,

(1) Charles Sturm (1803-1855), francais Joseph Liouville (1809-1882), francais.



Introduction

ou G est dite fonction de Green.

Ce mémoire comporte deux chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux problémes linéaires. Nous commencons par dis-
cuter les différents types de conditions aux bords, des conditions qui ne sont pas les mémes
que celles intervenant dans le probléme de Cauchy et qui ont des propriétés particuliéres
(lalternative de Fredholm). Ensuite, nous donnons la définition ainsi que les propriétés
d’une fonction qui joue un role fondamental dans la représentation des solutions de tels
problémes. Cette fonction est appelée fonction de Green qui porte le nom du mathémati-
cien anglais George Green (1793-1841). Nous présentons aussi des méthodes pratiques
permettant le calcul de cette fonction. La derniére partie de ce chapitre est consacrée a
I'étude de I’équation (0.0.1) associée & des conditions aux bords linéaires séparées.

Dans le deuxiéme chapitre nous étudions I’existence et I'unicité de solutions de quelques
problémes de Sturm- Liouville non linéaire en utilisant la théorie du point fixe. Les ré-
sultats de ce chapitre varient selon les hypothéses portant sur le terme non linéaire ainsi

que selon le bornage ou non de I'intervalle d’étude.



CHAPITRE

Problémes aux limites

linéaires

1.1 Introduction

Considérons I’équation différentielle du second ordre linéaire

(E)  p@)y" +q(2)y +r(x)y = f(x), =€la,b]

ou p, ¢, r et f sont des fonctions continues sur [a, b], associée a des conditions aux bords

linéaires non séparées :

(") Ui(y) = ary(a) + aay'(a) + azy(b) + auy'(b) = 7,
Uz(y) = Bry(a) + Byy'(a) + Bay(b) + B4y’ (b) = 0,

ou les oy, 3;, 1 =1,4 et v, 0 sont des constantes réelles données.

Définition 1.1.1 On appelle probléme aux limites homogéne associé au probléme

(E) + (F) le probléeme (Eg) + (Fy) tel que :

(Ey)  p@)y" +q@)y +r(@)y=0, a<z<b

oaqy(a) + agy'(a) + asy(b) + auy'(b) = 0,

B1y(a) + Byy'(a) + Bsy(b) + B,y (b) = 0.
Si(f#0ety=6=0) ou(f=0¢et(y#0 oud+#0)), on dit que le probléme (E)+ (F)

(Fur)

est semt homogéne.



1.1. Introduction

Remarques 1.1.1

1. Le probléme aux limites (E) + (F') est dit régulier si a et b sont des nombres finis
et p, q, v sont des fonctions bornées sur [a,b] et p(x) # 0 Vx € [a,b], sinon on dit

qu’il est singulier.

2. Une solution d’un probléme aux limites est une fonction qui satisfait [’équation et

les conditions aux limites associées.

3. Les conditions aux bords linéaires (F') sont générales, en particulier elles

comprennent :
a) les conditions de Dirichlet : y(a) =, y(b) =06 ;
b) les conditions de Neuman : y'(a) =, y'(b) =9 ;
c) les conditions mixte : y(a) =y, y'(b) =0 ou y/(a) =, y(b) =6 ;
d) les conditions aux limites linéaires séparées

ay(a) + aoy'(a) = v
519(6) + Bzy/(b) =0,

ol a2+ #0 et 3,2+ 8,2 #0;

e) les conditions aux limites linéaires périodiques

y(a) = y(b)
y'(a) =y'(b).

Remarque 1.1.2 L’étude de l’existence et de ['unicité de la solution des problémes aux
limites est plus difficile que celle des problémes a valeurs initiales (problémes de Cauchy).
En fait, dans le cas des problémes aux limites, une légére modification dans les conditions
auz limites ou dans la longeur de ["intervalle d’étude peut conduire & des changements
significatifs dans le comportement des solutions. Par exemple, le probléme a valeurs ini-

tiales
y'(z)+ylx) =0, 0<z<m

y(0) =, ¥'(0) =4,
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a pour tout 7y, 6 € R, une unique solution définie par y(x) = ycosx + dsinz.

Cependant, le probléeme aux limites
y'(x) +y(x) =0, O0<z<m
y(0) =0, y(m) =~ (v #0),
n’admet pas de solutions et le probléme
y'(z) +y(x) =0, 0<z<b(0<b<m),
y(0) =0, y(b) =,
a pour tout v € R, une unique solution définie par y(z) = 72%

Alors que le probléme

y'(z)+ylx) =0, 0<z<m
y(0) =0, y(m) =0,

admet une infinité de solutions définies par y(r) = csinz, ¢ € R.

Le probléme homogene (Ey)+ (Fy) admet toujours la solution triviale y = 0. D’apres
I’exemple précedent il peut avoir une solution non triviale. Le théoréme suivant donne
une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme (Ey)+ (Fy) n’ admet pas des

solutions non triviales.

Théoréme 1.1.1 ([1], page 234) Soient ¢, et @, deux solutions linéairement indépen-
dantes de léquation (Ep). Alors le probléme homogéne (Ey) + (Fg) a uniquement la

solution triviale y = 0 si et seulement si

Démonstration. Toute solution de I’équation (Ep) peut s’écrire sous la forme

y(@) = c1p1(x) + (), 1, o €R.
y est solution du probléme (Ey) + (Fj) si et seulement si
Ui(c1py + capy) =0
Us(c1p1 + caipy) = 0.

Ce qui donne le systéme linéaire

alUi(er) + cUi(py) =

(5) "
Uz (1) + cala(py) = 0.
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Par suite, le systéme (S) admet uniquement la solution triviale si et seulement si son

déterminant A est non nul. =

Exemple 1.1.1 Considérons le probléme de Dirichlet

(@ 1§ Uily) =y(1) =0,
Ua(y) = y(2) = 0.
On a ¢, (x) = cosh(z? — 1) et () = § sinh(z? — 1) deux solutions linéairement indépen-

dantes de 'équation xy"(z) — ' (x) — 423y(x) = 0 avec

1 1 1 0
A = P1(1) (1) — —%sinh?);é[).

©1(2)  ¢y(2) cosh 3 %sinh?)

Donc le probléeme (Q) n’admet que la solution triviale y = 0.

Dans ce qui suit, nous présentons un résultat, appelé Alternative de Fredholm, qui
assure 'existence et 1'unicité des solutions du probléme non homogéne (£) 4 (F') dans le

cas ol le probleme homogéne n’admet pas de solutions non triviales.

Théoréme 1.1.2 (Alternative de Fredholm) ([1], page 236)
Le probléme non homogéne (E) + (F) admet une solution unique si et seulement si le

probléme homogéne (Ey) + (Fy) admet uniquement la solution triviale y = 0.

Démonstration. Soient ¢; et ¢, deux solutions linéairement indépendantes de
I’équation (Fpy) et v une solution particuliere de I’équation non homogene (FE). Alors

la solution générale de I’équation (E) s’écrit sous la forme

y(x) = c1p1(7) + capy(w) + (), 1, 2 €R,
y est solution du probléme non homogene (E) + (F) si et seulement si

Ui(crpy + capp +90) =
Uz(c1p1 + 200 +90) = 6,
ce qui donne le systéme linéaire

c1Ui(py) + c2Ui(py) + Ui (9)
Uz (¢r) + calUa(py) + Ua(9)

(S !
)
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Le systéme (S’) admet une unique solution si et seulement si

Par conséquent, le théoréme 1.1.1 assure que le probléme homogéne admet que la solution

triviale. m

1.2 Fonction de Green

1.2.1 Fonction de Green associée a une E.D.O. du second ordre

Les fonctions de Green ont été introduites par George Green en 1828, ces fonctions
interviennent dans la résolution de certaines équations linéaires ainsi que dans la trans-
formation d’équations différentielles non linéaires en équations intégrales.

Dans ce qui suit on consideére I’équation différentielle du second ordre (E) associée aux

conditions aux bords linéaires non séparées (F').

Définition 1.2.1 Soit le probléme aux limites homogéne

(Ey) p)y" +q@)y +r(x)y=0, a<z<b
ary(a) + agy'(a) + azy(b) + asy'(b) = 0, (1.2.1)
Bry(a) + Boy/(a) + Bay(b) + By (b) = 0.

(Fir)

On appelle fonction de Green associée au probléme (1.2.1) toute fonction G : [a,b] X

la,b] — R vérifiant les propriétés suivantes :

1. G est continue sur [a,b] X [a,b] ;

2. %—g est continue en tout point (r,t) € [a,b] X [a,b] tel que x # t ;
9G -\ _ 9G +) — _1_ y 9G -\ = lim 9G
3 So(v,07) — GX(w,27) = @ Ve [a, ] ou Gz (x,27) = tl_l)Hxli 5 () et

4. Vt € (a,b) la fonction x — G(z,t) vérifie ’équation homogéne (Ey) sur chacun des

intervalles [a,t) et (t,0] ;

5. Vt € (a,b) la fonction x — G(x,t) vérifie les conditions homogénes (Fy).
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Théoréme 1.2.1 ([2, page 122) Supposons que le probléme homogéne (1.2.1) n’admet
pas de solutions non triviales. Alors, il existe une unique fonction G, dite fonction de
Green, telle que pour toute fonction f la solutiony du probléme semi homogéne (E)+(Fy)

s’écrit d’une maniére unique sous la forme :

y(z) = / G 1) (1),

Démonstration. Existence, unicité et construction de la fonction G
Soient ¢,, ¢, deux solutions indépendantes de (Fy). Par définition, la fonction partielle
x — G(z,t) est une solution de ’équation (Fy) dans chacun des intervalles [a, ] et ]t, ],

il existe donc quatre fonctions dépendantes de la variable t telles que :

Gty = | MORD +2u00e) st asast o)
e () o1 () + po(t)pe(x) si t <z <b.

Ensuite, les propriétés 1 et 3 donnent le systéme :

A ()@1(t) + Aa(t)pa(t) = 1 () o1 (t) + pa(t)p2(t)

(1.2.3)
(B (1) + o) (1) = M (B¢ (1) = Ma(B)g' (1) = s
Posant vy (t) = p,(t) — A1 (t) et va(t) = py(t) — Ao(t), le systéme (1.2.3) devient
V1 (1)1 (1) + va(t)pa(t) = 0 (1.2.4)
u (B (1) + 022 (1) = 5y

Comme Wy, ps)(z) # 0 pour tout t € [a, b] le systéme (1.2.4) admet une unique solution
(v1(t), va(t)). En utilisant les relations py(t) = Ai(t) + vi(t) et py(t) = Aa(t) + va(t), la

fonction de Green G devient :

M)pr () + Xa(t)pp(w), st a <z <t<b

G(z,t) =
M (@)1 () + A2 (Do) + vi(D)r () + v2(D)pa(a), si a<t<a<b

Ensuite, la propriété 5 nous donne le systéeme

(1.2.5)

ou
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En effet, on a

Gla,t) = M(t)pi(a) + Aa(t)ps(a), (a <)
5 (a,t) = M(t)¢'(a) + Xa(t)¢'(a),
G(b,t) = A(B)ei(b) + Aa(t)@2(b) + v2(2) o1 (b) + v2(t)pa(b), (1 < D)
52 (0.1) = M)/ (b) + Aa(t)9' (b) +v1(t)¢ (b) + va(t)¢' (b)-
Comme la fonction = — G(x,t) vérifie les conditions aux bords (Fy) pour tout ¢ € [a, b],

alors
a1G(a,t) + 2% (a,t) + azG(b,t) + s 2 (b, ) = 0,
ce qui donne I’équation
M (t)[arpr(a) + azp’(a) + azpi (b) + au'(b)] + Aa(t)[arpy(a) + asp’(a)+
azpy(b) 4 ' (b)] + v1(t) sy (b) + aa (b)] + va(t) [sipy (b) + s’ (b)] = O,
ce qui est équivalente a
A (t)|arpy(a) + ax(a) + asp (b) + aug' (b)] + Ao (t) [anpy(a) + azp’(a)+

azpy(b) + ' (b)]
= —v1(t)]asp (b) + g (0)] — va(t)]aspy () + s (0)] = ki (t).

De méme on aura

B1Gla,t) + By 52 (a,t) + B3G(b,t) + B4 55 (b,t) = 0

ce qui donne la deuxiéme équation du systéme (1.2.5).

Par hypotheése, le probléme homogene (1.2.1) n’admet que la solution triviale donc, d’apres
le théoréme 1.1.1, le déterminant du systéme (1.2.5) est non nul. Ce qui entraine que ce
systéme admet une unique solution (A;(t), Aa(t)).

Maintenant, pour montrer I'unicité de la fonction de Green, nous supposons que H est une

autre fonction vérifiant les conditions (1)-(5), puis pour tout ¢ € [a, b] et toute fonction

b b
/ Gz, ) f(t)dt = / H(x,t)f(t)dt

/ Gl ) — Hw, )] f(t)dt = / Gla, ) f(£)dt — / H(z, t) f(£)dt = 0

continue f, on aura

alors

Pour x fixé, posons f(t) = G(z,t) — H(x,t), on obtient f; (G(x,t) — H(z,t)]?dt = 0,
Vo € [a,b].



1.2. Fonction de Green

Ce qui entraine que G(z,t) = H(z,t) pour tout (x, t) € [a,b] X [a,b].
Existence et unicité de la solution

La fonction y définie par :

y(z) = / G, ) f(t)dt — / "Gl ) ()t + / G, £)f(1)dt

est solution du probléme (E) + (Fy). En effet, d’aprés la dérivabilité de G par rapport a
x dans chacun des intervalles (a, z], [x,b) et la formule de dérivation d’une intégrale (voir

’annexe) on obtient

T b
V(@) = Glon)f@)+ [ 050 - Clo.)f@) + [ L0 0
b a x
= / 95 (z,t) f(t)dt.
Soit (z,z) un point de la diagonale du carré [a,b] x [a,b]. Par hypothése 25 (x,t) est

continue en (z,t) dans les deux triangles a <t < x <beta<x <t <b.

Par conséquent, les deux limites suivantes sont égales :

oG oG oG oG
] = — (2t lim — = (2.2

Calculons /"

yi(z) = /z%(w,t)f(t)dHf(x)%—i(af,w)+ / G (2, 1) f ()t — f(£)2C (2, 2)

on en déduit I'expression

s/ s +roe) = @)+ (i [ G+t [ 5 oo 6l s

10
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De plus, y vérifie les conditions (Fy) car on a

b b

y(a) :/G(a,t)f(t)dt et y(b) :/G(b,t)f(t)dt
v = [P i ey )= [F o

d’ou 'existence de la solution .
L’unicité de la solution y résulte de I’hypothése sur le probleme homogeéne ainsi que de

I’alternative de Fredholm. m

Exemple 1.2.1 Considérons le probléeme aux limites périodique :

y'(z) + Ky(x) =0, 0<z<a, k>0
(P)q 4(0) =y(a),
y'(0) =y'(a), a>0.
Soit p,(z) = cos(kx) et py(x) = sin(kz) deux solutions linéairement indépendantes de
Uéquation y"(z) + k*y(z) = 0. Le probléme homogéne associé au probléme (P) n'a que la
solution triviale (y = 0) si et seulememt si A = 4k sin? wa # 0.

Soit a €]0, 2%[. La fonction de Green G associée au probléme (P) s’écrit sous la forme

G(a.1) A1 (t) cos(kx) + Ao(t) sin(kx) si 0< x <t
x,t) =
(1) cos(kx) 4+ py(t) sin(kz) si t<x<a

Posons vi(t) = py(t) — M(t) et va(t) = py(t) — Aa(t). Alors vi(t) et vo(t) vérifient le
systeme
cos(kt)vy(t) + sin(kt)ve(t) = 0,
—ksin(kt)vy(t) + k cos(kt)ve(t) = 1,
ce qui donne
vi(t) = —% sin(kt) et vq(t) = %cos(kt).
Ensuite, \1(t) et \o(t) vérifient le systéme

(1 — cos(ka))Ai(t) — sin(ka) Ao (t) = = sin(k(a —t))
sin(ka)A1(t) + (1 — cos(ka))Aa(t) = % cos(k(a —t)).
Le déterminant de ce systéme en (A1(t), A2(t)) est différent de zéro, alors A\i(t) et Aa(t)

sont bien définies et uniques telles que

M) = —— cos(k(t — “)) et holt) = o sin(k(t — ).

- 2k sin g 2k sin 3 2

11



1.2. Fonction de Green

On remplace ces fonctions dans l’expression de la fonction de Green on aura
t

IA

cos(k(x —t + g)) 0<uz

1
G _ 2
(z,8) = 2k sin £ a
2 COS(k?(t—x+§)) t<z<a

Exemple 1.2.2 Construisons la fonction de Green du probléme
y'=0, a<zx<b
(@) 4 ary(a) + azy'(a) =0,
Bry(b) + By’ (b) = 0.
On ay(x) =1 et yo(x) = x sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation

y" = 0. Le probléme (Q) n'admet que la solution triviale si et seulement si

a1 010+ Qg
= a18,(b—a) + a18y — 28y # 0.

A =
B Bib+ By

La fonction de Green G est donc de la forme
p(t) + )z t<a

On pose v1(t) = puy(t) — A1 (t) et va(t) = py(t) — A2(t), 0w vy (t) et vo(t) vérifient le systéme

t

IN

G(z,t) =

IN

a

y1 (D)1 () + ya(t)va(t) = 0
Y ()or(t) +y (t)va(t) = 1,

<
—
—~
~+
~—
Il
|
~+

done
Ul(t) + tvg(t) =0
=

Ug(t) =1

<
[\
—~
~
~—
Il
—_

Ensuite, \(t) et Aa(t) vérifient le systéme
Oél)\l(t) + (ozla + &2))\2(15) = 0,
BrAi(t) + (B1b + Bo)Aa(t) = =1 (b — 1) — By,

en résolvant ce systéme on trouve
A(t) = %(Oéla + a2)(B1b — Bt + Bs),
Ao(t) = 31 (Byt — B1b — By).

IS

IA
8
IA
~
IA

D’ou
(810 — Byt + By)(1a — arx + ag),

G(x,t) =
o (816 = B + By)(aua — ast + ag),

S
IA

~

IA

8

IA

S S

12
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1.2.2 Fonction de Green associée a une E.D.O. d’ordre n > 2
Existence et unicité de la fonction de Green

Considérons le probléme aux limites d’ordre n de la forme suivante

Lyy(x) = f(z), a<z<b (1.2.6)

ou

et
Ui(y) = (lyY(a) + By (b)), i=1,...n, (1.2.7)

avec oz;, 3} sont des constantes réelles pour : = 1,...,n, j =0,...,n — 1, f et a; sont des

fonctions continues sur [a, b] pour k = 1,....,n, et ag(x) # 0V = € [a,b)].

Corollaire 1.2.1 Soit {y1,...,y.} un systéme fondamental de solutions de l’équation
Lyy(z) = 0 (i.e. il forme une base de l’espace vectoriel de solutions). Le probléme
homogéne

Lyy(x) =0, a<x<b
Uz(y) :0, 1= 1,...,TL
a seulement la solution triviale y = 0 si et seulement si
Urlyr) -+ Ui(yn)
A= e # 0.
Un(y1) -+ Un(yn)

Définition 1.2.2 Une fonction G : [a,b] X [a,b] — R est appelée fonction de Green du

(1.2.8)

probléme (1.2.8) si elle satisfait les propriétés suivantes :

1. G est définie et continue sur le carré [a,b] X |a, b].

9, G o g%‘ existent et elles sont continues sur les triangles a < t < x < b et

9" 1
a<z<t<b.
3. ¥ x € (a,b) les limites 2 o "Gt ) et ‘?; 9" G (1, x) existent (i.e. les limites quand

(,t) — (z,2) avect > x out < x) de plus

OG my OIG 1
R
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1.2. Fonction de Green

4. Yt € (a,b), la fonction x — G(z,t) est solution de l’équation L,y = 0, sur chacun
des intervalles |a,t) et (t,b]. C’est a dire

oG oG

@) S (0) + () T () ot ()G

%(x,t) + a,(2)G(z,t) = 0.

5. Yt e (ab), la fonction x — G(x,t) vérifie les conditions auz bords U;(G(.,t) = 0,
1=1,...,n, c’est a dire

n—1 :
83G G ,
JE (Oé @ a, t +63 ax ( )) :0, Zzl,...,n.

Théoréme 1.2.2 ([6], [8]) Supposons que le probléme homogéne (1.2.8) a seulement la
solution triviale. Alors il existe une unique fonction de Green G, associée a (1.2.8).

De plus, pour toute fonction continue f, l'unique solution du probléme semi-homogéne

Lyy(z) = f(z), a<z<b,
Ul(y) = U, 1= ]., ., n

(1.2.9)

est donnée par

y(a:):/ G(z,t)f(t)dt.

Calcul de la fonction de Green associée a une E.D.O linéaire d’ordre n > 2 a

coefficients constants

Nous présentons maintenant une méthode pour calculer explicitement la fonction de
Green, en résolvant un systéme algébrique linéaire de n équations & n inconnues. Pour

déterminer ce systéme on va utiliser le lemme suivant

Lemme 1.2.1 ([6]) Soit r l'unique solution du probléme de Cauchy

()JFZ“)%ZU ():0,G0:1,$€R+
M%@z&z:owwn—l (1.2.10)
w1 (0) = 1.

Alors, l'unique solution du probléme de Cauchy non homogéne

Yy (@) + 30 an-y(2) = f(z), a<a<b

| (1.2.11)
y(l)(a) =N, 1=0,...,n—1,

14



1.2. Fonction de Green

avec f € C([a,b]) et \; R, i =0,...,n—1, est donnée par :

b n—1
)= [ e 050+ 3 hanlz), (1.212)
@ k=0
ot
n—1
ye(2) = r 10 (2 —a) + Z a9 V(@ —a), 2€R, k=0,..,n—1. (1.2.13)
Jj=k+1

La fonction de Green associée au probléme (1.2.8) est de la forme

r(r—1) + 0o y(x)dp(t), sia<t<az<b

Gz, t) = (1.2.14)

n—1
> Yk(x)di (1), sia <z <t<b,
k=0

ou les fonctions r et yi, k& = 0,...,n — 1 sont définies dans le lemme 1.2.1 et les dj,

k=0,...,n— 1 sont les fonctions continues vérifiant le systéme linéaire

n—1
5 g — 1)
=0

Ur(yo) -+ Ui(yn-1) do(t)
. : : - : , (1.2.15)

Un(y0) -+ Un(yn-1) dn-1(1) Tf 5?r(j)(b —t)

Notons que ce systéme admet une seule solution car le probléme homogene (1.2.8) n’admet

que la solution triviale y = 0.

Exemple 1.2.3 On considére le probléme de Dirichlet

n=2, Ly(t) =vy"(t) (a1 =0, az =0),
Ul(y):y(o) (Oé(l):17 O&:Ov 6(1)_0) 61 :0)7
Us(y) =y(1) (a§ =0, ai =0, f5=1, 57 =0)

La fonction de Green associée au probléme homogéne s’écrit sous la forme

r(z —1t) +yo(x)do(t) + yr(z)di(t), si 0<t<ax<I1,

G(x,t) =
yo(x)do(t) + 1 (x)di(t), si 0<z<t<l,
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1.2. Fonction de Green

ot r vérifie le probléme de Cauchy

r(x) =0, x>0

r(0) =0, r'(0) = 0.

On trouve yo(x) = x, y1(x) = 1 et r(x) = x. Par suite, les fonctions continues dy et dy

sont données par le systéme linéaire

Ur(yo) Ui(y) do(t) 0
Uz(yo)  Ua(1) dy(t) 1—t

ce qui est équivalent a

0 1 do(t) | 0
11 (dl(t) -y
Alors
do(t) =0
{ di(t) =1—t.
Do

x(l—1t), st 0<t<zx<1;
G(z,t) =
z(t—1), si 0<z<t<I.

Exemple 1.2.4 Considérons le probléme d’ordre J

La solution générale de léquation y» = 0 est de la forme y(r) = c1 + cow + 37 + cy7P.

Donc )
ba@) =y, re01
Ui(y) = y(0)
Ualy) = y/(0) o MO
Us(y) = (1) ele) =
Usly) = /(1) ) =

\

Nous cherchons la fonction de Green sous la forme

r(e—t)+ 3o _sup()di(t), si 0<t<a<l,

G(z,t) = ; »
2 k=0 Yk () di (1), si 0<a<t<l
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1.2. Fonction de Green

ot r(x) = %x?’ est l'unique solution du probléme de Cauchy

Ui(yo) Ui(yr) Ui(y2) Urlys) do(t) > Bir (1 —t)
Us(yo) U2(y1) Ua(yz) Ua(ys) di(t) | Zf—o Biri (1 —t)
Us(yo) Us(y1) Us(yz2) Us(ys) da(t) S o Bir(1—t)
Us(yo) Us(yr) Us(y2) Ua(ys) d3(t) S BirD(1—1t)
Ce qui est équivalent o
100 0\ (doft) 0
0100 ||| 0
1111 || r(1—t)
012 3/ \d (1 —t)
La résolution de ce systéme donne
(
do(t) == O,
dl(t> - 07
do(t) = —3(1 — 1) + 2(1 — 1)2,
| da(t) =51 —1)* —3(1 1)
D’ou
1 1 3 2 1
Gt —a?+a)— (o - )8 s 0<t<z <1,
G(l’, t) = 2 2 t33 t22 1 6
3 _ P24 I (- D)3 s 0< o <t<l1.
(2t t+2t)x (3 2—I—6)x st 0<ax<t<

17



1.3. Problémes de Sturm-Liouville linéaires

1.3 Problémes de Sturm-Liouville linéaires

1.3.1 Introduction

Nous nous intéressons dans cette section a ’étude de ’équation différentielle de Sturm-

Liouville
(p(2)y' () + (q(x) + Ar(z))y(z) = 0, € [a,b].

Ici p, q et r sont des fonctions données & valeurs réelles définies sur l'intervalle [a, b] avec
r(z) # 0 Yz € [a,b], y = y(z) est une fonction a déterminer et A\ est un parameétre a

déterminer aussi.

Remarque 1.3.1 Bien que l’équation de Sturm-Liouville ait une forme spéciale, toute

équation différentielle linéaire du second ordre de la forme :
ao(x)y" + ar(2)y’ + (az(x) + Ny = 0,

o ag(z) # 0, Y € [a,b] et 5, %2 sont des fonctions intégrables sur [a,b], peut se mettre

sous la forme de Sturm-Liouville si nous définissons

v Cll(t) ) a2<I> 1

r) =ex dt ), qlx) = x)etr(r)= x).

pla) =exp ([ 25at) ato) = 2 pte) et ) = o)
Définition 1.3.1 Soient p € C'([a,b]) et q, 7 € C([a,b]) telles que p, 7 > 0 sur [a,b].
Soit (a1, an, By, By) € R tels que ay® + an® # 0 et 3,2 + B2 # 0.

On appelle probléme de Sturm-Liouville régulier homogéne le probléme aux limites

(p(z)y'(x)) + (¢(z) + Mr(z))y(z) =0, a<z<b
(SLH) ary(a) + azy'(a) = 0,

By () + Boy' (b) = 0.

Les solutions non nulles du probléme (SLH) (si elles existent) sont appelées fonctions
propres, et dans ce cas la valeur \ pour laquelle de telles solutions existent est la valeur

propre correspondante a ces solutions.
Remarque 1.3.2
1. La fonction nulle y = 0 est clairement une solution de tout probléme de Sturm-

Liouwille homogéne.
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1.3. Problémes de Sturm-Liouville linéaires

2. Le probléme (SLH) est dit régulier si [a,b] est un intervalle borné sur lequel p, q et

r sont bornées et p(x) # 0 Vx € [a, b].

3. Dans les probléemes de Sturm-Liouville, les conditions aux bords font intervenir sé-

parément a et b.

4. Les notions de valeurs propres et de fonctions propres sont les mémes que celles de
Ualgébre linéaire. Si r(x) # 0 pour tout x € [a,b], alors nous pouvons considérer

lopérateur de dérivation linéaire

g Ly = % (@)Y + (@]

défini sur un espace vectoriel approprié de fonctions. Dans ce cadre, une fonction
propre de (SLH) et sa valeur propre sont respectivement un vecteur propre de L et

la valeur propre associée a ce vecteur propre.

Soit le probléeme de Sturm-Liouville non homogéne

(p(x)y' () + (q(z) + Mr(x)y(z) = f(z), a<z<b
(SL) § oay(a) + asy/'(a) =7,
B1y(b) + Byy'(b) = 0.

Proposition 1.3.1 Soit (\,)nen les valeurs propres du probléme homogéne (SLH). Alors

a) St A # A\, Vn € N, le probléme (SL) admet, pour toute fonction continue f, une

unique solution.

b) S’il existe ng € N tel que A = \,,, alors le probléme (SL) admet soit 0 solution, soit

une infinité de solutions.
Démonstration. Soit (\,)nen les valeurs propres du probléme homogéne (SLH).

a) Si A\ # A\, alors le probléme (SLH) n'admet que la solution triviale, d’ou le probléme

de (SL) admet pour tout -y, 0 et f une solution unique.

b) Si A = \,, alors le probléme (SLH) admet une solution non triviale, d’ow le probléme

(SL) admet soit 0, soit une infinité de solutions.
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1.3. Problémes de Sturm-Liouville linéaires

1.3.2 Fonction de Green associée a un probléme de Sturm-Liouville

Soient p € C'([a,b],]0,00[) et ¢, f € C([a,b]) et les (ay, B;) € R% i = 1, 2 tels que
] + [az] # 0 et |B1] + (85| # 0.

On considére le probléeme aux limites de type Sturm-Liouville suivant
(py) +qy=0, a<z<b
(H) § owyla) + azy'(a) =0,
Byy(b) + By’ (b) = 0.

On note par (NH) le probléme non homogene associé au probléme (H).

Fonction de Green : probléme homogéne régulier a solution unique nulle

Soient ¢, et ¢, les solutions respectives des problémes de Cauchy suivants :

(pd1) + gy =0 (pdh) + qpp =0
¢1(a) = ay et Po(b) = 5,
$1(a) = —ay, $n(b) = =13,

Alors ¢y # 0, ¢y # 0 (car |aa|[+|az| # 0 et [51]+]5,] # 0) et W (s, dy)(x) # 0 Vi € [a, 0],

sinon ¢, et ¢, serons deux solution non nulles du probléme homogene (H).

La fonction de Green G associée au probléme (H) s’écrit sous la forme :

1 G1(2)dy(t), a <<t <D,

ETE e 1()py(r), a<t<w<b,

N

Remarquons que le produit pWW est constant. En effet,
¢ verifie (H) = (p¢}) +qd, =0 (1)
¢, vérifie (H) = (pdy)' +qdy =0 (2)
Multiplions (1) par ¢, et (2) par ¢, on obtient
Go(pd1) + qpahy = 0 (3)
b1 (pds) 4 qp1¢5 = 0. (4)

Alors
(3) = (4) = da(pd)) — d1(pg3) =0 <= &y(pdh)" + p1dy — pdidy — d1(pes) =0
= (pdedh) — (pd193) =0
= [p(dydh — ¢13)] =0
= (PW(d1,¢,)) () =0
= pW(dy,dp) = *
20
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Enfin, on peut montrer facilement que la fonction G vérifie toutes les propriétés de la

fonction de Green citées dans la définition 1.2.1.

Exemple 1.3.1 Considérons le probléme de Dirichlet posé sur l'intervalle [a, b]

y'=f(z), a<z<b
y(a) = y(b) = 0.

Construisons les fonctions ¢, et ¢, solutions des problémes de Cauchy :

(P)

51=0 i~ 0
¢y(a) =0 et ¢,(b) =0
#(o) = -1 o) = -1
On trouve ¢,(x) = a — x, ¢y(x) = b —x et W(¢y,05) = b—a # 0, d’ou la fonction de
Green
w, st a<x<t<b
G(z,t) = -
b g o<t <o < b

Le théoréme suivant donne la forme de la solution du probléme non homogene (N H)

en utilisant la fonction de Green.

Théoréme 1.3.1 Supposons que le probléme homogéne (H) n’admet pas de solutions non
triviales et soit G la fonction de Green correspondante. On note par 1, et 1y les solutions

uniques des problémes aux limites (respectivement) :

P+ gy =0 Py + qiby =0
arhy(a) + azhi(a) =7, et 4 anhy(a) + aye(a) = 0,
B9, (b) + B2 (D) = 0, B1105(b) 4 Bo15(b) = 4.

Alors le probléme (N H) admet une unique solution définie par :

b
y(z) = / G, )£ (1)t + () + o (0).

Exemple 1.3.2 Soit le probléme de Dirichlet

La solution de (Q) s’écrit sous la forme

T b
y(x):f—_s/a (t—a)f(t)dt—}—ﬁ/x (t—b)f(t)dt—i—v%—l—(Sﬁ,

21



1.3. Problémes de Sturm-Liouville linéaires

oty (z) = yE=2L est la solution du probléme

py' +qy =0
P(a) =~
¥(b) =0

et Py(x) = d7=2 est la solution du probléme

Py +qy =0
y(a) =0
1hy(b) = 9.

Fonction de Green généralisée : probléme homogéne régulier & solution non

nulle unique

Supposons que le probléeme homogene (H) admet une solution non triviale ¢, dans

ce cas on parle de la fonction de Green généralisée. Pour fixer ¢, on suppose que

fab 0o(z)dx = 1.

Définition 1.3.2 On appelle fonction de Green généralisée associée au probléme (H)
toute fonction vérifiant en plus des propriétés (1), (2), (3) et (5) de la fonction de Green

(citées dans la définition 1.2.1) les deux propriétés suivantes :

a. Vt € (a,b), la fonction partielle x — G(x,t) vérifie [’équation

(p(z)y' (z)) + q(x)y(x) = —@o(x)py(t) sur chacun des intervalles [a,t[ et |t,b].
b. Vt € (a,b), [T G(z,t)py(t)dt = 0.

Théoréme 1.3.2 Supposons que le probléme (H) admet une solution non triviale g,.

Alors, le probléme semi homogéne

(py) +qy=f(x), a<x<b
ary(a) + azy'(a) = 0, (1.3.1)
Bry(b) + Byy' (b) = 0.

admet une solution si et seulement si ff f(@)po(x)dx = 0. Dans ce cas il existe une infinité

de solutions de la forme

b
y(z) = / Gla, ) f(t)dt + ko, 0l k € R.
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1.3.3 Propriétés des valeurs propres et des fonctions propres

Nous commencons par illustrer les notions de valeurs propres et de fonctions propres
par deux problémes de Sturm-Liouville.
Exemple 1.3.3 Considérons le probléeme aux limites de type Dirichlet
(1) ¢'(x)+ X y(x) =0, 0<z<m,
(2) y(0) =y(m) =0.

Pour déterminer les valeurs et les fonctions propres du probléme (Py) on procéde comme

(P1)

suit :

1" cas A = 0 : la solution générale de l’équation (1) est y(r) = c1x + ¢, c1, ca € R.
En tenant compte des conditions aux bords on trouve y = 0. Comme la seule solution du
probléme (Py) est la solution nulle alors X = 0 n’est pas valeur propre.

2¢me cas A\ < 0 : la solution générale de ’équation (1) est
y(x) = crexp(V—Az) + coexp(—vV —Az), ¢, c3 € R.
Ensuite, les conditions aux bords (2) donnent

C1 = —Cy,

ca (exp(—v/=h) — exp(v/ X)) = 0.
Le probléme (Py) admet donc que la solution nulle y = 0. D’ou A < 0 n’est pas une valeur
propre de ce probléme.

3¢me cas A > 0 : la solution générale de l’équation (1) est
y(z) = ¢y cos(VAz) + casin(VAzx), ¢1, ¢z € R,

D’apreés les conditions (2), on aura ¢; = 0 et cosin(v/Ar) = 0. Donc le probléme (Py)
admet des solutions non nulles ssi sin VAr = 0, ce qui est vraie si A\ = n2, n € N*.

D’ou, les valeurs propres de (Py) sont N\, = n% n € N* et les fonctions propres correspon-
dantes sont définies par

Yn(z) = ksin(nz), k € R.
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1.3. Problémes de Sturm-Liouville linéaires

Exemple 1.3.4 Soit le probléme de conditions mixtes suivant
y'(x)+ A y(z) =0, 0<z<1 (1)
(P2) § y(0) =0,
y(1) + /(1) = 0.
1¢" cas A = 0 : la solution générale de l’équation (1) est y(zr) = 1z + 2, 1, ca € R,
en tenant compte des conditions aux bords on trouve y = 0. Donc X = 0 n’est pas valeur
propre du probléme (Py).

2¢me cas X > 0 : la solution générale de l’équation (1) est
y(z) = 1 cos(VAz) + casin(VAzx), ¢1, ¢, € R,

En utilisant les conditions aux limites, on obtient

cp=0

ca(sin VA 4+ v Acos V) = 0,
Dans ce cas, on obtient le probléme (Py) admet des solutions non nulles ssi sin v\ +
VAcos VA = 0. Donc pour A > 0 toute solution de l’équation —v/\ = tanv/\ est une
valeur propre du probléme (P,), les fonctions propres associées sont définies par y(x) =
k;sin(\/X@, k € R. Les solutions de [’équation p = tan pu sont représentés par le graphe

suwvant .

14 +
12 +

10 +

—
(S
[
reg
o 4
(=]
-1 4

[SE]
k3|

3¢me cas A < 0 : la solution générale de l’équation (1) est
y(z) = crexp(V—Az) + coexp(—V—Az), 1, 2 € R.

D’aprés les conditions aux limites on aura

Cl = —Co

c1 [exp(vV=X) — exp(—vV=A) + V=X exp(v/=X) + exp(—v=N)] =0
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Par suite, les valeurs propres du probléme (Py) sont les solutions de I'équation :
—V =X = tanh(vV—\),
les fonctions propres associées sont définies par y(z) = ksinh(v/—M\), k € R.

Remarque 1.3.3 D’aprés le premier exemple, il est clair que le probléme (P) admet
une infinité de valeurs propres réels \,, n € N, qui forment une suite croissante \; <
Ao < ...\, telle que N, — 400 lorsque n — +400. De plus, chaque valeur propre A\, a
une famille de fonctions propres correspondantes qui ont eractement n — 1 racines dans

Uintervalle ouvert |0, 7| et ces fonctions sont orthogonales.
Théoréme 1.3.3 ([1], page 271)

i) Le probléme (SLH) admet une infinité de valeurs propres qui forment une suite (A, )nen

croissante et tendant vers (+00).

ii) Une fonction propre y, associée & une valeur propre A, admet exactement (n — 1)

racines dans l'intervalle |a,b[ ; de plus les racines de vy, séparent celles de Yy 1.

Théoréme 1.3.4 ([I], page 270) Les valeurs propres d’un probléme de Sturm-Liouville

sont réelles.

Démonstration. Soit Ly = (py') + qy 'opérateur de dérivation de Sturm-Liouville.
On pose A = a + i3, (a,3) € R? une valeur propre complexe et y = u(x) + iv(z) la

fonction propre correspondante au probléme (SLH). On a

P@)y) +q(x)y + Ar(z)y =0 < (ple)(u+w)) +q(@)(p+iv) + Ar(z)(p +iv) =0

& (p@@)p) + q@)p+il(p(2)) + q(@)v] + r(z)(op — fv)

+ilr(z)(av + Bp)] =0
& Lp+r(z)(ap— prv)+ilLlv+r(z)(ov + fp)] =0
Ly +r(z)(ap—pr)=0
Ly +r(z)(av+ Bu) =0
Les conditions aux bords donnent
ay(a) + aey'(a) =0 < ag(p+iv)(a) + ae(p+iv)(a) =0
& ajp(a) + asp'(a) +ilav(a) + agr/(a)] =0
agp(a) + agp'(a) =0

4 .
av(a) + agt/(a) =0
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De méme on trouve

Bi(a) + Byp'(a) =0
Biv(a) + Byv/'(a) =0
Donc d’une part, on a

i@ Lp — p(z)Lvyde = [} [—v(@)r(@)(au(z) - fr(z)) + p@)r(@)(ev(z) + Bu(e)))dz
= B [} (13 (x) + v2(2))r(x)dz

et d’autre part, en intégrant par partie, on aura

;@) Lp = p(w)Lv)dz - = pla) (v’ — w/)];

Par suite, comme l'intégrale fab(,uz(x) + v2(x))r(x)dz ne peut pas s’annuler alors 3 = 0.

On conclut donc que A est réelle. m

Théoréme 1.3.5 i) Toute valeur propre du probléme (SLH) est simple (simple signifie
que st \ est une valeur propre, alors l’espace vectoriel des fonctions propres associées

a A est de dimension 1).

ii) Deux fonctions propres associées a deux valeurs propres distinctes sont orthogonales

dans L?(]a,b]) ou L%(]a,b]) = {f mesurable sur ]a,b| : fabr(m)fz(x)dx < oo} .
Démonstration.

i) Soit A une valeur propre du probléme (SLH). Montrons que A est simple, pour cela
soient ¢, et ¢, deux fonctions propres associées a la méme valeur propre A. Montrons
que le Wronskien des fonctions ¢, et ¢, est nul. Le Wronskien de ¢, et ¢, en a et

b, respectivement, est

Wenen@ = | 2 20 @) - eaa)ei(a@) o
oi(a) ghla)

Wene® = | 70 20 e - emeio) — o
A0) eh(d)

D’apreés les théorémes 2.2.5, 2.2.4 (voir 'annexe) les fonctions ¢, et ¢, sont linéaire-

ment dépendantes.
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1.3. Problémes de Sturm-Liouville linéaires

ii) Soit Ly = (py')’ + qy Popérateur de dérivation.
Soient ¢, et ¢, deux fonctions propres associées a \; et Ag respectivement (A; # Ay).

On a

Lo, = —\
ol 170y = ¢y Lpy — P Ly = (Ao — M) b
Loy = —Xoro,

En intégrant par parties, le premier membre de la derniére égalité, de a & b on

obtient ,
/ (bsL61 — 1 L63)(@)dx = plyds — y ]t = 0.

D’ou fab r(x)p,(x)po(x)dr = 0, c’est a dire ¢, et ¢, sont orthogonales dans L?(]a, b]).

Le théoréme suivant donne une borne inférieure de la premiére valeur propre d’un
probléme de Sturm-Liouville.

Maintenant nous donnons quelques exemples de problémes de Sturm-Liouville sin-
guliers qui montrent que les propriétés de valeurs propres et de fonctions propres, pour

les problémes réguliers, ne tiennent pas toujours.

Exemple 1.3.5 Soit le probléme singulier suivant

y'(x) + Ay(z) =0,0 <z < o0,

y(0) =0, [y(z)| < M < o0
Tout A € 10, +00| est une valeur propre et les fonctions propres associées sont définies par
y(z) = ksin(v/Az), k € R.
En comparant avec le probleme régulier les valeurs propres sont toujoursdiscrétes par con-

tre le probleme singulier peut avoir un spectre continue.

Exemple 1.3.6 Soit le probléme o conditions aux bords périodiques

y'(z) +Ay(x) =0, 0 <z <7
(Ps)§ y(=m) = y().
Y (—m) =y (m).
Les wvaleurs propres de ce probléeme sont A\; = 0, A\,o1 = n?®, n € N*. La valeur propre

A1 = 0 est simple (ses fonctions propres associées sont y = k, k € R). Toute valeur propre

Ap1 = n?, n € N* nest pas simple car les deux fonctions linéairement indépendantes
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1.3. Problémes de Sturm-Liouville linéaires

sin(v/\x) et cos(v/Az) sont des fonctions propres associées & cette valeur propre.
On conclut qu’un probléme de Sturm-Liouville singulier peut avoir des valeurs propres

non simples, ce qui n’est pas le cas pour les probléemes de Sturm-Liouville régquliers.

Nous présentons dans ce qui suit un résultat de comparaison des valeurs propres de
deux problémes de Sturm-Liouville. La démonstration de ce résultat repose sur les deux

lemmes suivants.

Lemme 1.3.1 (Théoréme de comparaison pour les E.D.O du premier ordre)
Soit J est un intervalle de R et f : [a,b] x J — R une fonction continue, lipschitzienne par
rapport a la seconde variable ou vérifiant seulement une condition de Lipschitz unilatérale
suivante

3 k>0 tel que f(z,y) — f(z,2) < kly—z|, Y(y,z2) € J (1.3.2)
Soient y et z deuz fonctions de classe C1[a,b] vérifiant respectivement

Yy < flx,y), xo<x<b ; 2= f(x,2), xo<x<b
e
y(xo) = yo z(x0) = 2o,
st yo < 2o alors y(x) < z(z), Yo € [0, b].

De plus on a ['implication
Yo < 20 = (y(x) < z(x) ouy = z, Yx € [xg,b]).

Lemme 1.3.2 (Théoréme de changement d’inconnus de Priifer)

Considérons le probléme de Sturm-Liouville homogéne suivant

(p(z)y' () + (¢(z) + M (z))y(z) =0, a<z<b
(SLH) § aiy(a) + azy'(a) =0,

Bry(b) + Bay'(b) = 0.

Soit le changement d’inconnues,

= sin 6
vor (1.3.3)
z = py = pcosh.
Alors le probléme (SLH) équivaut au systéme du premier ordre :
0 = ZLcos?(0)+ (qg+ A\r)sin?(0
s poos*(0) + 4+ Ar)sin0) .
plo= &sin(20)(; —q— Ar),

p
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1.3. Problémes de Sturm-Liouville linéaires

avec les conditions aux bords

(1.3.5)

Démonstration. Du changement d’inconnues (1.3.3), on a § = arctan(piy,), en déri-

vant cette derniére égalité on trouve

9 = (ry') y — y(py')
(py')*+y? (py')?+y?
_ p cos O / psinO(—(q+Ar)psin )
= p2cos20+p2sin267  p2cos26+p2 sin 20

cosf (. cosf p? sin 29(‘1+>\7’)
p ( P )+ p?

= cos®(0) + (¢ + Ar)sin?(0).
On a p? = y* + 22, ce qui donne aprés dérivation pp’ = yy’ + 22'. D’ou
po= gyt e
= %psin@%ﬁ’se—l— %pcos&(—q—)\r)psinﬁ
= £2cos(0) sin(@)(% —q—\r)
= gsin(%’)(% —q— Ar).

Les conditions aux bords se vérifient facilement. =

Théoréme 1.3.6 (Théoréme de comparaison des valeurs propres)

Considérons les deux problémes de Sturm Liouville homogénes

y) + (@ +Ny =0, a<z<b (p2y) + (@2 +1)y2 =0, a<w<b
(SL)1 ¢ awyi(a) + azy'(a) = 0, et (SL)2 § onya(a) + asy/(a) =0,
5191([7) + 62y1(b) = 0. 5192([?) + 62y2(b) = 0.

On note par (An)nen €t (i,)nen les suites des valeurs propres des deux problémes (SL);
et (SL)s, respectivement. Supposons que les fonctions p; et q; sont continues, p; > 0 pour

i=1,2 et que p1 > ps et g1 < g2 sur (a,b). Alors N\, > p,,, Yn € N.

Démonstration. En utilisant le changement de Pruffer, d’aprés le lemme 1.3.2, on

aura
0) = L cos?(01) + (q1 + \)sin?(0;)

p1
05 = L cos?(02) + (g2 + p) sin ()

p2
ainsi que les conditions initiales
01(a) = O5(a) =0, = arctan(—al‘;f(a)), 0<0, <3

01(b, ) = O2(b, 1) = 0, + (n — 1)m o1 6, = arctan(—5225), 0< 0, < 3.
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1.3. Problémes de Sturm-Liouville linéaires

Supposons par I'absurde que p > A, alors
, 1 2 .2 1 2 .2
0y = — cos 0y + (g2 + p) sin“0y > — cos “0y + (g2 + A) sin “0s.
P2 P1
Comme la fonction (z,y) — z% cos?y + (g(x) + ) sin?y est lipschitzienne par rapport
a y, le théoréme de comparaison sur les E.D.O.du premier ordre (lemme 1.3.1) fournit
Vestimation 0 (z, \) < fa(z,\) Vz €la,b] donc 01(b, \) < 05(b, \) et par suite (b, u) <

02(b, A). Comme l'application A — 65(b, \) est strictement croissante, en on déduit que

1 < A. Ce qui contredit ’hypothése. m
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CHAPITRE

Problémes de
Sturm-Liouville non

linéaires

Ce chapitre est consacré a la présentation de quelques résultats de l'existence et
de 'unicité de solutions de certain problémes aux limites non linéaires de type Sturm-

Liouville. La théorie du point fixe est utilisée pour établir ces résultats.

2.1 Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur
les intervalles bornés

Soit ’espace vectoriel normé R™ muni de la norme ||.||.
Nous nous interéssons dans cette section & ’étude d’existence et d’unicité de solutions

du probléme aux limites de type Dirichlet posé sur un intervalle borné suivant :

ou f est de classe C([a,b] x R™ x R™ R").
D’apreés le chapitre précédent, on sait que y est une solution du probléme linéaire

y" = f(x), y(a) = y(b) = 0 si et seulement si y(z) = ff G(z,t) f(t)dt. Cette représentation
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2.1. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

nous servira aussi a écrire les solutions du probléme non linéaire (P) sous la forme :

b
y(x) =/ Gz, t) f(t,y(t), y'(1))dt + 1) (x), (2.1.1)

ou G(x,t) est la fonction de Green, associée a 'opérateur Ly = y” avec les conditions aux

bords y(a) = y(b) = 0, définie par

G: [a,b] x[a,b] — R
(fﬁ—g)(t—b)
t G(z,t) = o

b—a ’

S|
IN

r <t

IA

?

IA
IA
S

t

IA

a T

et v : [a,b] — R est la solution du probléme semi homogene
y'(x) =0, a<z<b
yla) =1,
y(b) =0
Le lemme suivant nous donne quelques proppriétés de la fonction de Green G.
Lemme 2.1.1 La fonction G vérifie les propriétés suivantes :

1. G(z,t) <0,V € [a,b)].

2. [*|G(x,t)]dt < &2 va € [a,b].

L

LG, t)dt < B2 Va € [a, b,

Démonstration

p—

. Il est facile de remarquer que la fonction de Green associée a (P) est négative sur

I'intervalle [a, b].

PG, ) dt = — [P G(x,t)dt
— A (It — a)(z — b)dt + [V(x — a)(t — b)dt)
= L (@=0) [T =@yt + (o - a) [/t - b)at)

b
(z—b)(z—a)? (z—a)(z—b)2
T 2(b—a) + 2(b—a)

= —m(x —b)(z—a)(b—a)
= —%(:L’ —b)(z — a).
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2.1. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

Posons g(z) = —1(z — b)(z — a). Cette fonction atteint son maximum au point %£°.
Donc
a+b, (b—a)?
ma. xTr) = e .
max g(r) = 9(——) 3

I —a)?
D'ou [ |G(x,t)|dt <2 Va € [a,b].

3. Pour tout x € [a,b] on a

OG (z, 1) D a<z<t<b
Oz (0 g<t<z<bh
Donc
b |0G(x,t T (t—a b (t—b
i |2 = ¢ [T U+ [P Uy

— (-0 — (= b)),
Posons h(z) = 2(b—17a)((x —a)? — (x — b)?). La fonction h est strictement croissante
sur l'intervalle [a, b], donc elle atteint son maximum au point b.

Par suite, f: %ﬂf’ﬂ dt < h(b) = (I’_T“)

Le théoréme suivant assure l'existence et I'unicité des solutions du probléme (P).

Théoréme 2.1.1 ([5], page 5) Soit [ : [a,b] x R" x R" — R"™ une fonction continue
et lipshitzienne par rapport aur deux derniéres variables, i.e. 3 K, L > 0, V(z,y1,21),
(7,92, 22) € [a,b] X R" x R™ : || f(z, 91, 21) — f(@, 92, 22)|| < K [ly1 — wall + L[[21 — 22 -

Alors si K% + L@ < 1, le probléeme (P) admet une unique solution.

Démonstration. Par le théoréme de contraction de Banach (voir 'annexe).

Soit l'espace X = C''([a, b], R") muni de la norme :

1yl x = Inax (K ly(@)[| + LIy (@)I), vy € X.

Cette norme est équivalente a la norme : ||y||, = m[a%}(Hy(x)H + ||/ (2)|). En effet,
z€[a,

in (K. L < < K, L .
min (K, L) [yll, < llylly < max (%, ) llyll

Considérons maintenant ’opérateur :

T: X — X
y = Tyle) =[2G, ) f(t,y(t),y (t)dt + ().
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2.1. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

T est bien défini car la fonction G est unique et f est continue bornée.

Montrons que 7' est contractant. Pour cela montrons que :
Fae 0,1, Yy, 12 € X [[Tyr — Tyallx < vflyn — w2l x -

Pour tout = € [a,b] et y1, yo € X, on a

ITys(@) = Tya@)| = | 7 Gl (8, 51(0)) = £ (8 a(0), v (0))
S 16 O (o (8, (8) = £t p2(8). (D)) e

IN

< [PIG(, )] (K [y (8) — ys(0)]] + L |19 (2) — wa(6)])dt

< max (K|l (0) = o0l + Ll (1) = (O [, 1G 1) i
< Al —wally J) 1G (1) dt

< Oy — gl

De méme, on montre

[(Ty1) () = (Ty2)' (@) S TG @ O] £ 91(8), 45(8) — F(2 w2(2), wa(8)]|

b—a
2D iy — wallx -

IA

IA

Par suite, on trouve

K [Tos(2) — Tua(a) | + LT () — (@) ()] < (8 O 10Dy,

Par conséquent,

b—a)3?  (b—a)
S + L 5

Ty — Tyl x < allyr — 92|l ota =K

D’ou T est contractant, donc il admet un unique point fixe y € C*([a, b]) qui est solution

du probléme (P). Comme f est continue alors y € C?([a, b]). =

Remarque 2.1.1 11 suffit d’étudier le probléme (P) pour des conditions aux bords ho-

by—ad+(6—y)x

- est solution du probléme

mogéne v = § = 0. En effet, la fonction ¢(x) =
R"(xz) =0 ; h(a) =, h(b) = 6.

De plus, siy est solution du probléme

y'(z) = flz,y,9), a<z<b
y(a) = y(b) = 0,

alors la fonction z =y + h est solution du probléme

2MNx) = f(z,2,7), a<xz<b
z(a) = z(b) =0,
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2.1. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

ot f(z,z,2") = f(x,z — h,2' — ]') est une fonction possédant les mémes constantes de

Lipschitz que la fonction f elle-méme.

Le résultat du théoréme 2.1.2. n’est pas optimal. En fait, le théoréme qui suit montre
qu’il est possible de I’améliorer. Ce théoréeme discute I’existence et I'unicité des solutions

du probléme (P) pour 7 = § = 0.

Théoréme 2.1.2 (/5], page 7) Soit f : [a,b] x Bgn (0, N) X Bgn (0, 22) — R™ une fonction

> b—a

continue et lipshitzienne par rapport aux deux derniéres variables, i.e.

= K? L> Oa v<x7y1721)a (:L‘ny;zZ) S [a,b] X B]Rn(o, N) X B]Rn(o ﬂ) .

’ b—a
1f(zy1,21) = (2,92, 22) || < K |lyn — ol + L |21 — 2],

ot la constante N wvérifie la condition

(b—a)’ AN

M < N, avec M = max ||f(x,y, 2)|| pour z € [a,b], ||yl <N, |z] < 7 )
—a

Alors si K@ —i—L@ < 1, pour v =6 = 0 le probléme (P) admet une unique solution.

Démonstration. (Par le théoréme de contraction de Banach).

Soit X = C*([a,b], R™) un espace de Banach muni de la norme :

nmu:wmx(mwnmwn,“‘a)mwny@m).

alz<b 4 a<z<b

On considére, dans X, la boule fermée de rayon N
B={yeXtelque |y|x<N}.

On définit I'opérateur 7' comme suit

T : X — X
y = Tyle) =[] Gl ) f(ty(),y (1)t
Montrons que 1" envoi B dans lui-méme.
Soit y € Bie. [lylly < N (Jy(@)| < N et ||y(z)]| < 2 Va € [a,b]), montrons que
|Ty||x < N. Comme f est bornée par M, alors pour tout € [a,b], on a les estimations

suivantes
ITy(@)| < [71G@ Ot y(t), 5/ (1)) dt

(b-a)?
M 8

IN

IN

N,
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2.1. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

et
I(TyY @)l < [P1G(, 0] | F(ty(t), o' ()] dt
S M(b;a)
< AN

Il s’ensuit que

(b—a)
4

Iyl = e (s [Tyl P s [T ) < N

a<z<b

Donc Ty € B, d’ou T envoi B dans B.
Maintenant, montrons que 7" est contractant. Soit y1, y» € B. Comme f est lipschitzienne

par rapport aux deux derniéres variables, pour tout z € [a,b], on a

Tor(a) = Ton(a)l| < J7 16 O3 0),15(0)) = St 30, v300) s
< LG nlt) = 1alt)]| + L la(®) — (0)] e
<2 IGG )| (6 mas [ (8) = O] + L 14(6) = 50 e
< JIGEDIE vl 5Ll — sl )it
< (K55 I — el J) 16 o) de
<

a 2
(S52K + 520 ) Il — 1l
De méme on montre que

(b—
2

1T (@) — (T (@)]) < L=

4
(K+Lm) ly1 — vollx » Vo € [a,b].

Par conséquent,

b b—
i = Tl < (S50 0 -l

—(b_ga)2K + Lb_Ta < 1 on conclut que T est contractant.

Puisque
Par suite, le théoréme du point fixe de Banach entraine que 7" admet un point fixe y € B,
solution du probléme (P) pour y =90 =0. =

Les deux résultats qui suivent montrent que dans les théorémes préceédents, I’hypothese,

f lipschitzienne, est redondante tel qu’ils nous permettent de récupérer ’existence de so-

lutions du probléme (P) sous des hypothéses plus faibles.

Théoréme 2.1.3 (/5], page 9) Soit f € C(]a,b] x R* x R" R"™) une fonction bornée i.e.
AM > 0 tel que
| f(z,y,2)|| < MV (x,y,2) € [a,b] x R" x R™. Alors le probléme (P) admet au moins
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2.1. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

une solution y € C?([a,b]). De plus on a les estimations suivantes sur la solution y et sa

dérivée :
b— 2
@) < 4 N v e ot
b—
@)l < M54 N v e ot
ot N = m[a:é] |w(z)]|, N' = m[a)g] 19" (2)||, la fonction v est définie dans la formule
xe|a xE|a,
(2.1.1).

Démonstration. Par le théoréme du point fixe de Schauder (voire I'annexe)
Soit X = C'([a,b], R") muni de la norme

b—

a
lyllx = maX(ggfg] ly ()]l g max ' (z)1])-

C’est une norme équivalente a la norme ||y||, ; X est donc un espace de Banach pour
cette norme aussi. On définit maintenant, I'opérateur 7" par :
T: X — X

b

y +— Ty(z)= [Gx,t)f(t,yt),y (t)dt + ().

a
T est bien défini car la fonction G est définie de maniére unique et f est continue et

bornée. On considére, dans X, la boule fermée

b—a)? b—
B:{yEX, Hy||X§M( 8&) +maX(N,TaN’)}.

Montrons que 7" envoi B dans B. Soit y € B, Comme f est bornée par M, pour tout

x € [a,b] on a les estimations suivantes
b—a)? h—
1Ty ()] < M% +N et |Ty(2)]| < M% N,
ce qui donne

—a)? —
Gl +max(N,b4a

b—a
1Tyllx = maX(gg% ITy(@)ll, —;— max 1Ty (z)]) < M N').

z€[a,b] 8
Donc Ty € B, d’ou T envoi B dans B (en fait T envoi tout 1’espace X dans B).
T est continu sur X. En effet, soit (y,)nen une suite de X convergente vers une limite

y € X et montrons que (T'y,)nen converge vers Ty qaund n — 400 dans X. On a

Tyn(x /G ft,yn(t),u(t)dt + (z), Yo € [a,b)].
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2.1. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

D’une part, la continuité de f entraine que

ftyn®), yn () — f(y(), ¥ (1), Vt € la,b] quand n — +o0.
D’autre part, on a pour tout = € [a,b] :
b
[Ty (2)|| < /\G(l’,t)l 1 (&, 9 (), yp (@)l dt + ||ob(2) |

<M + N < o0.

(b—a)?
8

Ainsi, on a vérifié les deux conditions du théoréme de convergence dominée de Lebesgue
(voir Annexe),

| Ty, — Ty||x — 0 quand n — +o0.

Alors (T'y,, )nen converge vers Ty, ceci montre la continuité de 7' dans X.

T est borné sur X. En effet, soit y € C*([a, b] , R"), alors

b— 2
[ Tyn ()] < ]\/[< Sa) + N < o0, Vz € [a,b].

et
1@ @) < D 4N < o0, v o],

T est compact. En effet, soit (y,)ney une suite bornée de X. T étant borné, donc
(T )nen Pest aussi dans X. Alors la suite (T'y,)nen est bornée dans C([a,b]) et méme
dans C?([a,b]), car (Ty,)" (x) = f(z,yn,v,,) et f est continue.

D’aprés le critére de compacité d’Ascoli-Arzéla (voir 'annexe), la suite (1,),,cy admet
une sous suite convergente dans C*([a, b]), d’ou la compacité de 'application 7.

Par conséquent, le théoréeme du point fixe de Schauder entraine que 7" admet au moins un

point fixe y € B. Donc le probléme (P) admet au moins une solution y € C?[a, b] vérifiant

@) < 8= N e € oy

(b—a)
2

1Y/ (2)| < M + N, Yz € [a,b].

Le théoréme qui suit montre qu’on peut afaiblir la condition de bornitude sur f, dans

le théoréme précédent, en considérant f bornée uniquement sur les bornés.
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Théoréme 2.1.4 ([5], page 8) Soient M et N deux nombres réels strictement positifs tels

que Yz € [a,bl,
1
SM\2 2N
min ((—) ,—) >b—a, max ||| <M et max ||| < N.
a<z<b q q z€[a,b] z€[a,b]

Supposons que f € C([a,b] x R™ x R",R"™) et vérifie
| f(x,y, 2)|| < q pour tout x € [a,b], ||y|]| < 2M et ||z]| < 2N.

Alors le probléeme (P) admet au moins une solution y € C?([a, b], R™).

De plus, pour tout x € [a,b] cette solution vérifie les estimations suivantes :
b—a)?
a) [ly(z) — ()] < 5%, Va € [a,b].

b) lly/(x) = ¢'(x)ll < ®5%q, Var € [a,b].

Pour montrer ce théoréme on va appliquer le théoréeme du point fixe de Schauder.

Démonstration. Soint X = C*([a, b], R") un espace de Banach, muni de la norme

Iyl = max 1yl + mas 1]

On considére, dans X, ’ensemble A qui est fermé, borné et convexe
A={ye X tel que ||y(x)| <2M, |y/(z)| < 2N Va € [a,b]}.

Soit maintenant I'opérateur 7" défini par
T : X — X
y = Ty() = [ G, t)f(ty(t), v (H)dt + ().
Montrons que T envoi A dans A. Soit y € A, en tenant compte de la bornitude de f on

aura, pour tout = € [a, b, les estimations

ITy@)) < [ 1G@ O] f (), y' ©)ll dt + [ ()]

< ¢ v

BEC Y

< 2M,

et
1Ty @) < Y0,y @) 52 + [ ()]

< ¢4 N
< q(EN)JrN
< 2N.
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2.1. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

D’ou Ty € A, ce qui entraine que 1" envoi ’ensemble A dans lui-méme.

Montrons maintenant que l'opérateur 1" est continu sur X.

Soit (Y, )nen une suite de A convergente vers une limite y € X et montrons que (7Y, )nen
converge vers Ty lorsque n — +o00 dans X. On a

b

Tyn(x) = /G(M)f(t,yn(t),yé(t))dt+¢(x), Vi € [a, 0],

a

D’une part, la continuité de f entraine que

Ft yn (), yn (1) — (£, y(1), 4/ (1)), Vt € [a,b] quand n — +o0.

D’autre part, on a pour tout z € [a,b] :
b

[Tya(a) < JIG @ O & yn (@), yn (@) dt + ([ ()]

a
b— 2
< ¢ 4 M < .
Ainsi, on a vérifié les deux conditions du théoréme de convergence dominée de Lebesgue
(voir 'annexe), alors

Ty, — Ty|| — 0 quand n — +oo.

L’opérateur T est borné sur A. En effet, soit y € A, alors

(b—a)®

S + M < 0, Vx € [a,b],

[Ty ()]l < ¢

et

) @ < 8D 4 v < o0, Vo e o],

T est compact. En effet, soit (y,)ney une suite bornée de X. T étant borné, donc
(TYn)nen Vest aussi dans X. Alors la suite (T'y,)nen est bornée dans C*([a,b]) et méme
dans C?([a, b)) , car (Ty,)" () = f(x,yn(z), (7)) et f est continue. Ensuite, le critére de
compacité d’Ascoli-Arzéla entraine que la suite (T'y, ),y admet une sous suite convergente
dans C*([a,b]), d’ou la compacité de 'application 7.

Par conséquent, le théoréme du point fixe de Schauder assure que T' admet un point fixe

y € A. Donc le probléme (P) admet au moins une solution y € C?[a, b] vérifiant :

(b= a)?
ly@) - vl < T

) -y < Y

q, Vx € [a, b],

q, Yz € [a,b].
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2.1. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

Nous terminons cette section par présenter un théoréme d’existence de solutions bornées

d’un probléme aux limites associé a des conditions, plus générales, de type linéaire séparés.

Théoréme 2.1.5 ([5], page 11) Soit f € C([a,b] x R* R) une fonction bornée telle que
IM >0, |f(z,y,2)| < M V(z,y,z) € [a,b] x R%. Alors le probléme

y'(z) = f(z,y(2), ¥ (z), a<z<b
(Q) ary(a) — agy'(a) =,
B1y(b) + By’ (b) = 0,

ol a1y + By £ 0 et ay, g, By, By >0, a1+, >0, az + B35 >0

admet au moins une solution y € C*([a,b]).

La démonstration de ce théoréme se base sur le théoréme du point fixe de Schauder.

Démonstration. Soit X = C'([a, )], R) un espace de Banach, muni de la norme

Iyllx = max |y(z)| + max |3/ (z)] .

Considérons I’ensemble fermé borné, convexe
D={ye X tel que |y(z)|y < NM+L, |y(x)|xy <Ni1M+ Ly, Vx € [a,b]},

o N = (b—a) max |G(z,t)], Ny = (b—a) max |ZG(z,t)], L = m[a>l§] |(z)] et Ly =
z€|a,

x,t€la,b] z,t€[a,b]

max |1’ (x)| et 'opérateur
z€[a,b]

T - X — X
y o Ty(z) = [0 Gla,t)f(ty(t), v (£)dt + (),

ou G est la fonction de Green associée au probléme (@), définie par

G: la,b] x[a,)] — R

P1()pa(z), a<

(2,8) > Ga,t) = ol =
1(T)pq(t), a<t<z<

W(p1:02) (@)

oll ¢, et p, sont deux solutions linéairement indépendantes de ’équation y” = 0 vérifiant

les deux problémes de Cauchy suivants :

/=0 o =0
$1(a) = —ay et Po(b) = B,
¢i(a) = —ay, Po(b) = =5,

41



2.2. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

En utilisant les hypothéses, Vx € [a, b] on aura

Ty(z)] < MN + L,
(Ty)'(x)| < MN1 + L.
Par suite, on en déduit que 1" envoi D dans D.
Comme dans la démonstration du théoréme précédent, on montre que 7' est continu et
envoi les bornés de X dans des relativement bornés.
Par conséquent, le théoréme de Schauder assure l'existence d’une solution y € C*([a, b])

du probléme (Q) ensuite la continuité de f donne y € C?[a,b]. m

2.2 Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur
les intervalles non bornés

Dans ce qui suit, on considére le probléeme de Sturm-Liouville posé sur la demie droite

positive suivant

(p(2)y'(2))" + Ar(2)f(z, y(2)) =0, 0 <z < 400
(P) § y(0) = f, lim p(z)y'(z) =0,
az lim y(z) + f, lim p(z)y'(z) =0,
ol A > 0 est un parametre, f : [0, 4+00[X[0,+00[— Rt et 7 : [0, +00[— [0, +o00[ sont des
+o0o
fonctions continues, p € C([0, +oo[) N C*(]0, +00[), p > 0 sur [0, +o00] et /Z%S)ds < +o0,
0
+0o0
a;>0et 5, >20,1=1,2 avecp:ozgﬂl—l—alﬂg—i—alag/ﬁds>0.

0
Pour z € [0, +00[, posons

x

¢1(7) = By + al/ﬁd&

0
+o00

Ga(7) = By + 042/1%0[3-

x
Remarquons que as¢y(x) + a1¢4(z) = p.
Afin de montrer l'existence de solutions positives du probléme (P), on va utiliser un
théoréme du point fixe sur les cones positifs. Pour celd on a besoin du lemme suivant, qui

permet de transformer le probléeme (P) en une équation intégrale équivalente.

42



2.2. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

“+oo
Lemme 2.2.1 Supposons /ﬁds < 400 et p > 0. Alors pour tout v € L*(0,+00), le

0
probléme linéaire

—(p(2)y'(z))' = v(z), 0 <z <400
p— ] / —_—
ary(0) = By lim p(z)y'(z) = 0, (2.2.1)
az lim y(z) + B, lim p(z)y'(z) =0
admet une unique solution qui s’écrit sous la forme

—+00

y(x) = /G(m,s)v(s)ds.

0

ot la fonction G est définie par

o, s) = 1 $1(T)po(s) si0 <z <5< 400, (2.2.2)
Pl d1(8)pe(z) si0<s<ux<+00.

Démonstration. En intégrant deux fois I’équation du probléme (2.2.1) sur U'intervalle

[0,¢] (t > 0), nous obtenons

y(£) = y(0) + p(0)y/0) /0 t ]%ds _ /O t ]% ( /0 SU(T)dT) ds.

En suite, en intégrant par parties, nous aurons

y(t) :A+B/Ot$ds+/ot (/0 %m) v(s)ds—/ot ]%T)df/otu(f)df, (2.2.3)

ol A et B sont deux constantes a déterminer. Dérivons (2.2.3), on obtient

v = (5= [ ooras). (2:24)

De (2.2.3), (2.2.4) et les conditions aux bords on trouve les valeurs

. p +oo +oo 1 s 1 k)
A = 77 0 < 0 de— fO de—f- ;) U(S)ds,

_ ay [t too 1 s 1 )
B = 7’7 0 ( 0 de — fO de—f- ;) U(S)ds.

Par substitution dans (2.2.3), nous obtenons

ay [t +oo +oo s
y(t) = (%7 +2 f ﬁdT) o ( o 5mdT = Jo semdr + %) v(s)ds
- fot (fot IﬁdT — Iy ﬁdr) v(s)ds,
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2.2. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

ce qui donne,

?J(t) = 1¢1

X<

f <fs - %dT_F %) U(S)ds
(5 5 5yt 1) (O st ;)
2yt (1 i )t

*oli?ﬁv

Par conséquent,

y(t) = %f(f b1 (8)Pq(t) v(s)ds + %f;roo b1 (t)pq(s)v(s)ds
= f(;roo G(t,s)v(s)ds.

Remarque 2.2.1 D’aprés (2.2.2) nous pouvons montrer que la fonction G vérifie les

propriétés suivantes :

1. G est continue sur [0, +o00[x[0,+00] ;

9. 9G

. 52 est continue en tout point (v,s) € [0, 4+o00[x[0, +oo] tel que x # s ;

3. (st 5) — (57 5) = —

o o L) pour tout s € [0,400[ ;

p(s
4. Pour tout s € [0,400[ la fonction x — G(x,s) vérifie le probléme homogéne corre-

spondant au probléme (2.2.1) (v(t) =0) sauf en x = s.

Dans la proposition suivante nous donnons quelques propriétés de la fonction de Green

qui vont nous servir par la suite.
Proposition 2.2.1 De la définition de G, on aura les propriétés suivantes :

1. La fonction de Green G est positive sur [0, +0o[X [0, 4o00].
2. G(x,s) < G(s,s), Vo € [0, +o0].
3. lim G(r.9) = G(s) = b (s) < o

+oo

4. Soit r € L'([0, +o00[). Posons w(z) = /G(m, s)r(s)ds, alors w est I'unique solution

0
du probléme (2.2.1) pour v = r.
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2.2. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

Définition 2.2.1 Soit X un espace de Banach. Un operateur T' : X — X est dit com-
plétement continu s’il est continu et envoi les ensembles bornés de X dans des ensembles

relativement compacts.

Définition 2.2.2 Soient X un espace de Banach réel et K un sous ensemble non vide

fermé convexe de X. K est dit cone s’il satisfait les deux conditions suivantes :
() ze K, A>0= X\t €K ;

(ii) re K, —x € K =2 =0, avec 0 est le zéro de X.
Soit maintenant, le théoréme du point fixe sur les cones suivant

Théoréme 2.2.1 ([7], page 22) Soit K un cone d’un espace de Banach X, Q C K un
ensemble ouvert, borné. 0§ € Q et T : Q — K un opérateur complétement continu.

Supposons

Ty # Ay, Yy € 002, A > 1.

Alors T admet au moins un point fize positif dans Q.

Considérons ’espace de Banach

X = {y e ([0, +oo]) : lim y(x) existe} ,

T—+00

muni de la norme sup définie par |[y|| = sup,ep oo [¥(2)] -

Dans ce qui suit on va utiliser le théoréme du point fixe précédent pour montrer
'existence d’une solution positive du probléeme (P). Comme le critére de compacité
d’Ascoli Arzéla ne suffit pas pour caractériser les ensembles relativement compacts de
I’espace X, on va employer le critére de Corduneanu. Un critére de compacité qui exige
en plus de la bornitude unifome et I’équicontinuité de ’ensemble, 1’équiconvergence de cet

ensemble.
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2.2. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

Lemme 2.2.2 (Critére de compacité de Corduneanu) [3] .
Soit M C X, alors M est relativement compact sur X si les conditions suivantes sont

vérifiées
a) M est uniformément borné dans X,

b) Les fonctions de M sont équicontinues sur tout compact de [0, +o0o],

c) Les fonctions de M sont équiconvergentes, i.e. pour tout € > 0, 3T = T(e) > 0 tel

que |f(z) — f(400)| < € pour tout x > T, et f € M.

Dans ce qui suit, nous présentons un résultat d’existence d’une solution positive du

probléeme (P)

Théoréme 2.2.2 [9] Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées

+oo “+oo

(Hy) /r(s)ds < 400 et |jw|| = sup/G(x,s)r(s)dg < 400.
0 0<r<+00

(Hy) Pour x € [0,+00[, f(x,y) est bornée siy est borné.

Alors il existe \g > 0 tel que pour tout A < Ao, le probléme (P) admet au moins une

solution positive y.
Démonstration. On considére dans ’espace de Banach X le cone
K={ye X :y(x) >0, x €[0,400[}.

Soit R un réel positif tel que \g = ol

R
llwl[ Sk’
Sg=sup{ f(z,y) :0<x <400, 0<y<R}.
Considérons ’ensemble ouvert

Q={yeK: |yl <R}

On définit I'opérateur 7' comme suit

T : Q —- X
y = Ty(@) =[G, s)r(s)f(s,y(s))ds.
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2.2. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

Du lemme 2.2.1 il est clair que tout point fixe de 'opérateur 7" est une solution du probléme

(P). De la condition (Hj3) du théoréme 2.2.2; on aura
Sr:=sup{ f(z,y) : 0 <z <400, 0<y <R} <+o0.

Montrons tout d’abord que 'opérateur T est bien défini.
Soit y € Q, alors ||y|| < R (i.e 0 < y(z) < R Vz € [0, +00]). D’aprés la condition (H;) du

théoréme 2.2.2, pour tout zy, x5 € [0, 4+00[ on a

/ |G (21, 8) — G(x2,5)|r(s)ds <2 sup /G(x,s)r(s)ds < +00.

0<z<+o0

Par suite, la continuité de G et le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue

entrainent

Ty(x1) = Ty(zz)| < /IG 1,8) = G(2a,8)| 1(5) f (s, y(s))ds

IN

2.2.5
)\SR/ |G (21, 8) — G(x2,5)|(s)ds ( )

— 0, quand z; — 5.
D’ou Ty € C([0, +0o0[). De plus, on a

lim Ty(x) = lim )\/G T,s) ,y(s))ds

T——400 T—+400

< )\SR/G(s)r(s)ds < +00.

Montrons maintenant que T est continu. Pour cela, soit (y,),eny une suite de K qui

converge vers y quand n — 400 et montrons que Ty, — Ty quand n — +00. On a

+00 +oo
/E(S)T(S) £ (s, 9n(s) = f(s,9(s))| ds < QSp/G(S)T(S) < oo,

ot p > 0 est un nombre réel tel que p > m%X{HyH Nynll}. Alors
neN*

+o0

[ Tyn(+00) — Ty(+o0)| < A/E(S)T(S) £ (s,yn(s)) — f(s,y(s))| ds

2.2.6
< /G s) 1 f (s, yn(s)) = f(s,u(s))| ds 220

— 0, quand n — +o0.
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2.2. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

Pour tout = € [0, 7] ou T est un nombre positive < +o00, on aura

+oo

Tyn(x) = Ty(x)| < A/G(w, s)r(s) |f (s, yn(s)) = f(s,y(s))| ds

/ (2.2.7)

— 0, quand n — —+o0.

De (2.2.6) et (2.2.7) on obtient que 7" est continu.
Finalement, montrons que 7' envoi les ensembles bornés de X dans des ensembles rela-
tivement compacts. Soit B un borné de X, il existe donc p; > 0 tel que pour tout y € B

on a [ly| < p; et
—+o00

Ty@)| < A / G, 5)r(s) | (s, y(s))]| ds

0

+oo
< Spl/G(x, s)r(s)ds < +o0.
0

D’ou T'(B) est uniformement borné. D’une maniére analogue que (2.2.5), on peut montrer
que T'(B) est équicontinu sur chaque sous intervalle compact de [0, +o0l.
Il reste & montrer que T'(B) est equiconvergent. En fait, pour tout y € B et = € [0, 00,

le théoréme de convergence dominée de Lebesgue entraine

Ty(z) — Ty(+oo)| < A/IG(:L“,S)—5(8)\7’(8)\f(&:un(f»“)ldS

< \S, / |G(x,5) — G(s)| r(s)ds (228)

— 0, quand * — +o00.

Par suite, le lemme 2.2.2 affirme que T est complétement continu.
Maintenant, montrons que Ty # Ay, Vy € 09, A > 1.
On raisonne par ’absurde, Supposons qu’il existe 3y € 92 et \g > 1 tel que Tyy = Ao¥o.
On a yy € 9N i.e. ||yo]| = R, ce qui implique 0 < yo(s) < R Vs € [0, +00].

Par suite, de la condition (Hz) pour tout x € [0, +oc[, on obtient

Tyo(a)l = A Jy"™ Gla,s)r(s)f(s,y(s))ds
< ASg 0+°° G(z, s)r(s)ds
< ASgp sup fO+OOG(ZE,S)T(S)dS
z2€[0,+00[
= Awll Sk
< R
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2.2. Problémes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

Par conséquent, le passage au supremum, donne ||T'yo|| < ||7o]| . Ce qui contredit ’hypothése

Tyo = Aoyo. En fait, T'yog = Aoyo et Ao > 1 entrainent ||Tyo|l > ||vol . ™
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux équations différentielles ordinaires
du second ordre associées & des conditions aux limites. Nous avons exposés plusieurs
méthodes du calcul de la fonction de Green. Une fonction qui sert & résoudre certains
problémes mathématiques, elle intervient par exemple dans la formulation intégrale des
problémes aux limites ; ce qui permet d’utiliser la théorie du point fixe pour étudier de

tels problemes.
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Annexe

Quelques résultats sur les E.D.O. linéaires du second ordre

Soit I’équation différentielle du second ordre a coefficient variable suivante :
p(@)y" +q(x)y’ +r(x)y =0, z € [a,b], (2.2.9)
ou p(z) > 0, g(x) et r(x) sont continues sur [a, b].

Théoréme 2.2.3 ([1], page 35) Il existent exactement deux solutions y, et yo de [’équation
(2.2.9) qui sont linéairement indépendantes sur [a,b], i.e. il n'existe pas une constante c

tel que y1(z) = cyo(z), Vo € [a, b].

Théoréme 2.2.4 ([1], page 35) Soient y; et yy deux solutions de l’équation (2.2.9). Alors
y1 el yo sont linéairement indépendantes sur [a,b] si et seulement si leurs Wronskien défini

par
W(z) =Wy, 1)(x) =
est différent de zéro pour tout x € [a, b].

Théoréme 2.2.5 ([1], page 35) (I’identité d’Abel ou formule d’ostrogradsky-Liouville)

Pour tout x € [a,b], on a

W(x) = W (xo) exp (— /I: %dt) , To € [a,b].

Par conséquent, si le Wronskien s’annule en un point xq de [a,b] alors il s’annule sur tout

Uintervalle [a, b].
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Théoréme 2.2.6 ([1], page 35) Siy; et yo sont deux solutions de l’équation (2.2.9), c¢1 et
¢y sont deux constantes arbitraires alors ciy1+ cays est aussi solution de ’équation (2.2.9).
De plus si yy et yo sont linéairement indépendantes alors toute solution y de (2.2.9) peut

s’écrire sous la forme
y(x) = ki (z) + kayo(x), x € [a,b] et ki, ko sont des constantes.

Remarque 2.2.2 Si on connait une solution y; de l’équation (2.2.9) alors on peut déter-
miner une solution ys telles que, vy, et yo sont linéairement indépendantes, en utilisant la
méthode de la variation de la constante. On obtient une solution de la forme

(@) = y1(2) / . (- / tﬁd@) dt. (2.2.10)

() p(s)

Exemple 2.2.1 Soit l’équation
22y —2xy' 4+ 2y =0, z € R*.

11 est facile de vérifier que y;(z) = x? est une solution de l’équation donnée et d’apres la

formule (2.2.10) sa deuxiéme solution est

—x/—exp( /( ) )dt —/ —t?dt = ——:z:+ v a > 0.

Remarque 2.2.3 Considérons l’équation

p(@)y" +q(@)y' +r(x)y = f(z), v € [a,b]. (2.2.11)

Soient 1, et yo deux solutions linéairement indépendantes de [’équation (2.2.9). En util-

isant de variation des constantes on trouve que la fonction y, définie par

7) :/xﬂ(x,t)m

ni(t)  ya(t)
Moy - L@ 50
Y1 (t) (t)

() ya(t)

est une solution particuliére de ’équation (2.2.11), donc la solution de cette derniére est

y(@) = yy(x) + yp(2)
= ayn(@)+ cya(z)+ [FH(z, t)%dt.
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Formule de dérivation d’une intégrale

Siu, v et f des fonctions dérivables, alors

v(z)

v(x)
8%/ flx, t)dt =" (2) f(z,x) — ' (x) f(z,2) + / Bféga;,t) dt.
Critére de compacité d’Ascoli-Arzéla

Théoréme 2.2.7 Soit X un espace métrique compact, Y un espace de Banach et H C

C (X,Y) un sous-espace muni de la norme sup. Alors H est relativement compact si et

seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.

Ve € X, Uensemble {f (z) : f € H} est borné dansY .

2. H est équicontinu, i.e.

Ve>0,3VeV(),VyeX;yeV=|fy)—f@)|, <e VfeH.
Dans le cas oi X = [a,b] C Ret Y =R, on a le théoréme suivant.
Théoréme 2.2.8 Soit (f,),cn C C ([a,b],R) une suite vérifiant :

1. (fn)nen est uniformément borné, i.e. 3¢ >0, Vn € N : ||f,]| < ec.

2. (fa)nen €8t équicontinue, i.e. Ve > 0,36 =0 (g),Ve,y € [a,b)] :
[z =yl <= [fu(@) = fa(y)| <& ¥neN.

Alors, (fn),en admet une sous-suite convergente. (i.e. (fy),cnest relativement com-

pacte).

Corollaire 2.2.1 Si (f,),cy est borné dans C**' ([a,b] ,R™), i.e. (fp),en €t (f)pen sONt
bornées dans C ([a,b] ,R™), indépendamment de n, alors elle admet une sous-suite con-

vergente dans C* ([a,b] ,R™).

93



Anexes

Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

Théoréme 2.2.9 Soit (f,), .y une suite de fonctions appartenant a L* () avec Q C R™.

On suppose que :

1. fo(x) — f(x) p.p surQ ;

2. Il existe une fonction g € L' (Q) telle que Vn € N, |f,, (z)| < g (x) p.p sur Q.

Alors, f € L* () et ||f,, — f”Ll(Q) — 0.

Théoréme du point fixe de Schauder

Théoréme 2.2.10 [10] Soit C' un sous ensemble non vide, fermé, borné et convere d’un
espace de Banach E. Supposons que f : C' — C' une application continue et compacte.

Alors f admet un point fize dans C.

Théoréme de contraction de Banach

Théoréme 2.2.11 [// (Principe de contraction de Banach, 1992) Soient (X,d) un
espace métrique complet et f : X — X une application contractante. Alors f admet un

unique point fire y € X.
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Résumé

L’objectif de ce travail est de présenter un ensemble de résultats concernant les prob-
léemes aux limites associés aux E.D.O. du second ordre. Plus précisément, on s’intéresse
aux problémes de Sturm-Liouville posés sur des intervalles bornés ou non bornés de R.
Il présente de maniére progressive des résultats permettant de bien maitriser quelques
outils de base notamment la théorie fondamentale de la fonction de Green, la théorie spec-
trale du probléme de Sturm-Liouville linéaire, nécessaires a une étude plus approfondie des
problémes aux limites. Il présente aussi quelques résultats d’existence classiques datant,
pour certains, des années 70. Pour montrer ces resultats, ce travail fait appel a la théorie

du point fixe.



