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Introduction

L�objectif de ce mémoire est de présenter un ensemble de résultats concernant les

problèmes aux limites associées à des équations di¤érentielles ordinaires du second ordre.

Nous nous intéressons particulièrement aux problèmes de Sturm-Liouville posés sur les

intervalles bornés ou non bornés de la droite réelle. Nous rassemblons dans ce travail des

résultats classiques ainsi que des résultats récents moins connus dans la littérature, sur

le sujet. Des résultats permettant de bien maitriser quelques outils de base, notamment

l�alternative de Fredholm, la fonction de Green et les théorèmes du point �xe, nécessaires

à une étude plus approfondie des problèmes aux limites.

La théorie de Sturm-Liouville (1) linéaire s�intéresse aux équations di¤érentielles ordi-

naires linéaires de la forme

(p(x)y0(x))0 + (�r(x) + q(x))y(x) = f(x); (0.0.1)

dans lesquelle le paramètre � et la fonction y sont des inconnues. Cette équation est

souvent posée sur un segment [a; b] et est associés à des conditions aux bords reliant y(a);

y0(a); y(b) et y0(b). Notons que les solutions de ce problème apparaissent comme valeurs

propres et vecteurs propres de l�opérateur linéaire Ly = 1
r(x)

[(p(x)y0)0 + q(x)y], où r 6= 0

sur [a; b]. Le résultat principal de cette théorie est de trouver une base orthonormée de

l�espace vectoriel L2r([a; b]); des fonctions de carré sommable sur l�intervalle [a; b], muni

du produit scalaire hf; gi =
bZ
a

r(x)f(x)g(x)dx: Une base composée de vecteurs propres

correspondant à des valeurs propres distinctes formant une suite strictement croissante.

Dans le cas où le paramètre � n�apparait pas dans l�équation, les solutions du problème

s�écrivent sous la forme intégrale

y(x) =

Z b

a

G(x; t)f(t)dt;

(1)Charles Sturm (1803-1855), français Joseph Liouville (1809-1882), français.
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Introduction

où G est dite fonction de Green.

Ce mémoire comporte deux chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux problèmes linéaires. Nous commençons par dis-

cuter les di¤érents types de conditions aux bords, des conditions qui ne sont pas les mêmes

que celles intervenant dans le problème de Cauchy et qui ont des propriétés particulières

(l�alternative de Fredholm). Ensuite, nous donnons la dé�nition ainsi que les propriétés

d�une fonction qui joue un rôle fondamental dans la représentation des solutions de tels

problèmes. Cette fonction est appelée fonction de Green qui porte le nom du mathémati-

cien anglais George Green (1793-1841). Nous présentons aussi des méthodes pratiques

permettant le calcul de cette fonction. La dernière partie de ce chapitre est consacrée à

l�étude de l�équation (0.0.1) associée à des conditions aux bords linéaires séparées.

Dans le deuxième chapitre nous étudions l�existence et l�unicité de solutions de quelques

problèmes de Sturm- Liouville non linéaire en utilisant la théorie du point �xe. Les ré-

sultats de ce chapitre varient selon les hypothèses portant sur le terme non linéaire ainsi

que selon le bornage ou non de l�intervalle d�étude.
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CHAPITRE

1 Problèmes aux limites

linéaires

1.1 Introduction

Considérons l�équation di¤érentielle du second ordre linéaire

(E) p(x)y00 + q(x)y0 + r(x)y = f(x); x 2 [a; b];

où p; q; r et f sont des fonctions continues sur [a; b], associée à des conditions aux bords

linéaires non séparées :

(F )

8<: U1(y) = �1y(a) + �2y
0(a) + �3y(b) + �4y

0(b) = ;

U2(y) = �1y(a) + �2y
0(a) + �3y(b) + �4y

0(b) = �;

où les �i; �i; i = 1; 4 et ; � sont des constantes réelles données.

Dé�nition 1.1.1 On appelle problème aux limites homogène associé au problème

(E) + (F ) le problème (EH) + (FH) tel que :

(EH) p(x)y00 + q(x)y0 + r(x)y = 0; a < x < b

et

(FH)

8<: �1y(a) + �2y
0(a) + �3y(b) + �4y

0(b) = 0;

�1y(a) + �2y
0(a) + �3y(b) + �4y

0(b) = 0:

Si (f 6= 0 et  = � = 0) ou (f = 0 et ( 6= 0 ou � 6= 0)); on dit que le problème (E) + (F )

est semi homogène.
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1.1. Introduction

Remarques 1.1.1

1. Le problème aux limites (E) + (F ) est dit régulier si a et b sont des nombres �nis

et p; q; r sont des fonctions bornées sur [a; b] et p(x) 6= 0 8x 2 [a; b], sinon on dit

qu�il est singulier.

2. Une solution d�un problème aux limites est une fonction qui satisfait l�équation et

les conditions aux limites associées.

3. Les conditions aux bords linéaires (F ) sont générales, en particulier elles

comprennent :

a) les conditions de Dirichlet : y(a) = , y(b) = � ;

b) les conditions de Neuman : y0(a) = , y0(b) = � ;

c) les conditions mixte : y(a) = , y0(b) = � ou y0(a) = , y(b) = � ;

d) les conditions aux limites linéaires séparées8<: �1y(a) + �2y
0(a) = 

�1y(b) + �2y
0(b) = �;

où �12 + �2
2 6= 0 et �12 + �2

2 6= 0 ;

e) les conditions aux limites linéaires périodiques8<: y(a) = y(b)

y0(a) = y0(b):

Remarque 1.1.2 L�étude de l�existence et de l�unicité de la solution des problèmes aux

limites est plus di¢ cile que celle des problèmes à valeurs initiales (problèmes de Cauchy).

En fait, dans le cas des problèmes aux limites, une légère modi�cation dans les conditions

aux limites ou dans la longeur de l�intervalle d�étude peut conduire à des changements

signi�catifs dans le comportement des solutions. Par exemple, le problème à valeurs ini-

tiales 8<: y00(x) + y(x) = 0; 0 < x < �

y(0) = ; y0(0) = �;
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1.1. Introduction

a pour tout ; � 2 R; une unique solution dé�nie par y(x) =  cosx+ � sin x.

Cependant, le problème aux limites8<: y00(x) + y(x) = 0; 0 < x < �

y(0) = 0; y(�) =  ( 6= 0);

n�admet pas de solutions et le problème8<: y00(x) + y(x) = 0; 0 < x < b (0 < b < �);

y(0) = 0; y(b) = ;

a pour tout  2 R; une unique solution dé�nie par y(x) =  sinx
sin b
.

Alors que le problème 8<: y00(x) + y(x) = 0; 0 < x < �

y(0) = 0; y(�) = 0;

admet une in�nité de solutions dé�nies par y(x) = c sin x; c 2 R:

Le problème homogène (EH)+(FH) admet toujours la solution triviale y � 0. D�après

l�exemple précèdent il peut avoir une solution non triviale. Le théorème suivant donne

une condition nécessaire et su¢ sante pour que le problème (EH)+ (FH) n�admet pas des

solutions non triviales.

Théorème 1.1.1 ([1]; page 234) Soient '1 et '2 deux solutions linéairement indépen-

dantes de l�équation (EH): Alors le problème homogène (EH) + (FH) a uniquement la

solution triviale y � 0 si et seulement si

� =

������ U1('1) U1('2)

U2('1) U2('2)

������ 6= 0:
Démonstration. Toute solution de l�équation (EH) peut s�écrire sous la forme

y(x) = c1'1(x) + c2'2(x); c1; c2 2 R:

y est solution du problème (EH) + (FH) si et seulement si8<: U1(c1'1 + c2'2) = 0

U2(c1'1 + c2'2) = 0:

Ce qui donne le système linéaire

(S)

8<: c1U1('1) + c2U1('2) = 0

c1U2('1) + c2U2('2) = 0:
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1.1. Introduction

Par suite, le système (S) admet uniquement la solution triviale si et seulement si son

déterminant � est non nul.

Exemple 1.1.1 Considérons le problème de Dirichlet

(Q)

8>>><>>>:
xy00(x)� y0(x)� 4x3y(x) = 0; 1 < x < 2

U1(y) = y(1) = 0;

U2(y) = y(2) = 0:

On a '1(x) = cosh(x
2� 1) et '2(x) = 1

2
sinh(x2� 1) deux solutions linéairement indépen-

dantes de l�équation xy00(x)� y0(x)� 4x3y(x) = 0 avec

� =

������ '1(1) '2(1)

'1(2) '2(2)

������ =
������ 1 0

cosh 3 1
2
sinh 3

������ = 1

2
sinh 3 6= 0:

Donc le problème (Q) n�admet que la solution triviale y � 0.

Dans ce qui suit, nous présentons un résultat, appelé Alternative de Fredholm, qui

assure l�existence et l�unicité des solutions du problème non homogène (E) + (F ) dans le

cas où le problème homogène n�admet pas de solutions non triviales.

Théorème 1.1.2 (Alternative de Fredholm) ([1], page 236)

Le problème non homogène (E) + (F ) admet une solution unique si et seulement si le

problème homogène (EH) + (FH) admet uniquement la solution triviale y � 0.

Démonstration. Soient '1 et '2 deux solutions linéairement indépendantes de

l�équation (EH) et  une solution particulière de l�équation non homogène (E): Alors

la solution générale de l�équation (E) s�écrit sous la forme

y(x) = c1'1(x) + c2'2(x) +  (x); c1; c2 2 R:

y est solution du problème non homogène (E) + (F ) si et seulement si8<: U1(c1'1 + c2'2 +  ) = 

U2(c1'1 + c2'2 +  ) = �;

ce qui donne le système linéaire

(S 0)

8<: c1U1('1) + c2U1('2) + U1( ) = 

c1U2('1) + c2U2('2) + U2( ) = �:
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1.2. Fonction de Green

Le système (S 0) admet une unique solution si et seulement si

� =

������ U1('1) U1('2)

U2('1) U2('2)

������ 6= 0:
Par conséquent, le théorème 1:1:1 assure que le problème homogène admet que la solution

triviale.

1.2 Fonction de Green

1.2.1 Fonction de Green associée à une E.D.O. du second ordre

Les fonctions de Green ont été introduites par George Green en 1828, ces fonctions

interviennent dans la résolution de certaines équations linéaires ainsi que dans la trans-

formation d�équations di¤érentielles non linéaires en équations intégrales.

Dans ce qui suit on considère l�équation di¤érentielle du second ordre (E) associée aux

conditions aux bords linéaires non séparées (F ).

Dé�nition 1.2.1 Soit le problème aux limites homogène8>>><>>>:
(EH) p(x)y00 + q(x)y0 + r(x)y = 0; a < x < b

(FH)

8<: �1y(a) + �2y
0(a) + �3y(b) + �4y

0(b) = 0;

�1y(a) + �2y
0(a) + �3y(b) + �4y

0(b) = 0:

(1.2.1)

On appelle fonction de Green associée au problème (1:2:1) toute fonction G : [a; b] �

[a; b] �! R véri�ant les propriétés suivantes :

1. G est continue sur [a; b]� [a; b] ;

2. @G
@x
est continue en tout point (x; t) 2 [a; b]� [a; b] tel que x 6= t ;

3. @G
@x
(x; x�)� @G

@x
(x; x+) = 1

p(x)
8x 2 [a; b] où @G

@x
(x; x�) = lim

t�!x�
@G
@x
(x; t) et

@G
@x
(x; x+) = lim

t�!x+
@G
@x
(x; t) ;

4. 8t 2 (a; b) la fonction x 7! G(x; t) véri�e l�équation homogène (EH) sur chacun des

intervalles [a; t) et (t; b] ;

5. 8t 2 (a; b) la fonction x 7! G(x; t) véri�e les conditions homogènes (FH).
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1.2. Fonction de Green

Théorème 1.2.1 ([2], page 122) Supposons que le problème homogène (1:2:1) n�admet

pas de solutions non triviales. Alors, il existe une unique fonction G; dite fonction de

Green, telle que pour toute fonction f la solution y du problème semi homogène (E)+(FH)

s�écrit d�une manière unique sous la forme :

y(x) =

Z b

a

G(x; t)f(t)dt:

Démonstration. Existence, unicité et construction de la fonction G

Soient '1; '2 deux solutions indépendantes de (EH): Par dé�nition, la fonction partielle

x 7! G(x; t) est une solution de l�équation (EH) dans chacun des intervalles [a; t[ et ]t; b],

il existe donc quatre fonctions dépendantes de la variable t telles que :

G(x; t) =

8<: �1(t)'1(x) + �2(t)'2(x) si a � x � t

�1(t)'1(x) + �2(t)'2(x) si t � x � b:
(1.2.2)

Ensuite, les propriétés 1 et 3 donnent le système :8<: �1(t)'1(t) + �2(t)'2(t) = �1(t)'1(t) + �2(t)'2(t)

�1(t)'
0(t) + �2(t)'

0(t)� �1(t)'
0(t)� �2(t)'

0(t) = 1
p(t)
:

(1.2.3)

Posant v1(t) = �1(t)� �1(t) et v2(t) = �2(t)� �2(t); le système (1:2:3) devient8<: v1(t)'1(t) + v2(t)'2(t) = 0

v1(t)'
0(t) + v2(t)'

0(t) = 1
p(t)
:

(1.2.4)

CommeW ('1; '2)(x) 6= 0 pour tout t 2 [a; b] le système (1:2:4) admet une unique solution

(v1(t); v2(t)): En utilisant les relations �1(t) = �1(t) + v1(t) et �2(t) = �2(t) + v2(t), la

fonction de Green G devient :

G(x; t) =

8<: �1(t)'1(x) + �2(t)'2(x); si a � x � t � b

�1(t)'1(x) + �2(t)'2(x) + v1(t)'1(x) + v2(t)'2(x); si a � t � x � b:

Ensuite, la propriété 5 nous donne le système8<: U1('1)�1(t) + U1('2)�2(t) = k1(t)

U2('1)�1(t) + U2('2)�2(t) = k2(t);
(1.2.5)

où 8<: k1(t) = �v1(t)[�3'1(b) + �4'
0(b)]� v2(t)[�3'2(b) + �4'

0(b)];

k2(t) = �v1(t)[�3'1(b) + �4'
0(b)]� v2(t)[�3'2(b) + �4'

0(b)]:
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1.2. Fonction de Green

En e¤et, on a

G(a; t) = �1(t)'1(a) + �2(t)'2(a); (a � t)

@G
@x
(a; t) = �1(t)'

0(a) + �2(t)'
0(a);

G(b; t) = �1(t)'1(b) + �2(t)'2(b) + v1(t)'1(b) + v2(t)'2(b); (t � b)

@G
@x
(b; t) = �1(t)'

0(b) + �2(t)'
0(b) + v1(t)'

0(b) + v2(t)'
0(b):

Comme la fonction x 7! G(x; t) véri�e les conditions aux bords (FH) pour tout t 2 [a; b];

alors

�1G(a; t) + �2
@G
@x
(a; t) + �3G(b; t) + �4

@G
@x
(b; t) = 0;

ce qui donne l�équation

�1(t)[�1'1(a) + �2'
0(a) + �3'1(b) + �4'

0(b)] + �2(t)[�1'2(a) + �2'
0(a)+

�3'2(b) + �4'
0(b)] + �1(t)[�3'1(b) + �4'

0(b)] + v2(t)[�3'2(b) + �4'
0(b)] = 0;

ce qui est équivalente à

�1(t)[�1'1(a) + �2'
0(a) + �3'1(b) + �4'

0(b)] + �2(t)[�1'2(a) + �2'
0(a)+

�3'2(b) + �4'
0(b)]

= �v1(t)[�3'1(b) + �4'
0(b)]� v2(t)[�3'2(b) + �4'

0(b)] = k1(t):

De même on aura

�1G(a; t) + �2
@G
@x
(a; t) + �3G(b; t) + �4

@G
@x
(b; t) = 0

ce qui donne la deuxième équation du système (1:2:5).

Par hypothèse, le problème homogène (1:2:1) n�admet que la solution triviale donc, d�après

le théorème 1:1:1; le déterminant du système (1:2:5) est non nul. Ce qui entraîne que ce

système admet une unique solution (�1(t); �2(t)).

Maintenant, pour montrer l�unicité de la fonction de Green, nous supposons queH est une

autre fonction véri�ant les conditions (1)-(5), puis pour tout t 2 [a; b] et toute fonction

continue f , on aura Z b

a

G(x; t)f(t)dt =

Z b

a

H(x; t)f(t)dt;

alors Z b

a

[G(x; t)�H(x; t)]f(t)dt =

Z b

a

G(x; t)f(t)dt�
Z b

a

H(x; t)f(t)dt = 0

Pour x �xé, posons f(t) = G(x; t) � H(x; t); on obtient
R b
a
[G(x; t) � H(x; t)]2dt = 0;

8x 2 [a; b]:
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1.2. Fonction de Green

Ce qui entraîne que G(x; t) = H(x; t) pour tout (x; t) 2 [a; b]� [a; b]:

Existence et unicité de la solution

La fonction y dé�nie par :

y(x) =

Z b

a

G(x; t)f(t)dt =

Z x

a

G(x; t)f(t)dt+

Z b

x

G(x; t)f(t)dt

est solution du problème (E) + (FH). En e¤et, d�après la dérivabilité de G par rapport à

x dans chacun des intervalles (a; x]; [x; b) et la formule de dérivation d�une intégrale (voir

l�annexe) on obtient

y0(x) = G(x; x)f(x) +

Z x

a

@G
@x
(x; t)f(t)dt�G(x; x)f(x) +

Z b

x

@G
@x
(x; t)f(t)dt

=

Z b

a

@G
@x
(x; t)f(t)dt:

Soit (z; z) un point de la diagonale du carré [a; b] � [a; b]: Par hypothèse @G
@x
(x; t) est

continue en (x; t) dans les deux triangles a 6 t 6 x 6 b et a 6 x 6 t 6 b:

Par conséquent, les deux limites suivantes sont égales :

lim
x!z
z<x

@G

@x
(x; z) =

@G

@x
(z+; z) et lim

y!z
y<z

@G

@y
(y; z) =

@G

@y
(z; z�)

Calculons y00

y00(x) =

Z x

a

@2G
@x2
(x; t)f(t)dt+ f(x)@G

@x
(x; x�) +

Z b

x

@2G
@x2
(x; t)f(t)dt� f(x) @G

@ x
(x; x+)

=

Z b

a

@2G
@x2
(x; t)f(t)dt+ f(x)[@G

@x
(x; x�)� @G

@x
(x; x+)]:

Or
@G
@x
(x+; x) = @G

@x
(x; x�);

@G
@x
(x�; x) = @G

@x
(x; x+);

@G
@x
(x+; x)� @G

@x
(x�; x) = 1

p(x)
;

on en déduit l�expression

y00(x) =
f(x)

p(x)
+

Z b

a

@2G

@x2
(x; t)f(t)dt:

Par suite, la propriété 4 de G donne

p(x)y00+q(x)y0+r(x)y(x) = f(x) +

�
1
p(x)

Z b

a

@2G

@x2
+ q(x)

Z b

a

@G

@x
+ r(x)

Z b

a

G(x; t)

�
f(t)dt

= f(x).
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1.2. Fonction de Green

De plus, y véri�e les conditions (FH) car on a

y(a) =

Z b

a

G(a; t)f(t)dt et y(b) =

Z b

a

G(b; t)f(t)dt

y0(a) =

Z b

a

@G(a; t)

@x
f(t)dt et y0(b) =

Z b

a

@G(b; t)

@x
f(t)dt;

d�où l�existence de la solution y:

L�unicité de la solution y résulte de l�hypothèse sur le problème homogène ainsi que de

l�alternative de Fredholm.

Exemple 1.2.1 Considérons le problème aux limites périodique :

(P )

8>>><>>>:
y00(x) + k2y(x) = 0; 0 < x < a; k > 0

y(0) = y(a),

y0(0) = y0(a); a > 0:

Soit '1(x) = cos(kx) et '2(x) = sin(kx) deux solutions linéairement indépendantes de

l�équation y00(x) + k2y(x) = 0. Le problème homogène associé au problème (P ) n�a que la

solution triviale (y � 0) si et seulememt si � = 4k sin2 ka
2
6= 0.

Soit a 2]0; 2�
k
[: La fonction de Green G associée au problème (P ) s�écrit sous la forme

G(x; t) =

8<: �1(t) cos(kx) + �2(t) sin(kx) si 06 x < t

�1(t) cos(kx) + �2(t) sin(kx) si t < x 6 a

Posons v1(t) = �1(t) � �1(t) et v2(t) = �2(t) � �2(t). Alors v1(t) et v2(t) véri�ent le

système 8<: cos(kt)v1(t) + sin(kt)v2(t) = 0;

�k sin(kt)v1(t) + k cos(kt)v2(t) = 1;

ce qui donne

v1(t) = �
1

k
sin(kt) et v2(t) =

1

k
cos(kt):

Ensuite, �1(t) et �2(t) véri�ent le système8><>:
(1� cos(ka))�1(t)� sin(ka)�2(t) =

1

k
sin(k(a� t))

sin(ka)�1(t) + (1� cos(ka))�2(t) =
1

k
cos(k(a� t)):

Le déterminant de ce système en (�1(t); �2(t)) est di¤érent de zéro, alors �1(t) et �2(t)

sont bien dé�nies et uniques telles que

�1(t) =
1

2k sin k
2

cos(k(t� a

2
)) et �2(t) =

1

2k sin k
2

sin(k(t� a

2
)):

11



1.2. Fonction de Green

On remplace ces fonctions dans l�expression de la fonction de Green on aura

G(x; t) =
1

2k sin k
2

8<: cos(k(x� t+
a

2
)) 0 � x � t

cos(k(t� x+
a

2
)) t � x � a

:

Exemple 1.2.2 Construisons la fonction de Green du problème

(Q)

8>>><>>>:
y00 = 0; a < x < b

�1y(a) + �2y
0(a) = 0;

�1y(b) + �2y
0(b) = 0:

On a y1(x) = 1 et y2(x) = x sont deux solutions linéairement indépendantes de l�équation

y00 = 0: Le problème (Q) n�admet que la solution triviale si et seulement si

� =

������ �1 �1a+ �2

�1 �1b+ �2

������ = �1�1(b� a) + �1�2 � �2�1 6= 0:

La fonction de Green G est donc de la forme

G(x; t) =

8<: �1(t) + �2(t)x 0 � x � t

�1(t) + �2(t)x t � x � a

On pose v1(t) = �1(t)��1(t) et v2(t) = �2(t)��2(t), où v1(t) et v2(t) véri�ent le système8<: y1(t)v1(t) + y2(t)v2(t) = 0

y0(t)v1(t) + y0(t)v2(t) = 1;

donc 8<: v1(t) + tv2(t) = 0

v2(t) = 1
)

8<: v1(t) = �t

v2(t) = 1:

Ensuite, �1(t) et �2(t) véri�ent le système8<: �1�1(t) + (�1a+ �2)�2(t) = 0;

�1�1(t) + (�1b+ �2)�2(t) = ��1(b� t)� �2;

en résolvant ce système on trouve8<: �1(t) =
1
�
(�1a+ �2)(�1b� �1t+ �2);

�2(t) =
1
�
�1(�1t� �1b� �2):

D�où

G(x; t) =

8<: (�1b� �1t+ �2)(�1a� �1x+ �2); a � x � t � b

(�1b� �1x+ �2)(�1a� �1t+ �2); a � t � x � b
:
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1.2. Fonction de Green

1.2.2 Fonction de Green associée à une E.D.O. d�ordre n � 2

Existence et unicité de la fonction de Green

Considérons le problème aux limites d�ordre n de la forme suivante8<: Lny(x) = f(x); a < x < b

Ui(y) = i; i = 1; :::; n;
(1.2.6)

où

Lny(x) � a0(x)y
(n)(x) + a1(x)y

(n�1)(x) + :::+ an�1(x)y
0(x) + an(x)y(x); x 2 [a; b];

et

Ui(y) =
n�1X
j=0

(�ijy
(j)(a) + �ijy

(j)(b)); i = 1; :::; n; (1.2.7)

avec �ij, �
i
j sont des constantes réelles pour i = 1; :::; n, j = 0; :::; n � 1, f et ak sont des

fonctions continues sur [a; b] pour k = 1; :::; n; et a0(x) 6= 0 8 x 2 [a; b].

Corollaire 1.2.1 Soit fy1; . . . ; yng un système fondamental de solutions de l�équation

Lny(x) = 0 (i.e. il forme une base de l�espace vectoriel de solutions). Le problème

homogène 8<: Lny(x) = 0; a < x < b

Ui(y) = 0; i = 1; :::; n:
(1.2.8)

a seulement la solution triviale y � 0 si et seulement si

� =

���������
U1(y1) � � � U1(yn)
...

. . .
...

Un(y1) � � � Un(yn)

��������� 6= 0:
Dé�nition 1.2.2 Une fonction G : [a; b] � [a; b] ! R est appelée fonction de Green du

problème (1:2:8) si elle satisfait les propriétés suivantes :

1. G est dé�nie et continue sur le carré [a; b]� [a; b].

2. @n�1G
@xn�1

et @nG
@xn

existent et elles sont continues sur les triangles a � t < x � b et

a � x < t � b:

3. 8 x 2 (a; b) les limites @n�1G
@xn�1

(x+; x) et @
n�1G
@xn�1

(x�; x) existent (i.e. les limites quand

(x; t) 7! (x; x) avec t > x ou t < x) de plus

@n�1G

@xn�1
(x; x�)� @n�1G

@xn�1
(x; x+) =

1

a0(x)
�

13



1.2. Fonction de Green

4. 8 t 2 (a; b); la fonction x 7! G(x; t) est solution de l�équation Lny = 0; sur chacun

des intervalles [a; t) et (t; b]. C�est à dire

a0(x)
@nG

@xn
(x; t) + a1(x)

@n�1G

@xn�1
(x; t) + :::+ an�1(x)

@G

@x
(x; t) + an(x)G(x; t) = 0:

5. 8 t 2 (a; b); la fonction x 7! G(x; t) véri�e les conditions aux bords Ui(G(:; t) = 0;

i = 1; :::; n, c�est à dire

n�1X
j=0

�
�ij
@jG

@xj
(a; t) + �ij

@jG

@xj
(b; t)

�
= 0; i = 1; :::; n:

Théorème 1.2.2 ([6]; [8]) Supposons que le problème homogène (1:2:8) a seulement la

solution triviale. Alors il existe une unique fonction de Green G, associée à (1:2:8).

De plus, pour toute fonction continue f , l�unique solution du problème semi-homogène8<: Lny(x) = f(x); a < x < b;

Ui(y) = 0; i = 1; :::; n
(1.2.9)

est donnée par

y(x) =

Z b

a

G(x; t)f(t)dt:

Calcul de la fonction de Green associée à une E.D.O linéaire d�ordre n � 2 à

coe¢ cients constants

Nous présentons maintenant une méthode pour calculer explicitement la fonction de

Green, en résolvant un système algébrique linéaire de n équations à n inconnues. Pour

déterminer ce système on va utiliser le lemme suivant

Lemme 1.2.1 ([6]) Soit r l�unique solution du problème de Cauchy8>>><>>>:
u(n)(x) +

Pn�1
i=0 an�iu

(i)(x) = 0; a0 = 1; x 2 R+
u(i)(0) = 0; i = 0; : : : ; n� 2;

u(n�1)(0) = 1:

(1.2.10)

Alors, l�unique solution du problème de Cauchy non homogène8<: y(n)(x) +
Pn�1

i=0 an�iy
(i)(x) = f(x); a < x < b

y(i)(a) = �i; i = 0; : : : ; n� 1;
(1.2.11)
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1.2. Fonction de Green

avec f 2 C([a; b]) et �i 2 R; i = 0; : : : ; n� 1, est donnée par :

y(x) =

Z b

a

r(x� t)f(t)dt+
n�1X
k=0

�kyk(x); (1.2.12)

où

yk(x) = r(n�1�k)(x� a) +

n�1X
j=k+1

an�jr
(j�k�1)(x� a); x 2 R; k = 0; :::; n� 1: (1.2.13)

La fonction de Green associée au problème (1:2:8) est de la forme

G(x; t) =

8><>:
r(x� t) +

Pn�1
k=0 yk(x)dk(t); si a � t < x � b

n�1P
k=0

yk(x)dk(t); si a � x < t � b;
(1.2.14)

où les fonctions r et yk, k = 0; :::; n � 1 sont dé�nies dans le lemme 1:2:1 et les dk;

k = 0; :::; n� 1 sont les fonctions continues véri�ant le système linéaire

0BBB@
U1(y0) � � � U1(yn�1)
...

. . .
...

Un(y0) � � � Un(yn�1)

1CCCA
0BBB@

d0(t)
...

dn�1(t)

1CCCA = �

0BBBBB@
n�1P
j=0

�1jr
(j)(b� t)

...
n�1P
j=0

�nj r
(j)(b� t)

1CCCCCA : (1.2.15)

Notons que ce système admet une seule solution car le problème homogène (1:2:8) n�admet

que la solution triviale y � 0:

Exemple 1.2.3 On considère le problème de Dirichlet8<: y00 = f(x), 0 < x < 1

y(0) = y(1) = 0:

Dans ce problème on a

n = 2; L2y(t) = y00(t) (a1 = 0; a2 = 0);

U1(y) = y(0) (�10 = 1; �
1
1 = 0; �

1
0 = 0; �

1
1 = 0);

U2(y) = y(1) (�20 = 0; �
2
1 = 0; �

2
0 = 1; �

2
1 = 0):

La fonction de Green associée au problème homogène s�écrit sous la forme

G(x; t) =

8<: r(x� t) + y0(x)d0(t) + y1(x)d1(t); si 0 � t � x � 1;

y0(x)d0(t) + y1(x)d1(t); si 0 � x < t � 1;
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1.2. Fonction de Green

où r véri�e le problème de Cauchy8<: r00(x) = 0; x > 0

r(0) = 0; r0(0) = 0:

On trouve y0(x) = x; y1(x) = 1 et r(x) = x: Par suite, les fonctions continues d0 et d1

sont données par le système linéaire0@ U1(y0) U1(y1)

U2(y0) U2(y1)

1A0@ d0(t)

d1(t)

1A = �

0@ 0

1� t

1A ;

ce qui est équivalent à 0@ 0 1

1 1

1A0@ d0(t)

d1(t)

1A = �

0@ 0

1� t

1A :

Alors 8<: d0(t) = 0

d1(t) = 1� t:

D�où

G(x; t) =

8<: x(1� t); si 0 � t � x � 1 ;

x(t� 1); si 0 � x < t � 1:

Exemple 1.2.4 Considérons le problème d�ordre 48<: y(4) = 0;

y(0) = y0(0) = y(1) = y0(1) = 0

La solution générale de l�équation y(4) = 0 est de la forme y(x) = c1 + c2x+ c3x
2 + c4x

3.

Donc 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

L4y(x) = y(4)(x); x 2 [0; 1]

U1(y) = y(0)

U2(y) = y0(0)

U3(y) = y(1)

U4(y) = y0(1)

et

8>>>>>><>>>>>>:

y0(x) = 1

y1(x) = x

y2(x) = x2

y3(x) = x3

:

Nous cherchons la fonction de Green sous la forme

G(x; t) =

8<: r(x� t) +
P3

k=0 yk(x)dk(t); si 0 � t < x � 1,P3
k=0 yk(x)dk(t); si 0 � x � t � 1;
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1.2. Fonction de Green

où r(x) = 1
6
x3est l�unique solution du problème de Cauchy8>>><>>>:

u(4)(x) = 0; x > 0 ;

u(0) = u0(0) = u00(0) = 0 ;

u(3)(0) = 1:

Il reste à déterminer les fonctions dk pour k = 0; :::; 3 qui véri�ent le système linéaire0BBBBBB@
U1(y0) U1(y1) U1(y2) U1(y3)

U2(y0) U2(y1) U2(y2) U2(y3)

U3(y0) U3(y1) U3(y2) U3(y3)

U4(y0) U4(y1) U4(y2) U4(y3)

1CCCCCCA

0BBBBBB@
d0(t)

d1(t)

d2(t)

d3(t)

1CCCCCCA = �

0BBBBBB@

P3
j=0 �

1
jr
(j)(1� t)P3

j=0 �
2
jr
(j)(1� t)P3

j=0 �
3
jr
(j)(1� t)P3

j=0 �
4
jr
(j)(1� t)

1CCCCCCA :

Ce qui est équivalent à0BBBBBB@
1 0 0 0

0 1 0 0

1 1 1 1

0 1 2 3

1CCCCCCA

0BBBBBB@
d0(t)

d1(t)

d2(t)

d3(t)

1CCCCCCA = �

0BBBBBB@
0

0

r(1� t)

r0(1� t)

1CCCCCCA :

La résolution de ce système donne8>>>>>><>>>>>>:

d0(t) = 0;

d1(t) = 0;

d2(t) = �1
2
(1� t)3 + 1

2
(1� t)2;

d3(t) =
1
3
(1� t)3 � 1

2
(1� t)2:

D�où

G(x; t) =

8><>:
(
1

2
x3 � x2 +

1

2
x)t2 � (x

3

3
� x2

2
+
1

6
)t3 si 0 � t � x � 1;

(
1

2
t3 � t2 +

1

2
t)x2 � (t

3

3
� t2

2
+
1

6
)x3 si 0 � x � t � 1:
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1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

1.3 Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

1.3.1 Introduction

Nous nous intéressons dans cette section à l�étude de l�équation di¤érentielle de Sturm-

Liouville

(p(x)y0(x))0 + (q(x) + �r(x))y(x) = 0; x 2 [a; b]:

Ici p; q et r sont des fonctions données à valeurs réelles dé�nies sur l�intervalle [a; b] avec

r(x) 6= 0 8x 2 [a; b]; y = y(x) est une fonction à déterminer et � est un paramètre à

déterminer aussi.

Remarque 1.3.1 Bien que l�équation de Sturm-Liouville ait une forme spéciale, toute

équation di¤érentielle linéaire du second ordre de la forme :

a0(x)y
00 + a1(x)y

0 + (a2(x) + �)y = 0;

où a0(x) 6= 0; 8x 2 [a; b] et a1a0 ,
a2
a0
sont des fonctions intégrables sur [a; b]; peut se mettre

sous la forme de Sturm-Liouville si nous dé�nissons

p(x) = exp

�Z x

a

a1(t)

a0(t)
dt

�
; q(x) =

a2(x)

a0(x)
p(x) et r(x) =

1

a0(x)
p(x):

Dé�nition 1.3.1 Soient p 2 C1([a; b]) et q; r 2 C([a; b]) telles que p; r > 0 sur [a; b].

Soit (�1; �2; �1; �2) 2 R4 tels que �12 + �2
2 6= 0 et �12 + �2

2 6= 0:

On appelle problème de Sturm-Liouville régulier homogène le problème aux limites

(SLH)

8>>><>>>:
(p(x)y0(x))0 + (q(x) + �r(x))y(x) = 0; a < x < b

�1y(a) + �2y
0(a) = 0;

�1y(b) + �2y
0(b) = 0:

Les solutions non nulles du problème (SLH) (si elles existent) sont appelées fonctions

propres, et dans ce cas la valeur � pour laquelle de telles solutions existent est la valeur

propre correspondante à ces solutions.

Remarque 1.3.2

1. La fonction nulle y � 0 est clairement une solution de tout problème de Sturm-

Liouville homogène.

18



1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

2. Le problème (SLH) est dit régulier si [a; b] est un intervalle borné sur lequel p; q et

r sont bornées et p(x) 6= 0 8x 2 [a; b]:

3. Dans les problèmes de Sturm-Liouville, les conditions aux bords font intervenir sé-

parément a et b:

4. Les notions de valeurs propres et de fonctions propres sont les mêmes que celles de

l�algèbre linéaire. Si r(x) 6= 0 pour tout x 2 [a; b], alors nous pouvons considérer

l�opérateur de dérivation linéaire

y 7! Ly =
1

r(x)
[(p(x)y0)0 + q(x)y]

dé�ni sur un espace vectoriel approprié de fonctions. Dans ce cadre, une fonction

propre de (SLH) et sa valeur propre sont respectivement un vecteur propre de L et

la valeur propre associée à ce vecteur propre.

Soit le problème de Sturm-Liouville non homogène

(SL)

8>>><>>>:
(p(x)y0(x))0 + (q(x) + �r(x))y(x) = f(x); a < x < b

�1y(a) + �2y
0(a) = ;

�1y(b) + �2y
0(b) = �:

Proposition 1.3.1 Soit (�n)n2N les valeurs propres du problème homogène (SLH). Alors

a) Si � 6= �n; 8n 2 N; le problème (SL) admet, pour toute fonction continue f , une

unique solution.

b) S�il existe n0 2 N tel que � = �n0, alors le problème (SL) admet soit 0 solution, soit

une in�nité de solutions.

Démonstration. Soit (�n)n2N les valeurs propres du problème homogène (SLH).

a) Si � 6= �n alors le problème (SLH) n�admet que la solution triviale, d�où le problème

de (SL) admet pour tout ; � et f une solution unique.

b) Si � = �n0 alors le problème (SLH) admet une solution non triviale, d�où le problème

(SL) admet soit 0, soit une in�nité de solutions.
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1.3.2 Fonction de Green associée à un problème de Sturm-Liouville

Soient p 2 C1([a; b]; ]0;1[) et q; f 2 C([a; b]) et les (�i; �i) 2 R2; i = 1; 2 tels que

j�1j+ j�2j 6= 0 et j�1j+ j�2j 6= 0:

On considère le problème aux limites de type Sturm-Liouville suivant

(H)

8>>><>>>:
(py0)0 + qy = 0; a < x < b

�1y(a) + �2y
0(a) = 0;

�1y(b) + �2y
0(b) = 0:

On note par (NH) le problème non homogène associé au problème (H):

Fonction de Green : problème homogène régulier à solution unique nulle

Soient �1 et �2 les solutions respectives des problèmes de Cauchy suivants :8>>><>>>:
(p�01)

0 + q�1 = 0

�1(a) = �2

�01(a) = ��1;

et

8>>><>>>:
(p�02)

0 + q�2 = 0

�2(b) = �2

�02(b) = ��1:

Alors �1 6= 0; �2 6= 0 (car j�1j+j�2j 6= 0 et j�1j+j�2j 6= 0) etW (�1; �2)(x) 6= 0 8x 2 [a; b];

sinon �1 et �2 serons deux solution non nulles du problème homogène (H).

La fonction de Green G associée au problème (H) s�écrit sous la forme :

G(x; t) =
1

p(x)W (x)

8<: �1(x)�2(t); a 6 x 6 t 6 b;

�1(t)�2(x); a 6 t 6 x 6 b:

Remarquons que le produit pW est constant. En e¤et,

�1 véri�e (H) ) (p�01)
0 + q�1 = 0 (1)

�2 véri�e (H) ) (p�01)
0 + q�2 = 0 (2)

Multiplions (1) par �2 et (2) par �1 on obtient8<: �2(p�
0
1)
0 + q�2�1 = 0 (3)

�1(p�
0
2)
0 + q�1�2 = 0: (4)

Alors

(3)� (4)) �2(p�
0
1)
0 � �1(p�

0
2)
0 = 0 () �2(p�

0
1)
0 + p�01�

0
2 � p�01�

0
2 � �1(p�

0
2)
0 = 0

() (p�2�
0
1)
0 � (p�1�02)0 = 0

() [p(�2�
0
1 � �1�

0
2)]

0 = 0

() (pW (�1; �2))
0(x) = 0

() pW (�1; �2) = cte
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1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

En�n, on peut montrer facilement que la fonction G véri�e toutes les propriétés de la

fonction de Green citées dans la dé�nition 1:2:1.

Exemple 1.3.1 Considérons le problème de Dirichlet posé sur l�intervalle [a; b]

(P )

8<: y00= f(x); a < x < b

y(a) = y(b) = 0:

Construisons les fonctions �1 et �2 solutions des problèmes de Cauchy :8>>><>>>:
�001= 0

�1(a) = 0

�0(a) = �1:

et

8>>><>>>:
�002= 0

�2(b) = 0

�0(b) = �1:

On trouve �1(x) = a � x; �2(x) = b � x et W (�1; �2) = b � a 6= 0; d�où la fonction de

Green

G(x; t) =

8<:
(x�a)(t�b)

b�a ; si a6 x 6 t 6 b

(t�a)(x�b)
b�a ; si a6 t 6 x 6 b:

Le théorème suivant donne la forme de la solution du problème non homogène (NH)

en utilisant la fonction de Green.

Théorème 1.3.1 Supposons que le problème homogène (H) n�admet pas de solutions non

triviales et soit G la fonction de Green correspondante. On note par  1 et  2 les solutions

uniques des problèmes aux limites (respectivement) :8>>><>>>:
p 01 + q 1 = 0

�1 1(a) + �2 
0
1(a) = ;

�1 1(b) + �2 
0
1(b) = 0;

et

8>>><>>>:
p 02 + q 2 = 0

�1 2(a) + �2 
0
2(a) = 0;

�1 2(b) + �2 
0
2(b) = �:

Alors le problème (NH) admet une unique solution dé�nie par :

y(x) =

Z b

a

G(x; t)f(t)dt+  1(x) +  2(x):

Exemple 1.3.2 Soit le problème de Dirichlet

(Q)

8<: y00= f(x); a < x < b

y(a) = ; y(b) = �:

La solution de (Q) s�écrit sous la forme

y(x) = x�b
b�a

Z x

a

(t� a)f(t)dt+ x�a
b�a

Z b

x

(t� b)f(t)dt+  x�b
b�a + � x�a

b�a ;
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1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

où  1(x) =  x�b
b�a est la solution du problème8>>><>>>:

py0 + qy = 0

 1(a) = 

 1(b) = 0

et  2(x) = � x�a
b�a est la solution du problème8>>><>>>:

py0 + qy = 0

 2(a) = 0

 2(b) = �.

Fonction de Green généralisée : problème homogène régulier à solution non

nulle unique

Supposons que le problème homogène (H) admet une solution non triviale '0, dans

ce cas on parle de la fonction de Green généralisée. Pour �xer '0 on suppose queR b
a
'0

2(x)dx = 1:

Dé�nition 1.3.2 On appelle fonction de Green généralisée associée au problème (H)

toute fonction véri�ant en plus des propriétés (1), (2), (3) et (5) de la fonction de Green

(citées dans la dé�nition 1:2:1) les deux propriétés suivantes :

a. 8t 2 (a; b); la fonction partielle x 7! G(x; t) véri�e l�équation

(p(x)y0(x))0 + q(x)y(x) = �'0(x)'0(t) sur chacun des intervalles [a; t[ et ]t; b]:

b. 8t 2 (a; b);
R b
a
G(x; t)'0(t)dt = 0:

Théorème 1.3.2 Supposons que le problème (H) admet une solution non triviale '0:

Alors, le problème semi homogène8>>><>>>:
(py0)0 + qy = f(x); a < x < b

�1y(a) + �2y
0(a) = 0;

�1y(b) + �2y
0(b) = 0:

(1.3.1)

admet une solution si et seulement si
R b
a
f(x)'0(x)dx = 0: Dans ce cas il existe une in�nité

de solutions de la forme

y(x) =

Z b

a

G(x; t)f(t)dt+ k'0; où k 2 R:
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1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

1.3.3 Propriétés des valeurs propres et des fonctions propres

Nous commençons par illustrer les notions de valeurs propres et de fonctions propres

par deux problèmes de Sturm-Liouville.

Exemple 1.3.3 Considérons le problème aux limites de type Dirichlet

(P1)

8<: (1) y00(x) + �y(x) = 0; 0 < x < �;

(2) y(0) = y(�) = 0:

Pour déterminer les valeurs et les fonctions propres du problème (P1) on procède comme

suit :

1er cas � = 0 : la solution générale de l�équation (1) est y(x) = c1x + c2; c1; c2 2 R:

En tenant compte des conditions aux bords on trouve y � 0: Comme la seule solution du

problème (P1) est la solution nulle alors � = 0 n�est pas valeur propre.

2�eme cas � < 0 : la solution générale de l�équation (1) est

y(x) = c1 exp(
p
��x) + c2 exp(�

p
��x); c1; c2 2 R:

Ensuite, les conditions aux bords (2) donnent8<: c1 = �c2;

c2
�
exp(�

p
���)� exp(

p
���)

�
= 0:

Le problème (P1) admet donc que la solution nulle y � 0: D�où � < 0 n�est pas une valeur

propre de ce problème.

3�eme cas � > 0 : la solution générale de l�équation (1) est

y(x) = c1 cos(
p
�x) + c2 sin(

p
�x); c1; c2 2 R:

D�après les conditions (2); on aura c1 = 0 et c2 sin(
p
��) = 0. Donc le problème (P1)

admet des solutions non nulles ssi sin
p
�� = 0; ce qui est vraie si � = n2; n 2 N�:

D�où, les valeurs propres de (P1) sont �n = n2; n 2 N� et les fonctions propres correspon-

dantes sont dé�nies par

yn(x) = k sin(nx); k 2 R:
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1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

Exemple 1.3.4 Soit le problème de conditions mixtes suivant

(P2)

8>>><>>>:
y00(x) + �y(x) = 0; 0 < x < 1 (1)

y(0) = 0;

y(1) + y0(1) = 0:

1er cas � = 0 : la solution générale de l�équation (1) est y(x) = c1x + c2; c1; c2 2 R;

en tenant compte des conditions aux bords on trouve y � 0: Donc � = 0 n�est pas valeur

propre du problème (P2).

2�eme cas � > 0 : la solution générale de l�équation (1) est

y(x) = c1 cos(
p
�x) + c2 sin(

p
�x); c1; c2 2 R:

En utilisant les conditions aux limites, on obtient8<: c1 = 0

c2(sin
p
�+

p
� cos

p
�) = 0;

Dans ce cas, on obtient le problème (P2) admet des solutions non nulles ssi sin
p
� +

p
� cos

p
� = 0. Donc pour � > 0 toute solution de l�équation �

p
� = tan

p
� est une

valeur propre du problème (P2), les fonctions propres associées sont dé�nies par y(x) =

k sin(
p
�x); k 2 R: Les solutions de l�équation � = tan� sont représentés par le graphe

suivant

3�eme cas � < 0 : la solution générale de l�équation (1) est

y(x) = c1 exp(
p
��x) + c2 exp(�

p
��x); c1; c2 2 R:

D�après les conditions aux limites on aura8<: c1 = �c2
c1
�
exp(

p
��)� exp(�

p
��) +

p
�� exp(

p
��) + exp(�

p
��)

�
= 0
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1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

Par suite, les valeurs propres du problème (P2) sont les solutions de l�équation :

�
p
�� = tanh(

p
��);

les fonctions propres associées sont dé�nies par y(x) = k sinh(
p
��); k 2 R:

Remarque 1.3.3 D�après le premier exemple, il est clair que le problème (P1) admet

une in�nité de valeurs propres réels �n; n 2 N; qui forment une suite croissante �1 <

�2 < :::�n telle que �n �! +1 lorsque n �! +1: De plus, chaque valeur propre �n a

une famille de fonctions propres correspondantes qui ont exactement n � 1 racines dans

l�intervalle ouvert ]0; �[ et ces fonctions sont orthogonales.

Théorème 1.3.3 ([1]; page 271)

i) Le problème (SLH) admet une in�nité de valeurs propres qui forment une suite (�n)n2N

croissante et tendant vers (+1).

ii) Une fonction propre yn associée à une valeur propre �n admet exactement (n � 1)

racines dans l�intervalle ]a; b[ ; de plus les racines de yn séparent celles de yn+1:

Théorème 1.3.4 ([1], page 270) Les valeurs propres d�un problème de Sturm-Liouville

sont réelles.

Démonstration. Soit Ly = (py0)0 + qy l�opérateur de dérivation de Sturm-Liouville.

On pose � = � + i�; (�; �) 2 R2; une valeur propre complexe et y = �(x) + i�(x) la

fonction propre correspondante au problème (SLH). On a

(p(x)y0)0 + q(x)y0 + �r(x)y = 0 , (p(x)(�+ i�)0)0 + q(x)(�+ i�) + �r(x)(�+ i�) = 0

, (p(x)�0)0 + q(x)�+ i[(p(x)� 0)0 + q(x)�] + r(x)(��� ��)

+i[r(x)(�� + ��)] = 0

, L�+ r(x)(��� ��) + i[L� + r(x)(�� + ��)] = 0

,

8<: L�+ r(x)(��� ��) = 0

L� + r(x)(�� + ��) = 0
:

Les conditions aux bords donnent

�1y(a) + �2y
0(a) = 0 , �1(�+ i�)(a) + �2(�+ i�)0(a) = 0

, �1�(a) + �2�
0(a) + i[�1�(a) + �2�

0(a)] = 0

,

8<: �1�(a) + �2�
0(a) = 0

�1�(a) + �2�
0(a) = 0

:
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1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

De même on trouve 8<: �1�(a) + �2�
0(a) = 0

�1�(a) + �2�
0(a) = 0

:

Donc d�une part, on aR b
a
(�(x)L�� �(x)L�)dx =

R b
a
[��(x)r(x)(��(x)� ��(x)) + �(x)r(x)(��(x) + ��(x))]dx

= �
R b
a
(�2(x) + �2(x))r(x)dx

et d�autre part, en intégrant par partie, on auraR b
a
(�(x)L�� �(x)L�)dx = p(x)(��0 � �� 0)jba

= 0:

Par suite, comme l�intégrale
R b
a
(�2(x) + �2(x))r(x)dx ne peut pas s�annuler alors � = 0.

On conclut donc que � est réelle.

Théorème 1.3.5 i) Toute valeur propre du problème (SLH) est simple (simple signi�e

que si � est une valeur propre, alors l�espace vectoriel des fonctions propres associées

à � est de dimension 1).

ii) Deux fonctions propres associées à deux valeurs propres distinctes sont orthogonales

dans L2r(]a; b[) où L
2
r(]a; b[) =

n
f mesurable sur ]a; b[ :

R b
a
r(x)f 2(x)dx <1

o
:

Démonstration.

i) Soit � une valeur propre du problème (SLH). Montrons que � est simple, pour cela

soient '1 et '2 deux fonctions propres associées à la même valeur propre �:Montrons

que le Wronskien des fonctions '1 et '2 est nul. Le Wronskien de '1 et '2 en a et

b; respectivement, est

W ('1; '2)(a) =

������ '1(a) '2(a)

'01(a) '02(a)

������ = '1(a)'
0
2(a)� '2(a)'

0
1(a) = 0;

W ('1; '2)(b) =

������ '1(b) '2(b)

'01(b) '02(b)

������ = '1(b)'
0
2(b)� '2(b)'

0
1(b) = 0:

D�après les théorèmes 2:2:5, 2:2:4 (voir l�annexe) les fonctions '1 et '2 sont linéaire-

ment dépendantes.
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1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

ii) Soit Ly = (py0)0 + qy l�opérateur de dérivation.

Soient �1 et �2 deux fonctions propres associées à �1 et �2 respectivement (�1 6= �2):

On a 8<: L�1 = ��1r�1
L�2 = ��2r�2

=) �2L�1 � �1L�2 = (�2 � �1)r�1�2:

En intégrant par parties, le premier membre de la dernière égalité, de a à b on

obtient Z b

a

(�2L�1 � �1L�2)(x)dx = p[�2�
0
1 � �1�

0
2]
b
a = 0:

D�où
R b
a
r(x)�1(x)�2(x)dx = 0, c�est à dire �1 et �2 sont orthogonales dans L

2
r(]a; b[):

Le théorème suivant donne une borne inférieure de la première valeur propre d�un

problème de Sturm-Liouville.

Maintenant nous donnons quelques exemples de problèmes de Sturm-Liouville sin-

guliers qui montrent que les propriétés de valeurs propres et de fonctions propres, pour

les problèmes réguliers, ne tiennent pas toujours.

Exemple 1.3.5 Soit le problème singulier suivant8<: y00(x) + �y(x) = 0; 0 < x <1;

y(0) = 0; jy(x)j �M <1:

Tout � 2 ]0;+1[ est une valeur propre et les fonctions propres associées sont dé�nies par

y(x) = k sin(
p
�x); k 2 R:

En comparant avec le problème régulier les valeurs propres sont toujoursdiscrétes par con-

tre le problème singulier peut avoir un spectre continue.

Exemple 1.3.6 Soit le problème à conditions aux bords périodiques

(P3)

8>>><>>>:
y00(x) + �y(x) = 0; 0 < x < �

y(��) = y(�);

y0(��) = y0(�):

Les valeurs propres de ce problème sont �1 = 0; �n+1 = n2; n 2 N�: La valeur propre

�1 = 0 est simple (ses fonctions propres associées sont y � k; k 2 R): Toute valeur propre

�n+1 = n2; n 2 N� n�est pas simple car les deux fonctions linéairement indépendantes
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1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

sin(
p
�x) et cos(

p
�x) sont des fonctions propres associées à cette valeur propre.

On conclut qu�un problème de Sturm-Liouville singulier peut avoir des valeurs propres

non simples, ce qui n�est pas le cas pour les problèmes de Sturm-Liouville réguliers.

Nous présentons dans ce qui suit un résultat de comparaison des valeurs propres de

deux problèmes de Sturm-Liouville. La démonstration de ce résultat repose sur les deux

lemmes suivants.

Lemme 1.3.1 (Théorème de comparaison pour les E.D.O du premier ordre)

Soit J est un intervalle de R et f : [a; b]�J ! R une fonction continue, lipschitzienne par

rapport à la seconde variable ou véri�ant seulement une condition de Lipschitz unilatérale

suivante

9 k > 0 tel que f(x; y)� f(x; z) � k jy � zj ; 8(y; z) 2 J2: (1.3.2)

Soient y et z deux fonctions de classe C1[a; b] véri�ant respectivement8<: y0 � f(x; y); x0 < x < b

y(x0) = y0
et

8<: z0 = f(x; z); x0 < x < b

z(x0) = z0;

si y0 < z0 alors y(x) < z(x); 8x 2 [x0; b]:

De plus on a l�implication

y0 � z0 ) (y(x) < z(x) ou y � z; 8x 2 [x0; b]):

Lemme 1.3.2 (Théorème de changement d�inconnus de Prüfer)

Considérons le problème de Sturm-Liouville homogène suivant

(SLH)

8>>><>>>:
(p(x)y0(x))0 + (q(x) + �r(x))y(x) = 0; a < x < b

�1y(a) + �2y
0(a) = 0;

�1y(b) + �2y
0(b) = 0:

Soit le changement d�inconnues,8<: y = � sin �

z = py0 = � cos �:
(1.3.3)

Alors le problème (SLH) équivaut au système du premier ordre :

(S)

8<: �0 = 1
p
cos 2(�) + (q + �r) sin 2(�)

�0 = �
2
sin(2�)(1

p
� q � �r);

(1.3.4)
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1.3. Problèmes de Sturm-Liouville linéaires

avec les conditions aux bords8<: �1 sin(�(a)) +
�2
p(a)

cos(�(a)) = 0;

�1 + sin(�(b)) +
�2
p(b)
cos(�(b)) = 0:

(1.3.5)

Démonstration. Du changement d�inconnues (1:3:3), on a � = arctan( y
py0 ); en déri-

vant cette dernière égalité on trouve

�0 = (py0)
(py0)2+y2y

0 � y(py0)0

(py0)2+y2

= � cos �
�2 cos 2�+�2 sin 2�

y0 � � sin �(�(q+�r)� sin �)
�2 cos 2�+�2 sin 2�

= cos �
�
(� cos �

p
) + �2 sin 2�(q+�r)

�2

= 1
p
cos 2(�) + (q + �r) sin 2(�):

On a �2 = y2 + z2; ce qui donne après dérivation ��0 = yy0 + zz0. D�où

�0 = 1
�
yy0 + 1

�
zz0

= 1
�
� sin � � cos �

p
+ 1

�
� cos �(�q � �r)� sin �

= �
2
2 cos(�) sin(�)(1

p
� q � �r)

= �
2
sin(2�)(1

p
� q � �r):

Les conditions aux bords se véri�ent facilement.

Théorème 1.3.6 (Théorème de comparaison des valeurs propres)

Considérons les deux problèmes de Sturm Liouville homogènes

(SL)1

8>>><>>>:
(p1y

0)0 + (q1 + �)y1 = 0; a < x < b

�1y1(a) + �2y
0(a) = 0;

�1y1(b) + �2y1(b) = 0:

et (SL)2

8>>><>>>:
(p2y

0)0 + (q2 + �)y2 = 0; a < x < b

�1y2(a) + �2y
0(a) = 0;

�1y2(b) + �2y2(b) = 0:

On note par (�n)n2N et (�n)n2N les suites des valeurs propres des deux problèmes (SL)1

et (SL)2; respectivement: Supposons que les fonctions pi et qi sont continues, pi > 0 pour

i = 1; 2 et que p1 > p2 et q1 < q2 sur (a; b): Alors �n > �n; 8n 2 N:

Démonstration. En utilisant le changement de Pru¤er, d�après le lemme 1:3:2; on

aura 8<: �01 =
1
p1
cos 2(�1) + (q1 + �) sin 2(�1)

�02 =
1
p2
cos 2(�2) + (q2 + �) sin 2(�2)

ainsi que les conditions initiales8<: �1(a) = �2(a) = �a = arctan(� �2
�1p(a)

); 0 � �a <
�
2

�1(b; �) = �2(b; �) = �b + (n� 1)� où �b = arctan(� �2
�1p(b)

); 0 � �b <
�
2
:
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Supposons par l�absurde que � � �; alors

�02 =
1

p2
cos 2�2 + (q2 + �) sin 2�2 �

1

p1
cos 2�2 + (q2 + �) sin 2�2:

Comme la fonction (x; y) 7! 1
p(x)
cos 2y + (q(x) + �) sin 2y est lipschitzienne par rapport

à y; le théorème de comparaison sur les E.D.O.du premier ordre (lemme 1.3.1) fournit

l�estimation �1(x; �) < �2(x; �) 8x 2]a; b] donc �1(b; �) < �2(b; �) et par suite �1(b; �) <

�2(b; �): Comme l�application � 7! �2(b; �) est strictement croissante, en on déduit que

� < �. Ce qui contredit l�hypothèse.
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CHAPITRE

2 Problèmes de

Sturm-Liouville non

linéaires

Ce chapitre est consacré à la présentation de quelques résultats de l�existence et

de l�unicité de solutions de certain problèmes aux limites non linéaires de type Sturm-

Liouville. La théorie du point �xe est utilisée pour établir ces résultats.

2.1 Problèmes de Sturm-Liouville non linéaires sur

les intervalles bornés

Soit l�espace vectoriel normé Rn muni de la norme k:k.

Nous nous interéssons dans cette section à l�étude d�existence et d�unicité de solutions

du problème aux limites de type Dirichlet posé sur un intervalle borné suivant :

(P )

8>>><>>>:
y00(x) = f(x; y(x); y0(x)); a < x < b

y(a) = 

y(b) = �;

où f est de classe C([a; b]� Rn � Rn;Rn):

D�après le chapitre précédent, on sait que y est une solution du problème linéaire

y00 = f(x); y(a) = y(b) = 0 si et seulement si y(x) =
R b
a
G(x; t)f(t)dt: Cette représentation
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2.1. Problèmes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

nous servira aussi à écrire les solutions du problème non linéaire (P ) sous la forme :

y(x) =

Z b

a

G(x; t)f(t; y(t); y0(t))dt+  (x); (2.1.1)

où G(x; t) est la fonction de Green, associée à l�opérateur Ly = y00 avec les conditions aux

bords y(a) = y(b) = 0; dé�nie par

G : [a; b]� [a; b] ! R

(x; t) 7! G(x; t) =

8<:
(x�a)(t�b)

b�a ; a � x � t � b

(t�a)(x�b)
b�a ; a � t � x � b

et  : [a; b]! R est la solution du problème semi homogène8>>><>>>:
y00(x) = 0; a < x < b

y(a) = ;

y(b) = �:

Le lemme suivant nous donne quelques proppriétés de la fonction de Green G:

Lemme 2.1.1 La fonction G véri�e les propriétés suivantes :

1. G(x; t) � 0; 8x 2 [a; b]:

2.
R b
a
jG(x; t)jdt � (b�a)2

8
; 8x 2 [a; b]:

3.
R b
a
j @
@x
G(x; t)jdt � (b�a)

2
; 8x 2 [a; b]:

Démonstration

1. Il est facile de remarquer que la fonction de Green associée à (P ) est négative sur

l�intervalle [a; b]:

2. R b
a
jG(x; t)j dt = �

R b
a
G(x; t)dt

= � 1
b�a(

R x
a
(t� a)(x� b)dt+

R b
x
(x� a)(t� b)dt)

= � 1
b�a

�
(x� b)

R x
a
(t� a)dt+ (x� a)

R b
x
(t� b)dt

�
= � (x�b)(x�a)2

2(b�a) + (x�a)(x�b)2
2(b�a)

= � 1
2(b�a)(x� b)(x� a)(b� a)

= �1
2
(x� b)(x� a):
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2.1. Problèmes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

Posons g(x) = �1
2
(x� b)(x� a). Cette fonction atteint son maximum au point a+b

2
:

Donc

max
x2[a;b]

g(x) = g(
a+ b

2
) =

(b� a)2

8
:

D�où
R b
a
jG(x; t)j dt � (b�a)2

8
; 8x 2 [a; b]:

3. Pour tout x 2 [a; b] on a

@G(x; t)

@x
=

8<:
(t�b)
b�a ; a � x � t � b

(t�a)
b�a ; a � t � x � b:

Donc R b
a

���@G(x;t)@x

��� dt = t
R x
a
(t�a)
b�a dt+

R b
x
(t�b)
b�a dt

= 1
2(b�a)((x� a)2 � (x� b)2):

Posons h(x) = 1
2(b�a)((x � a)2 � (x � b)2): La fonction h est strictement croissante

sur l�intervalle [a; b], donc elle atteint son maximum au point b.

Par suite,
R b
a

���@G(x;t)@x

��� dt � h(b) = (b�a)
2
.

Le théorème suivant assure l�existence et l�unicité des solutions du problème (P ):

Théorème 2.1.1 ([5]; page 5) Soit f : [a; b] � Rn � Rn ! Rn une fonction continue

et lipshitzienne par rapport aux deux dernières variables, i.e. 9 K; L > 0; 8(x; y1; z1);

(x; y2; z2) 2 [a; b]� Rn � Rn : kf(x; y1; z1)� f(x; y2; z2)k � K ky1 � y2k+ L kz1 � z2k :

Alors si K (b�a)2
8

+ L (b�a)
2

< 1; le problème (P ) admet une unique solution.

Démonstration. Par le théorème de contraction de Banach (voir l�annexe).

Soit l�espace X = C1([a; b];Rn) muni de la norme :

kykX = max
x2[a;b]

(K ky(x)k+ L ky0(x)k) ; 8y 2 X:

Cette norme est équivalente à la norme : kyk1 = max
x2[a;b]

(ky(x)k+ ky0(x)k): En e¤et,

min
x2[a;b]

(K;L) kyk1 � kykX � max
x2[a;b]

(K;L) kyk1 :

Considérons maintenant l�opérateur :

T : X ! X

y 7! Ty(x) =
R b
a
G(x; t)f(t; y(t); y0(t))dt+  (x):
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2.1. Problèmes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

T est bien dé�ni car la fonction G est unique et f est continue bornée.

Montrons que T est contractant. Pour cela montrons que :

9 � 2 [0; 1[; 8 y1; y2 2 X : kTy1 � Ty2kX � � ky1 � y2kX :

Pour tout x 2 [a; b] et y1; y2 2 X; on a

kTy1(x)� Ty2(x)k =
R ba G(x; t)(f(t; y1(t); y01(t))� f(t; y2(t); y

0
2(t)))dt


�

R b
a
jG(x; t)j kf(t; y1(t); y01(t))� f(t; y2(t); y

0
2(t)k dt

�
R b
a
jG(x; t)j (K ky1(t)� y2(t)k+ L ky01(t)� y02(t)k)dt

� max
t2[a;b]

(K ky1(t)� y2(t)k+ L ky01(t)� y02(t)k)
R b
a
jG(x; t)j dt

� ky1 � y2kX
R b
a
jG(x; t)j dt

� (b�a)2
8

ky1 � y2kX :

De même, on montre

k(Ty1)0(x)� (Ty2)0(x)k �
R b
a

�� @
@x
G(x; t)

�� kf(t; y1(t); y01(t))� f(t; y2(t); y
0
2(t)k dt

� (b�a)
2
ky1 � y2kX :

Par suite, on trouve

K kTy1(x)� Ty2(x)k+ L k(Ty1)0(x)� (Ty2)0(x)k � (K
(b� a)2

8
+ L

(b� a)

2
) ky1 � y2kX :

Par conséquent,

kTy1 � Ty2kX � � ky1 � y2kX où � = K
(b� a)2

8
+ L

(b� a)

2
:

D�où T est contractant, donc il admet un unique point �xe y 2 C1([a; b]) qui est solution

du problème (P ): Comme f est continue alors y 2 C2([a; b]):

Remarque 2.1.1 Il su¢ t d�étudier le problème (P ) pour des conditions aux bords ho-

mogène  = � = 0: En e¤et, la fonction  (x) = b�a�+(��)x
b�a est solution du problème

h00(x) = 0 ; h(a) = ; h(b) = �:

De plus, si y est solution du problème8<: y00(x) = f(x; y; y0); a < x < b

y(a) = y(b) = 0;

alors la fonction z = y + h est solution du problème8<: z00(x) = f(x; z; z0); a < x < b

z(a) = z(b) = 0;

34



2.1. Problèmes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles bornés

où f(x; z; z0) = f(x; z � h; z0 � h0) est une fonction possèdant les mêmes constantes de

Lipschitz que la fonction f elle-même.

Le résultat du théorème 2.1.2. n�est pas optimal. En fait, le théorème qui suit montre

qu�il est possible de l�améliorer. Ce théorème discute l�existence et l�unicité des solutions

du problème (P ) pour  = � = 0:

Théorème 2.1.2 ([5], page 7) Soit f : [a; b]�BRn(0; N)�BRn(0; 4Nb�a)! Rn une fonction

continue et lipshitzienne par rapport aux deux dernières variables, i.e.

9 K; L > 0; 8(x; y1; z1); (x; y2; z2) 2 [a; b]�BRn(0; N)�BRn(0;
4N
b�a) :

kf(x; y1; z1)� f(x; y2; z2)k � K ky1 � y2k+ L kz1 � z2k ;

où la constante N véri�e la condition

M
(b� a)2

8
� N; avec M = max kf(x; y; z)k pour x 2 [a; b]; kyk � N; kzk � 4N

b� a
:

Alors si K (b�a)2
8
+L (b�a)

2
< 1; pour  = � = 0 le problème (P ) admet une unique solution.

Démonstration. (Par le théorème de contraction de Banach).

Soit X = C1([a; b]; Rn) un espace de Banach muni de la norme :

kykX = max
�
max
a�x�b

ky(x)k ; (b� a)

4
max
a�x�b

ky0(x)k
�
:

On considère, dans X; la boule fermée de rayon N

B = fy 2 X tel que k y kX� Ng :

On dé�nit l�opérateur T comme suit

T : X ! X

y 7! Ty(x) =
R b
a
G(x; t)f(t; y(t); y0(t))dt:

Montrons que T envoi B dans lui-même.

Soit y 2 B i.e. kykX � N (ky(x)k � N et ky0(x)k � 4N
b�a 8x 2 [a; b]); montrons que

kTykX � N: Comme f est bornée par M; alors pour tout x 2 [a; b]; on a les estimations

suivantes
kTy(x)k �

R b
a
jG(x; t)j kf(t; y(t); y0(t))k dt

� M (b�a)2
8

� N;
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et
k(Ty)0(x)k �

R b
a
jG(x; t)j kf(t; y(t); y0(t))k dt

� M (b�a)
2

� 4N
b�a :

Il s�ensuit que

kTykX = max
�
max
a�x�b

kTy(x)k ; (b� a)

4
max
a�x�b

k(Ty)0(x)k
�
� N:

Donc Ty 2 B; d�où T envoi B dans B.

Maintenant, montrons que T est contractant. Soit y1; y2 2 B. Comme f est lipschitzienne

par rapport aux deux dernières variables, pour tout x 2 [a; b]; on a

kTy1(x)� Ty2(x)k �
R b
a
jG(x; t)j kf(t; y1(t); y01(t))� f(t; y2(t); y

0
2(t)k dt

�
R b
a
jG(x; t)j (K ky1(t)� y2(t)k+ L ky1(t)� y02(t)k)dt

�
R b
a
jG(x; t)j (Kmax

t2[a;b]
ky1(t)� y2(t)k+ Lmax

t2[a;b]
ky01(t)� y02(t)k)dt

�
R b
a
jG(x; t)j (K ky1 � y2kX ; 4

b�aL ky1 � y2kX)dt

� (K + 4
b�aL) ky1 � y2kX

R b
a
jG(x; t)j dt

�
�
(b�a)2
8

K + b�a
2
L
�
ky1 � y2kX

De même on montre que

k(Ty1)0(x)� (Ty2)0(x)k �
(b� a)

2
(K + L

4

b� a
) ky1 � y2kX ; 8x 2 [a; b]:

Par conséquent,

kTy1 � Ty2kX �
�
(b� a)2

8
K + L

b� a

2

�
ky1 � y2kX :

Puisque (b�a)2
8

K + L b�a
2
< 1 on conclut que T est contractant.

Par suite, le théorème du point �xe de Banach entraîne que T admet un point �xe y 2 B;

solution du problème (P ) pour  = � = 0:

Les deux résultats qui suivent montrent que dans les théorèmes précèdents, l�hypothèse,

f lipschitzienne, est redondante tel qu�ils nous permettent de récupérer l�existence de so-

lutions du problème (P ) sous des hypothèses plus faibles.

Théorème 2.1.3 ([5], page 9) Soit f 2 C([a; b]� Rn � Rn;Rn) une fonction bornée i.e.

9M > 0 tel que

kf(x; y; z)k � M 8 (x; y; z) 2 [a; b] � Rn � Rn: Alors le problème (P ) admet au moins
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une solution y 2 C2([a; b]): De plus on a les estimations suivantes sur la solution y et sa

dérivée :

ky(x)k �M
(b� a)2

8
+N; 8x 2 [a; b]

ky0(x)k �M
(b� a)

2
+N 0; 8x 2 [a; b] :

où N = max
x2[a;b]

k (x)k, N 0 = max
x2[a;b]

k 0(x)k ; la fonction  est dé�nie dans la formule

(2.1.1).

Démonstration. Par le théorème du point �xe de Schauder (voire l�annexe)

Soit X = C1([a; b] ; Rn) muni de la norme

kykX = max(max
x2[a;b]

ky(x)k ; b� a

4
max
x2[a;b]

ky0(x)k):

C�est une norme équivalente à la norme kyk1 ; X est donc un espace de Banach pour

cette norme aussi. On dé�nit maintenant, l�opérateur T par :

T : X ! X

y 7�! Ty(x) =
bR
a

G(x; t)f(t; y(t); y0(t))dt+  (x):

T est bien dé�ni car la fonction G est dé�nie de manière unique et f est continue et

bornée. On considère, dans X, la boule fermée

B =

�
y 2 X, kykX �M

(b� a)2

8
+ max(N;

b� a

4
N 0)

�
.

Montrons que T envoi B dans B. Soit y 2 B; Comme f est bornée par M; pour tout

x 2 [a; b] on a les estimations suivantes

kTy(x)k �M
(b� a)2

8
+N et kTy0(x)k �M

(b� a)

2
+N 0;

ce qui donne

kTykX = max(max
x2[a;b]

kTy(x)k ; b� a

4
max
x2[a;b]

kTy0(x)k) �M
(b� a)2

8
+ max(N;

b� a

4
N 0):

Donc Ty 2 B; d�où T envoi B dans B (en fait T envoi tout l�espace X dans B):

T est continu sur X. En e¤et, soit (yn)n2N une suite de X convergente vers une limite

y 2 X et montrons que (Tyn)n2N converge vers Ty qaund n! +1 dans X: On a

Tyn(x) =

bZ
a

G(x; t)f(t; yn(t); y
0
n(t))dt+  (x); 8x 2 [a; b] :
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D�une part, la continuité de f entraîne que

f(t; yn(t); y
0
n(t))! f(t; y(t); y0(t)); 8t 2 [a; b] quand n! +1:

D�autre part, on a pour tout x 2 [a; b] :

kTyn(x)k �
bZ
a

jG(x; t)j kf(t; yn(t); y0n(t))k dt+ k (x)k

�M
(b� a)2

8
+N <1:

Ainsi, on a véri�é les deux conditions du théorème de convergence dominée de Lebesgue

(voir Annexe),

kTyn � TykX ! 0 quand n! +1:

Alors (Tyn)n2N converge vers Ty, ceci montre la continuité de T dans X:

T est borné sur X. En e¤et, soit y 2 C1([a; b] ;Rn); alors

kTyn(x)k �M
(b� a)2

8
+N <1; 8x 2 [a; b] :

et

k(Tyn)0(x)k �M
(b� a)

2
+N 0 <1; 8x 2 [a; b] :

T est compact. En e¤et, soit (yn)n2N une suite bornée de X. T étant borné, donc

(Tyn)n2N l�est aussi dans X. Alors la suite (Tyn)n2N est bornée dans C1([a; b]) et même

dans C2([a; b]), car (Tyn)00 (x) = f(x; yn; y
0
n) et f est continue.

D�après le critère de compacité d�Ascoli-Arzéla (voir l�annexe), la suite (Tyn)n2N admet

une sous suite convergente dans C1([a; b]); d�où la compacité de l�application T:

Par conséquent, le théorème du point �xe de Schauder entraîne que T admet au moins un

point �xe y 2 B: Donc le problème (P ) admet au moins une solution y 2 C2[a; b] véri�ant

ky(x)k �M
(b� a)2

8
+N; 8x 2 [a; b]

ky0(x)k �M
(b� a)

2
+N 0, 8x 2 [a; b] :

Le théorème qui suit montre qu�on peut afaiblir la condition de bornitude sur f; dans

le théorème précédent, en considérant f bornée uniquement sur les bornés.
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Théorème 2.1.4 ([5], page 8) Soient M et N deux nombres réels strictement positifs tels

que 8x 2 [a; b],

min
a�x�b

 �
8M

q

� 1
2

;
2N

q

!
� b� a; max

x2[a;b]
k k �M et max

x2[a;b]
k 0k � N:

Supposons que f 2 C([a; b]� Rn � Rn;Rn) et véri�e

kf(x; y; z)k � q pour tout x 2 [a; b]; kyk � 2M et kzk � 2N:

Alors le problème (P ) admet au moins une solution y 2 C2([a; b];Rn):

De plus, pour tout x 2 [a; b] cette solution véri�e les estimations suivantes :

a) ky(x)�  (x)k � (b�a)2
8

q; 8x 2 [a; b]:

b) ky0(x)�  0(x)k � (b�a)
2
q; 8x 2 [a; b]:

Pour montrer ce théorème on va appliquer le théorème du point �xe de Schauder.

Démonstration. Soint X = C1([a; b];Rn) un espace de Banach, muni de la norme

kykX = max
a�x�b

kyk+ max
a�x�b

ky0k :

On considère, dans X, l�ensemble A qui est fermé, borné et convexe

A = fy 2 X tel que ky(x)k � 2M; ky0(x)k � 2N 8x 2 [a; b]g :

Soit maintenant l�opérateur T dé�ni par

T : X ! X

y 7! Ty(x) =
R b
a
G(x; t)f(t; y(t); y0(t))dt+  (x):

Montrons que T envoi A dans A. Soit y 2 A; en tenant compte de la bornitude de f on

aura, pour tout x 2 [a; b]; les estimations

kTy(x)k �
R b
a
jG(x; t)j kf(x; y(t); y0(t))k dt+ k (x)k

� q (b�a)
2

8
+M

� q
( 8M
q
)

8
+M

� 2M;

et
k(Ty)0(x)k � kf(t; y(t); y0(t))k (b�a)

2
+ k 0(x)k

� q (b�a)
2
+N

� q
( 2N
q
)

2
+N

� 2N:
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D�où Ty 2 A, ce qui entraîne que T envoi l�ensemble A dans lui-même.

Montrons maintenant que l�opérateur T est continu sur X.

Soit (yn)n2N une suite de A convergente vers une limite y 2 X et montrons que (Tyn)n2N

converge vers Ty lorsque n! +1 dans X: On a

Tyn(x) =

bZ
a

G(x; t)f(t; yn(t); y
0
n(t))dt+  (x); 8x 2 [a; b] :

D�une part, la continuité de f entraîne que

f(t; yn(t); y
0
n(t))! f(t; y(t); y0(t)); 8t 2 [a; b] quand n! +1:

D�autre part, on a pour tout x 2 [a; b] :

kTyn(x)k �
bR
a

jG(x; t)j kf(t; yn(t); y0n(t))k dt+ k (x)k

� q (b�a)
2

8
+M <1:

Ainsi, on a véri�é les deux conditions du théorème de convergence dominée de Lebesgue

(voir l�annexe), alors

kTyn � Tyk ! 0 quand n! +1:

L�opérateur T est borné sur A. En e¤et, soit y 2 A; alors

kTyn(x)k � q
(b� a)2

8
+M <1; 8x 2 [a; b] ,

et

k(Tyn)0(x)k � q
(b� a)

2
+N <1; 8x 2 [a; b] :

T est compact. En e¤et, soit (yn)n2N une suite bornée de X. T étant borné, donc

(Tyn)n2N l�est aussi dans X. Alors la suite (Tyn)n2N est bornée dans C1([a; b]) et même

dans C2([a; b]) , car (Tyn)
00 (x) = f(x; yn(x); y

0
n(x)) et f est continue. Ensuite, le critère de

compacité d�Ascoli-Arzéla entraîne que la suite (Tyn)n2N admet une sous suite convergente

dans C1([a; b]); d�où la compacité de l�application T:

Par conséquent, le théorème du point �xe de Schauder assure que T admet un point �xe

y 2 A: Donc le problème (P ) admet au moins une solution y 2 C2[a; b] véri�ant :

ky(x)�  (x)k � (b� a)2

8
q; 8x 2 [a; b];

ky0(x)�  0(x)k � (b� a)

2
q; 8x 2 [a; b]:
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Nous terminons cette section par présenter un théorème d�existence de solutions bornées

d�un problème aux limites associé à des conditions, plus générales, de type linéaire séparés.

Théorème 2.1.5 ([5]; page 11) Soit f 2 C([a; b]� R2;R) une fonction bornée telle que

9M > 0; jf(x; y; z)j �M 8(x; y; z) 2 [a; b]� R2: Alors le problème

(Q)

8>>><>>>:
y00(x) = f(x; y(x); y0(x)); a < x < b

�1y(a)� �2y
0(a) = ;

�1y(b) + �2y
0(b) = �;

où �1�2 + �2�1 6= 0 et �1; �2; �1; �2 � 0; �1 + �1 � 0; �2 + �2 � 0

admet au moins une solution y 2 C2([a; b]).

La démonstration de ce théorème se base sur le théorème du point �xe de Schauder.

Démonstration. Soit X = C1([a; b];R) un espace de Banach, muni de la norme

kykX = max
a�x�b

jy(x)j+ max
a�x�b

jy0(x)j :

Considérons l�ensemble fermé borné, convexe

D = fy 2 X tel que jy(x)jX � NM + L; jy0(x)jX � N1M + L1; 8x 2 [a; b]g ;

où N = (b � a) max
x;t2[a;b]

jG(x; t)j ; N1 = (b � a) max
x;t2[a;b]

�� @
@x
G(x; t)

��, L = max
x2[a;b]

j (x)j et L1 =

max
x2[a;b]

j 0(x)j et l�opérateur

T : X ! X

y 7! Ty(x) =
R b
a
G(x; t)f(t; y(t); y0(t))dt+  (x);

où G est la fonction de Green associée au problème (Q); dé�nie par

G : [a; b]� [a; b] ! R

(x; t) 7! G(x; t) = 1
W ('1;'2)(x)

8<: '1(t)'2(x); a � x � t � b

'1(x)'2(t); a � t � x � b

où '1 et '2 sont deux solutions linéairement indépendantes de l�équation y
00 = 0 véri�ant

les deux problèmes de Cauchy suivants :8>>><>>>:
�001 = 0

�1(a) = ��2
�01(a) = ��1;

et

8>>><>>>:
�002 = 0

�2(b) = �2

�02(b) = ��1:
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2.2. Problèmes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

En utilisant les hypothèses, 8x 2 [a; b] on aura

jTy(x)j �MN + L;

j(Ty)0(x)j �MN1 + L1:

Par suite, on en déduit que T envoi D dans D:

Comme dans la démonstration du théorème précédent, on montre que T est continu et

envoi les bornés de X dans des relativement bornés.

Par conséquent, le théorème de Schauder assure l�existence d�une solution y 2 C1([a; b])

du problème (Q) ensuite la continuité de f donne y 2 C2[a; b]:

2.2 Problèmes de Sturm-Liouville non linéaires sur

les intervalles non bornés

Dans ce qui suit, on considère le problème de Sturm-Liouville posé sur la demie droite

positive suivant

(P )

8>>>><>>>>:
(p(x)y0(x))0 + �r(x)f(x; y(x)) = 0; 0 < x < +1

�1y(0)� �1 lim
x!0+

p(x)y0(x) = 0;

�2 lim
x!+1

y(x) + �2 lim
x!+1

p(x)y0(x) = 0;

où � > 0 est un paramètre, f : [0;+1[�[0;+1[! R+ et r : [0;+1[! [0;+1[ sont des

fonctions continues, p 2 C([0;+1[)\C1(]0;+1[); p > 0 sur [0;+1[ et
+1Z
0

1
p(s)

ds < +1;

�i � 0 et �i � 0; i = 1; 2 avec � = �2�1 + �1�2 + �1�2

+1Z
0

1
p(s)

ds > 0:

Pour x 2 [0;+1[; posons

�1(x) = �1 + �1

xZ
0

1
p(s)

ds;

�2(x) = �2 + �2

+1Z
x

1
p(s)

ds:

Remarquons que �2�1(x) + �1�2(x) = �:

A�n de montrer l�existence de solutions positives du problème (P ), on va utiliser un

théorème du point �xe sur les cônes positifs. Pour celà on a besoin du lemme suivant, qui

permet de transformer le problème (P ) en une équation intégrale équivalente.
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Lemme 2.2.1 Supposons

+1Z
0

1
p(s)

ds < +1 et � > 0: Alors pour tout v 2 L1(0;+1); le

problème linèaire 8>>>><>>>>:
�(p(x)y0(x))0 = v(x); 0 < x < +1

�1y(0)� �1 lim
x!0+

p(x)y0(x) = 0;

�2 lim
x!+1

y(x) + �2 lim
x!+1

p(x)y0(x) = 0

(2.2.1)

admet une unique solution qui s�écrit sous la forme

y(x) =

+1Z
0

G(x; s)v(s)ds:

où la fonction G est dé�nie par

G(x; s) =
1

�

8<: �1(x)�2(s) si 0 � x � s < +1;

�1(s)�2(x) si 0 � s � x < +1:
(2.2.2)

Démonstration. En intégrant deux fois l�équation du problème (2.2.1) sur l�intervalle

[0; t] (t > 0), nous obtenons

y(t) = y(0) + p(0)y00)

Z t

0

1

p(s)
ds�

Z t

0

1

p(s)

�Z s

0

v(�)d�

�
ds:

En suite, en intégrant par parties, nous aurons

y(t) = A+B

Z t

0

1

p(s)
ds+

Z t

0

�Z s

0

1

p(�)
d�

�
v(s)ds�

Z t

0

1

p(�)
d�

Z t

0

v(�)d� ; (2.2.3)

où A et B sont deux constantes à déterminer. Dérivons (2.2.3), on obtient

y0(t) =
1

p(t)

�
B �

Z t

0

v(s)ds

�
: (2.2.4)

De (2:2:3), (2:2:4) et les conditions aux bords on trouve les valeurs8>>><>>>:
A = �

�

R +1
0

�R +1
0

1
p(�)

d� �
R s
0

1
p(�)

d� + �


�
v(s)ds;

B = �
�

R +1
0

�R +1
0

1
p(�)

d� �
R s
0

1
p(�)

d� + �


�
v(s)ds:

Par substitution dans (2.2.3), nous obtenons

y(t) =
�
�
�
+ �

�

R t
0

1
p(�)

d�
� R +1

0

�R +1
0

1
p(�)

d� �
R s
0

1
p(�)

d� + �


�
v(s)ds

�
R t
0

�R t
0

1
p(�)

d� �
R s
0

1
p(�)

d�
�
v(s)ds;
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2.2. Problèmes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

ce qui donne,

y(t) = 
�
�1(t)

R +1
t

�R +1
s

1
p(�)

d� + �


�
v(s)ds

+
R t
0

h�
�
�
+ �

�

R t
0

1
p(�)

d� � 1
��R t

0
1
p(�)

d� �
R s
0

1
p(�)

d�
�

�
�
�
�
+ �

�

R t
0

1
p(�)

d�
��R +1

t
1
p(�)

d� + �


�i
v(s)ds:

Par conséquent,

y(t) = 1
�

R t
0
�1(s)�2(t) v(s)ds+

1
�

R +1
t

�1(t)�2(s)v(s)ds

=
R +1
0

G(t; s) v(s)ds:

Remarque 2.2.1 D�après (2.2.2) nous pouvons montrer que la fonction G véri�e les

propriétés suivantes :

1. G est continue sur [0;+1[�[0;+1[ ;

2. @G
@x
est continue en tout point (x; s) 2 [0;+1[�[0;+1[ tel que x 6= s ;

3. @G
@x
(s+; s)� @G

@x
(s�; s) = � 1

p(s)
pour tout s 2 [0;+1[ ;

4. Pour tout s 2 [0;+1[ la fonction x 7! G(x; s) véri�e le problème homogène corre-

spondant au problème (2.2.1) ( v(t) � 0) sauf en x = s.

Dans la proposition suivante nous donnons quelques propriétés de la fonction de Green

qui vont nous servir par la suite.

Proposition 2.2.1 De la dé�nition de G; on aura les propriétés suivantes :

1. La fonction de Green G est positive sur [0;+1[�[0;+1[.

2. G(x; s) � G(s; s); 8x 2 [0;+1[:

3. lim
x!+1

G(x; s) = G(s) = 1
�
�2�1(s) < +1:

4. Soit r 2 L1([0;+1[): Posons !(x) =

+1Z
0

G(x; s)r(s)ds; alors ! est l�unique solution

du problème (2.2.1) pour v � r:
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2.2. Problèmes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

Dé�nition 2.2.1 Soit X un espace de Banach: Un operateur T : X ! X est dit com-

plétement continu s�il est continu et envoi les ensembles bornés de X dans des ensembles

relativement compacts.

Dé�nition 2.2.2 Soient X un espace de Banach réel et K un sous ensemble non vide

fermé convexe de X. K est dit cône s�il satisfait les deux conditions suivantes :

(i) x 2 K; � � 0) �x 2 K ;

(ii) x 2 K, �x 2 K ) x = �, avec � est le zéro de X.

Soit maintenant, le théorème du point �xe sur les cônes suivant

Théorème 2.2.1 ([7], page 22) Soit K un cone d�un espace de Banach X; 
 � K un

ensemble ouvert, borné. � 2 
 et T : 
 ! K un opérateur complétement continu.

Supposons

Ty 6= �y; 8y 2 @
; � � 1:

Alors T admet au moins un point �xe positif dans 
:

Considérons l�espace de Banach

X =

�
y 2 C([0;+1[) : lim

x!+1
y(x) existe

�
;

muni de la norme sup dé�nie par kyk = supx2[0;+1[ jy(x)j :

Dans ce qui suit on va utiliser le théorème du point �xe précédent pour montrer

l�existence d�une solution positive du problème (P ): Comme le critère de compacité

d�Ascoli Arzéla ne su¢ t pas pour caractériser les ensembles relativement compacts de

l�espace X; on va employer le critère de Corduneanu. Un critère de compacité qui exige

en plus de la bornitude unifome et l�équicontinuité de l�ensemble, l�équiconvergence de cet

ensemble.
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2.2. Problèmes de Sturm-Liouville non linéaires sur les intervalles non bornés

Lemme 2.2.2 (Critère de compacité de Corduneanu) [3] .

Soit M � X; alors M est relativement compact sur X si les conditions suivantes sont

véri�ées

a) M est uniformément borné dans X;

b) Les fonctions de M sont équicontinues sur tout compact de [0;+1[;

c) Les fonctions de M sont équiconvergentes, i.e. pour tout � > 0; 9 T = T (�) > 0 tel

que jf(x)� f(+1)j < � pour tout x > T; et f 2M:

Dans ce qui suit, nous présentons un résultat d�existence d�une solution positive du

problème (P )

Théorème 2.2.2 [9] Supposons que les conditions suivantes sont véri�ées

(H1)

+1Z
0

r(s)ds < +1 et k!k = sup
0�x<+1

+1Z
0

G(x; s)r(s)ds < +1:

(H2) Pour x 2 [0;+1[, f(x; y) est bornée si y est borné.

Alors il existe �0 > 0 tel que pour tout � � �0, le problème (P ) admet au moins une

solution positive y:

Démonstration. On considère dans l�espace de Banach X le cône

K = fy 2 X : y(x) � 0; x 2 [0;+1[g :

Soit R un réel positif tel que �0 = R
k!kSR ; où

SR := sup f f(x; y) : 0 � x � +1; 0 � y � R g :

Considérons l�ensemble ouvert


 = fy 2 K : kyk < Rg :

On dé�nit l�opérateur T comme suit

T : 
 ! X

y 7! Ty(x) = �
R +1
0

G(x; s)r(s)f(s; y(s))ds:
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Du lemme 2.2.1 il est clair que tout point �xe de l�opérateur T est une solution du problème

(P ): De la condition (H2) du théorème 2.2.2, on aura

SR := sup f f(x; y) : 0 � x � +1; 0 � y � R g < +1:

Montrons tout d�abord que l�opérateur T est bien dé�ni.

Soit y 2 
; alors kyk � R (i.e 0 � y(x) � R 8x 2 [0;+1[): D�après la condition (H1) du

théorème 2.2.2, pour tout x1; x2 2 [0;+1[ on a
+1Z
0

jG(x1; s)�G(x2; s)j r(s)ds � 2 sup
0�x<+1

+1Z
0

G(x; s)r(s)ds < +1:

Par suite, la continuité de G et le théorème de la convergence dominée de Lebesgue

entraînent

jTy(x1)� Ty(x2)j � �

+1Z
0

jG(x1; s)�G(x2; s)j r(s)f(s; y(s))ds

� �SR

+1Z
0

jG(x1; s)�G(x2; s)j r(s)ds

�! 0; quand x1 �! x2:

(2.2.5)

D�où Ty 2 C([0;+1[): De plus, on a

lim
x!+1

Ty(x) = lim
x!+1

�

+1Z
0

G(x; s)r(s)f(s; y(s))ds

� �SR

+1Z
0

G(s)r(s)ds < +1.

Montrons maintenant que T est continu. Pour celà, soit (yn)n2N une suite de K qui

converge vers y quand n �! +1 et montrons que Tyn ! Ty quand n �! +1: On a
+1Z
0

G(s)r(s) jf(s; yn(s)� f(s; y(s))j ds � 2S�
+1Z
0

G(s)r(s) < +1;

où � > 0 est un nombre réel tel que � � max
n2N�

fkyk ; kynkg. Alors

jTyn(+1)� Ty(+1)j � �

+1Z
0

G(s)r(s) jf(s; yn(s))� f(s; y(s))j ds

� �

+1Z
0

G(s)r(s) jf(s; yn(s))� f(s; y(s))j ds

�! 0; quand n �! +1:

(2.2.6)
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Pour tout x 2 [0; T0] où T0 est un nombre positive < +1; on aura

jTyn(x)� Ty(x)j � �

+1Z
0

G(x; s)r(s) jf(s; yn(s))� f(s; y(s))j ds

�! 0; quand n �! +1:

(2.2.7)

De (2.2.6) et (2.2.7) on obtient que T est continu.

Finalement, montrons que T envoi les ensembles bornés de X dans des ensembles rela-

tivement compacts. Soit B un borné de X, il existe donc �1 > 0 tel que pour tout y 2 B

on a kyk � �1 et

jTy(x)j � �

+1Z
0

G(x; s)r(s) jf(s; y(s))j ds

� S�1

+1Z
0

G(x; s)r(s)ds < +1:

D�où T (B) est uniformement borné. D�une manière analogue que (2.2.5), on peut montrer

que T (B) est équicontinu sur chaque sous intervalle compact de [0;+1[.

Il reste à montrer que T (B) est equiconvergent. En fait, pour tout y 2 B et x 2 [0;+1[;

le théorème de convergence dominée de Lebesgue entraîne

jTy(x)� Ty(+1)j � �

+1Z
0

��G(x; s)�G(s)
�� r(s) jf(s; yn(s)j ds

� �S�

+1Z
0

��G(x; s)�G(s)
�� r(s)ds

�! 0; quand x �! +1:

(2.2.8)

Par suite, le lemme 2.2.2 a¢ rme que T est complétement continu.

Maintenant, montrons que Ty 6= �y; 8y 2 @
; � � 1:

On raisonne par l�absurde, Supposons qu�il existe y0 2 @
 et �0 � 1 tel que Ty0 = �0y0.

On a y0 2 @
 i.e. ky0k = R; ce qui implique 0 � y0(s) � R 8s 2 [0;+1[:

Par suite, de la condition (H2) pour tout x 2 [0;+1[; on obtient

jTy0(x)j = �
R +1
0

G(x; s)r(s)f(s; y(s))ds

� �SR
R +1
0

G(x; s)r(s)ds

� �SR sup
x2[0;+1[

R +1
0

G(x; s)r(s)ds

= � k!kSR
< R:
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Par conséquent, le passage au supremum, donne kTy0k < ky0k : Ce qui contredit l�hypothèse

Ty0 = �0y0. En fait, Ty0 = �0y0 et �0 � 1 entraînent kTy0k � ky0k :
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux équations di¤érentielles ordinaires

du second ordre associées à des conditions aux limites. Nous avons exposés plusieurs

méthodes du calcul de la fonction de Green. Une fonction qui sert à résoudre certains

problèmes mathématiques, elle intervient par exemple dans la formulation intégrale des

problèmes aux limites ; ce qui permet d�utiliser la théorie du point �xe pour étudier de

tels problèmes.
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Annexe

Quelques résultats sur les E.D.O. linéaires du second ordre

Soit l�équation di¤érentielle du second ordre à coe¢ cient variable suivante :

p(x)y00 + q(x)y0 + r(x)y = 0; x 2 [a; b]; (2.2.9)

où p(x) > 0; q(x) et r(x) sont continues sur [a; b]:

Théorème 2.2.3 ([1]; page 35) Il existent exactement deux solutions y1 et y2 de l�équation

(2:2:9) qui sont linéairement indépendantes sur [a; b]; i.e. il n�existe pas une constante c

tel que y1(x) = cy2(x); 8x 2 [a; b]:

Théorème 2.2.4 ([1]; page 35) Soient y1 et y2 deux solutions de l�équation (2.2.9). Alors

y1 et y2 sont linéairement indépendantes sur [a; b] si et seulement si leurs Wronskien dé�ni

par

W (x) =W (y1; y2)(x) =

������ y1(x) y2(x)

y01(x) y02(x)

������
est di¤érent de zéro pour tout x 2 [a; b].

Théorème 2.2.5 ([1]; page 35) (l�identité d�Abel ou formule d�ostrogradsky-Liouville)

Pour tout x 2 [a; b], on a

W (x) =W (x0) exp

�
�
Z x

x0

q(t)

p(t)
dt

�
; x0 2 [a; b]:

Par conséquent, si le Wronskien s�annule en un point x0 de [a; b] alors il s�annule sur tout

l�intervalle [a; b]:
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Annexe

Théorème 2.2.6 ([1]; page 35) Si y1 et y2 sont deux solutions de l�équation (2:2:9), c1 et

c2 sont deux constantes arbitraires alors c1y1+c2y2 est aussi solution de l�équation (2:2:9).

De plus si y1 et y2 sont linéairement indépendantes alors toute solution y de (2:2:9) peut

s�écrire sous la forme

y(x) = k1y1(x) + k2y2(x); x 2 [a; b] et k1, k2 sont des constantes.

Remarque 2.2.2 Si on connait une solution y1 de l�équation (2:2:9) alors on peut déter-

miner une solution y2 telles que, y1 et y2 sont linéairement indépendantes; en utilisant la

méthode de la variation de la constante. On obtient une solution de la forme

y2(x) = y1(x)

Z x 1

y12(x)
exp

�
�
Z t q(s)

p(s)
ds)

�
dt: (2.2.10)

Exemple 2.2.1 Soit l�équation

x2y00 � 2xy0 + 2y = 0; x 2 R�:

Il est facile de véri�er que y1(x) = x2 est une solution de l�équation donnée et d�après la

formule (2:2:10) sa deuxième solution est

y2(x) = x2
Z x

a

1

t4
exp

�
�
Z t

a

(�2s)
s2

ds)

�
dt =

x2

a2

Z x

a

1

t4
t2dt = � 1

a2
x+

x2

a3
; a > 0:

Remarque 2.2.3 Considérons l�équation

p(x)y00 + q(x)y0 + r(x)y = f(x); x 2 [a; b]: (2.2.11)

Soient y1 et y2 deux solutions linéairement indépendantes de l�équation (2:2:9). En util-

isant de variation des constantes on trouve que la fonction yp dé�nie par

yp(x) =

Z x

H(x; t)
f(t)

p(t)
dt

où

H(x; t) =

������ y1(t) y2(t)

y01(x) y02(x)

������������ y1(t) y2(t)

y01(t) y02(t)

������
est une solution particulière de l�équation (2:2:11); donc la solution de cette dernière est

y(x) = yg(x) + yp(x)

= c1y1(x) + c2y2(x) +
R x
H(x; t)f(t)

p(t)
dt:
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Annexe

Formule de dérivation d�une intégrale

Si u; v et f des fonctions dérivables, alors

@
@x

Z v(x)

u(x)

f(x; t)dt = v0(x)f(x; x)� u0(x)f(x; x) +

Z v(x)

u(x)

@f(x;t)
@x

dt:

Critère de compacité d�Ascoli-Arzéla

Théorème 2.2.7 Soit X un espace métrique compact, Y un espace de Banach et H �

C (X; Y ) un sous-espace muni de la norme sup. Alors H est relativement compact si et

seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.

8x 2 X, l�ensemble ff (x) : f 2 Hg est borné dans Y .

2. H est équicontinu, i.e.

8" > 0; 9 V 2 V (x) ; 8y 2 X ; y 2 V ) kf (y)� f (x)kY � "; 8f 2 H.

Dans le cas où X = [a; b] � R et Y = R; on a le théorème suivant.

Théorème 2.2.8 Soit (fn)n2N � C ([a; b] ;R) une suite véri�ant :

1. (fn)n2N est uniformément borné, i.e. 9c > 0; 8n 2 N : kfnk � c.

2. (fn)n2N est équicontinue, i.e. 8" > 0;9 � = � (") ;8x; y 2 [a; b] :

jx� yj � � ) jfn (x)� fn (y)j � "; 8n 2 N.

Alors, (fn)n2N admet une sous-suite convergente. (i.e. (fn)n2Nest relativement com-

pacte).

Corollaire 2.2.1 Si (fn)n2N est borné dans C
k+1 ([a; b] ;Rn), i.e. (fn)n2N et (f 0)n2N sont

bornées dans C ([a; b] ;Rn), indépendamment de n, alors elle admet une sous-suite con-

vergente dans Ck ([a; b] ;Rn).
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Théorème de la convergence dominée de Lebesgue

Théorème 2.2.9 Soit (fn)n2N une suite de fonctions appartenant à L
1 (
) avec 
 � Rn.

On suppose que :

1. fn (x) �! f (x) p.p sur 
 ;

2. Il existe une fonction g 2 L1 (
) telle que 8n 2 N, jfn (x)j � g (x) p.p sur 
.

Alors, f 2 L1 (
) et kfn � fkL1(
) �! 0.

Théorème du point �xe de Schauder

Théorème 2.2.10 [10] Soit C un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d�un

espace de Banach E. Supposons que f : C ! C une application continue et compacte.

Alors f admet un point �xe dans C.

Théorème de contraction de Banach

Théorème 2.2.11 [4] (Principe de contraction de Banach, 1992) Soient (X; d) un

espace métrique complet et f : X ! X une application contractante. Alors f admet un

unique point �xe y 2 X.
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Résumé
L�objectif de ce travail est de présenter un ensemble de résultats concernant les prob-

lèmes aux limites associés aux E.D.O. du second ordre. Plus précisément, on s�intéresse

aux problèmes de Sturm-Liouville posés sur des intervalles bornés ou non bornés de R:

Il présente de manière progressive des résultats permettant de bien maitriser quelques

outils de base notamment la théorie fondamentale de la fonction de Green, la théorie spec-

trale du problème de Sturm-Liouville linéaire, nécessaires à une étude plus approfondie des

problèmes aux limites. Il présente aussi quelques résultats d�existence classiques datant,

pour certains, des années 70. Pour montrer ces resultats, ce travail fait appel à la théorie

du point �xe.


