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Introduction Générale

Le monde tel qu�on le connait est rempli de phénomènes dépendant du temps. En statistique,

l�une des méthodes fréquemment utilisée est celle des séries chronologiques.

Les séries chronologiques ont commencé à être utilisées dans l�étude des températures et

de la pluviométrie. L�étude descriptive de ces séries n�était pas su¢ sante pour prévoir leurs

comportements futurs. Le besoin de prévision de ce type de séries a emmené les scienti�ques

à construire des modèles mathématiques aptes à répondre à ce besoin [23]. La majeure partie

de la méthodologie statistique classique repose sur des séries d�observations indépendantes.

Généralement, ce manque d�indépendance est considéré comme un handicap. Ainsi, un des

objectifs d�une bonne expérimentation est d�éliminer cette dépendance. Toutefois, dans le cas

de l�analyse des séries chronologiques nous nous occupons de données qui se développent dans le

temps et telle que chaque observation peut dépendre dans une certaine mesure des observations

précédentes. C�est sur cette dépendance que se focalise l�étude des séries chronologiques. Par

ailleurs, on peut dire qu�une série chronologique possède une mémoire du passé dans le sens où

les valeurs présentes et passées de la série re�ètent dans une certaine mesure les valeurs futures

[16].

Les séries chronologiques qu�on aura à étudier seront considérées comme des réalisations

possibles d�un processus stochastique. Il est nécessaire dans ce qui va suivre de distinguer

entre le processus stochastique et la série chronologique observée. Une série chronologique

Xt1; Xt2; :::; XtN de N observations successives est considérée comme la réalisation d�un échan-

tillon issu de la population in�nie de telles possibilités de réalisation du processus stochastique.
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Introduction Générale

En général, Box et Jenkins [8] ont proposé une méthode beaucoup plus sophistiquée se con-

centrant principalement sur la composante aléatoire. L�approche de Box-Jenkins a longtemps

été considérée comme l�état de l�art dans la série chronologique. Essentiellement, les modèles

ARIMA sont des généralisations des modèles linéaires ordinaires de régression, sauf que les

"variables explicatives" se composent des observations antérieures de la série chronologique elle-

même. Si les données de séries chronologiques s�ajustent e¤ectivement à un modèle ARIMA de

forme connue, alors les meilleures prévisions possibles pourraient être obtenues par des méth-

odes de projection classiques. Bien sûr, dans la pratique, même si les données ont été générées

par un modèle ARIMA, nous ne connaîtrons pas le nombre de coe¢ cients dans ce modèle ou

les valeurs des coe¢ cients. Cela conduit à des problèmes de sélection de modèle et d�estimation

de paramètres.

Lorsque les méthodes paramétriques ne permettent pas d�obtenir des réponses correctes à

tous ces problèmes ou lorsque les conditions d�applications ne sont pas remplies, une attitude

consiste à abondonner ces méthodes paramétriques et de les remplacer par des méthodes non

paramétriques, pour lesquelles les conditions d�application sont bien moins restrictives comme

les méthodes de ré-échantillonnages. Le bootstrap fait partie de ces méthodes.

Le bootstrap est une méthode non paramétrique pour estimer la distribution d�un estimateur

en échantillonnant ses données ou un modèle construit à partir des données. Elle nécessite, en

e¤et, peu d�hypothèses et est relativement facile à programmer ce ne sont, en e¤et, que des

tirages alétoires.

Les méthodes disponibles pour mettre en �uvre le bootstrap et la précision des estima-

teurs de bootstrap dépendent du fait que les données proviennent d�un échantillon aléatoire

indépendant [18] ou d�une série temporelle [2], [5] et [28].

L�objectif de ce mémoire consistera à expliciter les di¤érentes possibilités d�application du

bootstrap aux séries temporelles.

Quatre chapitres constituent l�essentiel de notre travail. Dans un premier temps, nous intro-

duisons le principe classique d�analyse des séries chronologiques, ainsi que certaines dé�nitions

fondamentales. De plus nous rappelons les di¤érents modèles de séries chronologiques et cer-

taines méthodes d�estimation des paramètres et prévision. Le deuxième chapitre portera sur
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Introduction Générale

la présentation de la méthode du bootstrap, en donnant son principe et son application aux

problèmes d�inférence statistique telle que l�estimation de l�erreur standard de la moyenne et

de la médiane pour mieux comprendre son intérêt. Ensuite nous terminons le chapitre par

quelques avantages et inconvénients de la méthode.

Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons aux méthodes du bootstrap pour les séries

chronologiques, nous citons le bootstrap des résidus et le bootstrap par blocs appliquées pour

les séries respectivement indépendantes et dépendantes.

La dernière partie est dédiée à l�application de la méthodes bootstrap des résidus en donnant

deux exemples, le premier est numérique qui sert à estimer le paramètre � d�un AR(1) et son

intervalle de con�ance par la méthode paramétrique Box et Jenkins et celle non paramétrique

Bootstrap des résidus sous le logiciel R et le deuxième est théorique qui est fait pour un test

de racine unité. L�objet de ce chapitre est de présenter et démontrer la validité analytique et

asymptotique d�une procédure de type bootstrap permettant d�estimer et de tester la valeur du

paramètre � de régression dans un modèle autorégressif d�ordre 1 (AR(1)).

5



CHAPITRE

1 Le principe classique

d�analyse des séries

chronologiques

Introduction

L�étude des séries temporelles, ou séries chronologiques, correspond à l�analyse statistique

d�observations régulièrement espacées dans le temps. Elles ont été utilisées en astronomie 1906,

en météorologie 1968, en biologie 1960 et en économie 1971... etc.

Les di¤érentes techniques pour l�étude des séries chronologiques ont été initiées par Yule

[48]. Les travaux de Wold [47] ont permis de développer une théorie complète des modèles

autorégressifs moyenne mobile(ARMA). Dans les années quarante Wiener [46] et Kolmogoro¤

[26] ont utilisé les séries chronologiques pour résoudre le problème de l�estimation des �ltres

continus et discrets respectivement dans le domaine de la physique. Au début des années

soixante Kalman [25] et Kalman et Bucy [24] ont étendu les procédures d�estimation de Wiener

[46] et Kolmogoro¤[26] aux séries chronologiques non stationnaires en utilisant la représentation

état-espace.
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1.1. Généralités

L�objectif de l�approche de l�étude des séries chronologiques est de séparer la composante

aléatoire de la partie déterministe du processus étudié. Cette étude se compose de deux étapes.

La première est appelée "analyse des séries chronologiques" dont l�objectif est de mettre en

évidence les caractéristiques du phénomène engendrant la série chronologique. Ceci est réalisé en

utilisant simultanément les propriétés des autocorrélations et les propriétés spectrales de la série

chronologique. La deuxième étape consiste en l�utilisation de plusieurs types de méthodes telles

que la décomposition de la série chronologique, lissage exponentiel ou les modèles autorégressifs-

moyennes mobiles. Toutes ces méthodes tendent à isoler le bruit blanc dans les valeurs observées

de la série chronologique.

Le principe de décomposition des séries chronologiques est basé sur l�hypothèse que toute

série chronologique est constituée de trois composantes principales, la tendance (T ), la saison-

nalité (S) et la partie aléatoire (Zt).

Soit Xt le processus observé, si on suppose que la relation entre les trois composantes est

additive, on aura alors:

Xt = T + S + Zt: (1.0.1)

La partie aléatoire est bien évidemment la partie la plus intéressante à modéliser pour une

série chronologique, on note Zt ou "t la composante aléatoire, supposée de moyenne nulle, mais

possédant en général une structure de corrélation non nulle.

Dans ce premier chapitre, on présentera des rappels et des dé�nitions pour nous aider à

mieux comprendre l�étude descriptive qui sera exposée dans les chapitres et les sections qui

suivent.

1.1 Généralités

Dé�nition 1.1.1 Une série chronologique est une série de mesures à valeurs réelles e¤ectuées

à des temps écartés régulièrement.

L�intervalle de temps entre deux mesures successives dépend de la série, il peut s�agir d�un

jour, d�une semaine, d�une minute... Par extension, il peut s�agir d�intervalles légèrement ir-

réguliers (mois, trimestres, semestres, années, jours ouvrables...). Les dates sont numérotées
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1.1. Généralités

par des entiers positifs n = 1; 2; ::: Les données sont de nature très diverse ; il peut s�agir de

relevés de phénomènes d�origine naturelle (température à Paris, débit moyen journalier de la

Garonne à Toulouse, activité des tâches solaires), de séries économiques (indice de la consom-

mation, taux de chômage, prix de matières premières) ou �nancières (cours boursiers, taux de

change).

Voir les quatres exemples via les �gures suivantes qui sont tirées du livre [30]:

Fig -1:1 : Indice mensuel des prix à la consommation It:

Fig-1:2 : Tra�c voyageur de la SNCF en 2ième classe.
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1.1. Généralités

Fig-1:3 : Accroissement relatif mensuel de l�indice des

prix.

Fig-1:4 : Evolution à moyen terme de l�accroissement

relatif mensuel de l�indice des prix.

On considère qu�une série chronologique (Xt) est la résultante de di¤érentes composantes

fondamentales :

� La tendance (ou trend) (T ) représente l�évolution à long terme de la série étudiée.

Elle traduit le comportement « moyen » de la série.

(Par exemple, la série de la Figure 1:1). a tendance à augmenter de façon linéaire.
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1.2. Modélisation de la partie aléatoire

� La composante saisonnière (ou saisonnalité) (S) correspond à un phénomène qui se

répète à intervalles de temps réguliers (périodiques). En général, c�est un phénomène saisonnier

d�où le terme de variations saisonnières.

(Par exemple, la série de la Figure 1:2). Présente des cycles réguliers au cours du temps et

de même amplitude.

� La composante résiduelle (ou bruit ou résidu) (Zt) ou ("t) correspond à des �uc-

tuations irrégulières, en général de faible intensité mais de nature aléatoire. On parle aussi

d�aléas.

(Par exemple, la

série de la Figure 1:3). a un comportement assez irrégulier : il y a comme une sorte de bruit

de faible amplitude qui perturbe les données.

Les modèles présentés dans ce cours tiennent compte de ces trois composantes (tendance,

saisonnalité et �uctuations irrégulières). Il faut cependant remarquer que l�on pourrait envisager

d�autres composantes.

� Des phénomènes accidentels (grèves, conditions météorologiques exceptionnelles,

crash �nancier) peuvent notamment intervenir.

(Par exemple, la série de la Figure 1:4). Présente deux cassures.

1.2 Modélisation de la partie aléatoire

1.2.1 Processus stationnaire

Dans la suite, on n�étudiera que des processus stationnaires c�est à dire des processus dont la

loi ne varie pas au cours du temps.

Cette hypothèse de stabilité temporelle de la loi du processus facilite évidemment bien

des analyses. Pratiquement, cette hypothèse implique notamment que la covariance entre les

valeurs prises en 2 dates distinctes par le processus ne dépend que de la longueur de la période

qui les sépare ( et pas de la date initiale ), on dit que le processus est faiblement stationnaire

si ses moments d�ordre 1 et 2 sont stationnaires :

E(Xt); V (Xt) et Cov (Xt; Xt�h) ne dépendent pas de t ,

10



1.2. Modélisation de la partie aléatoire

soit 8>>><>>>:
E(Xt) = �;

V (Xt) = �2;

Cov(Xt; Xt�h) = h:

La stationnarité est donc une hypothèse essentielle pour pouvoir estimer les paramètres

caractéristiques du processus: elle implique notamment que le processus n�a pas de tendance.

1.2.2 Bruit blanc fort

Un processusfXtg est un bruit blanc fort s�il constitue un échantillon i.i.d suivant une distrib-

ution F . d�espérance nulle:

8t : Xt � F; E(Xt) = 0;

8t 6= s : (Xt; Xs) indépendants.

Un tel processus n�a ni tendance ni mémoire: la connaissance de la valeur du processus

à une date donnée n�apporte aucune information pour la prédiction de sa valeur à une date

ultérieure:

8t > s : L(Xt j Xs) = L(Xt):

1.2.3 Bruit blanc faible

Un processusfXtg est un bruit blanc faible s�il est stationnaire, centré et non autocorrélé ie:

8t : Xt � F; E(Xt) = 0 et V ar(Xt) = �2Xt ;

8t 6= s : Cov(Xt; Xs) = 0:

1.2.4 Autocorrélations:

Dé�nition 1.2.1 On étudie la "mémoire" d�un processus en calculant son autocorrélation de

retard h noté �h:

�h = Corr(Xt; Xt�h) =
Cov (Xt; Xt�h)p
V ar(Xt)V ar(Xt�h)

; (1.2.1)

11



1.2. Modélisation de la partie aléatoire

qui mesure le lien entre les valeurs du processus à deux dates distantes de h. Pour un processus

stationnaire, �h prend une forme plus simple:

�h =
Cov (Xt; Xt�h)

V ar(Xt)
=
h
0

(1.2.2)

On peut tracer la courbe �h = f(h) qui est appelée (auto-)corrélogramme.

Dé�nition 1.2.2 De même, on dé�nit l�autocorrélation partielle de retard h comme la cor-

rélation entre (Xt �X�
t ) et

�
Xt�h �X�

t�h
�
où X�

t désigne la régression de Xt sur les (h � 1)

valeurs fXt�1; Xt�2; :::Xt�h+1g :

�h = Corr(Xt �X�
t ; Xt�h �X�

t�h) =
Cov(Xt �X�

t ; Xt�h �X�
t�h)p

V ar(Xt �X�
t )V ar(Xt�h �X�

t�h)
; (1.2.3)

avec

X�
t =

h�1X
k=1

�kXt�k; X�
t�h =

h�1X
k=1

�kXt�k; (1.2.4)

où les �k et les �k sont les coe¢ cients des régressions.

Cette quantité rend compte de l�intensité de la liaison entre Xt et Xt�h en supprimant les

liaisons induites par des variables intermédiaires fXt�1; Xt�2; :::Xt�h+1g :

On peut ainsi remarquer que pour tout processus,

�1 = �1

puisque qu�il n�y a aucune variable intermédiaire entre Xt et Xt�1:

Remarque 1.2.1 Pour étudier les processus (et donc les séries chronologiques), on dé�nit des

opérateurs retard et de di¤érenciation.

1.2.5 Opérateur retard B

L�opérateur B décale le processus d�une unité de temps vers le passé:

B(Xt) = Xt�1:

Si on applique h fois cette opérateur, on décale le processus de h unités de temps:

B(B(:::B(Xt):::)) = Bh(Xt) = Xt�h: (1.2.5)
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1.2. Modélisation de la partie aléatoire

1.2.6 Opérateur di¤érence �

L�opérateur � fait la di¤érence entre le processus et sa version décalée d�une unité de temps.

cet opérateur se construit en utilisant l�opérateur précédent:

�(Xt) = Xt �Xt�1 = Xt �B(Xt)

, � = I �B;
(1.2.6)

où I est l�opérateur identité:

I(Xt) = Xt

I(Xt) = Xt:

Dans la littérature, cet opérateur est parfois noté r:

1.2.7 Propriétés

Elimination de la tendance:

L�opérateur � élimine les tendances linéaires. Pour un processus de la forme

Xt = at+ b+ Et

où Et est stationnaire, on a

�(Xt) = Xt �Xt�1 = (at+ b+ Et)� (a(t� 1) + b+ Et�1) = a+ (Et � Et�1):

De façon générale, l�opérateur �d élimine les tendances polynomiales de degré d.

Par exemple, pour une tendances de degré 2 :

Xt = at2 + bt+ c+ Et:

on a

�2 = (I �B)2 = I � 2B +B2;

et donc
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1.3. Di¤érents modèles de séries temporelles

�2(Xt) = Xt � 2Xt�1 +Xt�2 = ::: = 2a+ (Et + 2Et�1 + Et�2): (1.2.7)

Il faut bien noter que l�opérateur �d raccourcit la série des observations xt de d valeurs

puisque �dXt n�est dé�ni que pour t > d.

Elimination de la saisonnalité:

L�opérateur�! = (I�B!) élimine une saisonnalité de période ! (! entier): Si on a un processus

de la forme

Xk!+j = sj + Ek!+j

où Et est stationnaire, on a

�!(Xk!+j) = (I �B!)(Xk!+j) = Xk!+j �X(k�1)!+j

= (sj + Ek!+j)� (sj + E(k�1)!+j) = Ek!+j � E(k�1)!+j:

On utilise fréquemment les opérateurs �12 pour les données mensuelles, �7 pour les données

journalières et �24 pour les données horaires etc.

Cet opérateur est également coûteux en information puisqu�il raccourcit la série de ! valeurs,

les ! premières servant de références pour la saisonnalité.

1.3 Di¤érents modèles de séries temporelles

1.3.1 Modèles de Box-Jenkins

Les modèles de Box et Jenkins sont des modèles linéaires qui peuvent être stationnaires ou non

stationnaires. Les modèles stationnaires sont regroupés dans la famille des modèles ARMA,

qui est composée des modèles Autorégressifs (AR), des modèles en Moyennes Mobiles (MA) et

des modèles mixtes Autorégressifs-Moyennes-Mobiles (ARMA).
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1.3. Di¤érents modèles de séries temporelles

Le modèle AR(p)

Dé�nition 1.3.1 Soit Xt un processus stochastique stationnaire, on dit que Xt est un processus

autorégressif d�ordre p noté AR(p) le processus qui véri�e l�équation suivante:

Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + :::+ �pXt�p + "t; (1.3.1)

où "t � WN(0; �2):

Remarque 1.3.1 le polynôme �(B) = 1� �1B� :::� �pBp est le polynôme caractéristique du

processus autoregréssif. Le modèle s�écrit souvent �(B)Xt = "t:

Exemple 1.3.1 Un processus AR(1) prend la forme suivante:

Xt = �Xt�1 + "t; où f"tg � WN(0; �2"): (1.3.2)

1.3.2 Estimation pour les modèles AR(p) par la méthode des moin-

dres carrés

Un modèle AR(p) s�écrit

Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + :::+ �pXt�p + "t

où "t est un bruit blanc,

Xt = Z
0

t� + "t où Z
0

t = (Xt�1; Xt�2; :::; Xt�p) et � = (�1; �2; :::; �p):

L�estimation des paramètres du modèle X = Z
0
� + " par la méthode des moindres carrés

donne

�̂ = (ZZ
0
)�1ZX et �̂2 =

1

T � (p+ 1)

TX
t=1

(Xt � Z
0

t�̂)
2: (1.3.3)

Principales caractéristiques d�un modèle AR(p) La fonction d�autocorrélation

La fonction d�autocovariance d�un processus autorégressif AR(p) est donnée par l�équation

de récurrence suivante:

k = �1k�1 + �2k�2 + :::+ �pk�p k = 1; 2; :::; p: (1.3.4)
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1.3. Di¤érents modèles de séries temporelles

En divisant l�équation (1:3:1) par 0, on obtient la fonction d�autocorrélation satisfaisante

à l�équation de réccurence suivante:

�k = �1�k�1 + �2�k�2 + :::+ �p�k�p k = 1; 2; :::; p: (1.3.5)

L�équation (1:3:2) peut être exprimée alors telle que:

�(B)�k = 0: (1.3.6)

Le modèle MA(q)

Dé�nition 1.3.2 Soit Xt un processus stochastique stationnaire, on dit que Xt est un processus

moyenne mobile d�ordre q noté MA(q) le processus qui véri�e l�équation suivante:

Xt = "t + �1Zt�1 + �2Zt�2 + :::+ �qZt�q; (1.3.7)

où "t � WN(0; �2):

Remarque 1.3.2 Un tel processus est donc linéaire pour la suite sommable :

 j = 0; j < 0;  0 = 1;  1 = �1; :::;  q = �q;  q = 0; j > q:

On écrit habituellement Xt = �(B)Zt où �(B) est polynôme

�(B) = 1 + �1B + :::+ �qB
q; (1.3.8)

et B est l�opérateur de décalage arrière (appelé aussi opérateur retard). Le polynôme �(B)

est appelé polynôme caractéristique du processus moyen mobile.

Le modèle ARMA(p,q)

Dé�nition 1.3.3 On dit qu�un processus stationnaire et centré Xt est un processus ARMA(p,q)

si pour chaque t il véri�e la relation:

Xt � �1Xt�1 � �2Xt�2 � :::� �pXt�p = "t + �1Zt�1 + �2Zt�2 + :::+ �qZt�q; (1.3.9)

où "t � WN(0; �2):
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1.3. Di¤érents modèles de séries temporelles

Remarque 1.3.3 En utilisant l�opérateur B, l�équation (1:3:4) peut être exprimée telle que:

�(B)Xt = �(B)Zt; (1.3.10)

où �(B) = 1��1B� :::��pBp et 1+�1B+ :::+�qBq sont appelés polynômes caractéristiques

respectifs des parties autorégressives et moyennes mobiles du processus.

1.3.3 Modèles linéaires non-stationnaires

Modèle ARIMA

La classe des modèles non stationnaires est très utile dans le domaine de l�économétrie et les

mathématiques �nancières. Ce genre de modèles permet de représenter des processus présentant

un certain type de non-stationnarité que l�on peut éliminer par di¤érentiation d�ordre d.

Dé�nition 1.3.4 On dit qu�un processus Xt est un ARIMA (Autorégressive Integrated Moving

Average) d�ordre (p; d; q) si �dXt est un processus ARMA(p; q).

On modélise alors le processus Xt sous la forme:

�(B)(1�B)dXt = �(B)�dXt = �(B)Zt; (1.3.11)

où le polynôme �(B) est de degré p et le polynôme �(B) est de degré q.

On écrit que la série Xt suit un processus ARIMA(p; d; q):

Remarque 1.3.4 Les polynômes �(B) et �(B) sont de degrés p et q respectivement et �(B) 6= 0

pour jBj � 1, alors que le polynôme �(B) admet une racine multiple B = 1:

Modèle SARIMA

Nous avons déjà introduit l�importante classe des modèles ARMA pour représenter un processus

stationnaire. Les modèles SARIMA sont une généralisation de cette classe qui incorpore une

vaste gamme de processus non stationnaires.

Dé�nition 1.3.5 Soient d et D des entiers non-négatifs, alors un processus fXtg est dit proces-

sus SARIMA si Yt = (1�B)d(1�Bs)DXt est un processus ARMA de la forme:

�(B)�(Bs)Yt = �(B)�(Bs)"t; (1.3.12)
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où "t � WN(0; �2):

Remarque 1.3.5 L�opérateur �(B) = 1 � �1B � ::: � �pB
p est l�opérateur générateur d�un

AR(p), L�opérateur �(B) = 1 + �1B + ::: + �qB
q est l�opérateur générateur d�un MA(q) et

où, pour la saisonnalité Yt � Yt�s;l�opérateur �(B) = 1 � �1B � ::: � �PBP est l�opérateur

générateur AR(P ), et l�opérateur �(B) = 1+�1B+ :::+�QBQ est l�opérateur générateur d�un

MA(Q). On note que le processus fYtg est causal si et seulement si �(B) 6= 0 et �(B) 6= 0

pour jBj � 1. Les valeurs de d et D sont en général inférieures à 1;alors que les valeurs de p

et q sont généralement inférieures à 2:

1.4 Identi�cation et estimation des paramètres

1.4.1 Identi�cation du modèle: méthode de Box & Jenkins

Le choix entre les di¤érents modèles présentés ici (AR(p);MA(q); ARMA(p; q); ARIMA(p; d; q);

SARIMA; etc) ne peut généralement pas se faire a priori. On est le plus souvent réduit à des

tâtonnements par un système d�essais/erreurs. Une méthodologie "pas à pas" qui implique la

remise en cause de chaque modèle envisagé jusqu�à obtenir un modèle acceptable. Un modèle

est acceptable l�orsqu�il prend en compte toute la structure de la partie aléatoire et ne laisse

qu�un bruit blanc.Par exemple, on considère qu�un modèle ARMA(p; q) est acceptable si on

peut accepter l�hypothèse selon laquelle

fEtg = fXt � '1Xt�1 � :::� 'pXt�p � �1Et�1 � :::� �qEt�qg ; (1.4.1)

est un bruit blanc.

La méthodologie de Box et Jenkins vise à formuler un modèle permettant de représenter une

chronique comme �nalité de prévoir des valeurs futures. De ce fait, l�objet de cette méthodologie

est de modéliser une série temporelle en fonction de ses valeurs passées et présentes a�n de

déterminer le processus ARIMA adéquat.

Cette méthodologie suggère une procédure à cinq étapes essentielles :

1. Analyse préliminaire.
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1.4. Identi�cation et estimation des paramètres

2. Identi�cation du modèle.

3. Estimation du modèle.

4. Validation du modèle.

5. Prévision.

1.4.2 Estimation des paramètres : méthode des m.c.o.

En utilisant la méthode des moindres carrés on tente de trouver les paramètres â et b̂ de la

droite ŷt = â+ b̂xt qui approche le mieux l�indépendance des y=x:

La méthode des moindres carrées consiste alors à minimiser la quantité :

S(â; b̂) =
nX
t=1

ê2t ; (1.4.2)

avec

êt = yt � ŷt
= yt � â� b̂xt:

(1.4.3)

Autrement dit, les estimateurs des moindres carrés minimisent la somme des carrés des

distances verticales des points du nuage de la droite ajustée.

On a les moyennes :

�
X =

1

n

nX
t=1

xt (1.4.4)

�
Y =

1

n

nX
t=1

yt:

Les écarts types sont donnés comme suit :

sx =

vuut 1

n� 1

nX
t=1

(xt �
�
X)2 (1.4.5)

sy =

vuut 1

n� 1

nX
t=1

(yt �
�
Y )2:
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1.5. Détermination du type et de l�ordre du modèle

La covariance :

cov(x; y) = sxy =
1

n� 1

nX
t=1

(xt �
�
X)(yt �

�
Y ): (1.4.6)

Calcul des estimateurs des M.C.O :

@S(a;b)
@a

= 0 =) @
@a
(
Pn

t=1(yt � a� bxt)2) = 0
@S(a;b)
@b

= 0 =) @
@b
(
Pn

t=1(yt � a� bxt)2) = 0

(1.4.7)

La première équation a pour solution :

â =
�
Y � b̂

�
X: (1.4.8)

Et la deuxième, compte tenu de la première solution, donne :

b̂ =

Pn
t=1 ytxt � n

�
X

�
YPn

t=1 x
2
t � n

�
X
2 : (1.4.9)

Donc l�équation du modèle estimé est :

ŷt = â+ b̂xt: (1.4.10)

1.5 Détermination du type et de l�ordre du modèle

On s�intéresse ici à l�identi�cation d�un processus stationnaire : on se limite aux processus

ARMA(p; q).

On suppose donc que la saisonnalité et la tendance ont été supprimées. Comme on l�a vu

précédemment, cette élimination peut s�opérer au moyen de di¤érentiations de di¤érents types:

1. �d = (I �B)d pour éliminer une tendance polynômiale de degré d:

2. �! = (I �B!) pour éliminer une saisonnalité de période !:

Une fois cette manipulation e¤ectuée, on tente de reconaître le type de processus auquel

on a a¤aire en étudiant les corrélogrammes. Leurs formes théoriques étant connues, on choisit

alors un modèle autorégressif, moyenne mobile ou ARMA: La lecture des corrélogrammes se

fait en recherchant les chutesn p et q :

dans le corrélogramme partiel pour un AR(p):

dans le corrélogramme pour un MA(q).
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1.6. Estimation des paramètres et prévision

1.6 Estimation des paramètres et prévision

1.6.1 Méthode des moments

La méthode des moments est une des plus utilisées: pour un modèle donné, on sait que les auto-

corrélations �h et �h dépendent des paramètres '1; :::'p; �1; :::�d selon des équations théoriques

connues:

(�1; �2:::; �1; �2:::) = F ('1; :::'p; �1; :::�d):

Or on sait facilement estimer les autocorrélations �h et �h, il su¢ t donc d�inverser les

équations pour estimer les paramètres:

('̂1; :::'̂p; �̂1; :::�̂d) = F�1(�̂1; �̂2:::; �̂1; �̂2:::):

Il n�est pas nécessaire d�expliciter ici la forme des résultats.

1.6.2 Maximum de vraisemblance

L�autre méthode classique d�estimation est le maximum de vraisemblance. Elle nécessite de

faire des hypothèses sur la loi du bruit blanc fEtg: L�hypothèse la plus fréquemment retenue

est qu�il s�agit d�un bruit blanc gaussien de variances �2.

On obtient alors des estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres '1; :::'p; �1; :::�d

et de �:

Cette méthode peut donner lieu à des calculs très lourds aussi bien mathématiquement que

numériquement à cause de la forme très "tourmmentée" des fonctions de vraisemblance.
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CHAPITRE

2 Une méthode de

ré-échantillonnage : Le

bootstrap

Introduction

Les méthodes classiques d�inférence statistique ne permettent pas d�obtenir des réponses

correctes à tous les problèmes concrets que se pose l�utilisateur. Elles ne sont en e¤et valables

que sous des conditions d�application particulières.

Que peut faire l�utilisateur, en pratique, lorsque ces conditions d�application ne sont pas

remplies? di¤érentes attitudes sont possibles.

Dans certains cas, les méthodes classiques sont utilisées malgré le non�respect des conditions.

Cette utilisation est alors justi�ée par le caractère robuste des méthodes qui garantit que les

résultats de l�inférence restent approximativement valables.

Le recours à des transformations de variables permet, dans certains cas, de se rapprocher

des conditions d�application.

Ainsi une transformation logarithmique, par exemple, peut rendre normales des distributions

qui, au départ, ne le sont pas.
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2.1. Le principe de bootstrap

Une troisième attitude consiste à abandonner les méthodes paramétriques d�inférence sta-

tistique au pro�t de méthodes non paramétriques, pour lesquelles les conditions d�application

sont bien moins restrictives.

L�accès généralisé à des moyens de calcul puissants a permis le développement de méthodes

d�inférence statistique basées sur l�utilisation intensive de l�ordinateur. Le bootstrap fait partie

de ces méthodes.

Le bootstrap provient de l�expression anglaise « to pull oneself up by one�s bootstrap» [17],

qui évoque l�action de « se hisser en tirant sur ses propres lacets » , désigne un ensemble de

méthodes qui consistent à faire de l�inférence statistique sur de « nouveaux » échantillons tirés

à partir d�un échantillon initial. Disposant d�un échantillon destiné à donner une certaine infor-

mation sur une population, on tire au sort, parmi la sous-population réduite à cet échantillon,

un nouvel échantillon de même taille n. Et on répète cette opération B fois, où B est grand.

On analyse ensuite les nouvelles observations ainsi obtenues pour a¢ ner l�inférence faite sur les

observations initiales. Le bootstrap est une technique distinée à faciliter de l�inférence dans les

situations complexes où les méthodes analytiques ne su¢ sent pas.

L�objectif de ce chapitre est de décrire comment le bootstrap peut être utilisé pour ré-

soudre les problèmes d�inférence statistique en relation avec l�estimation des paramètres. Nous

présentons d�abord la méthode de ré-échantillonnage. Ensuite, nous examinons l�exemple de

l�estimation de l�erreur-standard de la moyenne et de la médiane pour comprendre l�intérêt

de bootstrap. Des informations plus détaillées concernant le bootstrap et d�autres méthodes

de ré-échantillonnage sont données, notamment, par Chernick [12], Efron et Tibshirani [17] et

Magalie Fromont and Myriam Vimond [21].

2.1 Le principe de bootstrap

Illustration

Le principe qui sous-tend le bootstrap est très simple et très ancien, et il peut être illustré

par un système d�emboitement (voir P. Hall, [22]) tel que celui des poupées russes:
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2.1. Le principe de bootstrap

Il s�agit d�une poupée qui, lorsqu�on l�ouvre, laisse apparaître une poupée identique mais plus

petite (« homothétique » ), qui à son tour contient une poupée plus petite, etc... . Imaginons

que l�on veuille estimer le nombre r des taches de rousseur de la première de ces poupées, qui est

aussi la plus grande, et que l�on ne puisse pas l�observer. On suppose qu�on dispose seulement

de la seconde, contenue dans la première, et qui contient toutes les autres. Soit r0 le nombre des

taches de rousseur de la seconde. On peut, en première approximation, estimer r par r0. On

appelle « Poupée » la plus grande poupée, non observée, « poupée 0 » celle qui est observée,

« poupée 1 » celle qu�on trouve dans la poupée 0, et ainsi de suite pour toutes les poupées

plus petites que la poupée 1, qui sont toutes observables puisque contenues dans la poupée 1.

Comme la Poupée initiale est plus grande que la poupée numéro 0, on s�attend à ce que r soit

plus grand que r0 et dans le rapport de leurs tailles. Cependant, on ne peut pas observer la

première poupée et on ne connaît donc pas sa taille. En revanche, on peut observer le nombre

des taches de rousseur r1 de la troisième poupée. Donc, si le rapport du nombre des taches de

rousseur d�une poupée à la suivante est toujours le même, le rapport r0
r1
, qui lui est observable,

fournira une estimation du rapport r
r0
. Cela donne comme estimateur de r :

r̂ = r0
r0
r1
:

Mais il se peut que le rapport de ces nombres ne soit pas constant, ce que l�on peut véri�er

en comparant r0
r1
à r1
r2
par exemple, puisque ces deux quantités sont observables. Si ces deux

quantités ne sont pas égales, r0
r1
ne constitue qu�une approximation pour la valeur de r

r0
.

Pour e¤ectuer une correction supplémentaire, si on peut supposer que le rapport des tailles

d�une poupée à la suivante, bien que n�étant plus constant, varie régulièrement, par exemple les

rapports de taille d�une poupée à la suivante sont dans un rapport constant, c�est à dire que :

r=r0
r0=r1

=
ri�1=ri
ri=ri+1

:

Alors, on peut e¤ectuer une correction supplémentaire en observant r2 sur la poupée suivante

et en prenant pour estimateur de r la valeur précédente multipliée par

(r0=r1) = (r1=r2) ;
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2.2. Méthodes de ré-échantillonnage

ce qui donne :

r̂ = r0

�
r0
r1

�2
r2
r1
:

On peut à nouveau véri�er si l�hypothèse faite sur la variation des rapports est exacte en

considérant la poupée suivante, et, dans le cas contraire, e¤ectuer une nouvelle correction.

2.2 Méthodes de ré-échantillonnage

2.2.1 Bootstrap des individus

On considère un échantillon de n obsevations:

x1; x2; :::; xi; :::; xn ;

prélevé de manière aléatoire et simple dans une population. Ces observations peuvent concerner

une seule variable, ou, au contraire, être relatives à plusieurs variables. Dans ce cas, les xi

représentent des vecteurs de dimension p, p étant le nombre de variables. A�n de ne pas alourdir

les notations, nous ne distinguerons pas ces deux situations et, de manière plus condensée, nous

désignerons l�échantillon initial par le symbole x, qu�il s�agisse d�un vecteur ou d�une matrice.

Le principe de la méthode du bootstrap est de prélever une série d�échantillons aléatoires

et simples avec remise de n observations dans l�échantillon initial, considéré comme une popu-

lation. Ces échantillons successifs seront notés :

x�1; x�2; :::; x�b; :::; x�B

B étant le nombre de ré-échantillonnages e¤ectués.

A titre d�exemple, nous considérons un problème d�inférence statistique qui est l�estimation

de l�erreur standard SE d�une statistique d�intérêt (moyenne, médiane, les coé�cients de cor-

rélation... ) d�un échantillon x en suivant cet algorithme:

1) Soit un échantillon observé (initial)

x = (x1; x2; :::; xn)

et une statistique d�intérêt s(x) : moyenne, médiane, ...
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2.2. Méthodes de ré-échantillonnage

2) Ensuite nous tirons B échantillons aléatoires et simples avec remise de n observations

dans l�échantillon initial ces échantillons sont appelées échantillons bootstrap:

x�1 = (x�11 ; x
�1
2 ; :::; x

�1
n )

x�2 = (x�21 ; x
�2
2 ; :::; x

�2
n )

:::

x�B = (x�B1 ; x�B2 ; :::; x�Bn ):

3) Puis nous calculons la statistique d�intérêt pour chaque échantillon bootstrap (réplica-

tions bootstrap de s) que nous allons noter comme suit:

s(x�1)

s(x�2)

:::

s(x�b)

:::

s(x�B):

En�n nous donnons l�estimée bootstrap de l�erreur standard = écart-type des réplications

bootstrap.

SE(s(x�b)) =

sPB
b=1 [s (x

�b)� s�]2

B � 1 ;

avec

s� =
BX
b=1

s(x�b)=B:

Exemple 2.2.1 Estimation de l�erreur standard de la moyenne :

Durée de survie d�un groupe 1(placebo). L�échantillon initial:

x1 = (52; 10; 40; 104; 50; 27; 146; 31; 46);

est de taille n1 = 9 mesures, et la statistique d�intérêt est la moyenne:

m1 =
1

n1

n1X
i=1

xi = 56:22:

Erreur standard

SE1 =
p
V ar1=n1 = 13:33:
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2.2. Méthodes de ré-échantillonnage

Application du bootstrap:

B échantillons bootstrap

+
calcul de la moyenne

réplications

bootstrap de la moyenne

+

x�1 = (50; 10; 40; 50; 46; 10; 146; 40; 50) ! 49:11

x�b = (10; 52; 104; 40; 104; 46; 50; 146; 27) ! 64:33

::: :::

x�B = (146; 31; 31; 10; 27; 40; 104; 46; 50) ! 53:89

estimée bootstrap de l�erreur standard est:

SE(m1) =

sPB
b=1 [m1(x�b)�m�

1]
2

B � 1 = 13:32 ;

avec

m�
1 =

BX
b=1

m1(x
�b)=B = 55:73:

Dans cet exemple on n�a pas besoin de bootstrap car sa prend du temps de calcul.

Exemple 2.2.2 Estimation de l�erreur standard de la médiane :

laissons les mêmes données de l�exemple précédent, on a la moyenne

m1 = 56:22;

et la médiane

�1 = 46:

erreur standard sur m1 :

,! Classique : se1 = 13:33:

,! Bootstrap : se�1 = 13:32:

erreur standard sur �1
,! Classique :?

,! Bootstrap : se�1 = 11:54:

Remarque 2.2.1 La mise en �uvre de la méthode du bootstrap ne présente guère d�intérêt

lorsque l�inférence statistique peut être réalisée par des méthodes analytiques classique pour
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2.3. Conditions de convergence du Bootstrap

lesquelles les conditions d�applications sont remplies, elles ne sont pas donc destinées à rem-

placer les méthodes classiques lorsque celles-ci sont applicables mais plutôt à fournir des réponses

à des questions pour lesquelles les méthodes classiques sont inapplicables où non disponibles.

2.3 Conditions de convergence du Bootstrap

1. Les observations "i.i.d".

2. Convergence uniforme certaine (avec la probabilité 1) de la fonction de répartition em-

pirique vers la vraie fonction de répartition quand la taille tend vers l�in�ni (théorème de

Glivenko-Cantelli).

Théorème 2.3.1 (Glivenko-Cantelli) On a X1; :::; Xn une série de variables aléatoires de

fonction de répartition F sur R: La fonction de répartition empirique est la fonction de x dé�nie

par :

Fh(x) =
1

n

X
1�i�n

I fXi � xg : (2.3.1)

Pour tout x 2 R; on peut appliquer la loi des grands nombres sur la série I fXi � xg ;

i = 1; :::; n; pour a¢ rmer que Fh(x) ! F (x) presque surement (p.s). (A�n d�appliquer la loi

des grands nombres, on a besoin de démontrer que E [jI fXi � xgj] < 1; qui est dans ce cas

négligeable parce que jI fXi � xgj � 1). Dans ce sens, Fh(x) est un estimateur de F (x) pour

tout x 2 R:

2.4 Règles empiriques

1) Même un petit nombre de réplications fournit déjà des informations très utiles. B = 50 est

souvent su¢ sant pour une estimation �able de l�erreur standard.

2) Il est rare que plus de 200 réplications soient nécessaires pour estimer les erreurs standard.

Exemple 2.4.1 (erreur standard de la moyenne m2) Soit

x2 = (94; 38; 23; 197; 99; 16; 141);

28



2.5. Avantages et inconvénients

n2 = 7, la moyenne m2 = 86:86, l�erreur standard classique sur m2 est:

se2 =
p
V ar2=n2 = 25:24;

et l�erreur standard bootstrap sur m2 est : se�2 = 23:81:

Fig-2:1 :Erreur standard de la moyenne m2(Voir[11])

2.5 Avantages et inconvénients

1. Les méthodes de ré-échantillonnages sont simples à programmer, dans ce contexte ces

techniques rencontrent un succès considérable.

2. Les méthodes de calcul intensif (ré-échantillonnages) ne sont pas meilleures que les méth-

odes classiques quand les hypothèses classiques sont satisfaites. Mais elles sont plus

puissantes quand ces hypothèses ne sont pas satisfaites.

3. En bref, ces méthodes peuvent résoudre de nombreux problèmes qu�on ne savait pas

traiter auparavant.

Des dangers à prévenir:

Attention :

�le volume des calculs ne garantit pas que les données ont été bien utilisées.
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2.5. Avantages et inconvénients

�Il est important de savoir analyser dans quelles circonstances les méthodes de calcul intensif

ont un apport décisif sur les méthodes classiques.

Remarque 2.5.1 Avant de passer à l�application du bootstrap des séries chronologiques, nous

allons dé�nir les types de données (les données non structurées et les données structurées).

1) Données non structurées(indépendantes):

,! Les valeurs de l�échantillon observé sont indépendantes.

,! une modi�cation de l�ordre des valeurs ne modi�e pas l�échantillon.

exemples:

- Durée de survie des animaux.

- Notes des étudiants aux tests.

2)Données structurées(dépendentes):

,! Les valeurs de l�échantillon observé ne sont pas indépendantes.

,! L�ordre des valeurs dans l�échantillon est important.

exemples:

- Image

- Série temporelle ou chronologique.
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CHAPITRE

3 Bootstrap des séries

temporelles

Introduction

La méthode du bootstrap initialement introduite par Efron [18] pour variables indépen-

dantes et plus tard étendu à traiter avec des variables dépendantes plus complexes, par plusieurs

auteurs [12]. C�est une classe de méthodes non paramétriques qui permettent au statisticien

d�e¤ectuer l�inférence statistique sur un large éventail de problèmes sans imposer beaucoup

d�hypothèses structurelles sur le processus aléatoire de données générant. A présent, il existe

plusieurs livres et monographies, e.g. Hall [22], Efron et Tibshirani [17] et Lahiri [31]. Parmi

autres qui décrivent les di¤érents aspects de la méthodologie bootstrap à divers niveaux de so-

phistication et de généralité. En outre; plusieurs articles dans la littérature donnent des aperçus

sur divers aspects de bootstrap des séries chronologiques, parmi eux se trouvent Berkowitz and

Kilian [3], Buhlmann [10], Li and Maddala [32] et Politis [38]. Ces documents considèrent

les méthodes bootstrap et ré-échantillonnages pour les processus stochastiques et des modèles

généraux de séries chronologiques.
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3.1. Bootstrap des résidus

L�utilisation du bootstrap avec des séries temporelles apporte quelques di¤érences par rap-

port à un modèle classique, puisqu�il faut en plus estimer la structure de dépendance du proces-

sus.

L�objectif de ce chapitre consistera à expliciter les di¤érentes possibilités d�application du

bootstrap aux séries temporelles dans les cas de données non structurées (indépendantes) ou

de données structurées (non indépendantes). Ces possibilités comportent entre autres: le boot-

strap des résidus que nous expliquerons sur des séries autorégressives stationnaires AR(p),

le bootstrap par blocs que nous expliquerons aussi sur une série temporelle à données q-

dépendantes et le test bootstrap que nous allons présenter dans le dernier chapitre comme

un exemple d�application qui porte sur le test de racine unité dans un modèle AR(1), basé sur

le ré-échantillonnage des résidus.

3.1 Bootstrap des résidus

La technique de ré-échantillonnage présentée ici est la plus simple et la plus courante. Des

méthodes un peu di¤érentes sont utilisées pour des applications particulières. Ainsi, dans les

problèmes de régression lorsque les valeurs des variables explicatives sont �xées a priori par

l�utilisateur, le ré-échantillonnage d�individus peut di¢ cilement se justi�er. Dans une telle

situation, on peut remplacer le bootstrap des individus par le bootstrap des résidus.

Soit y le vecteur de la variable à expliquer et x la matrice des variables explicatives.

L�échantillon initial est donc décrit par la juxtaposition du vecteur y et de la matrice x.

Nous proposons de modéliser y en fonction de x dans un modèle de régression linéaire par:

yi = �0 + �1xi + �2x
2
i + "i; i = 1; :::; n: (3.1.1)

Soit �̂ = (�̂0; �̂1; �̂2) le vecteur des coe¢ cients estimés par une méthode donnée d�ajustement,

qui n�est pas nécessairement la méthode des moindres carrés. On peut calculer le vecteur des

valeurs estimées de la variable à expliquer

yi = �̂0 + �̂1xi + �̂2x
2
i + "i; i = 1; :::; n: (3.1.2)

32



3.2. Bootstrap par blocs

et en déduire le vecteur des résidus :

"i = yi � �̂0 � �̂1xi � �̂2x2i ; i = 1; :::; n: (3.1.3)

Nous sélectionnons B échantillons indépendants "�1; "�b; :::; "�B où "�b est un échantillon de taille

n tiré à partir des "i; i = 1; :::; n avec remise.

Nous calculons, pour chaque échantillon, n nouvelles valeurs prédites

y�bi = �̂0 + �̂1xi + �̂2x
2
i + "�bi : (3.1.4)

Nous e¤ectuons B régressions, des y�b sur les x, grâce auxquelles on obtient B vecteurs

(�̂�b0 ; �̂
�b
1 ; �̂

�b
2 ). Nous déduisons les valeurs prédites

ŷ�bx = �̂�b0 + �̂�b1 x+ �̂�b2 x
2 + "�bi (3.1.5)

Nous calculons l�erreur standard voulue pour les valeurs prédites,

SE =

sPB
b=1 (ŷ

�b
x � ŷ�x)

2

B � 1 ; (3.1.6)

où

ŷ�x =

PB
b=1 ŷ

�b
x

B
:

Mais, de manière plus générale, yi peut être une fonction quelconque des valeurs observées des

variables explicatives et des paramètres estimés.

3.2 Bootstrap par blocs

Nous décrivons brièvement la méthode de bootstrap par blocs, le (MBB).

Supposons que fXtgt2N est une série chronologique dépendante et faiblement stationnaire

et que fX1; :::; Xng � Xn sont observées.

Soit l un entier naturel satisfaisant 1 � l < n:
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3.2. Bootstrap par blocs

Décomposons la série en blocs indépendants de longueur l chacun, contenu dans Xn tel que:

B1 = (X1; X2; :::; Xl)

B2 = (X2; :::; Xl; Xl+1)

:

:

:

BN = (Xn�l+1; :::; Xn) :

où N = n� l + 1:

Pour des raisons de simplicité, nous supposons que l dévise n, soit b = n
l
:

Pour générer les échantillons de MBB, nous tirons b blocs aléatoirement et avec remise de

l�ensemble de blocs fB1; B2; :::; BNg :

Ensuite, nous reconstituons des séries bootstrap en joignant les blocs tirés aléatoirement et

avec remise.

En�n, nous passons à l�estimation de la statistique d�intérêt sur chaque série temporelle

bootstrap reconstituée.

Remarque 3.2.1 Le choix de la longueur des blocs l est un inconvénient de la méthode.

Noter que si nous �xons l = 1, alors le MBB se réduit à la méthode de bootstrap ordinaire

de Efron [18] pour les données iid.

Cependant, pour une approximation valable dans le cas dépendant, il est généralement

nécessaire que:

l�1 + n�1l = o(1) quand n! +1: (3.2.1)

Certains choix typiques de l sont

l = Cn
1
k pour k = 3; 4; :::; (3.2.2)

où C 2 R est une constante.

Supposons que la variable aléatoire d�intérêt est de la forme:

Tn = tn(Xn; �(Pn)); (3.2.3)
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3.3. Séries temporelles autorégressives : bootstrap des résidus

où Pn = L(Xn) désigne la distribution de probabilité conjointe de Xn: La forme MBB de

Tn basé sur des blocs de taille l est dé�nie comme suit :

T �n = tn(X
�
1 ; :::; X

�
n; �(P̂n)); (3.2.4)

où P̂n = L(X�
1 ; :::; X

�
n j Xn); la distribution de probabilité conjointe conditionnelle deX�

1 ; :::; X
�
n,

étant donné Xn, et, où nous supprimons la dépendance sur l pour faciliter la notation. Dans

le cas général, où n n�est pas un multiple de l, on peut ré-échantillonner b = b0 blocs, où

b0 = min fk � 1 : kl � ng et on conserve la première valeur de données ré-échantillonnée pour

dé�nir les réplications bootstrap de Tn:

3.3 Séries temporelles autorégressives : bootstrap des

résidus

3.3.1 Séries temporelles AR(p) stationnaires

Xt = �1Xt�1 + :::+ �pXt�p + "t; où

1. f"t; t 2 Zg est une suite de v.a. i.i.d. de loi P centrée,

2. � = (�1; :::; �p)
0
vecteur de paramètres inconnus, tels que � (Z) = 1 �

Pp
j=1 �jZ

j 6= 0

pour tout Z 2 C; jZj < 1:

Nous disposons d�une observation xn de Xn = (X1; :::; Xn):

Estimateur des moindres carrés ordinaires de � :

�̂ = (V
0

nVn)
�1V

0

n(Xp+1; :::; Xn)
0

où Vn est une matrice (n� p)� p dont la i�eme ligne est (Xi+p�1; :::; Xi) :

Résidus: "̂t = Xt � �̂1Xt�1 + :::+ �̂pXt�p; t = p+ 1; :::; n:

Résidus recentrés:
�
"t = "̂t �

�
"̂; où

�
"̂ = 1

n�p
Pn

t=p+1 "̂t:
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3.4. Séries temporelles à données q dépendantes: Block Bootstraps

Le bootstrap des résidus se résume selon le schéma suivant:

�  ! �̂

P  !
�
Pn =

1
n�p

Pn
t=p+1 ��"

"t i.i.d. de loi P  !
"�t i.i.d de loi

�
Pn conditionnellement

à X, échantillon bootstrap associé au

vecteur des résidus recentrés.

X  !
X� solution stationnaire de

X�
t = �̂1X

�
t�1 + :::+ �̂pX

�
t�p + "�t

�̂  ! �� = (V
�0
n V

�
n )
�1V

�0
n (X

�
p+1; :::; X

�
n)

0
:

Rn(Xn; �)  ! R�n = Rn((X
�
1 ; :::; X

�
n); �̂)

3.3.2 Estimation bootstrap des résidus de la loi d�une racine

La loi d�une racine Rn(Xn; Pn) est estimée par la loi conditionnelle de R�n = Rn((X
�
1 ; :::; X

�
n); �̂)

sachant X:

3.4 Séries temporelles à données q dépendantes: Block

Bootstraps

Soit X = fXt; t = 0; 1; 2; :::g une série temporelle fortement stationnaire i.e.

8k; l; fX1; :::; Xkg = LfX1+l; :::; Xk+lg :

et q-dépendantes i.e. pour tout t; f:::; Xt�1; Xtg et fXt+q+1; Xt+q+2; :::g sont indépendantes,

pour un q �xé. L�idée est de bootstrapper en gardant au maximum la structure de l�échantillon

d�origine.

3.4.1 Estimation BB de la loi d�une racine

Soit kn �!1 et ln �!1; n = knln:

Pour j = 1:::kn; Bj =
�
X(j�1)ln+1; X(j�1)ln+2; :::; Xjln

	
(bloc de taille ln).
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3.4. Séries temporelles à données q dépendantes: Block Bootstraps

Soit

B�
1 := (X

�
1 ; :::; X

�
ln); :::; B

�
b := (X

�
(b�1)ln+1; :::; X

�
bln):

b blocs tirés au hasard avec remise dans fB1; :::; Bkng :

Soit

X� = (X�
1 ; :::; X

�
ln ; :::; X

�
(b�1)ln+1; :::; X

�
bln);

composé des m = bln élements de B�
1 ; :::; B

�
b mis "bout à bout".

Soit P �m la fonction de répartition empérique associée à X
�:

La loi de Rn(Xn; Pn) est estimée par la loi de Rn(X�; P �m)nX:

Remarque 3.4.1 Il ya toujours le problème du choix de ln.
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CHAPITRE

4 Exemples d�application du

bootstrap aux séries

chronologiques

Introduction

Dans ce dernier chapitre nous présentons deux exemples d�application dont le premier est

numérique qui sert à faire une comparaison entre les estimations de l�intervalle de con�ance du

paramètre d�un AR(1) au niveau 95% par la méthode paramétrique Box et Jinkens et par les

méthodes bootstrap des résidus, les di¤érentes simulations sont e¤ectuées sous le logiciel R. Et

un deuxième exemple théorique qui porte sur une procédure bootstrap de test de racine unité

dans un modèle AR(1), basée aussi sur le ré-échantillonnage des résidus.

4.1 Estimation du paramètre � et son I:C

Soit le tableau de données représenté ci-dessous :
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4.1. Estimation du paramètre � et son I:C

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ct 2:4 2:4 2:4 2:2 2:1 1:5 2:3 2:3 2:5 2:0 1:9 1:7

Tableau.2:3-Evolution de la concentration ct d�une hormone au cours du temps t:

4.1.1 Analyse préliminaire

La série chronologique de nombres d�évolution de la concentration d�une hormone ct au cours

du temps contient 12 observations, elle ne contient ni de valeurs manquantes, ni de valeurs aber-

rantes. Une des premières étapes faites avant l�analyse des séries temporelles, étant l�observation

de la représentation graphique, ce qui nous fournit une idée générale sur la nature et les carac-

téristiques du processus (tendance, saisonnalité,...).

Fig-4:1 : Représentation graphique de la série originale de la

concentration ct.

Le graphe de l�évolution de la concentration d�une hormone au cours du temps ne suggère

ni une tendance ni saisonnalité. Il sera alors nécessaire de véri�er si la série est stationnaire

a�n de choisir le modèle le plus approprié.

Le logiciel R fournit les corrélogrammes de l�autocorrélation simple et partiel suivants :
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4.1. Estimation du paramètre � et son I:C

Fig-4:2 : Les autocorrélogrammes de la série ct.

D�après les résultats précédents, on distingue que le modèle approprié pour la série chronologique

est un ARIMA(1; 0; 0) qui est un AR(1) :

yt = �yt�1 + "t;

où "t est un BB iid.

1. La méthode de Box et Jenkins nous donne les estimations suivantes (dont nous aurons

besoin par la suite):

Paramètre paramètre estimé � I:C au niveau 95%

AR(1) 0:272 [�0:32; 0:86]

Tableau.2:4-La valeur du paramètre � ainsi que son I.C estimés par Box et Jenkins.

Donc le modèle s�écrit comme suit :

yt = 0:272yt�1 + "t;
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4.1. Estimation du paramètre � et son I:C

tel que

"t = yt � 0:272yt�1:

2. La méthode de Bootstrap des résidus nous donne les estimations suivantes pour B =

1000 réplications séries bootstrap telles que ces réplications sont toutes des AR(1)pourb =

1; :::; B:

Pramètres estimés ��b I:C�b au 95%

1i�ere rép 0:251 [�0:35; 0:85]

2i�eme rép 0:241 [�0:33; 0:80]

. . .

. . .

. . .

999i�eme rép 0:230 [�0:31; 0:86]

1000i�eme rép 0:215 [�0:41; 0:89]

Tableau.2:5-Les valeurs du paramètre � ainsi que leurs I.C estimés par Bootstrap

des résidus.

Remarque 4.1.1 Les intervalles de con�ance estimés par le bootstrap au niveau 95% (voir

tableau 2:5) ne sont pas di¤érents (sont proches) de celui estimé paramétriquement (voir tableau

2:4), en tous les cas 0 est à l�intérieur de l�intervalle de con�ance, mais il ya une suggestion de

présence des autocorrélations positives.

Via l�algorithme présenté en annexe et le tableau 2:5 nous déduisons que :

�̂� =
P1000
b=1 �

�b

B
� 0:26799031:

D�où �̂�  � = 0:272:

Et I:C au niveau 95% de �̂� est [�0:32; 0:86] = I:C de �:
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4.2. Exemple 2 (théorique) Un test Bootstrap dans un modèle AR(1)

"�1t = y�1t � 0:251y�1t�1;

"�2t = y�2t � 0:241y�2t�1

:

:

:

"�999t = y�999t � 0:230y�999t�1

"�1000t = y�1000t � 0:215y�1000t�1

D�où

y�1t = 0:251y�1t�1 + "�1t ;

y�2t = 0:241y�2t�1 + "�2t ;

:

:

:

y�999t = 0:230y�999t�1 + "�999t ;

y�1000t = 0:215y�1000t�1 + "�1000t :

4.2 Exemple 2 (théorique) Un test Bootstrap dans un

modèle AR(1)

L�objet de cette section est de présenter et démontrer la validité asymptotique d�une procédure

de type Bootstrap permettant de tester la valeur du paramètre � de régression dans un modèle

autorégressif d�ordre 1 (AR(1)):

Considérons le problème de test

H0 : � = �0 contre H1 : � 6= �0; (4.2.1)
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4.2. Exemple 2 (théorique) Un test Bootstrap dans un modèle AR(1)

dans le modèle AR(1) :

yt = �yt�1 + "t; t = 1:::T; (4.2.2)

où "t est un bruit blanc indépendant de loi F de variance �2"t :

On suppose dans la suite que le processus yt est généré à partir d�une observation y0 con-

stante. On pose c = ��2"t y
2
0: On pourrait, sans grands changements aussi dans le cas j�j < 1;

supposer que y0 est une variable aléatoire d�espérance nulle et de variance (1� �2)�1 �2"t a�n

de rendre le processus (yt) stationnaire.

Soient �̂T et �̂2T les estimateurs des moindres carrés ordinaires:

�̂T =

 
TX
t=1

y2t�1

!�1 TX
t=1

ytyt�1; (4.2.3)

et

�̂2T = T�1
TX
t=1

�
yt � �̂Tyt�1

�2
: (4.2.4)

Les résidus estimés centrés dans le modèle (4:1:3)

�
"t = "̂t � T�1

TX
t=1

"̂t; (4.2.5)

permettent de dé�nir une fonction de répartition empirique
�
F T dans lequel on e¤ectue le

ré-échantillonnage, suivant l�idée de Freedman [20]. On notera par ailleurs F̂T la fonction de

répartition empirique des résidus "̂t.

Le processus �ctif bootstrap y�t intégrant l�hypothèse nulle H0 : � = �0 s�obtient de manière

récursive: 8<: y�0 = y0;

y�t = �0y
�
t�1 + "�t ;

t = 1; :::; T; "�t i.i.d de loi
�
F T ; (4.2.6)

soit encore par la relation:

y�t =

t�1X
i=1

�i0"
�
t�i + �t0y0: (4.2.7)

On calcule alors l�estimateur Bootstrap des moindres carrés ordinaires (m.c.o) de � sous H0

dans le modèle (4:1:3), �̂�T , par régression de y
�
t sur y

�
t�1. L�idée du Bootstrap est de considérer

que la distribution de �̂�T � �0 donne une bonne approximation de la distribution de �̂T � �0
sous H0:

43



4.3. Distributions asymptotique, Bootstrap et à distance �nie

Nous montrerons que cette procédure de test Bootstrap est asymptotiquement valide quelle

que soit la valeur de c et du paramètre testé. Dans le cas où le bruit-blanc de l�AR(1) est

gaussien. Ce test Bootstrap donne des résultats à distance �nie très satisfaisants. Ces quelques

résultats empiriques con�rment que la distribution Bootstrap est beaucoup plus proche de la

distribution exacte que ne l�est l�approximation asymptotique.

4.3 Distributions asymptotique, Bootstrap et à distance

�nie

Le modèle (4:1:2) a été abondamment étudié dans la littérature: voir par exemple White [45],

Anderson [1], Dickey and Fuller [14] et Phillips [37] pour une synthèse et une bibliographie

complète. Il est possible dans un cadre très large d�hypothèses d�obtenir la distribution asymp-

totique de l�estimateur des m.c.o, Lorsqu�on prend la partie principale en T dans l�expression

dérivant du calcul de l�information de Fischer des estimateurs (White [45]):

EF

 
TX
t=1

y2t�1=�
2

!
=

8<:
T

1��2 �
1��2T
(1��2)2 +

y20
�2

�
1��2T
(1��2)

�
si j�j 6= 1;

T (T+1)
2

+ T
y20
�2

si j�j = 1:
(4.3.1)

Suivant les valeurs prises par �, on obtient la vitesse de convergence de l�estimateur des

m.c.o de sorte que l�on peut montrer (White [45]):

si j�j < 1
�

T
1��2

� 1
2
�
�̂T � �

�
! N(0; 1) quand T !1 (4.3.2)

si j�j = 1 Tp
2

�
�̂T � �

�
! L1 quand T !1 (4.3.3)

si j�j > 1 �T

(�2�1)

�
�̂T � �

�
! L�;c quand T !1: (4.3.4)

Dans le cas stationnaire (4:2:2), la distribution limite est gaussienne et ne dépend pas de

la condition initiale (voir Anderson [1]). Pour j�j = 1, White [45] a montré que la distribution

asymptotique de l�estimateur des m.c.o. centré dilaté, L1; de forme très dissymétrique, ne

dépendait pas de la condition initiale y0 et a donné une caractérisation de la loi limite en

44



4.4. Validité asymptotique du bootstrap

terme de processus de Wiener (voir Phillips [37] pour une généralisation dans le cas d�erreurs

non i.i.d.). Dans le cas explosif (4:2:4), L�;c est une loi non-dégénérée, dépendant notamment

de la loi des résidus et de la condition initiale retenue par l�intermédiaire de c. Ainsi White [45]

montre que dans le modèle gaussien, L�;c a pour densité :

f�;c =
exp(�q)
�(1 + x2)

 
1 +

1X
i=1

(4q)i(i!)

(1 + x2)i(2i!)

!
; (4.3.5)

avec q = c(�2 � 1)=2: La distribution limite pour j�j > 1 peut donc avoir des queues épaisses

; dans le cas gaussien, avec c = 0; la loi limite est donc une loi de Cauchy. Il est important

de noter que les paramètres c et � (si c 6= 0) interviennent dans la distribution limite des

estimateurs dans le cas explosif.

La méthode du Bootstrap introduite par Efron [18] étant connue pour donner à distance

�nie des approximations plus �ables de la vraie loi que l�approximation asymptotique (voir par

exemple Hall [22] pour le modèle linéaire), il paraît particulièrement intéressant de l�étudier

dans ce contexte.

4.4 Validité asymptotique du bootstrap

Nous établissons dans ce paragraphe la validité asymptotique de la procédure de test dans le

cas AR(1) pur, quelle que soit la valeur de �0:

La notion de convergence utilisée ici L� quand T !1 est la convergence en loi condition-

nelle, presque sûre dans la suite (voir Mallow [33] et la propriété A.2) est di¤érente et plus forte

que la convergence vague conditionnelle, presque sûre, utilisée par Basawa et al [2].

Théorème 4.4.1 Soit un autorégressif pur de bruit blanc fort associé "t admettant des mo-

ments d�ordre 2. Pour toute valeur �� 2 R; si �̂�T est l�estimateur des moindres-carrés ordinaires

Bootstrap, dé�ni conditionnellement au processus initial, construit sous l�hypothèse H1 : � = ��;

on a :

si j��j < 1
�

T
1��2�

�1=2 �
�̂�T � ��

�
L�! N(0; 1) quand T !1;

si j��j = 1 Tp
2

�
�̂�T � ��

�
L�! L1 quand T !1;

si j��j > 1
�

�2T�
(1��2�)2

�1=2 �
�̂�T � ��

�
L�! L��;c quand T !1;
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4.4. Validité asymptotique du bootstrap

où L1 et L��;c; sont dé�nis en (4:2:3) et (4:2:4).

Démonstration. (Voir [6])

Nous posons g(T ) égal au taux de convergence de l�estimateur des m.c.o. dans les di¤érents

cas de �gure étudiés

si j��j < 1 g(T ) =
�

T
1��2�

�1=2
;

si j��j = 1 g(T ) = Tp
2
;

si j��j > 1 g(T ) =
�

�2T�
(1��2�)2

�1=2
:

Le théorème précédent justi�e l�utilisation des quantiles de la distribution Bootstrap pour

construire une région critique pour le test (4:1:1). Ne pouvant pas déterminer pratiquement

les quantiles d�ordre �=2 et 1� �=2 de la loi G�T;0 de �̂�T e.m.c.o. construit sous H0 (parce que

cela nécessitrait trop de calcul , en fait T T ) on est amené à donner une approximation de ces

quantiles par une technique de type Monte-carlo. La mise en oeuvre du test se décompose donc

ainsi :

1. ayant calculé l�estimateur des m.c.o. dans le modèle (4:1:2); on construit la fonction de

répartition empirique des résidus estimés centrés
�
F T :

2. La méthode de ré-échantillonnage des résidus dans
�
F T ; i.e. de façon pratique, le tirage

avec remise dans l�ensemble des résidus centrés estimés, conduit à construire un processus

de type (4:1:3) qui permet de calculer l�estimateur bootstrap des m.c.o. La répétition B

fois de cette phase permet d�obtenir un ensemble d�estimations sous l�hypothèse nulle

�
�(b)
T;0 ; pour b = 1; :::; B; dont la fonction de répartition empirique G�T;0B approxime la

vraie distribution G�T;0 de �̂
�
T sous H0: On utilise alors une méthode de type percentile

voir (Efron [18]) pour construire une région d�acceptation approximative au niveau � du

test H0 : � = �0:

3. Soient g�T;0B(�=2) et g
�
T;0B

(1 � �=2) respectivement les quantiles d�ordre �=2 et 1 � �=2

de G�T;0B :

g�T;0B(�) = inf
�
t; G�T;0B(t) � �

	
:

L�intervalle
�
g�T;0B(�=2); g

�
T;0B

(1� �=2)
�
est une région d�acceptation.
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4.5. Une étude par simulation

4.5 Une étude par simulation

4.5.1 Préliminaire

Les simulations ont été mises en oeuvre sur le modèle AR(1) simple avec résidus i.i.d. normaux,

a�n de comparer les résultats des simulations avec la théorie exposée brièvement en 4:2. On

s�intéresse au test de l�ypothèse H0 : � = 1:

Etant donnée la dissymétrie des distributions limites et des distributions à distance �nie, il

ne semble pas judicieux, pour un seuil � donné, de prendre des régions d�acceptation du test

basées sur les quantiles d�ordre �=2 et (�� 1)=2, mais plus intéressant de choisir des quantiles

�1 et 1 � �2 avec �1 + �2 = � de manière à obtenir une région d�acceptation la plus petite

possible.

4.5.2 Simulation

Nous représentons ici l�exemple de simulation donné dans [5]

Pour � = 5% nous avons choisi de construire 9 intervalles de con�ance correspondant à �1 2

f0:5%; 1:0%; 1:5%; 2:0%; 2:5%; 3:0%; 3:5%; 4:0%; 4:5%g : Le tableau ci-dessous obtenu sur une

simulation donne les di¤érentes régions d�acceptation du test bootstrap, ainsi que leur longueur

l�T;0B(�1): Le nombre de ré-échantillonnage utilisé pour construire les distributions Bootstrap

empiriques est B = 3000: On a choisi ici � = 1; T = 25; "t � N(0; 1); y0 = 0: Le paramètre �

n�est pas bien estimé par les m.c.o. dans la simulation retenue : �̂T = 0:747; �̂�̂ = 0:136: Le

test de Dickey-Fuller [14] conduit néanmoins à ne pas rejeter l�hypothèse de racine-unité. On
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4.5. Une étude par simulation

pourra consulter d�autres résultats de simulation dans Bertail [3].

�1% (1� �2)% g�T;0B(�1) g�T;0B(1� �2) l�T;0B(�1)

0:5 95:5 0:468 1:057 0:589

1:0 96:0 0:520 1:061 0:540

1:5 96:5 0:572 1:065 0:493

2:0 97:0 0:612 1:017 0:459

2:5 97:5 0:650 1:076 0:426

3:0 98:0 0:668 1:078 0:410

3:5 98:5 0:678 1:085 0:407

4:0 99:0 0:689 1:091 0:402

4:5 99:5 0:702 1:098 0:396

Tableau.4:5-di¤érentes régions d�acceptation du test bootstrap, ainsi que leur longueur

l�T;0B(�1).

On notera que dans tous les cas (même pour �1 = 4:5%) on accepte l�hypothèse nulle.

La longueur de l�intervalle décroît lorsque �1 augmente, ce qui invite à prendre des régions

d�acceptation plus centrées autour de la valeur 1: Il convient néanmoins dans les applications

de ne pas choisir �1 = 5%; à cause de la nature discrète de la distribution empirique dans

laquelle s�e¤ectue le ré-échantillonnage; on risquerait d�obtenir une valeur aberrante pour la

borne supérieure de l�intervalle de con�ance dans un problème de test bilatéral.

Les problèmes liés à la multiplicité des granicules disparaissent si, au lieu d�utiliser la fonction

de répartition empirique, on utilise un estimateur à noyau de F :

�
F T (x) =

1

T

TX
t=1

K

 
x� �

"t
h

!
(4.5.1)

oùK est le noyau intégré
�
par exemple K(y) = (2�)�1=2

R y
�1 exp(��

2=2)
�
et h est le paramètre

de lissage. Il est clair que la procédure de test et la démonstration du théorème fonctionnent

toujours dans un tel cadre pourvu que la constante de lissage soit bien choisie. Cependant,

quelques simulations e¤ectuées dans le cas du modèle AR(1) ont permis de mettre en évi-

dence l�importance du paramètre de lissage h dans l�obtention de la distribution Bootstrap de
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4.5. Une étude par simulation

l�estimateur des m.c.o.: les résultats peuvent être considérablement di¤érents pour de petites

variations de h.

4.5.3 Etude des distributions Bootstrap

Les graphiques 4:3; 4:4; 4:5 et 4:6 (d�après Bertail [5]) donnent la comparaison des estimations

de la densité Bootstrap, centrée dilatée de l�estimateur des m.c.o., après lissage (le paramètre de

lissage choisi est celui qui minimise l�écart-quadratique moyen) sous l�hypothèse nulleH0 : � = 1

pour T = 100 (et T = 25 pour �0 = 1 et �0 = 0:95), de la distribution asymptotique et de la

distribution à distance �nie (estimée à partir de 10000 tirages), pour deux valeurs di¤érentes

de c. Pour tous les graphiques, la légende est la suivante :

Trait Distribution Bootstrap

��� Distribution Asymptotique L1

::::::::::: Distribution Exacte.

Dans tous les cas, la distribution Bootstrap est très proche de la distribution à distance �nie

et nettement meilleure que l�approximation asymptotique. Pour � = 1 et c = 0 (graphique

4:3), la distribution Bootstrap et la distribution limite, lorsque T augmente, sont relativement

proches. Pour c = 10; même avec une taille d�échantillon grande T = 100 (compte tenu

de la convergence en T 1), l�asymptotique rend mal compte du comportement à distance �nie

contrairement à la distribution Bootstrap qui donne une très bonne approximation de la vraie

distribution. Dans le cas �0 = 0:95; l�approximation gaussienne est d�autant plus mauvaise

que T est petit et c proche de 0: La distribution Bootstrap permet bien de prendre en compte

l�impact de la condition initiale sur la forme de la distribution. Pour des valeurs j�j > 1

très proches de 1 (� = 1:01) on peut formuler des remarques semblables même pour une taille

d�échantillonnage assez élevée T = 100:

Lorsque � s�éloigne de 1 (graphique 4:5), les distributions exactes, Bootstrap et assympto-

tiques (construites pour c = 10 à partir de la relation (4:2:5), la somme in�nie étant tronquée

à i = 10) sont pratiquement confondues : rappelons que dans ce cas la vitesse de convergence

est en (�2 � 1) =��T0 (ce qui ici donne une erreur de l�assymptotique sur la vraie distribution

de l�ordre 10�5).
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Dans tous les cas, les tests usuels (test de student et test du signe) rejettent l�hypothèse de

nullité de la moyenne de ces distributions ce qui signi�e que l�estimateur choisi est biaisé. Pour

T = c = 25; si le nombre de ré-échantillonnage est important (B > 3000) la méthode du Boot-

strap donne des ordres de grandeurs semblables à ceux obtenus par calcul avec l�approximation

de White [44] comme le montre le tableau ci-dessous.

�0 0:9 0:95 0:975 0:99 1:0

Approximation du biais(White[44]) �0:066 �0:070 �0:072 �0:073 �0:074

Méthode du Bootstrap B = 3000 �0:059 �0:068 �0:067 �0:069 �0:071

Tableau.4.3-Approximation du biais par (White[45]) et par bootstrap pour B = 3000:

Fig-4:3 :Graphiques de comparaison des densités

exactes, Bootstrap et asymptotiques, �0 = 1:
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4.5. Une étude par simulation

Fig-4:4 :Graphique de comparaison des densités exactes,

Bootstrap et asymptotiques, �0 = 0:95:

Fig-4:5 :Graphique de comparaison des densités exactes,

Bootstrap et asymptotiques, �0 = 1:01:
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Fig-4:6 :Graphique de comparaison des densités exactes,

Bootstrap et asymptotiques, �0 = 1:1:
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Conclusion Générale

L�objectif de ce travail a été d�introduire l�essentiel de la méthode du bootstrap sur les séries

chronologiques, on a montré dans ce mémoire qu�une méthode de ré-échantillonnage basée sur

le bootstrap des résidus était adaptable aux modèles autorégressifs d�ordre 1 choisis et qui

doivent véri�er la condition de la stationnarité et de l�indépendance des erreurs (8t; "t  i.i.d.).
Les estimations et les simulations e¤ectuées dans le dernier chapitre con�rment le bien-fondé

théorique de la méthode et mettent en évidence l�apport du bootstrap dans des problèmes

d�estimation et de test de racine unité dans un modèle AR(1). Dans ce contexte on est arrivé à

déduire que les paramètres estimés par la méthode bootstrap convergent vers ceux estimés par

des méthodes classiques (Box et Jenkins) et que Les distributions bootstrap rendent beaucoup

mieux compte du comportement à distance �nie des estimateurs. Cette étude peut donner lieu

à divers prolongements et applications. On peut par ailleurs s�interroger sur une généralisation

naturelle des méthodes de bootstrap des séries chronologiques à des modèles et des problèmes

plus complexes par exemples : comment mettre en �uvre la procédure bootstrap si les erreurs

ne sont pas i.i.d ? Et comment montrer la validité au second ordre du Bootstrap dans le cas

de limite non gaussienne?. La réponse à ces questions nous amène à l�utilisation des autres

outils plus compliqués comme le (MBB). Bien que les méthodes de bootstrap prometteuses

pour les séries temporelles soient disponibles, il ya toujours un besoin considérable de recherche

supplémentaire dans leur application. L�investigation sur le bootstrap des séries chronologiques

reste d�actualité et o¤re beaucoup d�opportunités de recherche à titre d�exemple la recherche

sur le bootstrap par blocs des séries temporelles (le problème de choix de la longueur des blocs).
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Annexe

Estimation de IC en utilisant la méthode de Box et Jenkins :

>require(�boot�)

>�t1

>plot(x,type=�l�)

>head(x)#prendre une partie de la série(un échantillon).

[1] 2.4 2.4 2.4 2.2 2.1 1.5

>tsx=ts(x)

>a1=acf(tsx)

>a1

Autocorrelations of series �tsx�, by lag

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.000 0.228 -0.060 -0.568 -0.148 0.026 0.430 0.095 -0.030 -0.199 -0.165

>p1=pacf(tsx)

>p1

Partial autocorrelations of series �tsx�, by lag

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.228 -0.118 -0.563 0.138 0.018 0.155 -0.090 -0.027 0.185 -0.262

>plot(a1)

>plot(p1)

>plot(tsx)

>�t1=arima(tsx,order=c(1,0,0))

>�t1
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Call:

arima(x = tsx, order = c(1, 0, 0))

Coe¢ cients:

ar1 intercept

0.2720 2.1363

s.e. 0.3023 0.1111

sigma^2 estimated as 0.08303: log likelihood = -2.13, aic = 10.27

>con�nt(�t1)

2.5 % 97.5 %

ar1 -0.3205672 0.8644831

intercept 1.9184930 2.3540952

#l�intervalle de con�ance de coe¢ cient d�un AR(1) est [-0.321,0.864].

Estimation de IC par la méthode du bootstrap des résidus :

>ar1=ar(tsx,order.max=1)#la série est dé�ni comme un autorégressif d�ordre 1.

>armodel=list(order=c(1,0,0),ar=ar1$ar)

>arres=ar1$resid #extraire les résidus de l�AR(1).

>arres=arres-mean(arres)#permet d�estimer (calculer) les résidus centrés.

>arres

Time Series:

Start = 1

End = 12

Frequency = 1

[1] 0.25833333 0.25833333 0.25833333 0.05833333 -0.04166667 -0.64166667

[7] 0.15833333 0.15833333 0.35833333 -0.14166667 -0.24166667 -0.44166667

>bootf=function(tsb)# est une fonction pour les séries temporelles bootstrap.

>�t=arima(tsb,order=c(1,0,0))

>bootsim=function(res,n.sim,ran.args)

>boot1=tsboot(tsx, bootf, R=1000, sim="model", orig.t=FALSE, ran.gen=bootsim) ran.args=list(ts=tsx,

model=armodel))#{la génération aléatoire des replication séries en utilisant arima.sim.
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> mean(boot1$t[,1])#estimation du paramètre de l�AR(1)bootstrap1

[1] 0.2512331

> quantile(boot1$t[,1], probs = c(0.025,0.975)) #Efron percentile CI on

coe¢ cient

2.5% 97.5%

- 0.3541095 0.85172895

#l�intervalle de con�ance de paramètre de la première réplication AR(1) est:[- 0.35,0.85].

> mean(boot1$t[,2])#estimation du paramètre de l�AR(1)bootstrap2

[2] 0.2411731

> quantile(boot1$t[,2], probs = c(0.025,0.975)) #Efron percentile CI on

coe¢ cient

2.5% 97.5%

- 0.3250059 0.79871598

> mean(boot1$t[,100])#estimation du paramètre de l�AR(1)bootstrap1

[100] 0.2303846

> quantile(boot1$t[,100], probs = c(0.025,0.975)) #Efron percentile CI on

coe¢ cient

2.5% 97.5%

- 0.3436095 0.86100831

> mean(boot1$t[,1000])#estimation du paramètre de l�AR(1)bootstrap1000.

[1000] 0.214510391

> quantile(boot1$t[,1000], probs = c(0.025,0.975)) #Efron percentile CI on

coe¢ cient

2.5% 97.5%

- 0.41910452 0.88102781

> mean(mean(boot1$t[,1:1000]))#estimation de la moyenne des paramètres.

[1:1000] 0.26799031
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Résumé

Le bootstrap est une méthode pour estimer la distribution d�un estimateur en échan-

tillonnant ses données ou un modèle construit à partir des données.

Les méthodes disponibles pour mettre en �uvre le bootstrap et la précision des estima-

teurs de bootstrap dépendent du fait que les données proviennent d�un échantillon aléatoire

indépendant ou d�une série temporelle.

Ce mémoire concerne l�application du bootstrap aux données des séries temporelles. Nous

examinons les méthodes qui ont été proposées pour mettre en �uvre le bootstrap dans cette

situation et discutons la précision de ces méthodes comparativement à celle des approxima-

tions asymptotiques de premier ordre. Nous montrons que les méthodes pour mettre en �uvre

le bootstrap avec les données des séries temporelles ne sont pas aussi bien comprises que les

méthodes pour les données des échantillons aléatoires indépendants. Bien que des méthodes de

bootstrap prometteuses pour les séries temporelles soient disponibles, il ya un besoin consid-

érable de recherche supplémentaire dans leur application.

Abstract

The bootstrap is a method for estimating the distribution of an estimator or a model

estimated from the data. The methods that are available for implementing the bootstrap and

the accuracy of bootstrap estimates depend on whether the data are a random sample from a

distribution or a time series. This paper is concerned with the application of the bootstrap to

time-series data. We review the methods that have been proposed for implementing the boot-

strap in this situation and discuss the accuracy of these methods relative to that of �rst-order

asymptotic approximations. We argue that methods for implementing the bootstrap with time-

series data are not as well understood as methods for data that are sampled randomly from a

distribution. Moreover, the performance of the bootstrap as measured by the rate of conver-

gence of estimation errors tends to be poorer with time series than with random samples. This

is an important problem for applied research because �rst-order asymptotic approximations are

often inaccurate and misleading with time-series data and samples of the sizes encountered in

applications. We conclude that there is a need for further research in the application of the

bootstrap to time series.


