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en Mathématiques

Option : Analyse Mathématique
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:

Introduction
L’objectif de ce mémoire est d’introduire, d’une part, la méthode des

sous et sur solutions et, d’autre part, d’aborder certaines de ses applications
sur les systèmes d’équations elliptiques quasi-linéaires. Le cas de problèmes
présentant éventuellement des singularités à l’origine est également traité.
Cette méthode consiste à construire des fonctions contenant au moins une
solution du problème. En plus, elle fournit une information sur leur locali-
sation ainsi que sur leur signe. Par ailleurs, étant donné que son application
n’exige aucune structure variationnelle, de nombreuses études portant sur
des problèmes non-linéaires s’y sont référées. Cela s’explique aussi par la
possibilité de l’associer aisément à de nombreuses méthodes et techniques,
aussi bien variationnelles que non-variationnelles (méthodes topologiques).

Notre travail est structuré en trois chapitres que nous décrivons brièvement.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques résultats d’analyse
fonctionnelle sur les espaces de Lebesgue et de Sobolev. Nous présentons
des propriétés sur les opérateurs, notamment l’opérateur p-Laplacien. Par
ailleurs, certaines définitions et résultats utiles sont également énoncés.

Le chapitre deux est consacré à la présentation de deux théorèmes d’exis-
tence impliquant les sous et sur solutions. L’un porte sur le cas d’un système
régulier, où les non-linéarités sont dans des espaces de Lebesgue. L’autre
théorème se focalise sur le cas où des singularités apparaissent dans les
équations.

Le chapitre trois est consacré à l’étude de l’existence et l’absence de solu-
tions régulières pour une classe de systèmes quasi-linéaires dans un domaine
borné de RN .
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CHAPITRE 1

Notations

1.1 Notations. Espaces fonctionnels

Ici sont présentées quelques notations utilisées dans ce mémoire.

∂
∂x

Dérivée partielle d’un champ de vecteurs
∂
∂n

Dérivée normale exterieure d’un champ scalaire.
4 Laplacien d’un champ de vecteurs.
∇ Gradient d’un champ de vecteurs.
p.p. Presque partout.
⇀ Convergence faible.
s± max (±s, 0) de sorte que s = s+ − s−, s ∈ R.
Ω est la fermeture du domaine Ω ⊂ RN

∂Ω la frontière de Ω, Ω = Ω ∪ ∂Ω
d(x) La fonction distance séparant le point x ∈ Ω de la frontière ∂Ω

Cm
(
RN
)

Espace des fonctions m fois continument différentiables.
C∞
(
RN
)

∩
m∈N
Cm
(
RN
)
.

C∞0
(
RN
)

Espace de fonctions dans C∞ (R) à support compact dans RN .
Lp
(
RN
)

Espace de Lebesgue muni de la norme ‖·‖p .
Wm,p (Ω) Espace de Sobolev d’ordre m muni de la norme ‖·‖m,p .
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CHAPITRE 2

Rappels et notions de base

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur les espaces
des Sobolev W 1,p et les espaces de Lebesgue Lp et quelques définitions et
résultats, qui jouent un rôle très important dans la résolutions des systèmes
quasi-linéaires.

2.0.1 Les espaces Lp

Soient p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ et Ω ⊂ RN un ensemble mesurable au sens de
Lebesgue. On définit

Lp (Ω) =

{
f : Ω −→ R/ f est mesurable et

∫
Ω

|f |p dµ <∞
}

;

Et la norme de f dans Lp (Ω) par:

‖f‖p =

(∫
Ω

|f |p dµ
)1/p

.

Si p =∞, on définit

L∞ (Ω) = {f : Ω −→ R/ f est mesurable et ∃c > 0 / |f (x)| ≤ c, µ− pp sur Ω}

‖f‖∞ = min {M ≥ 0 : |f | ≤M µ-presque par tout } .
est la norme de f dans L∞ (Ω) .
Pour p = 2, l’espace L2 (Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f, g) =

∫
Ω

f (x) g (x) dx.
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On désigne par L1
loc (Ω) l’ensemble des fonctions localement intégrables sur

Ω, i.e
L1
loc (Ω) =

{
u : u ∈ L1 (K) pour tout compact K de Ω

}
Remarque 2.1 :
(i) Lp (Ω) ⊂ L1

loc (Ω) pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ ;

(ii) L’espace
(
Lp (Ω) , ‖.‖p

)
est de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞, séparable pour

1 ≤ p <∞ et réflexif pour 1 < p <∞.

Théorème 2.2 : [3] (convergence dominée de Lebesgue)
Soit (fn) une suite de fonction de L1(Ω). On suppose que:
a) fn(x) −→ f(x) p.p. sur Ω ,
b) Il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n,

|fn(x)| ≤ g(x), p.p sur Ω

alors
f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 −→ 0.

Lemme 2.3 : Soient (fn)n∈N une suite de Lp (Ω) et f ∈ Lp (Ω) tels que

‖fn − f‖p −→n−→∞
0 ,

alors il existe une sous-suite extraite (fnk)k∈N telle que:
i) fnk (x) −→ f (x) p.p sur Ω.
ii) |fnk (x)| ≤ h (x) ∀k et p.p. sur Ω avec h ∈ Lp (Ω) .

Lemme 2.4 : Soit (p, q, r) ∈ [1,∞] tels que q < ∞ et 1
p

+ 1
q

= 1
r
. Si

g ∈ Lq (Ω) et (fn)n≥1 est une suite bornée de Lp (Ω) qui converge presque
partout sur Ω vers f , alors fng −→ fg dans Lr (Ω).

Inégalité de Hölder [3] :
Soient 1 ≤ p < ∞ et q l’éxposant conjugué de p. Si f ∈ Lp (Ω) et

g ∈ Lq (Ω) sont deux fonctions mesurables sur un espace mesuré (Ω,Σ, µ) ,
alors fg ∈ L1 (Ω), et ∫

Ω

|fg| dµ ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq .
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Inégalité de Young [3] :
Pour 1 < p <∞ et pour tout a et b positifs, on a

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp
′
,

avec 1
p

+ 1
p′

= 1.

2.0.2 Espaces de Sobolev

Soit Ω un ouvert de RN , on définit :

ω1,p (Ω) =
{
x ∈ Lp(Ω)/ Dαu ∈ Lp(Ω),∀α ∈ NN ., |α| ≤ m

}
;

muni de la norme la fonctionnelle ‖·‖m,p où m est un entier non négatif et
1 ≤ p ≤ ∞ comme suit:

‖u‖m,p =

{ ∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖pp

}1/p

,

‖u‖∞ = max
0≤|α|≤m

‖Dαu‖∞ ,

pour toute fonction u qui donne un sens à cette écriture.
On définit Wm,p (Ω) comme étant l’espace des fonctions mesurables

u ∈ Lp (Ω) telles que la dérivée au sens faible Dαu, 0 ≤ |α| ≤ ∞ appartient
à Lp (Ω) et l’espace Wm,p

0 (Ω) la ferméture de C∞0 (Ω) dans Wm,p (Ω).
On associe à l’espace Wm,p (Ω) la norme ‖·‖m,p et on a alors la proposition

suivante:

Proposition 2.5 :
i) Wm,p (Ω) est un espace de Banach.
ii) Pour p < +∞,Wm,p (Ω) est séparable .
iii) Pour 1 < p < +∞, Wm,p (Ω) est réflexif.

Pour p = 2, on pose Hm (Ω) = Wm,2 (Ω) défini comme suit:

Hm (Ω) =
{
f ∈ L2 (Ω) / ∀α ∈ NN avec |α| ≤ m, Dαf ∈ L2 (Ω)

}
.

Hm (Ω) est un Banach muni du produit scalaire

〈u, v〉Hm =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2 ;

c’est un espace de Hilbert.

6



Théorème 2.6 [4] (Traces des fonctions de W 1,p (Ω))
Soit Ω un ouvert borné lipschitzien de frontière Γ et soit 1 ≤ p < +∞.

Alors il existe une unique application linéaire continue

γ0 : W 1,p (Ω) −→
u 7−→

Lp (Γ)
u/Γ

pour tout u ∈ C1
(
Ω
)
. On dit alors que γ0 (u) est la trace de u ∈ W 1,p (Ω) sur

Γ.

Théorème 2.7 : [4]
Si Ω est un ouvert borné à frontière lipschitzienne (où si Ω = RN) on a:

i) Si p < N alors W 1,p (Ω) ↪→ L
Np
N−p (Ω) .

ii) Si p > N alors W 1,p (Ω) ↪→ C0,1−N
p (Ω) .

iii) pour tout q ∈ ]N,+∞[ , W 1,N (Ω) ↪→ Lq (Ω) .

Si l’on supprime l’hypothèse ”à frontière lipschitzienne”, alors le dernier
théorème reste valable en remplaçant W 1,p (Ω) par W 1,p

0 (Ω) . Dans ce cas si
N > 1, (iii) est même valable pour tout q ∈ [1,+∞[ .

Théorème 2.8 [3]
Soit Ω un ouvert borné à frontière lipschitzienne:
1) Si 1 ≤ p <∞ alors W 1,p (Ω) ↪→↪→ Lp (Ω) .
2) Si 1 < p <∞ alors la trace γ : W 1,p (Ω) −→ Lp (∂Ω) est compacte.

Remarque 2.9 : La propriété (2) du théorème précédent est fausse si p = 1,
puisque

γ : W 1,1 (Ω) −→ L1 (∂Ω)

est surjective.

Lemme 2.10 : [1] (Inégalité de Hardy-Sobolev)
Soit Ω un domaine borné de RN de frontière régulière. Si u ∈ W 1,p (Ω)

et 1 < p ≤ N alors u
φδ1
∈ Lr(Ω), pour

1

r
=

1

p
− 1− δ

N
, 0 ≤ δ ≤ 1,

et ∥∥∥∥ uφδ1
∥∥∥∥
Lr(Ω)

≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) ,

où C > 0 est une constante et φ1 > 0 est la fonction propre associée à la
première valeur propre λ1 de 〈−∆, H1

0 (Ω)〉.
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2.0.3 Espaces de Hölder

Soit Ω un ouvert quelconque non vide de RN

Définition 2.11 :
∗) B(Ω̄, E) l’espace des fonctions bornées muni de la norme

||f ||B(Ω̄,E) = sup
x∈Ω
||f ||E

∗) C(Ω̄, E) l’espace des fonctions continues et bornées, muni de la norme

||f ||C(Ω̄,E) = ||f ||B(Ω̄,E)

∗) Ck(Ω̄, E) avec k ∈ N l’espace des fonctions dont les dérivées jusqu’á
l’ordre k sont continues et bornées , muni de la norme

||f ||Ck(Ω̄,E) =
∑
|β|≤k

||∂βf(x)||B(Ω̄,E)

Définition 2.12 : Les espace Cα(Ω̄;E) et Ck+α(Ω̄;E), avec k ∈ N, sont
définis par:

Cα(Ω̄;E) = {f ∈ B(Ω̄, E) : [f ]Cα(I;E) = sup
x,y∈Ω

||f(x)− f(y)||E
|x− y|α

<∞},

muni de la norme

||f ||Cα(Ω̄;E) = ||f ||B(Ω̄;E) + [f ]Cα(Ω̄;E)

et

Ck+α(Ω̄;E) = {f ∈ Ck(Ω̄, E) : ∂βf(x) ∈ Cα(Ω̄;E)} |β| = k, (2.1)

muni de la norme

||f ||Ck+α(Ω̄;E) = ||f ||Ck(Ω̄;E) + [∂βf ]Cα(Ω̄;E)

où β est multi-indice.
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2.1 Notions sur les opérateurs

2.1.1 Définitions et propriétés

Soit (X, ‖ · ‖) un espace réel de Banach et soit X∗ sont dual topologique.

Définition 2.13 Un opérateur A : X → X∗ est dit:

• borné: si l’image direct d’un borné de X et un borné de X∗

• Continu: si ‖Axn −Ax‖X∗ → 0 lorsque ‖xn − x‖X → 0.

• Compact: si A(BX) est relativement compacte dans X∗, où BX désigne
la boule unité dans X.

• Coercif: si

lim
‖x‖→+∞

〈A(x), x〉
‖x‖

= +∞.

• Monotone:si

〈Au−Av, u− v〉 ≥ 0 ∀u, v ∈ X avec u 6= v.

• Strictement monotone:si

〈Au−Av, u− v〉 > 0 ∀u, v ∈ X avec u 6= v.

• Pseudo-monotone: si

xn ⇀ x dans X et lim sup
n→+∞

〈A(xn), xn − x〉 ≤ 0

implique

lim inf
n→+∞

〈A(xn), xn − z〉 ≥ 〈A(x), x− z〉, pour tout z ∈ X.

• de type (S)+: si

xn ⇀ x dans X et lim sup
n→+∞

〈A(xn), xn − z〉 ≤ 0

implique
xn → x dans X.
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Théorème 2.14 : [3]
Si X est réflexif et A : X → X∗ borné, coercif et pseudo-monotone alors
A(X) = X∗.

Théorème 2.15 : [3] (Minty-Browder)
Soit X un espace de Banach réflexif et soit A : X −→ X∗ une applica-
tion (non linéaire) continue telle que

〈Ax− Ay, x− y〉 > 0 ∀x, y ∈ X x 6= y

et

lim
||x||−→∞

(
〈Ax, x〉
||x||

) =∞.

Alors, pour tout f ∈ X∗, il existe un unique u ∈ X solution de l’équation
Au = f .

2.1.2 L’opérateur p-Laplacien

L’opérateur p-Laplacien (1 < p <∞) est un opérateur aux dérivées partielles
quasi-linéaire elliptique du second ordre défini par

∆pu = div(|∇u|p−2∇u) pour tout u ∈ W 1,p(Ω).

Pour p 6= 2, l’opérateur ∆p est dégénéré.
Si p = 2, il cöıncide avec l’opérateur de Laplace usuel ∆.

Propriétés:

Soit Ω ⊂ RN un domaine borné.

• ∆p : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω) est borné, monotone, coercif et de type

(S)+ .

• ∆p : W 1,p
0 (Ω)→ W−1,p′(Ω) est uniformément continu sur tous ensemble

borné de W 1,p
0 (Ω).

• (∆p)
−1 : W−1,p′(Ω)→ W 1,p

0 (Ω) est continu.

10



• L’opérateur composé (∆p)
−1 : W−1,p′(Ω) → W 1,p

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) est
compact si 1 ≤ q < Np

N−p .

• La première valeur propre λ1,p > 0 de l’opérateur ∆p est simple et
isolée. La fonction propre φ1,p corespondant à λ1,p est de signe constant
et vérifie

φ1,p ∈ C1(Ω) et
∂φ1,p

∂η
< 0 sur ∂Ω,

où η est le vecteur normal extérieure au domaine Ω.

• Toute fonction propre φ correspondant à une valeur propre λ > λ1,p de
l’opérateur ∆p est de signe changeant.

2.2 Régularité

Théorème 2.16 : [11]
Soit u ∈ W 1,p

0 (Ω), avec |u| ≤ M0, M0 étant une constante positive, une
solution du problème {

−∆pu = f(x, u) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

et supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que:

|f(x, u)| ≤M pour tout (x, u) ∈ Ω× [−M0,M0]. (2.2)

Alors, il existe des constantes R > 0 et δ ∈ (0, 1) telles que

u ∈ C1,δ(Ω) et ‖u‖C1,δ(Ω) < R.

Théorème 2.17 : [8]
Soit h ∈ L∞loc(Ω) et supposons qu’il existe δ ∈ (0, 1) et une constante C > 0
telles que:

|h(x)| ≤ Cd(x)−δ pour tout. x ∈ Ω. (2.3)

Si u ∈ W 1,p
0 (Ω) est la solution du problème{

−∆pu = h(x) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

alors, il existe des constantes R > 0 et δ ∈ (0, 1) telles que

u ∈ C1,δ(Ω) et ‖u‖C1,δ(Ω) < R.

11



2.3 Principe de comparaison [2]

Pour f, g ∈ W−1,p′(Ω), soient u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) les solutions des problèmes de

Dirichlet [2] suivants: {
−∆pu = f(x) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

et {
−∆pv = g(x) dans Ω,
v = 0 sur ∂Ω.

Définition 2.18 • On dit que f ≤ g dans Ω si 〈g − f, w〉 ≥ 0 pour tout
w ∈ W 1,p

0 (Ω) avec w ≥ 0.

• On dit que f ≺ g dans Ω si pour tout compact K ⊂ Ω, il existe ε > 0
tel que

f(x) + ε < g(x), pour.tout x ∈ K.

• On dit que u ≤ v sur ∂Ω si (u− v)+ ∈ W 1,p
0 (Ω).

• On dit que u� v si u, v ∈ C1(Ω) et

u < v dans Ω,
∂v

∂η
<
∂u

∂η
sur ∂Ω.

Théorème 2.19 ( Principe de comparaison faible) Si f ≤ g dans Ω et
u ≤ v sur ∂Ω, alors u ≤ v dans Ω.

Théorème 2.20 ( Principe de comparaison fort) Pour f, g ∈ L∞(Ω)
et u, v ∈ C1(Ω), si f ≺ g et v � 0, alors u� v dans Ω.

2.4 Définitions et résultats supplémentaires

Définition 2.21 (Fonction de Carathéodory)
On dit que h : Ω× R2 → R est une fonction de Carathéodory si:

(i) x 7→ h(x, s, t) est mesurable pour tout (s, t) ∈ R2

(ii) (s, t) 7→ h(x, s, t) est continue pour tout x ∈ Ω.
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Définition 2.22 ;(Opérateur de Nemytskij)
Soit Ω un ouvert de RN et soit f : Ω×R2 → R une fonction de Carathéodory.
On appelle opérateur de Nemytskij associé à f l’application Nf définie par

(Nfu)(x) = f(x, u(x)).

Définition 2.23 :(Système variationnel)
Le système 

−∆pu = f1(x, u, v) dans Ω,
−∆qv = f2(x, u, v) dans Ω,
u, v = 0 sur ∂Ω,

(2.4)

est dit variationnel si l’une des conditions suivantes est vérifiée:

• Il existe une fonction différentiable F (x, u, v) pour (x, u, v) ∈ Ω×R×R
telle que

∂F (x,u,v)
∂u

= f1 (x, u, v) et ∂F (x,u,v)
∂v

= f2 (x, u, v) .

Dans ce cas, (2.4) est de type Gradient.

• Il existe une fonction différentiable H (x, u, v) pour (x, u, v) ∈ Ω×R×R
telle que

∂H(x,u,v)
∂u

= f2 (x, u, v) et ∂H(x,u,v)
∂v

= f1 (x, u, v) .

Dans ce cas, (2.4) est de type Hamiltonien.

Lemme 2.24 : [7]
Soient y, z ∈ RN et 〈·, ·〉 le produit scalaire usuel dans RN .

• Si p ≥ 2 on a

(|z|p−2z − |y|p−2y, z − y)R2 ≥ cp|z − y|p

• Si 1 < p < 2 alors

(|z|+ |y|)2−p(|z|p−2z − |y|p−2y, z − y)R2 ≥ c′p|z − y|2.

Théorème 2.25 : [4] (point fixe de Schauder)
Soit Ω un sous-ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un espace de
Banach X et f : Ω −→ Ω une application compacte. Alors f admet au moins
un point fixe. De plus, le résultat reste vrai si Ω est seulement homéomorphe
à un convexe, fermé borné.
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CHAPITRE 3

Théorèmes des sous et sur
solutions

On considère le systéme d’équations elliptiques quasi-linéaires
−∆pu = F(x, u, v) dans Ω,
−∆qv = G(x, u, v) dans Ω,
u, v = 0 sur ∂Ω,

(PF ,G)

où Ω ⊂ RN (N ≥ 2) est un domaine borné de frontière régulière ∂Ω et
F ,G : Ω× R2 → R sont des fonctions de Carathéodory.

Le but de ce chapitre est de présenter des théorèmes d’existence impli-
quant des sous et sur solutions pour des systèmes elliptiques quasi-linéaires
(PF ,G). Deux situations liées à la structure du problème (PF ,G) seront abordées:
le cas singulier et le cas régulier. Le premier cas corréspond à la situation
où les fonctions non-linéaires F et G présentent des singularités à l’origine.
Cela se traduit par le fait que F et g explosent quand u et v approchent du
zéro. Dans le cas complémentaire le système (PF ,G) est dit régulier.

Définition 3.1 [13]
On appelle sous-solution et sur-solution de (PF ,G) toutes paires (u, v) et (u, v)
dans (W 1,p

0 (Ω)∩L∞(Ω))× (W 1,q
0 (Ω)∩L∞(Ω)) telles que (u, v) ≥ (u, v) dans

Ω, et qui vérifient{ ∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx−

∫
Ω
F(x, u, ω2)ϕ dx ≤ 0∫

Ω
|∇v|q−2∇v∇ψ dx−

∫
Ω
G(x, ω1, v)ψ dx ≤ 0,
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{ ∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx−

∫
Ω
F(x, u, ω2)ϕ dx ≥ 0∫

Ω
|∇v|q−2∇v∇ψ dx−

∫
Ω
G(x, ω1, v)ψ dx ≥ 0,

pour tout (ϕ, ψ) ∈ W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω) avec ϕ, ψ ≥ 0 p.p. dans Ω et pour tout
(w1, w2) ∈ W 1,p1(Ω)×W 1,p2(Ω) dans [u, u]× [v, v].

3.1 Systèmes réguliers

Dans cette section, on impose aux fonctions F et G la condition de croissance
suivante:

(H.1) Pour tout ρ > 0, il existe une constante M > 0 telle que

max{|F(x, s, t)|, |G(x, s, t)|} ≤M

dans Ω× [−ρ, ρ]2.

Le résultat d’existence impliquant les sous et sur solutions est formulé
comme suit.

Théorème 3.2 Sous l’hypothèse (H.1) le problème (PF ,G) admet une solu-
tion (u, v) ∈ C1,γ(Ω)× C1,γ(Ω), pour un certain γ ∈]0, 1[, telle que

u ≤ u ≤ u et v ≤ v ≤ v. (3.1)

Démonstration. Soit l’opérateur de troncature Ti : W 1,pi(Ω) → W 1,pi(Ω),
i = 1, 2, défini par:

T1(u)(x) :=


u(x) si u(x) ≤ u(x),
u(x) si u(x) ≤ u(x) ≤ u(x),
u(x) si u(x) ≤ u(x),

T2(v)(x) :=


v(x) si v(x) ≤ v(x),
v(x) si v(x) ≤ v(x) ≤ v(x),
v(x) si v(x) ≤ v(x),

D’aprés [4, Lemme 2.89], les opérateurs T1 et T2 sont continues et bornés.
Pour toute constante ρ > 0 satisfaisant

−ρ ≤ u ≤ u ≤ ρ, −ρ ≤ v ≤ v ≤ ρ,
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si NF(·, u(·)) et NG(·, v(·)) désignent les opérateurs de Nemytskij associés
respectivement à F et G, alors en utilisant la condition (H.1), les opérateurs

NF ◦ T1 : W 1,p1(Ω)→ Lp
′
1(Ω) ↪→ W−1,p1(Ω) (3.2)

et
NG ◦ T2 : W 1,p2(Ω)→ Lp

′
2(Ω) ↪→ W−1,p2(Ω) (3.3)

sont également continues et bornés.
Soient γ1 et γ2 deux fonctions définies par:

γ1(x, s) := −(u(x)− s)p1−1
+ + (s− u(x))p1−1

+ , (x, s) ∈ Ω× R,

γ2(x, t) := −(v(x)− t)p2−1
+ + (t− v(x))p2−1

+ , (x, t) ∈ Ω× R.

Alors, les inégalités suivantes sont vérifiées:∫
Ω

γ1(x, u)u dx ≥ C1‖u‖p1p1 − C2 ∀u ∈ W 1,p1(Ω), (3.4)∫
Ω

γ2(x, v)v dx ≥ C ′1‖v‖p2p2 − C
′
2 ∀ v ∈ W 1,p2(Ω), (3.5)

où Ci, C
′
i > 0 sont des constantes. En effet, on a∫

Ω
(u− u)p1−1

+ u dx

= 1
2

∫
Ω

(up1+ + up1− ) dx+
∫

Ω(u<u+)

(
(u− u)p1−1

+ u− 1
2
(up1+ + up1− )

)
dx

+
∫

Ω(u≥u+)

(
(u− u)p1−1

+ u− 1
2
(up1+ + up1− )

)
dx

(3.6)

et ∫
Ω(u<u+)

(
(u− u)p1−1

+ u− 1

2
(up1+ + up1− )

)
dx ≥ −1

2

∫
Ω(u<u+)

up1+ dx. (3.7)

Sachant que pour tout ε > 0, il existe une constante cε > 0 telle que

||z1 + z2|p1 − |z1|p1| ≤ ε|z1|p1 + cε|z2|p1 ∀ z1, z2 ∈ R,

il s’ensuit que∫
Ω(u≥u+)

(
(u− u)p1−1

+ u− 1

2
(up1+ + up1− )

)
dx

≥
∫

Ω(u≥u+)

((u− u)p1 − up1) dx ≥ −
∫

Ω(u≥u+)

(εup1 + cε|u|p1) dx.(3.8)
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En fixant ε ∈]0, 1/2[ et en combinant (3.7)–(3.8) avec (3.6), on obtient∫
Ω

(u− u)p1−1
+ udx ≥ 1

2
(‖u+‖p1p1 + ‖u−‖p1p1)− ε ‖u‖

p1
p1
−
(

1

2
+ cε

)
‖u‖p1p1

≥
(

1

2
− ε
)
‖u‖p1p1 −

(
1

2
+ cε

)
‖u‖p1p1 ,

ce qui montre que (3.4) est vérifiée. En procédant de la même manière on
montre que l’inégalité (3.5) est vraie.

On considère le système auxiliaire suivant:
−∆p1u = Fµ(x, u, v) dans Ω,
−∆p2v = Gµ(x, u, v) dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(3.9)

où, pour tout µ > 0 et tout (u, v) ∈ W 1,p1(Ω)×W 1,p2(Ω), on pose

Fµ(x, u, v) := F(x, T1u, T2v)− µγ1(x, u),

Gµ(x, u, v) := G(x, T1u, T2v)− µγ2(x, v).

Evidemment, si (u, v) ∈ W 1,p1(Ω) ×W 1,p2(Ω) vérifie (3.1) alors, d’aprés la
définition des fonctions γ1 et γ2, on a

Fµ(x, u, v) = F(x, u, v) et Gµ(x, u, v) = G(x, u, v). (3.10)

De ce fait, toute solution (u, v) ∈ W 1,p1(Ω) × W 1,p2(Ω) de (3.9) vérifiant
(3.1) est aussi solution de (PF ,G). En d’autres termes, le Théorème (3.2) est
prouvé si on montre que (3.9) admet une solution (u, v) dans le rectangle
[u, u]× [v, v]. A cet effet, on note par E l’espace W 1,p1

0 (Ω)×W 1,p2
0 (Ω) équipé

de la norme
‖(u, v)‖E := ‖u‖1,p1 + ‖v‖1,p2 , (u, v) ∈ E ,

et, pour tout (u, v), (ϕ, ψ) ∈ E , on défini Bµ : E → E ′ par:

〈Bµ(u, v), (ϕ, ψ)〉 :=
∫

Ω
(|∇u|p1−2∇u∇ϕ+ |∇v|p2−2∇v∇ψ) dx

−
∫

Ω
Fµ(x, u, v)ϕdx−

∫
Ω
Gµ(x, u, v)ψ dx.

Notre but est de vérifier que, pour µ > 0 est suffisament grand, Bµ satisfait
les hypothèses du Théorème (1.4) (voir [3]) .

1) Bµ est continue.
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Supposons (un, vn)→ (u, v) dans E et soit (ϕ, ψ) ∈ E tel que
‖(ϕ, ψ)‖E ≤ 1.

Si p1, p2 ≥ 2 alors, du Lemme (2.24) et l’inégalité de Hölder, on obtient∫
Ω

∣∣〈|∇un|p1−2∇un − |∇u|p1−2∇u,∇ϕ
〉∣∣ dx

+

∫
Ω

∣∣〈|∇vn|p2−2∇vn − |∇v|p2−2∇v,∇ψ
〉∣∣ dx

≤ cp1 ‖|∇un|+ |∇u|‖
p′1(p1−2)
p1

‖un − u‖
p′1
1,p1

+ cp2 ‖|∇vn|+ |∇v|‖
p′2(p2−2)
p2

‖vn − v‖
p′2
1,p2

.

(3.11)

Si 1 < p1, p2 ≤ 2, le Lemme (2.24) donne∫
Ω
|〈|∇un|p1−2∇un − |∇u|p1−2∇u,∇ϕ〉| dx+

∫
Ω
|〈|∇vn|p2−2∇vn − |∇v|p2−2∇v,∇ψ〉| dx

≤ c′p1 ‖un − u‖
p1−1
1,p1

+ c′p2 ‖vn − v‖
p2−1
1,p2

.

Les situations restantes sont une combinaison des cas précédent. Observons
ensuite que, par l’inégalité de Hölder, on a∫

Ω

|(γ1(x, u)− γ1(x, un))ϕ| dx ≤ C‖γ1(·, u)− γ1(·, un)‖p′1 ,∫
Ω

|(γ2(x, v)− γ2(x, vn))ψ| dx ≤ C ′‖γ2(·, v)− γ2(·, vn)‖p′2 .

Alors, le Théorème de Convergence Dominée (théorème 1.2 ), la continuité
des applications (3.2), (3.3) et

w ∈ W 1,pi
0 (Ω) 7→ γi(·, w) ∈ Lp′i(Ω) ↪→ W−1,p′i(Ω),

montre que

lim
n→+∞

∫
Ω

|(Fµ(x, un, vn)−Fµ(x, u, v))ϕ|dx = 0 (3.12)

et

lim
n→+∞

∫
Ω

|(Gµ(x, un, vn)− Gµ(x, u, v))ψ|dx = 0, (3.13)

uniformément dans (ϕ, ψ).
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Finalement, du fait que

|〈Bµ(un, vn)− Bµ(u, v), (ϕ, ψ)〉| ≤
∫

Ω
|〈|∇un|p1−2∇un − |∇u|p1−2∇u,∇ϕ〉| dx

+
∫

Ω
|〈|∇vn|p2−2∇vn − |∇v|p2−2∇v,∇ψ〉| dx

+
∫

Ω
|(Fµ(x, un, vn)−Fµ(x, u, v))ϕ|dx

+
∫

Ω
|(Gµ(x, un, vn)− Gµ(x, u, v))ψ|dx, ∀n ∈ N,

alors (3.11)–(3.13) impliquent que ‖Bµ(un, vn)− Bµ(u, v)‖E ′ → 0.
2) Bµ est borné: cela s’obtient immédiatement du fait que les applica-

tions dans (3.2) - (3.3),
3) Bµ est coercif : en appliquant (H.1), on a∫

Ω

|Fµ(x, u, v)u|dx ≤MC3‖u‖p1 (3.14)

et ∫
Ω

|Gµ(x, u, v)v|dx ≤MC ′3‖v‖p2 . (3.15)

A travers (3.14) – (3.15) et (3.4) – (3.5), on obtient

〈Bµ(u, v), (u, v)〉 ≥ ‖∇u‖p1p1 + ‖∇v‖p2p2
+µC̄1(‖u‖p1p1 + ‖v‖p2p2)−MC̄3(‖u‖p1 + ‖v‖p2)
−µ(C2 + C ′2),

avec C̄1 := min{C1, C
′
1}, C̄3 := max{C3, C

′
3}. Donc, il s’ensuit que

lim
n→+∞

〈Bµ(un, vn), (un, vn)〉
‖(un, vn)‖E

= +∞,

ce qui montre que Bµ est coercif.
4) Bµ est pseudo-monotone: Supposons (un, vn) ⇀ (u, v) dans E et

que
lim sup
n→+∞

〈Bµ(un, vn), (un, vn)− (u, v)〉 ≤ 0. (3.16)

Puisque l’application w ∈ W 1,pi(Ω) 7→ γi(·, w) ∈ Lp′i(Ω) est continue, l’hypo-
thèse (H.1) permet d’appliquer le Théorème de Convergence Dominée de
Lebesgue (théorème 1.2 ) et de déduire que

lim
n→+∞

∫
Ω

Fµ(x, un, vn)(un − u)dx = 0,

lim
n→+∞

∫
Ω

Gµ(x, un, vn)(vn − v)dx = 0,
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En combinant avec (3.16) on a

lim sup
n→+∞

[〈−∆p1un, un − u〉+ 〈−∆p1vn, vn − v〉] ≤ 0. (3.17)

D’autre part, puisque

lim
n→+∞

〈−∆p1u, un − u〉 = lim
n→+∞

〈−∆p2v, vn − v〉 = 0, (3.18)

alors en utilisant (3.17), on a

lim sup
n→+∞

[〈−∆p1un − (−∆p1u), un − u〉+ 〈−∆p2vn − (−∆p2v), vn − v〉] ≤ 0.

Par monotonie, c’est équivalent à

lim
n→+∞

〈−∆p1un − (−∆p1u), un − u〉 = lim
n→+∞

〈−∆p2vn − (−∆p2v), vn − v〉 = 0.

De (3.18) et en rappelant que l’opérateur −∆pi est de type (S)+ on obtient

(un, vn)→ (u, v) dans E ,

Par conséquent, comme Bµ est continue, alors

lim
n→+∞

〈Bµ(un, vn), (un, vn)− (ϕ, ψ)〉 = 〈Bµ(u, v), (u, v)− (ϕ, ψ)〉, ∀ (ϕ, ψ) ∈ E .

Finalement, grâce au Théorème (1.14) , il existe (u, v) ∈ E tel que

〈Bµ(u, v), (ϕ, ψ)〉 = 0, (ϕ, ψ) ∈ E . (3.19)

Ainsi, (u, v) une solution faible du problème (3.9).
Maintenant, on montre que les inégalités (3.1) sont vraies.

On pose (ϕ, ψ) := ((u−u)+, 0) dans (3.19) et en tenant compte de la définition
de la sur solution, on a∫

Ω
|∇u|p1−2∇u∇(u− u)+dx =

∫
Ω
Fµ(x, u, v)(u− u)+ dx

=
∫

Ω
F(x, T1u, T2v)(u− u)+ dx− µ

∫
Ω
γ1(x, u)(u− u)+ dx

=
∫

Ω
F(x, u, T2v)(u− u)+ dx− µ

∫
Ω

(u− u)p1+ dx
≤
∫

Ω
|∇u|p1−2∇u ∇(u− u)+ dx− µ

∫
Ω

(u− u)p1+ dx.

Donc ∫
Ω

(|∇u|p1−2∇u− |∇u|p1−2∇u)∇(u− u)+ dx
≤ −µ

∫
Ω

(u− u)p1+ dx ≤ 0.
(3.20)
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De la monotonie de l’opérateur −∆p1 on déduit que

u ≤ u dans Ω.

De la même manière, en choisissant (ϕ, ψ) := ((u− u)+, 0) et en utilisant la
definition de la sous solution, le même raisonnement donne

u ≥ u dans Ω.

En procédant de la même manière on obtient

v ≤ v ≤ v dans Ω.

Donc, en conclusion la solution (u, v) de (3.9) est localisée dans le rectangle
[u, u]×[v, v]. Par conséquent, par (3.10), on déduit que (u, v) est une solution
de (PF ,G).

Finalement, du fait que les sur-solutions

u, v ∈ L∞(Ω),

le Théorème de Lieberman (2.16 ), assure que (u, v) ∈ C1,γ(Ω) × C1,γ(Ω)
pour un certain γ ∈]0, 1[. Ceci complète la démonstration.

3.2 Systèmes singuliers

Dans cette section, les fonctions F et G dans (PF ,G) sont de Carathéodory et
présentent des singularités lorsque les variables u et v approchent zéro. Cela
rend le Théorème (3.2) inapplicable, du fait que l’hypothèse de croissance
(H.1) n’est pas satisfaite.

(H.2) Il existe des constantes k1, k2 > 0 et −1 < α, β < 0 telles que:

|F(x, u, v)| ≤ k1d(x)α et |G(x, u, v)| ≤ k2d(x)β dans Ω× [u, u]× [v, v].
(3.21)

Théorème 3.3 Soient (u, v) , (u, v) ∈ C1(Ω)× C1(Ω) des sous et sur solu-
tions du problème (PF ,G) avec

u(x), v(x) ≥ c0d(x) dans Ω,
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pour toute constante c0 > 0, et supposons que (H.2) est vérifiée. Alors le
système (PF ,G) admet une solution positive (u, v) dans C1,γ(Ω) × C1,γ(Ω),
pour un certain γ ∈ (0, 1), telle que

u ≤ u ≤ u et v ≤ v ≤ v. (3.22)

Démonstration. :
Pour tout (z1, z2) ∈ C(Ω) × C(Ω), soit (u, v) ∈ W 1,p

0 (Ω) ×W 1,q
0 (Ω) l’unique

solution du problème
−∆pu = F̃(x, z1, z2) dans Ω,

−∆qv = G̃(x, z1, z2) dans Ω,
u, v = 0 sur ∂Ω,

(3.23)

où

F̃(x, z1, z2) = F(x, z̃1, z̃2) et G̃(x, z1, z2) = G(x, z̃1, z̃2) (3.24)

avec
z̃1 = min(max(z1, u), u) et z̃2 = min(max(z2, v), v). (3.25)

sur le compte de (3.25) il s’ensuit que

u ≤ z̃1 ≤ u et v ≤ z̃2 ≤ v.

Alors, de (3.21), nous avons

|F̃(x, z1, z2)| ≤ k1d(x)α et
∣∣∣G̃(x, z1, z2)

∣∣∣ ≤ k2d(x)β pour tout. x ∈ Ω.

(3.26)
Noter que les estimations (3.26) permettent de déduire que

F̃(x, z1, z2) ∈ W−1,p′(Ω) et G̃(x, z1, z2) ∈ W−1,q′(Ω).

C’est une conséquence de l’inégalité Hardy-Sobolev ( Lemme 1.10), qui est
applicable car les exposants α, β ∈ (−1, 0). Alors, le Théorème de Minty-
Browder (2.15) assure que la solution (u, v) de (3.23) est unique. De ce fait,
l’opérateur T , donné par:

T : C(Ω)× C(Ω) → C(Ω)× C(Ω)
(z1, z2) 7→ (u, v),

est bien défini. En plus, tout point fixe de T cöıncide avec la solution faible
de (PF ,G). Par conséquent, pour parvenir à la conclusion souhaitée, il suffit
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de prouver que T admet un point fixe. Pour ce faire, nous appliquons le
théorème de point fixe de Schauder.

De (3.26) et du Théorème (2.17), il existe γ ∈ (0, 1) tel que

(u, v) ∈ C1,γ(Ω)× C1,γ(Ω) et ‖u‖C1,γ(Ω) , ‖u‖C1,γ(Ω) ≤ C,

où C > 0 est indépendant de u et v. Alors la compacité de l’injection
C1,γ

0 (Ω) ⊂ C(Ω) implique que T (C(Ω) × C(Ω)) est un sous-ensemble rel-
ativement compact de C(Ω) × C(Ω). Cela prouve que l’opérateur T est
compact.

Montrons que T est continu par rapport à la topologie de C(Ω)× C(Ω).
Soit (z1,n, z2,n) → (z1, z2) dans C(Ω) × C(Ω) pour tous n ∈ N. On note par
(un, vn) = T (z1,n, z2,n) et on a∫

Ω
|∇un|p−2∇un∇ϕ =

∫
Ω
F̃(x, z1,n, z2,n)ϕ dx (3.27)

et ∫
Ω
|∇vn|q−2∇vn∇ψ =

∫
Ω
G̃(x, z1,n, z2,n)ψ dx (3.28)

pour tout (ϕ, ψ) ∈ W 1,p
0 (Ω) ×W 1,q

0 (Ω). En insérant (ϕ, ψ) = (un, vn) dans
(3.27) et (3.28) et en utilisant (3.21), on obtient

‖un‖1,p =

∫
Ω

F̃(x, z1,n, z2,n)un dx ≤
∫

Ω

d(x)αundx (3.29)

et

‖vn‖1,q =

∫
Ω

G̃(x, z1,n, z2,n)vn dx ≤
∫

Ω

d(x)βvndx. (3.30)

Comme −1 < α, β < 0, en vertu de l’inégalité de Hardy-Sobolev (lemme
1.10) , les dernières intégrales de (3.29) et (3.30) sont finies, ce qui implique
que {un} et {vn} sont bornés dans W 1,p

0 (Ω) et W 1,q
0 (Ω). En passant aux

sous-suites, on a

(un, vn) ⇀ (u, v) dans W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω) . (3.31)

En posant ϕ = un − u dans (3.27) et ψ = vn − v dans (3.28), il s’ensuit que∫
Ω
|∇un|p−2∇un∇(un − u) =

∫
Ω
F̃(x, z1,n, z2,n)(un − u) dx

et ∫
Ω
|∇vn|p−2∇vn∇(vn − v) =

∫
Ω
G̃(x, z1,n, z2,n)(vn − v) dx.
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Donc, le Théorème de Convergence Dominée de Lebesgue assure que

lim
n→∞

〈−∆pun, un − u〉 = lim
n→∞

〈−∆qvn, vn − v〉 = 0.

La propriété (S+) des opérateurs −∆p sur W 1,p
0 (Ω) et de −∆q sur W 1,q

0 (Ω)
et la convergence dans (3.31), impliquent

un → u dans W 1,p
0 (Ω) et vn → v dans W 1,q

0 (Ω).

De (3.27), (3.28) et de l’invariance de C(Ω) × C(Ω) par T , on déduit que
(u, v) = T (z1, z2).

D’autre part, étant donné que la suite {(un, vn)} est bornée dans C1,γ
0 (Ω)×

C1,γ
0 (Ω) pour certain γ ∈ (0, 1 alors, comme C1,γ

0 (Ω) ↪→↪→ C(Ω), on peut
extraire une sous-suite telle que

(un, vn)→ (u, v) dans C(Ω)× C(Ω).

Par conséquent, l’opérateur T est continu.
Nous sommes donc en mesure d’appliquer le Théorème du point fixe de

Schauder [4] à l’opérateur T , qui établit l’existence de solutions (u, v) ∈
C(Ω)× C(Ω) satisfaisant

(u, v) = T (u, v).

Maintenant, montrons que

u ≤ u ≤ u et v ≤ v ≤ v dans Ω.

Soit ζ = (u− u)+ et supposons que ζ 6= 0. De (3.25), (3.23) et (3.24), nous
en déduisons∫

{u<u} |∇u|
p−2∇u∇ζ dx =

∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇ζ dx =

∫
{u<u} F̃(x, u, v)ζ dx

=
∫
{u<u}F(x, ũ, ṽ)ζ dx =

∫
{u<u}F(x, u, ṽ)ζ dx ≥

∫
{u<u} |∇u|

p−2∇u∇ζ dx.

Cela implique que∫
{u<u}(|∇u|

p−2∇u− |∇u|p−2∇u)∇(u− u) dx ≤ 0,

une contradiction. Par conséquent u ≥ u dans Ω. Un raisonnement similaire
montre que

v ≥ v dans Ω.

24



Procédons de la même manière, nous obtenons que

u ≤ u et v ≤ v dans Ω.

Finalement, en appliquant le Théorème (2.17), on conclu que
(u, v) ∈ C1,γ(Ω)× C1,γ(Ω) pour un certain γ ∈ (0, 1).
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CHAPITRE 4

Applications aux systèmes
quasi-linéaires

On considère le système d’équations elliptiques quasi-linéaires
−∆pu = λuα1vβ1 dans Ω,
−∆qv = λuα2vβ2 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(P )

où Ω ⊂ RN (N ≥ 2) est un domaine borné de frontière régulière ∂Ω, λ > 0
est un paramètre et les exposants αi et βi (i = 1, 2) sont des constantes réelles
non-nulles telles que:

−1 + 1
p
< α1 < p− 1− β1,

−1 + 1
q
< β2 < q − 1− α2,

et 0 < α2 < p− 1, 0 < β1 < q − 1.

(4.1)

Notre objectif est de montrer l’existence et l’absence de solutions positives
pour le système (P ) en distinguant deux situations relatives aux signe des
exposants:

α1, β2 > 0 (cas régulier), (4.2)

α1, β2 < 0 (cas singulier), (4.3)

Il est important de noter que sous l’hypothèse (4.1), le problème (P ) est
sous-homogène. Cela se traduit par le fait que Θ > 0, où Θ est une constante
définie par

Θ = (p− 1− α1) (q − 1− β2)− β1α2. (4.4)
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La constante Θ est liée à la stabilité du système (P ), qui se comporte
de manière radicalement différente, en fonction du signe de Θ. Par exemple,
pour Θ < 0, le système (P ) est instable dans le ce sens que des solutions ne
peuvent être obtenues par des méthodes itératives.

Le problème (P ) intervient dans plusieurs domaines d’application. Par
exemple, il apparâıt dans l’étude de mécanique des fluides non newtonienne
à la fois pour p, q > 2 (fluides de dilatations) et pour 1 < p, q < 2 (fluides
pseudoplastiques). Si p, q = 2, il s’agit de fluides newtoniens. Le problème
(P ) s’applique également dans l’étude de la dynamique des populations [12]
et dans d’autres domaines tels qu’en biologie [9] et en astro-physique.

4.1 Existence de solutions positives

Le théorème d’existence de solutions est formulé comme suit:

Théorème 4.1 Sous l’hypothèse (4.1), le systéme (P ) admet une solution
positive (u, v) ∈ W 1,p

0 (Ω)×W 1,q
0 (Ω). pour tout λ > 0. De plus, il existe une

sous et sur solution (u, v), (u, v) ∈ (W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω))× (W 1,q

0 (Ω)∩L∞(Ω))
pour le problème (P ), indépendant de ε ∈ (0, ε0) et satisfaisant

0 < u(x) ≤ u(x) ≤ u(x) et 0 < v(x) ≤ v(x) ≤ v(x) pour tout x ∈ Ω.

Notre approche est basée sur la méthode des sous et sur solutions. Ces
dernières sont construites en choissisant des fonctions appropriés avec un
ajustement adéquat de constantes. Alors, les théorèmes (3.2) et (2.14), garan-
tissent l’existence d’au moins une solution (u, v) dans C1,γ(Ω)×C1,γ(Ω), pour
un certain γ ∈ (0, 1), localisée entre la sous et la sur solution, pour le système
(P ) présentant eventuellement des singularités. La solution obtenue est pos-
itive du fait que la sous-solution l’est.

4.1.1 Sous-solution

Soient φ1,p et φ1,q les fonctions propres associées, respectivement, aux premières
valeurs propres λ1,p et λ1,q des opérateurs −∆p et −∆q dans W 1,p

0 (Ω) et
W 1,q

0 (Ω). C’est-à-dire

−∆pφ1,p = λ1,pφ
p−1
1,p dans Ω, φ1,p = 0 sur ∂Ω,

27



−∆qφ1,q = λ1,qφ
q−1
1,q dans Ω, φ1,q = 0 sur ∂Ω.

Du chapitre 1 , nous savons que les fonctions φ1,p et φ1,q sont bornées
dans C1(Ω) et possèdent les propriétés suivantes:

φ1,p, φ1,q > 0 dans Ω et |∇φ1,p|, |∇φ1,q| > 0 sur ∂Ω.

En plus, il existe des constantes positives l1, l2, l̂ et l telles que (voir [6])

l1φ1,p(x) ≤ φ1,q(x) ≤ l2φ1,p(x), ∀x ∈ Ω (4.5)

et
l̂d(x) ≥ φ1,p(x), φ1,q(x) ≥ ld(x), ∀x ∈ Ω. (4.6)

Dans tout ce qui suit, on note par

M = max

{
max
x∈Ω

φ1,p(x),max
x∈Ω

φ1,q(x)

}
. (4.7)

L’existence de sous-solution pour le problème (P ) est donnée par le résultat
suivant:

Proposition 4.2 Sous l’hypothèse (4.1), il existe des constantes C, k1, k2 >
0 telles que, pour C > 0 suffisamment petit, le problème (P ) admet une
sous-solution donnée par:

(u, v) = (Ck1 p−1
p
φ

p
p−1

1,p , C
k2 q−1

q
φ

q
q−1

1,q ). (4.8)

Démonstration. De la condition (4.1), il en résulte que Θ > 0. Donc, il
existe des constantes k1 > 0 et k2 > 0 telles que:

α2

q − 1− β2

<
k2

k1

<
p− 1− α1

β1

. (4.9)

Comme
φ1,p, φ1,q = 0 et |∇φ1,p| , |∇φ1,q| > 0 sur ∂Ω,

Du chapitre 1, il existe une constante δ > 0 telle que

λ1,pφ1,p(x)p − |∇φ1,p(x)|p ≤ 0 pour tout x ∈ Ω\Ωδ (4.10)

et
λ1,qφ1,q(x)q − |∇φ1,q(x)|q ≤ 0 pour tout x ∈ Ω\Ωδ (4.11)
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avec
Ωδ = {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) > δ}.

Etant donné que les fonctions φ1,p et φ1,q sont continues et que Ω est un
domaine borné, on peut trouver une constante µ = µ(δ) > 0 pour laquelle
on a:

φ1(x), φ2(x) ≥ µ pour tout x ∈ Ωδ.

Se basant sur (4.9), on peut choisir une constante suffisamment petite C =
C(δ) > 0 telle que, si α1, β2 > 0, on a

Ck1(p−1−α1)−k2β1λ1φ
p
1(x) ≤

(
p− 1

p

)α1
(
q − 1

q

)β1
µ
pα1
p−1

+
qβ1
q−1 pour tout x ∈ Ωδ

(4.12)
et

Ck2(q−1−β2)−k1α2λ2φ
q
2(x) ≤

(
p− 1

p

)α2
(
q − 1

q

)β2
µ
pα2
p−1

+
qβ2
q−1 pour tout x ∈ Ωδ,

(4.13)
et si α1, β2 < 0, on a

Ck1(p−1−α1)−k2β1λ1φ
p
1(x)

(
p− 1

p
M

p
p−1

)−α1

≤
(
q − 1

q

)β1
µ
qβ1
q−1 pour tout x ∈ Ωδ

(4.14)
et

Ck2(q−1−β2)−k1α2λ2φ
q
2(x)

(
q − 1

q
M

q
q−1

)−β2
≤
(
p− 1

p

)α2

µ
pα2
p−1 pour tout x ∈ Ωδ.

(4.15)
Notre objectif est de montrer que (u, v) définie dans (4.8) vérifie les estima-
tions dans la définition (3.1). En utilisant (4.12) - (4.15) on obtient

Ck1(p−1−α1)−k2β1λ1φ
p
1(x)(p−1

p
φ1(x)

p
p−1 )−α1

≤ Ck1(p−1−α1)−k2β1λ1φ
p
1(x)(p−1

p
)−α1 max{M

−α1p
p−1 , µ

−α1p
p−1 }

≤ ( q−1
q

)β1µ
qβ1
q−1 ≤

(
q−1
q

)β1
φ
qβ1
q−1

2 (x) pour tout x ∈ Ωδ.

et
Ck2(q−1−β2)−k1α2λ1,qφ

q
2(x)( q−1

q
φ1,q(x)

q
q−1 )−β2

≤ Ck2(q−1−β2)−k1α2λ1φ
q
2(x)( q−1

q
)−β2 max{M

−β2q
q−1 , µ

−β2q
q−1 }

≤ (p−1
p

)α2µ
pα2
p−1 ≤

(
p−1
p

)α2

φ
pα2
p−1

1 (x) pour tout x ∈ Ωδ.
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Donc, de (4.8) et pour C > 0 suffisamment petit, on a

Ck1(p−1)λ1,pφ
p
1,p(x) ≤ u(x)α1v(x)β1 pour tout x ∈ Ωδ (4.16)

et
Ck2(q−1)λ1,qφ

q
1,q(x) ≤ u(x)α2v(x)β2 pour tout x ∈ Ωδ. (4.17)

Soient (ϕ, ψ) ∈ W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω) avec ϕ, ψ ≥ 0. De la définition de u et v
dans (4.8), un calcul direct montre que∫

Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx = Ck1(p−1)

∫
Ω
φ1 |∇φ1|p−2∇φ1∇ϕ dx

= Ck1(p−1)
∫

Ω

(
|∇φ1,p|p−2∇φ1,p∇ (ϕφ1,p)− |∇φ1,p|p ϕ

)
dx

= Ck1(p−1)
∫

Ω

(
λ1φ

p
1,p − |∇φ1,p|p

)
ϕ dx

(4.18)
et∫

Ω
|∇v|q−2∇v∇ψ dx = Ck2(q−1)

∫
Ω
φ1,q |∇φ1,q|q−2∇φ1,q∇ψ dx

= Ck2(q−1)
∫

Ω

(
|∇φ1,q|q−2∇φ1,q∇ (ψφ1,q)− |∇φ1,q|q ψ

)
dx

= Ck2(q−1)
∫

Ω

(
λ1,qφ

q
1,q − |∇φ1,q|q

)
ψ dx

(4.19)
Alors, en combinant (4.10), (4.11) avec (4.16)-(4.19), on déduit que∫

Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx ≤ Ck1(p−1)λ1,p

∫
Ω
φp1,pϕ dx ≤

∫
Ω
uα1vβ1ϕ dx

et ∫
Ω
|∇v|q−2∇v∇ψ dx ≤ Ck2(q−1)λ1,q

∫
Ω
φq1,qψ dx ≤

∫
Ω
uα2vβ2ψ dx

Comme α2, β1 > 0 donc∫
Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx ≤

∫
Ω
uα1wβ12 ϕ dx

et ∫
Ω
|∇v|q−2∇v∇ψ dx ≤

∫
Ω
wα2

1 vβ1ψ dx,

pour tout w1 ≥ u et w2 ≥ v dans Ω.

4.1.2 Sur solution

Ici, nous dintinguerons les cas régulier du cas singulier dont le traitement
est différent du fait de la présence de singularité dans le problème (P ) sous
l’hypothèse (3.1).
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Le cas régulier

Soient e1 et e2 l’unique solutions des problèmes de Dirichlet homogènes suiv-
ants: {

−∆pe1 = 1 dans Ω,
e1 = 0 sur ∂Ω

et

{
−∆qe2 = 1 dans Ω,
e2 = 0 sur ∂Ω,

(4.20)

et L > 0 une constante vérifiant

L > max
i=1,2
‖ei‖∞ . (4.21)

Lemme 4.3 Il existe des constantes c1, c2 > 0 telles que

e1(x) ≥ c1φ1,p(x) et e2(x) ≥ c2φ1,q(x), ∀x ∈ Ω. (4.22)

Proposition 4.4 Sous les hypothèses (4.1) et (4.2), le problème (P ) admet
une sur-solution donnée par:

(u, v) = (Ae1, Be2), (4.23)

où A,B > 0 sont des constantes suffisamment grandes. En plus, l’inégalité
suivante est vérifiée

u(x) ≥ u(x) et v(x) ≥ v(x) ∀x ∈ Ω.

Démonstration. Soient A et B deux constantes positives qui vérifient le
système linéaire suivant: {

Ap−1−α1 = Bβ1Lα1+β1

Bq−1−β2 = Aα2Lα2+β2 .
(4.24)

Les constantes A et B existent du fait Θ > 0 et on a:{
A(p−1−α1)(q−1−β2)−α2β1 = L(α1+β1)(q−1−β2)+(α2+β2)β1

B =
(
Aα2Lα2+β2

) 1
q−1−β2 .

(4.25)

En plus, grâce (4.21) et puisque Θ > 0, il est tout à fait possible de les choisir
assez grandes.

En tenant compte de (4.24), (4.21), (4.23) et (4.1) avec α1, β1 > 0, on
obtient les estimations

Ap−1 = (AL)α1 (BL)β1 ≥ (Ae1)α1 (Be2)β1

≥ uα1vβ1 ≥ uα1wβ12 dans Ω
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et
Bq−1 = (AL)α2 (BL)β2 ≥ (Ae1)α2 (Be2)β2

≥ uα2vβ2 ≥ wα2
1 vβ2 dans Ω,

pour tout w1 ≤ u et w2 ≤ v dans Ω. Par conséquent, en combinant avec
(4.5), on conclu que∫

Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx = Ap−1

∫
Ω
ϕ dx ≥

∫
Ω
uα1wβ12 ϕ dx (4.26)

et ∫
Ω
|∇v|q−2∇v∇ψ dx = Bq−1

∫
Ω
ψ dx ≥

∫
Ω
wα2

1 vβ2ψ dx, (4.27)

pour tout (ϕ, ψ) ∈ W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω) avec ϕ, ψ ≥ 0, et pour tout w1 ≤ u et
w2 ≤ v dans Ω.

Le cas singulier

Soit Ω̃ un domaine borné de RN avec une frontière régulière ∂Ω̃ tel que
Ω ⊂ Ω̃. On définit φ̃1,p et φ̃1,q comme étant les fonctions propres associées,

respectivement, aux premières valeurs propres λ̃1,p et λ̃1,q des opérateurs −∆p

et −∆q dans W 1,p
0 (Ω) et W 1,q

0 (Ω). C’est-à-dire

−∆pφ̃1,p = λ1,pφ
p−1
1,p dans Ω, φ1,p = 0 sur ∂Ω̃,

−∆qφ̃1,q = λ1,qφ
q−1
1,q dans Ω, φ̃1,q = 0 sur ∂Ω.

Etant donné que Ω ⊂ Ω̃ et que φ̃1,p, φ̃1,q sont positive alors il existe une
constante σ > 0 suffisamment petite telle que

φ̃1,p (x) , φ̃1,q (x) ≥ σ pour tout x ∈ Ω. (4.28)

Sur le domaine Ω̃, on définit les fonctions de torsion ẽ1, ẽ2 ∈ C1(Ω̃), qui
sont des solutions des problèmes:{

−∆pẽ1 = 1 dans Ω̃,

ẽ1 = 0 sur ∂Ω̃
,

{
−∆qẽ2 = 1 dans Ω̃,

ẽ2 = 0 sur ∂Ω̃,
(4.29)

et on note
L̃ := max

i=1,2
‖ẽi‖∞ . (4.30)

Un raisonnement similaire à la preuve du (Lemme 3.3) montre qu’il existe
des constantes c̃1, c̃2 > 0 telles que

ẽ1 ≥ c̃1φ̃1,p et ẽ2 ≥ c̃2φ̃1,q dans Ω̃. (4.31)
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Proposition 4.5 Sous les hypothèses (4.1) et (4.3), le problème (P ) admet
une sur-solution donnée par:

(u, v) = (Aẽ1, Bẽ2), (4.32)

où A,B > 0 sont des constantes suffisamment grandes. En plus, l’inégalité
suivante est vérifiée

u(x) ≥ u(x) et v(x) ≥ v(x) ∀x ∈ Ω.

Démonstration. De la même manière que dans la preuve de la Proposition
(3.4), les constantes A et B existent et vérifient le système linéaire suivant:{

Ap−1−α1 = λ(c1ρ)α1(BL2)β1

Bq−1−β2 = λ(AL1)α2(c2ρ)β2 .
(4.33)

avec {
A(p−1−α1)(q−1−β2)−α2β1 = ((c1ρ)α1Lβ1)q−1−β2((c2ρ)β2Lα2

1 )β1

B = ((AL1)α2(c2ρ)β2)
1

q−1−β2 .
(4.34)

En plus, le fait que Θ > 0 implique que les constantes A et B peuvent être
choisi assez grandes, en fixant σ > 0 dans (4.28) suffisamment petit.

Donc, (4.33), (4.28), (4.31) et pour tout α1, β2 < 0, on a

Ap−1 = λ(Ac1ρ)α1(BL2)β1 ≥ λ(Ac1φ̃1)α1(Be2)β1

≥ λ(Ae1)α1(Be2)β1 ≥ λuα1vβ1 ≥ λuα1wβ1 dans Ω

et
Bq−1 = λ(AL1)α2(Bc2ρ)β2 ≥ λ(Ae1)α2(Bc2φ̃2)β2 ≥
λ(Ae1)α2(Be2)β2 ≥ λuα2vβ2 ≥ λwα2vβ2 dans Ω

pour tout w1 ≤ u et w2 ≤ v dans Ω. Par conséquent, en combinant avec
(4.29), on conclu que∫

Ω
|∇u|p−2∇u∇ϕ dx = Ap−1

∫
Ω
ϕ dx ≥

∫
Ω
uα1wβ12 ϕ dx (4.35)

et ∫
Ω
|∇v|q−2∇v∇ψ dx = Bq−1

∫
Ω
ψ dx ≥

∫
Ω
wα2

1 vβ2ψ dx, (4.36)

pour tout (ϕ, ψ) ∈ W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω) avec ϕ, ψ ≥ 0, et pour tout w1 ≤ u et
w2 ≤ v dans Ω.
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4.1.3 Démonstration du Théorème

(3.1)

Cas régulier (α1, β2 > 0)

Soit ρ > 0 une constante telle que

‖u‖∞ , ‖v‖∞ < ρ.

Alors, de (4.1)-(4.2), il existe une constante M > 0 telle que

uα1vβ1 ≤ uα1vβ1 ≤ ‖u‖α1

∞ ‖v‖
β1
∞ < M

et
uα2vβ2 ≤ uα2vβ2 ≤ ‖u‖α2

∞ ‖v‖
β2
∞ < M,

pour tout (u, v) ∈ [u, u]×[v, v]. Ceci assure que l’hypothèse (H.1) est vérifiée.
Par conséquent, d’aprés le Théorème (2.2) , le problème (P ) admet une
solution (u, v) ∈ C1,γ(Ω) × C1,γ(Ω) pour tout γ ∈ (0, 1). De plus, cette
solution est positive du fait que la sous-solution l’est également (voir 3.8 ).

Cas singulier (α1, β2 < 0)

De (4.1), (4.3), et pour tout (u, v) ∈ [u, u]× [v, v], on a

uα1vβ1 ≤ uα1vβ1 ≤ C1d(x)
p
p−1

α1 pour tout x ∈ Ω

et
uα2vβ2 ≤ uα2vβ2 ≤ C2d(x)

q
q−1

β2 pour tout x ∈ Ω,

où C1 et C2 sont des constantes positives. Alors, la condition (H.2) est
satisfaite et par conséquent, le Théorème (2.3) garantie l’existence d’une
solution positive (u, v) ∈ C1,γ(Ω) × C1,γ(Ω), pour une certain γ ∈ (0, 1),
pour le problème (P ). En plus, la solution obtenue (u, v) est positive vue la
positivité de la sous-solution.

4.2 Absence de solutions

Théorème 4.6 Supposons que (4.1) est vérifiée tel que

β1 = q
p
(p− 1− α1) ou α2 = p

q
(q − 1− β2). (4.37)
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Alors, il existe une constante λ∗ > 0 telle que le problème (P ) n’a pas de
solutions pour tout λ ∈ (0, λ∗).

Démonstration. Par contradiction, soit (u, v) une solution positive de (P ).
En multipliant, respectivement, la première et la deuxième équation dans
(P ) par u et v et en utilisant l’ingalité de Young, on obtient:∫

Ω
|∇u|p dx = λ

∫
Ω
uα1+1vβ1dx ≤ λ

∫
Ω

(α1+1
p
up + p−1−α1

p
v

β1p
p−1−α1 ) dx (4.38)

et ∫
Ω
|∇v|q dx = λ

∫
Ω
uα2vβ2+1dx ≤ λ

∫
Ω

( q−1−β2
q

u
α2q

q−1−β2 + β2+1
q
vq) dx. (4.39)

En additionant (4.38) avec (4.39), d’apres (4.37), il s’ensuit que

‖∇u‖pp + ‖∇v‖qq ≤ λ
(

(α1+1
p

+ q−1−β2
q

) ‖u‖pp + (β2+1
q

+ p−1−α1

p
) ‖v‖qq

)
.

(4.40)
De (4.37) on déduit {

α1+1
p

+ q−1−β2
q

= α1+α2+1
p

β2+1
q

+ p−1−α1

p
= β1+β2+1

q
.

(4.41)

On note par λ1,p et λ1,q les premières valeures propores introduites dans (4.14)
et (4.15). Elles sont caractérisées par

λ1,p = infu∈W 1,p
0 (Ω)\{0}

‖∇u‖pp
‖u‖pp

et λ1,q = infv∈W 1,q
0 (Ω)\{0}

‖∇v‖qq
‖v‖qq

. (4.42)

Alors, en rassemblant (4.40), (4.41) et (4.42) on obtient

(λ1,p − α1+α2+1
p

λ) ‖u‖pp + (λ1,q − β1+β2+1
q

λ) ‖v‖qq ≤ 0,

qui est une contradiction pour

0 < λ < λ∗ = min
{

p
α1+α2+1

λ1,p,
q

β1+β2+1
λ1,q

}
.

Donc, le problème (P ) n’admet pas de solutions pour λ < λ∗.
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CHAPITRE 5

Conclusion

Nous avons présenté les théorèmes de sous et sur solutions, ainsi que leurs ap-
plications sur les systmes elliptiques quasi-linéaires dans le cas d’un système
singulier et dans le cas d’un système régulier.
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