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Introduction générale

Au cours de ces trois dernieres décennies, I’étude dynamique des données de comptage
est impliquée dans de nombreuses applications de modélisation et de prévision (nombre
de patients infectés par une maladie au cours du temps, nombre quotidien de certaines
transactions financieres, nombre mensuel d’entreprises en défaut de paiement, ... etc.).
Donc il est nécessaire de développer un modele mathématique de séries temporelles a la
fois entier et suffisamment parcimonieux pour un seul objectif est de mieux expliquer les
données de comptage observées. Cette double contrainte nécessite une approche spécifique
et il est souvent difficile d’identifier des modeles similaires a ceux utilisés dans 1’étude des
séries temporelles a valeurs réelles [62] .

Pour cela, les séries chronologiques a valeurs entieres ont suscité un intérét grand
et croissant dans de nombreux domaines (scientifique, médical, financier, économique,
télécommunications,... etc.) ol on s’intéresse au nombre des occurrences d'un événement
particulier dans un intervalle de temps spécifie. Plusieurs modeles ont été proposés dans
la littérature pour modéliser ce type des séries. Ces modeles sont classifiés par (Cox et
al, 1981) en deux catégories principales : les modeles ”parameter-driven” (pour lesquels
le parametre d’intérét dépend d’un processus latent) et les modeles ”observation-driven”
(pour lesquels le parametre d’intérét ne dépend que des observations). Une des premieres
approches proposées est le modele INAR (1) (Integer valued Autoregressive) introduit
par (McKenzie, 1985) et (Al-Osh and Alzaid, 1987). Ce modele utilise I'opérateur d’amin-
cissement introduit par (Steutel and al, 1979). Le modele INAR appartient a la classe
des modeles ”parameter-driven”. Un autre modele populaire est le modele INGARCH
(p, q) (Integer valued Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedastic) qui a été
introduit par (Ferland and al, 2006). 11 est aussi appelé ACP (Autoregressive Conditional
Poisson) dans (Heinen ,2003). Le modele INGARCH (p, q) est classifié comme un modele

”observation-driven” [1].

Dans ce travail, nous essaierons de présenter la classification mentionnée pour les



modeles de séries chronologiquesa valeurs entieres dans la plupart de la littérature, qui
est représentée en deux catégories principales qui jouent un role majeur dans ’étude de
nombreux exemples en modélisation et en prévision. La premiere est la catégorie des
modeles basés sur les équations aux différences stochastiques faisant intervenir 'opérateur
d’amincissement dont I'exemple typique est le modele AR entier (INAR) et le modele MA
entier (INMA).

Quant a la seconde catégorie, elle concerne les modeles basés sur la régression discrete
tels que les modeles autorégression de Poisson et en particulier le fameux modele au-

torégressif conditionnellement hétéroscédastique généralisé a valeurs entieres (INGARCH).

Notre mémoire intitulé : ”Sur les modeles de séries chronologiques a valeurs entieres”
est composé d'une introduction générale, de trois chapitres et une conclusion générale.
Au chapitre 1, avant de commencer a définir la premiere classe de modeles de séries chro-
nologiques a valeurs entieres, plusieurs notions de base qui caractérisent les distributions
de comptage sont abordées. Ensuite, quelques modeles de séries chronologiques a valeurs
entieres basées sur l'opérateur d’amincissement sont présentés ot nous nous intéressons
principalement a la représentation des structures probabilistes pour ces modeles, tels que
la stationnarité, ’existence de premier et deuxieme moments et I'autocorrélation. Et on ter-
minera ce chapitre par citer quelques méthodes d’estimation considérées dans la littérature
pour les parametres de chaque modele. Au chapitre 2, une seconde classe de modeles de
séries chronologiques a valeurs entieres basées sur la régression discrete a été expliqué,
ou quelques modeles sont présentés avec leurs aspects probabilistes tels que : la dis-
tribution marginale, les conditions de stabilité et les structures de corrélation associées
sont soulignées et accompagnées avec certaines méthodes d’estimation considérées dans la
littérature, alors qu’au chapitre 3, l'objectif est d’expliquer en détail I'étude récente de
Kim [55] ou le modele INGARCH a été proposé comme modele prédictif pour le trafic
réseau dans lequel les parametres sont estimés a ’aide d’un algorithme classique (MLE),
tandis que les parametres du processus de Poisson sont prédits a pas de temps futurs sur
la base d’'un algorithme de prédiction sur un ensemble de données fourni par le Center for
Applied Internet Data Analysis (CAIDA). Enfin, nous achéverons notre travail, par une

conclusion et quelques perspectives.



Modeles de séries chronologiques a valeurs

entieres basés sur l'opérateur d’amincissement

1.1 Introduction

L’analyse des séries chronologiques a valeurs entieres a connu ces dernieres années de
multiples développements et extensions, car lorsqu’une série prend qu’un nombre limité de
valeur entieres elle ne peut étre approximée correctement par un modele de série classique
a valeur réelle.

Ce chapitre a pour but de fournir une vue sur ’ensemble des développements dans
le domaine de la modélisation des séries temporelles a valeurs entieres, en accordant une
attention particuliere aux modeles basés sur le concept d’amincissement.

Nous nous intéressons essentiellement la présentation de la structure probabiliste pour
certains modeles basés sur I’amincissement pour ’analyse des séries temporelles a valeurs
entieres telles que la stationnarité, I’existence des moments de premier ordre et de seconde
ordre, ainsi que les autocorrélations. Par la suite nous mettrons I’accent sur quelques ap-

proches d’estimations considérées dans la littérature.
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1.2 Notations et propriétés de bases

Notre objectif consiste a décrire brievement les caractéristiques des distributions de
comptage, qui seront utiles pour identifier et déterminer les modeles appropriés pour un
scénario ou un jeu de données donné.

Les données de comptage expriment le nombre de certaines unités ou événements dans
un contexte, les résultats possibles sont contenus dans ’ensemble non négatifs entiers N.
Ces résultats ne sont pas seulement utilisés comme étiquettes; elles ou ils proviennent du
comptage et sont donc quantitatifs.

En conséquence, nous faisons référence a une variable aléatoire quantitative X en tant
que variable aléatoire de comptage si sa réalisation est contenue dans I’ensemble des entiers
non négatifs. On peut citer quelques exemples de phénomenes de comptage aléatoire :

e Le nombre de chambres occupées dans un hotel de n chambres (n fini).
e Le nombre d’essais jusqu’a ce qu’un certain événement se produit.
Une maniere courante d’exprimer la localisation (moyenne) et la dispersion (variance)

d’un comptage aléatoire de la variable X, notées :
EX]=p=)Y z.P(X=ux)

V[X] = o2 = B[(X — E[X]?)].

Pour obtenir une corrélation analogue a celle de séries classiques a valeurs réelles.
Généralement, les modeles autorégressifs, moyens mobiles a valeurs entieres, autorégressifs
moyens mobiles a valeurs entieres et les modeles bilinéaires a valeurs entieres, sont basés
essentiellement sur 'opérateur d’amincissement introduit par Steutel et Van Harn [90]. Ce
dernier, noté par ” o”, est connu sous le nom de ”opérateur d’amincissement binomial”, il

est défini comme suit

Définition 1.2.1 ( Opérateur d’amincissement binomial )

Soit X une variable aléatoire a valeurs entieres positives. Alors, 'opérateur d’amincis-

sement binomial ”o” est défini comme suit

X .
aoX:{ ijlY; st X >0, (1.1)

0 sinon.

Ou {Y;,7 € N} est une suite de variables aléatoires de Bernoulli de parametre o € [0, 1]

indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) et indépendante de X avec
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et
P(Y}:O)zl—a.

Cette suite est appelée série de comptage de o o X. Par conséquent a X la variable

aléatoire av o X suit une loi binomiale de parametres X et a [52] [9].

Remarque 1.2.1

% 0

L’opérateur 70” de stuetel parfois est présenté sous le nom d’un sous échantillon
binomial [79).

Propriétés 1.2.1
- 00X =0,
loX =X,
E(ao X) =aFE(X),
V(ao X) = a?V(X) +a(l — a) E(X),
Cov(ao X, X) = aV(X).

Pour une preuve explicite de ces dernieres et bien d’autres propriétés nous nous référons a
Freeland [36] , Da Silva [89] et Weiss [19).

Remarque 1.2.1

L’interprétation de 'opérateur d’amincissement binomial, considérons une population
de taille X a un certain moment ¢. Si nous observons la méme population a un moment
postérieur dit ¢+ 1, alors la population peut étre diminuée, car une partie de ces individus
sont morts entre les temps t et t + 1. Si les individus survivent indépendamment les uns
des autres, et si la probabilité de survivre de t a t + 1 est égale a 1 — o pour tous les

individus, alors le nombre de survivants est donné par avo X.
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1.3 Le modele INAR (1)

Le modele autorégressif a valeurs entieres d’ordre 1 ( INAR (1) ) a été proposé par
McKenzie [65], [66] et étudié par la suite par Al-Osh et Alzaid [3] est construit en utilisant

I'opérateur d’amincissement binomial proposé par Steutel et Van Harn [90].

1.3.1 Structure probabiliste du modele INAR (1)
1.3.1.1 Définitions
Définition 1.3.1 ( Modéle INAR (1) )

Un processus du second ordre {X;,t € Z} vérifie un modele autorégressif a valeurs
entieres d’ordre 1 INAR(1) [52], s’il est de la forme :

Xt = [e7¢] thl + Et y t e Z, (12)
~—~ ——— ~—
Population au temps t Survivants & partir du temps t-1 ~ Immigration
tel que
X1
OéOXt_l = E }/j, Y} NB(Xt_l,Oé). (13)
=1

O le bruit (g;) est une suite de variable aléatoire indépendante et identiquement distribuées
(i.i.d) & valeurs dans N, avec :

Elei] = pe, Vie] = o?

e

(1.4)

et (Y;) est une suite de variables aléatoires i.i.d, suivant une loi de Bernoulli de parametre
« indépendante de X;_; et (¢;) est indépendante de (Y;). Par conséquent, (o X;|X;) suit
une loi binomiale de parametres X; et « .

Le processus INAR (1) est une chaine de Markov homogene avec la transition en 1 étape

de probabilités données par Al-Osh et Alzaid [3] comme suit

min(i.j)

Pj=PX;=j|X;1=1i)= ( ; > (1 —a) % Ple,=j—k).

k=0

La prévision a un pas a l'instant T basée sur I'esperance conditionnelle comme pour un
AR (1) et donnée par
Xri1 = EXr1/Fr] = oXr + pe.

avec Fr = o{Xrp, X1_1,...}.
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1.3.1.2 Condition de stationnarité stricte

Le modele INAR (1) est strictement stationnaire sous la condition (1.5) et lorsque (&)

et indépendantes et identiquement distribuées .

0<a<l. (1.5)

1.3.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus INAR (1)
Sous I’hypothese (1.5), les moments de ce modele existent et sont tels que

. 02 + ape
B(X;) =+, V(x) = 200 (L.6)
11—« 11—«

1.3.1.4 Structure d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation d’un processus INAR (1) stationnaire vaut

p(1) = o, (1.7)

p(k) = Corr(X;, X,_1) = o, Vk € N. (1.8)

Beaucoup de propriétés sont similaire a celle d’'un modele AR (1) standard, en particulier

la fonction d’autocorrélation.

1.3.1.5 Un exemple de données réelles

Pour illustrer les modeles INAR (1), considérons 1’ensemble de données présentées par
Weif3 (2008a) [19).
Il s’agit d'une série chronologique exprimant le nombre quotidien de téléchargements d'un
éditeur TEX pour la période allant de juin 2006 a février 2007 (T(jours) = 267).
Le graphique de la figure (1.1) montre que ces nombres quotidiens varient entre 0 et 14,

sans tendance ni saisonnalité visible.
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FIGURE 1.1 — Le nombre quotidien de téléchargements de TEX pour la période allant de
juin 2006 a février 2007.

Un modele INAR (1) semble également plausible au vu de 'interprétation qui dise
que certains téléchargements au jour (t) peuvent étre initié sur la recommandation d’uti-
lisateurs du jour précédent (t-1)(”survivants”), les autres téléchargements étant dus a des

utilisateurs qui se sont intéressés au programme de leur propre initiative ("immigrants”).

1.3.2 Estimation des parameétres du modéle INAR (1)

Le modele INAR (1) est déterminé par le parametre d’amincissement «, d’'une part, et
par des parametres caractérisant la distribution marginale des observations, d’autre part.
Dans cette sous-section, nous citerons des méthodes d’estimation pour les parametres
inconnus du processus INAR (1). Compte tenu des données de série chronologique

(X1, Xa, ..., X,), il s’agit d’estimer les valeurs de ces parametres.

1.3.2.1 Méthode de Yule-Walker

L’estimateur de Yule-Walker pour le parametre o n’est autre que le coeffient d’auto-

corrélation empirique de premier ordre (1.7), C.a.d.

ayw = p(1). (1.9)

1.3.2.2 Méthode des moments

Soit (X1, ..., X,,) une série chronologique issue d'un processus INAR (1) stationnaire.

L’idée est de sélectionner les relations de moment appropriées de sorte que les vrais pa-



1.4 Le modele POINAR (1) 9

rametres du modele puissent étre obtenus en résolvant le systeme d’équations obtenu.
Pour l'estimation des parametres, les moments sont remplacés par les exemples
d’échantillons correspondants.

On sélectionne généralement au moins la moyenne marginale ainsi que ’autocorrélation
de premier ordre, ce dernier conduit immédiatement a un estimateur de la méthode des

moments défini par :

) . 1
it = p(1) = 12, (1.10)
7(0)
avec .
R 1 E _ ~
k)= — X, — XWX — X). k .
108 = 7 3 (= X)X - )k €N

Si nous devons adapter un modele INAR (1) avec des observations plus générales, des

relations des moments supplémentaires sont nécessaires.

1.4 Le modele POINAR (1)

L’instance la plus populaire de la famille INAR (1) est le modele autorégressifs a valeurs
entieres d’innovations poissonienne POINAR (1), qui a été introduit par McKenzie [65],
[66] et aussi par Al-Osh et Alzaid [4].

1.4.1 Structure probabiliste du modéele POINAR (1)
1.4.1.1 Définitions
Définition 1.4.1 (Modéle POINAR(1) )

Un processus du second ordre {X;,t € Z} vérifie qu'il appartient a la famille
INAR (1) d’innovations poissonienne POINAR (1) [97], s’il est de la forme :

Xt:()éOXt,1+€t, tGZ, (111)
tel que
X1
aoX; =Y Y Y ~ B(X,1,0). (1.12)
j=1

Et que les observations (g;) suivant une distribution de Poisson de paramétre () (c.a.d) :

Et P()\),
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alors
Eled) = pe = V]es] = 02 = X

£

1.4.1.2 Condition de stationnarité stricte

Un processus POINAR (1) est une chaine de Markov irréductible et apériodique donc
il est strictement stationnaire, avec une marge stationnaire distribuée.
Il est bien connu que cette distribution marginale est aussi une loi de poisson d’une distri-

bution, P(u) avec :

Remarque 1.4.1
Notons que les définitions précédente nous donnent deux propriétés importantes sur la

distribution de Poisson :

1. L’invariance vis-a-vis de l'opérateur d’amincissement binomial, si
X ~P(p)

alors
aoX ~ Plap).

2. L’additivité, c’est-a-dire que si
Z ~P(u), e ~P((1—a)p).
et les deux sont indépendantes, alors

Z +Plap+ (1 — a)p) = P(u).

1.4.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus

Les moments de ce modele existent et sont tels que :

E(X,) = 1504’ V(X,) = 1fa. (1.13)

1.4.1.4 Structure d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation d’'un processus POINAR (1) stationnaire vaut

p(k) = Corr(X;, X;_x) = o, Vk € N. (1.14)
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1.4.1.5 Un exemple de simulation

Les figures (1 2), (1.3) présentent deux exemples de chemins pour des processus simulés
de POINAR (1) [19] . Les deux modeles ont été calibrés pour donner la méme moyenne
d’observation. Mais le parametre d’autocorrélation se differe par conséquent, les innovations
signifient A = u(1 — ).

Dans la figure (1.2), nous avons @ = 0.5 et A = 1.5 et ce niveau modéré d’autocorrélation
devient visible. la situation dans la figure (1.3) est plus extréme A = 0.15 implique que ce
n’est que rarement est une innovation vraiment positive. a = 0.95 conduit a a0 X égale a

X la plupart du temps.

= 111 S A AR T O S
SE ETE LGN
E _ H . cee e | - {h.'.'. :U.l'.'.'.\../.

T
(0] 50 100 150 200

FIGURE 1.2 — Exemples de trajets simulés de processus INAR (1) Poissonien avec p = 3
et a = 0.5.

2 3 456
i
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|
|

T T
o S50 100 150 200

FIGURE 1.3 — Exemples de trajets simulés de processus INAR (1) Poissonien avec p = 3
et a = 0.95.
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1.4.2 Estimation des parametres du modeéle POINAR (1)

Le modele POINAR(1) est déterminé par le parametre d’amincissement o d’une part
et par le parametre qui caractérise la distribution marginale des observations A, d’autre
part.

Dans cette sous-section, nous citerons les méthodes d’estimation pour les parametres
inconnus du processus POINAR (1) Compte tenu des données de série chronologique

(X1, X1, ..., Xp), il s’agit d’estimer les valeurs de ces parametres.

1.4.2.1 Méthode de Yule-Walker

L’estimateur de Yule-Walker pour le parametre o n’est autre que 'autocorrélation

empirique de premier ordre (1.7), C.a.d.
asw = p(1). (1.15)
L’estimation de Yule-Walker de A est basée sur le moment du premier ordre, C.a.d
Ayw = X(1 - a). (1.16)

Ot X est la moyenne empirique.

1.4.2.2 Méthode des moments

Soit (Xi, ..., X,,) une série chronologique issue d’'un processus POINAR (1) station-
naire. Pour l'estimation des parametres, les moments sont remplacés par les exemples
d’échantillons correspondants.

Pour un modele INAR (1) poissonnier, nous avons un parametre supplémentaire en
plus, qui est la moyenne des observations. Nous définissons donc les estimateurs de la

méthode des moments par :

) . 1
it = p(1) = 1. (1.17)

7(0)
avec .

. 1 E _ _
1) =% Y (Xe = X) (X — X) k€N,
t=k+1

ct

A = X(1—@). (1.18)
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1.4.2.3 Méthode du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance d’un échantillon de (n + 1) observations du modele
POINAR (1) peut étre écrite comme suit :

- [(1i\a)]x0 —A
L(z, o, M) = (][ P () o emp[(l_a)], (1.19)

t=1

ol
min(xe—1,Tt)

)\x—l

(zi1,1) (1 — a)™17",

pour t =1,2,...n et x = (xg, 21, .., Tp)-

Remarque 1.4.3

L’étude de simulation par Al-Osh et Alzaid (1987) a montré que l'estimateur des
moindres carrés conditionnels et l'estimateur de Yule-Walker ne sont pas efficaces pour
le modele INAR (1) quand la distribution marginale de I'innovation est Poissonienne. Par
ailleurs, 'estimateur du maximum de vraisemblance (ML) est difficile a calculer, notam-
ment lorsque 'ordre du modele est grand. Ce probleme a incité certains auteurs a proposer

des techniques et algorithmes alternatifs pour estimer ce modele [32], [92].

1.5 Le modéele NGINAR (1)

Bien que le modele POINAR (1) soit largement utilisé, il présente deux limites princi-
pales dans la pratique.
Premierement, I'opérateur d’amincissement binomial du modele POINAR (1) n’est pas ap-
proprié lorsque 1'unité observée peut générer plus d’objets de comptage ou produire plus
de nouveaux événements aléatoires. Deuxiemement, la distribution de Poisson souffre de
I'exigence d’équidispersion qui ne peut expliquer la sous-dispersion et la surdispersion.
Alors un nouveau processus autorégressif stationnaire d’ordre 1 a valeur entiere
(NGINAR(1)) avec des distributions marginales géométriques utilisant 1'opérateur d’amin-

cissement binomial négatif a été introduit.
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1.5.1 Structure probabiliste du modele NGINAR (1)
1.5.1.1 Définitions
Définition 1.5.1 ( Modele NGINAR (1))

Soit {X;,t € Z}, une suite de variables aléatoires a valeurs entiéres positives, un
processus autorégressif stationnaire a valeurs entieres du premier ordre avec des marges
géométriques (NGINAR (1)) [14] est défini comme suit

Xt :Oé*thl—i‘Et, t> 1, (120)

le cas ou (g;) sont des variables aléatoires (i.i.d) avec des distributions géométrique, Ristic

et al [69] ont utilisé un opérateur d’amincissement binomial négatif ”«” qui est défini comme

suit : .
axX = W, (1.21)
=1
ou
Wi ~ G(——) (1.22)
7 a+1 ) .
et

— {X},t € Z} est un processus stationnaire avec des marginales géométriques (p/(1 +
1r))-

— W, est une séquence de variables aléatoires géométriques G(a/(a+1)) indépendantes
de X.

— ¢, est une séquence de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées,
indépendantes de W; et X, ;.

1.5.1.2 Condition de stationnarité stricte

La stationnarité stricte du modele NGINAR (1) est assurée car nous pouvons voir que
le processus NGINAR (1) est markovien (irréductible et apériodique ) avec des probabilités

de transition

Qi ) w QL ol

P(X, =j1X-1=0)=(1—- ‘ . A
( Jl 1 ) =( -« (1+ﬂ)j+1+ﬂ_a(1+a)g+1

(1.23)

o N pod t j+i ap w Lo k=1 ,all+w,, .
PO =31 =0 = 0 @ v ape ( j )Hl_u—a)(lw)i(lw)f“ ,2)( i1 >(#<1+a>) et
Puisque {X;,t € Z} est un processus de Markov avec les mémes marginales, et le

processus NGINAR (1) est un processus strictement stationnaire. Alors, nous pouvons

voir que le processus NGINAR (1) est un processus ergodique.
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1.5.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus NGINAR (1)

Il est a noter que la moyenne et la variance de la variable aléatoire X; sont
E(Xy) = p. (1.24)

V(Xe) = p(1+ p). (1.25)

L’autocovariance du processus NGINAR(1) vaut
Ve = Cov(Xyig, Xy) = Cov(ax Xy_1 + e, Xyg) = . (1.26)

Remarque 1.5.1

Sia = (u)/(1+ p), alors (&) a une distribution géométrique avec le parametre (;57),

notez que dans ce cas particulier, le modele a un seul parametre.
A partir de la fonction de probabilité de la variable aléatoire (g;) , on obtient que la

moyenne et la variance de la variable aléatoire vaut :
Ele] =p. = (1 - a)p.

Ve =02 = (1 + a)u((1+ p)(1 - @) - a).

1.5.1.4 Structure d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation d’un processus NGINAR (1) stationnaire vaut

L
1+

p(k) = a*, a € 0, M] et k> 0. (1.27)

La fonction d’autocorrélation décroit exponentiellement lorsque (k — o00).

Remarque 1.5.2
Le modele NGINAR (1) capture la surdispersion, au cours des dix dernieres années le
modele NGINAR (1) est devenu populaire dans certains domaines tels que la théorie de la

fiabilité, la médecine et la théorie des réservoirs.

1.5.1.5 Exemple de simulation

Dans la figure (1.4), nous présentons 200 valeurs simulées du processus {X;} (NGI-
NAR(1)) pour différentes valeurs des parametres i et « tel que : (a) u = 0.5, « = 0,1, (b)
w=05a=02 (c)u=05a=03(dp=1L,a=01(e)u=1,a=02 (f) p=1,
a=04,(g) p=>5a=02(h)u=5a=04, (i) p=>5 a=0.06.
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FIGURE 1.4 — Exemple de chemin du processus X;, avec le modele NGINAR(1) pour

différentes valeurs des parametres p et a.

1.5.2 Estimation des parameétres du modele NGINAR (1)

Dans cette sous-section, nous allons voir comment estimer les parametres inconnus du
processus NGINAR (1). Supposons que nous ayons une série chronologique (X7, X, ..., Xy)
issue d'un processus NGINAR (1).

1.5.2.1 Méthode des moindres carrés conditionnels

Les estimateurs des moindres carrés conditionnels avec les parametres o et p sont

obtenus en minimisant la fonction Q.

N
Qnla,p) = (Xi—aXiy — p(l - ) (1.28)
=2
Les estimateurs sont donnés par
N N N .
e = Zizz XiXio1 — ﬁ Zz’=2 X; Zizz Xio1 lidrs = Zf\ig Xi — 0‘211\;2 Xi1 (1.29)
D VIS TR i A T R [N
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1.5.2.2 Méthode du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance d’un échantillon d’observations du modele
NGINAR (1) peut étre écrite comme suit :

N
log L(x1, g, ..., Ty, v, 1) = xq log p— (z1 + 1) log(1 4 p) + Z log P, (2, xp—1; 0, 1), (1.30)
i=2
ol
log P (xp, xp_1; 0, 1) = P(X,, = 2| Xno1 = 2pq).

On peut donc obtenir les estimateurs du maximum de vraisemblance en résolvant le systeme
d’équations

dlog L/Opu =0,
et

dlog L/0a = 0.

1.5.2.3 Méthode de Yule-Walker

Les estimateurs de Yule-Walker pour les parametres «v et 1 du modele NGINAR (1) sont
donnés par rapport a p = F(X) et a = v(1)/~(0), nous pouvons dériver des estimateurs
de p et o comme suit

N N A A

. 1 . Do o(Xi — X)) (Xim1 — X))

=X =— Xz = = = .
e N2 e SEX - X2

(1.31)

1.6 Le modele INAR (p)

Le modele INAR (p) est une extension directe aux modeles autoregressifs a valeurs
entieres d’ordre 1 ( INAR (1)), généralisant ainsi les résultats donnés par Al-Osh et Al-
Zaid [3] , [4]. Aussi il est I'alternative conceptuellement plus proche de I’AR ( p ) gaussien
est la proposition de Du et Li [27].

1.6.1 Structure probabiliste du modele INAR (p)
1.6.1.1 Défnitions
Définition 1.6.1 (Modeéle INAR (p))

Soit {X;,t € Z}, une suite de variables aléatoires & valeurs enticres positives et

{ei,t € Z} une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
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a valeurs entieres positives, tel que :

E(et) = pe, V() = o2 (1.32)
Alors, {X¢,t € Z} est un processus INAR (p) [6] s'il est de la forme :
p
X =Y ajoX,j+e, Vt € Z. (1.33)

Jj=1

avec p € N* et {aj}je{l,...,p} une suite constant telles que :

0§Oéj<]_, VJGN*

Remarque 1.6.1

Notons qu’il en existe deux structures particulieres pour ce modele; 'une est pro-
posée par Al-Osh et Alzaid (AA) [6] et autre étudiée par Du et Li (DL) [27] : Dans
la premiére approche (AA), les auteurs supposent que la distribution conditionnelle du
vecteur aléatoire (o o Xy, ap 0 Xy, ..., 0 Xy) étant donné X; = z; est multinomiale de
parametres (o, ..., o, X¢), et indépendante du processus passé, ¢'est a dire indépendante
de X;_; et de tous les amincissements de celui-ci, Vk > 0.
Par contre, dans la deuxieéme approche (DL), les auteurs supposent de plus que les séries

de comptage sont mutuellement indépendantes.

1.6.1.2 Condition de stationnarité stricte

Comme pour le deux modéles INAR (p)-(AA) et INAR (p)-DL, les moments du pro-
cessus INAR (p) sont faciles a dériver sous la condition de la stricte stationnarité, car le

processus INAR (p) possede la structure de corrélation classique AR (p) [27].

p
» ;<. (1.34)
j=1

Remarque 1.6.2

Pour le processus {X;,t € Z} de INAR (p) si »7_, a; = 1 alors le cas est instable et si

P

“—1@; > 1le cas est un cas explosif sinon il est stable [88].
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1.6.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus INAR (p)

Sous I'hypothese (1.34), les moments des deux types de ce modele ( INAR (p)-AA et
INAR (p)-DL ) [52] existent et sont tels que
He He
BX) = —Le g0 S pu—— (1.35)
1— ?:1043' 1— ?:1043'
Remarque 1.6.3

la variance V' (X;) n’est pas en général égale a (1.35 ).

1.6.1.4 Structure d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation de modele INAR (p)-AA ressemble a celle obtenue pour
ARMA (p, q)
p(1) = a. (1.36)

plk) = > asp(k = j), k> 2. (1.37)

La strucutre de corrélation (ACF) du processus INAR (p)-DL est identique a celle du
processus AR(p) réel [9].
p(k) = M, keN, (1.38)
7(0)

ou (k) est la < fonction d’autocovariance » donnée par y(h) = Cov(Xyy1, X3).

Remarque 1.6.4

Cependant, ces deux différentes formulations impliquent diverses structures du second
ordre du processus : sous la premiere approche, (AA), le modele INAR (p) a la méme
structure de covariance que celle du modele ARMA (p, p-1) tandis que sous la deuxieme

approche, (DL), cette structure du second ordre est similaire & celle du modele AR (p).

1.6.2 Estimation des parametres du modele INAR (p)

Dans cette sous-section, nous citerons des méthodes d’estimation pour les parametres
inconnus du processus INAR (p), supposons que nous ayons une série chronologique
(X1, Xa, ..., X) issue d'un processus INAR (p).
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1.6.2.1 Méthode de Yule-Walker

A. Estimation des paramétres du modéele INAR (p)-AA

L’estimateur de Yule-Walker pour le parametre a.

i = p(1). (1.39)
iy = Z p(k)p(k — j)*. (1.40)

Ainsi, I'estimation de Yule-Walker de \ est
k
A=X(1-) dy). (1.41)
j=1
Ot X est la moyenne empirique.

B. Estimation des parameétres du modéle INAR(p)-DL

L’estimateur de Yule-Walker pour le parametre a.

1—p(2)

&= ()T e (1.42)
b p(k) — p(k — j)?
G = 2 Pl(_)p(g(2 i) (1.43)

Ainsi, 'estimation de Yule-Walker de \ est
p
A=X(1-) dy). (1.44)
j=1
Ot X est la moyenne empirique.

1.6.2.2 Méthode des moindres carrés conditionnels

La méthode d’estimation des moindres carrés conditionnels, proposée par Klimko et
Nelson [57] a été adoptée pour lestimation des processus INAR-AA et INAR-DL [78].
Soit © = (v, ..., ap, A)7 le vecteur des parametres inconnus. L’estimateur conditionnel des

moindres carrés de © est défini comme

HC’ALS - aTgminQn(e)a (145)
0cO
ol .
Qn(e) = Z (XZ - olel-,l — ... CYpXi,p - )\)2

1=p+1
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1.6.2.3 Méthode du maximum de vraisemblance

L’estimation par maximum de vraisemblance nécessite des hypotheses distributionnelles
et peut étre difficile a mettre en oeuvre.
L’estimateur du maximum de vraisemblance de © est obtenu en maximisant la fonction de

logarithme de vraisemblance conditionnelle [7§].

Orir, = argmazl(6), (1.46)
60
ol
n
l(@) = Z lOgP(Xt = xt\Xt_l = L1y eeny Xt—p = It_p).
i=1+p

En général, la maximisation de ({(0)) est assez lourde, en raison des sommations im-
pliquées dans son calcul, et des difficultés numériques qui peuvent survenir lors de I’addition

de nombreuses petites probabilités.

1.7 Le modele PINAR (p)

De nombreuses séries temporelles a valeurs entieres économiques, financieres et envi-
ronnementales rencontrées aujourd’hui dans la pratique présentent une structure d’auto-
corrélation périodique, cette caractéristique ne peut pas étre correctement prise en compte
et décrite par des modeles de séries chronologiques a valeurs entieres avec un parametres
invariants.

Toutes ces raisons donnent une motivation pour étendre la classe de modeles INAR inva-

riante dans le temps a une classe PINARg [86] variant dans le temps de fagon périodique.

1.7.1 Structure probabiliste du modele PINAR (p)
1.7.1.1 Défnitions
Définition 1.7.1 (Modele PINAR (p) )

Un processus { X, t € Z}, est dit satisfaisant a un modele autorégressif a valeurs entiere
périodique d’ordre p, dans le sens de Gladyshev [39] avec une période S (S > 2), est noté
PINARs (p) [86] si

p
Xi =Y ¢rioXyi+e, tez. (1.47)

i=1
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Ou le processus d’innovation {g;;t € Z} , représente une suite de variables aléatoires
indépendantes a valeurs entieres non-négative, suivant une certaine distribution de
probabilité discrete appartenant a une famille de lois paramétrique de la forme
{Gaolay = (a1, 2, -y g)t € ACRYL Y.

Les vecteurs de parametres ¢, = (pp1, 012, - @rp)’ et a; sont périodiques, concernant

t, avec une période S (S > 2), ou S est le plus petit entier positif satisfaisant la relation

(‘Pt+r5 = Spt) et (Oét+rs = at)-

Remarque 1.7.1
Les processus (PINARg) ont été introduits pour modéliser les phénomeénes a va-
leurs entieres non-négatives qui évoluent dans le temps affectés par des perturbations

salsonnieres.

Définition 1.7.2 (Modele PINAR (1) )

Un processus { Xy, t € Z}, est dit satisfaisant a un modele autorégressif a valeurs entiere
périodique d’ordre 1, et est noté PINARg (1) [85] si

Xt = P10 Xt—l + &4, tel. (148)

Ou le processus d’innovation {g;,t € Z} , représente une suite de variables aléatoires
indépendantes a valeurs entieres non-négative, suivant une certaine distribution de pro-
babilité discrete appartenant a une famille de lois paramétrique de la forme {G,|o; =
(1, 2, arg)t € ACRL Y

1.7.1.2 Condition de stationnarité stricte

La stationnarité stricte pour le processus {X;,t € Z} peut étre obtenu via l’analyse
du processus autorégressif multivarié a valeurs entieres introduit par Latour (1997) ou
X = (T1447, Yoy, -, Trer) L si les modules de toutes les valeurs propres de la matrice A
sont inférieurs a 1 et que (&) est indépendante de X, (s < t).

( Y1 Y2 . Pp-1 Pp )
L 0 ... 0 0

A= 0 L ... 0 0

0 0 ... I, 0

\
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1.7.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus PINARg(1)

Sous la condition précédente, les moments de ce modele vaut

=l g N Tl ,
E[X]=V[X] = iz Dyttt Ir BJBJ iz Prittr—i (1.49)
— P1,T

pour j=1,...T et T € N, t=j+kT (k € N*).

La fonction d’autocovariance de ce modele, (k) n’est pas symétrique et elle vaut
(k) = yqr(—k) = 5T,Tﬁj+i,iuj

1.7.1.4 Exemple numérique

1000

\ I’ {
1o |- / I’." | \ / IJ
N S A L A\ A
F1GURE 1.5 — Différentes trajectoires ajustées du processus X; opposées aux vraies données

Dans cet exemple, nous considérons une série de données saisonniere composée de 96
observations, cette derniere représente le nombre mensuel de personnes diagnostiqués en
état de grippe au niveau des services hospitaliers de la région de la Catalogne (Espagne)
entre 2009 et 2016 [86].

Cette série chronologique est illustrée dans la figure (1.5) ainsi que différentes trajectoires
ajustées du processus {X;,t € Z} générées a partir d'un modele PIN ARy, conduit par

une distribution marginale géométrique.
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1.7.2 Estimation des parameétres du modele PINAR . (p)

Dans la plupart des cas, la méthode d’estimation du maximum de vraisemblance n’est
pas directement applicable dans les modeles semi-paramétriques, pour ces modeles PINAR
avec une structure périodique, en raison de la discrétion de G; dans ce cas pour tout
t,r € ZT ont = s+ rS (S > 2) alors pour tout valeur fixe de s tel que s € {1,2,..., 5},

'estimateur de maximum de vraisemblance est faisable [85].

1.8 Le modele GINAR (p)

Dans le but d’enrichir la classe des modeles autorégressifs permettant 1’analyse des
séries chronologiques a valeurs entieres, Dion et al [50] et Latour [60] ont considéré une
version plus générale du modele INAR(p) noté GINAR. (p) [52].

1.8.1 Structure probabiliste du modele GINAR (p)
1.8.1. Défnitions

Dans la littérature, I'une des principales approches pour la modélisation des séries
chronologiques de comptage est basée sur 'opérateur d’amincissement binomial ” o ” de
Steutel € Van Harn (Définition 1.2.1 ).

Par la suite , Latour (1998, [60]) a proposé 'opérateur d’amincissement généralisé ”*”
et aussi un autorégressif d’ordre p généralisé a valeurs entieres (GINAR (p)). Rappelons

d’abord la définition de ce processus comme suit.

Définition 1.8.1 ( Modele GINAR (p))

Soit {X},t € Z} une suite de variables aléatoires a valeurs entieres positives
{ei,t € Z}, une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs entiéres positives de moyenne

finie et de variance finie

E(&) = pe, V() = o2 (1.50)
Alors, {Xt,t € Z} est un processus GINAR (p) [52] 9] s’il est de la forme :
p
Xt = Z (67 *Xt—z' + &4, YVt € Z, (151)

=1
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ou l'opérateur d’amincissement généralisé "« |47] est défini comme suit

Xt—i

ax X =Y Y] (1.52)
j=1
Avec p € N* et {Ozi}ie{lmp} une suite de constantes telles que :

Vi, 0<a;<1. (1.53)

Ici, toutes les séries de comptage (Y;)ren associées a oy pour ¢ = 1,2,...,p sont
indépendantes entre elles et indépendantes de (g;) : Elles sont de moyenne finie «o; et de

variance finie A;.

Remarque 1.8.1

On a deux séries de comptage (Yx) et (ox) qui sont mutuellement indépendantes, alors
les deux opérateurs d’amincissement généralisé pour chaque série ax et [x sont aussi
indépendants I'un de 'autre.

1.8.1.2 Condition de stationnarité stricte

Dion et al [50] ont également établi la stationnarité stricte du modele

GINAR (p), avec l'utilisation de la théorie des processus de branchement multi-type.
p
0<> a; <1 (1.54)
j=1

Alors il existe un unique processus {X;} strictement stationnaire et ergodique qui satisfait
(1.51) (Zhang, [100]).

1.8.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus GINAR (p)

Le processus GINAR (p) est strictement stationnaire sous I’hypothese (1.54) et les

moments du premier et du second ordre sont tels que

p p
e .
E(Xy) =1~ = Ha Var(X;) = e Y N+ > av(j) + 02, (1.55)

7(J) = Cov(Xy, Xi), Vt € 7.
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1.8.1.4 Structure d’autocorrélation

Pour tout (k € N¥) la structure d’autocorrélation pour le processus GINAR (p) est la

méme que le processus AR (p) réel pour les retards k& > p.

(k)
7(0)’

ou (k) est la fonction d’autocovariance donnée par y(h) = Cov(Xyy1, Xt).

p(k) = keN, (1.56)

1.8.2 Estimation des parametres du modele GINAR (p)

Dans cette sous-section, nous citerons les méthodes d’estimation pour les parametres
inconnus du processus GINAR (p). Supposons que nous ayons une série chronologique
(X1, X, ..., Xn) issue d'un processus GINAR (p).

1.8.2.1 Méthode des moindres carrés conditionnels

La méthode d’estimation des moindres carrés conditionnels (CLS), proposée par Fan
et Li [30] a été adoptée pour 'estimation des processus GINAR (p) [47].
Soit © = (au, ..., ap, pe)” le vecteur des parametres inconnus. L’estimateur 9(;,;5 est défini

comme suit

HCALS = argminQ,(0), (1.57)
9co

ou
n p+1

Qull) = 5 (X = DXy — i+ 0 3 P61,

t=1

[\

tel que Py(—) est une fonction de pénalité [100], [30].

1.8.2.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Sous I'hypothese de stationnarité (1.54) la vraisemblance (ML) d’un modele GINAR
(p) [43] est donnée par :

L = H IX0 Xt Xy (BT oy Ty 1.0, Y Oinmon)- (1.58)

1=lstart

Ou oy...a, € [0,1], avec 0 < g + ... + o, < 1, sont les parametres autorégressifs , et
Oinnov €st le vecteur des parametres des variables aléatoires d’innovation. S’il existe des

covariables, alors 6,0, est constitué de parametres (de régression) reliant les covariables
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aux parametres de la distribution de I'innovation, (Par exemple, finnov = A ; 0 pour les

innovations de Poisson).

Remarque 1.8.2

Il est bien connu que la méthode (CLS) est statistiquement inefficace et que la méthode
(ML) est difficile & mettre en oeuvre, principalement en raison de la complication du calcul
de probabilité de transition implique dans la fonction de log-vraisemblance lorsque 1'ordre

est augmenté.

1.9 Le modele MGINAR (p)

Latour [59] a introduit le modele MGINAR (p) [52], pour analyser les séries chro-
nologiques a valeurs entieres multivariées. Ce dernier est basé sur l'opérateur matriciel
généralisé de Steutel € Van Harn [90].

1.9.1 Structure probabiliste du modele MGINAR (p)
1.9.1.1 Défnitions
Définition 1.9.1 (Opérateur matriciel d’amincissement généralisé )

Soit A = {a;;}1<ij<a une matrice (d x d) et Z un vecteur de variables aléatoires a

valeurs entieres positives de dimension d. A x Z est défini par :
Z Sy, * 2
1 j=1%1j J

A* = (1.59)

d
Zq 23:1 g * Z;

Ici, tous les opérateurs {a;;j*}, <ij<q SON mutuellement indépendants.

Définition 1.9.2 (Modele MGINAR (p))

Soit { Xy, t € Z}, une suite de vecteurs de variables aléatoires a valeurs entiéres positives

de dimension d; p € N et Aj*j une suite d’opérateurs matriciels mutuellement

6{17277p} ’
indépendantes.

{€t}1ez, une suite de vecteurs de dimension d de variables aléatoires i.i.d. & valeurs entieres
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positives, de carré integrable et indépendantes de tous les opérateurs. Alors {X;,t € Z}
est un processus MGINAR (p) [52] si

p
Xi=> AjxXij+e, Vt € 7. (1.60)

J=1

Pedeli et Karlis [77] ont défini des processus MGINAR(1) multivariées, ot la matrice
A est une matrice diagonale.

1.9.1.2 Condition de stationnarité strite

Un processus {X;,t € Z} d’un modele MGINAR (p) est stable si les modules de toutes

les valeurs propres de la matrice compagnon A sont inférieurs a 1, c’est-a-dire
det(Ig, — Az) # 0, V|z| < 1. (1.61)
Ou de fagon équivalente, si

det(Ix — Az — Agz® — ... — A,2P) # 0, Viz| <1 (1.62)

On det(Ik,) est appelé le polynome caractéristique inverse et la matrice A vaut

( ap Qg ... Qp_1 Q) )

L 0 ... 0 0

A= 0 I, ... 0 0
Lo 0o ... I, 0|

En plus on note que (X;) est une chaine de Markov avec des états dans N? avec des

probabilités de transition

Xt
Py =P(X,=j|Xi.1=1i) =Y P(AxX_y =X, — k)P(e, = k).
k=0
le faite que la chaine de Markov est irréductible et apériodique alors il existe une solution

strictement stationnaire [34].
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Remarque 1.9.1

— Latour [59] [61] a donné les conditions de stationnarité et de causalité d’un tel pro-
cessus et a montré que la fonction d’autocovariance du MGINAR (p) est identique a
celle du processus autorégressif vectoriel standard a valeurs réelles, noté VAR (p) et
il en déduit que le processus MGINAR (P) n’est autre qu’un processus VAR (p).

— Un processus stationnaire n’est pas obligatoirement stable.
1.9.1.3 Le moments de premier ordre du processus MGINAR (p)
La moyenne p d’un processus stationnaire {X;, ¢ € Z} est 'espérance de ce processus
E(Xy) = p, teZ. (1.63)
La fonction d’autocovariance y(h) d’un processus stationnaire {X;,t € Z} est
v(h) = E[(X; — ) (Xen — )], (1.64)

Proposition 1.9.1
La fonction d’autocovariance d’un processus X; stationnaire a ’horizon (h) notée ~y(h)

verifier la propriété suivante
v(h) =~v(=h), Vh=0,1,... (1.65)
et elle dépend uniquement de 1’écart de temps h.

1.9.1.4 Structure d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation p(h) d'un processus X; stationnaire (stable) est
p(h) = D™'y(h)D™. (1.66)

Ou D est une matrice diagonale composée des racines carrées des éléments de la diagonale
de v(0).
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1.9.1.5 Un exemple de données réelles

Pour illustrer les modeles MGINAR (p), considérons l'ensemble de données concernent
le nombre quotidien d’accidents de la route de jour et de nuit dans la région de Schiphol
(Pays-Bas) au cours de 'année 2001 (voir Pedeli et Karlis [77]).
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FIGURE 1.6 — (a)-(b) Nombre quotidien d’accidents de la route de jour et de nuit pour
I'année 2001 (Pays-Bas).

1.9.2 Estimation des parameétres du modele MGINAR (p)

Supposons que (X,,..Xo, X1, ..., X;,) soit observé a partir du processus MGINAR (p)
défini par (1.60). Alors, I'estimateur conditionnel des moindres carrés (CLS) f¢rg pour 0

est défini par

Ocrs = argmin@, (0), (1.67)
0cO

ou
n

Qn(@ = Z(Xt - gt(e))T(Xt - 9t<‘9)),

t=0
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et ,
9:(0) = E[Xy|Fro1] = a+ Y A*X, .
k=0
Remarque 1.9.3
L’autour [59] a considéré l'estimateur des moindres carrés conditionnels pour estimer
les paramétres du modele et a montré la consistance et la normalité asymptotique de

I'estimateur (La méthode des moindres carrés multivariée (GLS)).

1.10 Le modéle RINAR (p)

La plupart des modeles autorégressifs a valeurs entieres existants dans la littérature ont
pour but de modéliser des séries chronologiques a valeurs entiéres positives, en particulier
les séries de comptage.

Le modele arrondi & valeurs entieres autorégressif d’ordre p, RINAR. (p) a été étudié par
Kachoour [51] pour but de récolter des observations entieres a partir des données réelles

(par exemple, les données météorologique).

1.10.1 Structure probabiliste du modele RINAR . (p)
1.10.1.1 Défnitions
Définition 1.10.1 (Modeéle RINAR (p))

Le processus {X;,t € Z} est dit un processus RINAR (p) [51] [52] (Rounded INteger-

valued AutoRegessif) s'il possede la présentation suivante :

p
Xi= (- X+ M) +e (1.68)

J=1

Ou (+) représente 'opérateur d’arrondi a l'entier le plus prés, ()\;) est une suite de variables
aléatoires i.i.d. centrées a valeurs dans Z, définie sur un espace probabilisé (Q2, A, P), A et

les a; sont des paramétres réels.

Remarque 1.10.1
L’opérateur d’arrondi peut étre interprété comme une fonction de censure sur le

modéle AR (p) réel et A comme la moyenne du bruit non-centré (g, = &, + \).
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Définition 1.10.2 (Modele RINAR (1))

Le processus arrondi a valeurs entieres autorégressif de premier ordre (RINAR (1)) a

été introduit par Kachour et Yao [53], il posséde la présentation suivante :
Xt = (Oé : Xt—j + )\) + & = f(Xt—b 9) + &;. (169)

Ou (+) représente 'opérateur d’arrondi a l'entier le plus prés, (A\;) est une suite de variables
aléatoires i.i.d. centrées a valeurs dans Z, définie sur un espace probabilisé (2, A,P), X et
les o sont des paramétres réels.

Le bruit (g;) est une suite de variables aléatoires i.i.d et le processus (X;) définie par (1.69),
forme une chaine de Markov homogéne avec un espace d’états FF = Z et une probabilité

de transition.

m(x,y) = P{e; =y — f(z,0)}, x,y € L. (1.70)

Ou la fonction de régression f(z,0) = (ax+ ), pour tout x € E et 0 = (a, A) € O, I'espace

des paramétres.

1.10.1.2 Condition de stationnarité stricte

L’étude de processus RINAR (p) [51] revient a étudier le processus vectoriel suivant

X1 <Z§:1 7 Xt—j + )\) + &¢.
X X
Y, = . = . (1.71)
Xt—p-I—l Xt—p+1

Le processus Y; forme une chaine de markov homogene.

Pour assurer la stationnarité et ’ergodicité du modele RINAR (p), nous imposons que la
somme des valeurs absolues des coefficients de régression soit strictement inférieur a 1.

Et pour assurer la stationnarité et I'ergodicité du processus RINAR (1), nous supposons
que la valeur absolue du coefficient de régression est strictement inférieur a 1. Cette

hypothese est similaire a celle qui garantit la stationnarité du modele AR(1) réel.

Proposition 1.10.1 (Kachour, 2009)
Soit 6 = (a, A) € O fixé. Supposons que :

1. La chaine de Markov (X;) est irréductible ;
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2. pour un certain k > 1, E|gy|* | +o00;
3. o] < 1.
Alors

1. (X;) posséde une unique mesure de probabilité invariante, notée u. De plus, p posséde

un moment d’ordre k.

2. Pour tout z € E et f € L'(u) et P, représente la probabilité conditionnelle, nous

avons

S X)), B s
k=1

D’aprés I'hypothese (1), (X;) est une chaine de Markov récurrente positive et par
conséquent p est unique.

La proposition est une conséquence directe du théoreme ergodique classique pour les chaines
de Markov.

I’hypothése (1) concernant l'irréductibilité de la chaine est assurée. Notons que 'hypothese

2 est équivalente a la condition qui assure la stationnarité du modele AR (1) réel.

1.10.1.3 Le moment de premier ordre du processus RINAR (1)

On supposons que les hypotheses de la Proposition (1.10.1) sont satisfaites. Par

conséquent le processus RINAR (1) défini par (1.69) est strictement stationnaire. Alors
E[X;] = m, vVt € Z, (1.72)
ol

A < 1
l—a ~2(1—a)

Im
et (2-) n’est autre que la moyenne d’un modele AR (1) réel ayant les mémes parametres
que RINAR (1) .
1.10.1.4 Structure d’autocorrélation

Sous les hypotheses de la Proposition (1.10.1) la fonction d’autocorrélation vaut

p(k) _ COU%/)E};);}M)

, VteZ et keN. (1.73)

Remarque 1.10.2
A cause de 'opérateur d’arrondi I’étude de la loi stationnaire et du corrélogramme du
modele RINAR (1) est compliquée.
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1.10.2 Estimation des parameétres du modele RINAR (p)
1.10.2.1 Estimation des parameétres du modéle RINAR (P)

Soient (Xo, X7, ..., X,,) des obsevations du processus RINAR (1) [52] [51]. Pour l'esti-

mation du paramétre #, nous considérons ’estimateur des moindres carrés défini par :

~

0, = argmin@,(0). (1.74)
0co
Ou
1 n
() =3 2K~ f(Xiis ) (1.75)
Et
p
f(x;0) = f(z1,...,xp) = (Z aj- X+ A). (1.76)
j=1
Remarque 1.10.3
Nous notons 6y = (af, ...,a;,/\*) la vraie valeur des parametres du modele et P

représente la distribution de probabilité sous 6.

Par la suite, nous supposons que, sous Py , les hypotheses suivantes sont vérifiées :

(Y?) est irréductible; Ele,[* < 400 ot k > 2; 377 |aj] < 1 et © est compact.
L’estimateur des moindres carrés du modele RINAR (p) par 'algorithme de la recherche
dichotomique est assez proche de celle de 'estimateur de Yule-Walker du modele AR (p)

qui représente le point de départ de cet algorithme.

1.10.2.2 Exemple numérique

Dans cette partie, une application d’un modele autorégressif arrondi a valeurs entieres
de premier ordre sur des données réelles a été étudié par [52]. Il s’agit de 70 observations

représentant des résultats consécutifs d’un processus chimique, source : O’Donovan [26].
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Serias O Dhaorowesn

FI1GURE 1.7 — Observations provenant des résultats consécutifs d'un processus chimique
(O’Donovan).

Toutes les observations sont positives, elles varient entre 17 et 66 , et la moyenne et la

variance empirique vaut

= 49,6857, o? = 84, 7403.
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FIGURE 1.8 — ACF des 70 observations d’O’Donovan.

D’aprés ’ACF, le coefficient d’autocorrélation empirique du premier ordre est signifi-
catif et le coefficient d’autocorrélation empirique du second ordre est presque significatif
p(1) = —0.588 et p(2) = 0.272. Aussi des signes entre les coefficients d’autocorralations
empiriques du premier et second ordre, et les coefficients d’ordre superieur tendent vers

zero rapidement.
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F1GURE 1.9 - PACF des 70 observations d’O’Donovan.

D’aprés le PACF, nous pouvons voir que seulement le coefficient d’autocorrélation

partiel du premier ordre est siginificatif.

Une comparaison a été faite entre le modele proposé par O’Donovan AR (1) et un processus

RINAR (1). Pour analyser les données, les 60 premieres observations sont faites pour l'es-

timation des parametres et les 10 dernieres pour comparer les performances de la prévision.

Le tableau suivant represente les résultats de prévision sur les 10 derniéres observations

de la seérie en utilisant AR (1). Rappelons qu’a l'instant 60, nous avons Xgp = 43.

Instant 61 |62 63|64 |65|66| 6768|6970
Vraie valeur 48 144 149 | 44 149|169 | 40 | b4 | 58 | 49
Valeur de prevision | 54 | 53 | 51 | 50 | 53 | 50 | 37 | 56 | 47 | 44

TABLE 1.1 — Les résultats de prévision sur les 10 derniéres observations de la serie en

utilisant AR (1).

Le tableau suivant represente les résultats de prévision en utilisant le processus RINAR

(1) sur les 10 dernieres observations de la série.
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Instant 61 |62 |63 |64 |65 |66 |67]|68|69 |70
Vraie valeur 48 144 149 |44 |49 | 69 | 40 | 54 | 58 | 49
Valeur de prevision | 54 | 51 | 53 | 50 | 53 | 50 | 38 | 56 | 47 | 44

TABLE 1.2 — Les résultats de prévision sur les 10 derniéres observations de la serie en
utilisant RINAR (1).

Interprétation des résultats

L’analyse basée sur le modele stochastique doit considérer la nature entiere de la série
observée. Généralement, le processus AR (1) standard ne garantit pas cette fonctionnalité.
En revanche, le coefficient d’autocorrélation du premier ordre étant négatif, le processus
INAR (1) ne peut pas modéliser la séquence courante. De plus,une remarque a été conclue
que sur la valeur calculée de l'estimateur des moindres carrés én = (G, S\n) d’apres la

recherche dichotomique égale exactement a 'estimateur de Yule-Walker du modele AR (1)

Ceci explique les performances de prédiction presque identiques des deux modeles (les
prédictions sont les mémes, sauf que le 7¢m¢ RINAR (1) augmente la prédiction d’une

unité).

1.11 Le modele INMA (q)

Des équivalents discrets des processus classiques de moyenne mobile d’ordre q basés sur
I'opérateur d’amincissement binomial ont également été proposés dans la littérature par
Al-Osh et Alzaid [5] et aussi par McKenzie [67], INMA (q), le modele INMA est un cas
particulier du modele INARMA ou dans ce modele INMA (q) remplace la multiplication
dans le modele MA (q) par lopération d’amincissement binomial (indépendamment de

toute variable aléatoire disponible a I'instant t).

1.11.1 Structure probabiliste du modéle INMA (q)
1.11.1.1 Défnitions
Définition 1.11.1 ( Modéle INMA (q))

Un processus, a valeurs entieres positives {X;,t € Z} est un processus moyen mobile
a valeurs enticres, d’ordre q, INMA (q) [12] [96] (voir Al-Osh et Alzaid [6], Al-Osh et
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Alzaid [5], ...) s’il est donné comme suit
q
X, =Y Bioei+te, teZ. (1.77)
i=1

Ou le processus d’innovation {e;,t € Z} est une suite de variables aléatoires non
corrélées, a valeurs entitres positives, avec une moyenne . et une variance finies o2 et ot

2 7

o 7 est un opérateur d’amincissement de ” Steutel-Van Harn”.

Remarque 1.11.1

Jusqu’a présent, un total de cinq modeles INMA (q) [75] différents ont été proposés
dans la littérature ( INMA, BINMA, VINMA, BINFIMA et INARFIMA ), chacun ayant
des interprétations et des propriétés probabilistes légerement differentes. (voir Al-Osh et
Alzaid [5], McKenzie [67], Brannéas et Hall [15], Weiss [19],...).
Les modeles INMA, BINAM, VINMA, INARFIMA et BINFIMA sont appliqués aux
données tick-by-tick des marchés financiers, Chaque tick représente une modification, par

exemple, d'une cotation ou une transaction.

Définition 1.11.2 (Modeéle INMA (1))

Le modele INMA d’ordre 1, INMA (1) est introduit par Al-Osh et Alzaid [5] et sous
une forme légerement differente par McKenzie . Ces études ont supposé une distribution
de Poisson pour les séries temporelles. Alors, 'INMA (1) d’Al-Osh et Alzaid est défine

comme suit
Xt = Bl O &1 + Et. (178)

Ou le processus d’innovation {g;,t € Z} est une suite de variables aléatoires non corrélées,

7

a valeurs entieres positives, avec une moyenne j. et une variance finies o2 et ott "o ” est

un opérateur d’amincissement de ” Steutel-Van Harn”.

Remarque 1.11.2
Le modele (1.78) est similaire dans sa forme au processus standard MA (1) dans lequel

7

la multiplication scalaire est remplacée par opération 7 o 7, de la méme maniere que

I'INAR(1) a été défini.
Le modele INMA (q) peut se modalisé pour le nombre de comptages pendant le temps n
est composé de deux éléments :

— (i) les survivants des arrivées pendant le temps n-1 (5 oe;_1).

— (ii) les arrivées pendant le temps n (&) .
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Une réalisation de nombreux comptages comme le nombre de patients séjournant dans un
hopital ou le nombre de clients dans un grand magasin, admet une telle interprétation.
1.11.2 Condition de stationnarité stricte

Par définition contrairement a 'INAR (1), le modele INMA (1) [13] est explicite et le
processus {X;,t € Z} est strictement stationnaire et dépendant de 1, c’est-a-dire que X;

et X;_ sont indépendants si k > 1.

1.11.1.3 Les moments de premier et seconde ordre du processus INMA (1)
La moyenne et la variance des observations X; sont données par
E[Xi] = pe(1+ 5), V[Xi] = B(1 = B + (1 + p%)a?. (1.79)
La fonction d’autocovariance pour (q = 1) est

Cov(X,_1,X;) = (1) = Bo?. (1.80)

£

1.11.1.4 Structure d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation pour (q= 1) vaut

2
o

p(1) = . 1.81
W= 50— . + a1 )2 -
L’indice de dispersion I peut étre calculé a partir de I'indice de dispersion /. de ;.
o? 6(1—0) 1+ 62
I=— I.=1- : 1.82
w’ 0+1 ( 0+1 ) (182)

Remarque 1.11.3
Si (k > 1) la fonction (ACF) égle a 0 (p(k) = 0), Il s’agit d’une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un processus {X;,t € Z} soit un INMA(q) .
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1.11.1.5 Un exemple de données réelles

Pour illustrer les modeles INMA, considérons l’ensemble de données présentant les
nombres de transactions sur des intervalles de 30 minutes de négociation d’AstraZeneca
.Chaque numéro d’observation correspond a une minute de temps. Ce type de série de
données comprend une fréquence nulle et elle est motivée vers un modele de données de

comptage.
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FIGURE 1.10 — Les données relatives au nombre de transactions sur des intervalles de 30

minutes de négociation d’AstraZeneca.
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FI1GURE 1.11 — La fonction d’autocorrélation pour les données de transactions boursieres

agrégées sur un intervalle de temps de cinqg minutes pour AstraZeneca.
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1.11.2 Estimation des parametres du modele INMA (p)

Bréannés et Quoreshi [16] fournissent des propriétés de moyenne et de variance condition-
nelles et appliquent ces propriétés dans les estimateurs des moindres carrés conditionnels
(CLS) lorsque les données sont générées selon un modele INMA a décalage infini. Dans
I'étude de Monte Carlo [81] I'estimateur des moindres carrés est le meilleur choix, pour le
modele VINMA et le modele a mémoire longue. Les auteurs n’ont pas considéré le maxi-
mum de vraisemblance en raison des distributions sous-jacentes inconnues des innovations.
Récemment, d’autres recherches sur la modélisation INMA ou INMA bivariée ont
montré qu’'une approche d’estimation alternative et robuste, appelée Quasi-Vraisemblance
Généralisée (GQL), peut étre utilisée pour estimer les parametres inconnus. L’équation
d’estimation GQL est issue de 1’équation d’estimation de la vraisemblance basée sur la
famille de dispersion exponentielle |64, 'approche GQL produit des estimations asympto-
tiquement aussi efficaces que I'approche basée sur le maximum de vraisemblance et 1’ap-
proche CLS [70], [98].

1.12 Le modele INARMA (p, q)

le modele INARMA pour les séries chronologiques de comptage de type ARMA | IN-
ARMA (p, q), a été proposé pour la premiere fois indépendamment par Mckenzie [67] et
Al-Osh et Alzaid [3]. Et aussi une récente étude a été proposés par Christian Weiss.
Cette classe de modeles INARMA est basés sur 'idée est de modifier la récursion ARMA
ordinaire en remplacant les multiplications par des opérateurs d’amincissement binomial de
Steutel et Van Harn , qui combine une variable aléatoire (X;) a valeur entiere non négative
avec une probabilité «;, ces opérateurs sont les plus fréquemment utilisés par les analystes

des séries temporelles a valeurs entieres positives.

1.12.1 Structure probabiliste du modéele INARMA (p, q)
1.12.1.1 Défnitions
Définition 1.12.1 (Modéle INARMA (p, q))

Un processus a valeurs entieres positives {X;,t € Z} est un processus autoregressif
moyen mobile, d’ordre p et q, INARMA (p,q) [12] (voir : Alzaid (1990), Benjamin et al



1.12 Le modele INARMA (p, q) 42

(2003), ...) s’il est défini comme suit
P g
Xt :ZaiOthi_FZﬁjogtfj—i_gt; teZ. (183)
i=1 j=1

Ou le processus d’innovation {e;,t € Z} est une suite de variables aléatoires non
corrélées, a valeurs entieres positives, avec une moyenne f. et une variance finies o2 et
"o ” est un opérateur d’amincissement dont le fréquemment utilisé est celui de ” Steutel- Van
Harn” avec 1 <i<pet1 <5 <q.

Définition 1.12.2 (Modéle INARMA (1, 1))

Un processus a valeurs entieres positives {X;,t € Z} est un processus autoregressif
moyen mobile, d’ordre 1 et 1 (INARMA (1, 1)) [19] [91] s’il est défini comme suit

Xt = (1 © Xt—l + Bl &1+ & (184)

Ou les parametres ag, 51 € (0,1) sont utilisés au sein des opérations d’amincissement bi-
nomial, et celles-ci sont supposées étre exécutées indépendamment les unes des autres.
De nombreuses séries temporelles non négatives a valeurs entieres rencontrées dans
des différents domaines tels que (I’épidémiologie, ’économie, la criminologie, ’environne-
ment,...) qui révelent la caractéristique de périodicité dans leurs structures d’autocovariance
et la plupart des résultats existants concernant la modélisation des séries temporelles de
comptage linéaires périodiques sont principalement consacrés a l'étude des modeles au-
torégressifs périodiques a valeurs entieres (PINAR) [95], [63].
La classe des modeles de moyenne mobile autorégressive a valeurs entieres PINARMA (p,

q) elle est présenter comme suit

Définition 1.12.3 (Modele PINARMA (p, q))

Un processus { X;,t € Z} a valeurs entieres corrélé périodiquement au sens de Gladyshev
[39], de période S (o1 S > 2), est dit satisfaire un modele de moyenne mobile autorégressive
a valeurs entieres périodique, d’ordre p et ¢, noté PINARMA s(p, q) [10] [95] si

p q
Xt = Z Q; ¢ O Xt—i + Z ﬁj,t O & + &, te . (185)
i=1 j=1

Ou le processus a valeurs entieres positives {X;,t € Z}, est périodiquement corrélé, de

période entieres positive S (S > 2).
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Le processus d’innovation {e;,t € Z} est une suite de variables aléatoires non corrélées a

valeurs entieres positives, avec une moyenne périodique ” i+, et une variance périodique
) et

finies "02,” et ol les parametres ay, By, ptes, 02, sont périodiques, par rapport a t, de période

S (S>2)ie.

2 2
Ay 5r = O, @t+sr = 5t, He t+Sr = Het, Oci+Sr = Ocs Vt7 rez

En particulier, nous avons, pour (p = q = 1), le modele de moyenne mobile autorégressive
a valeurs entieres périodique d’ordre 1 et 1, PINARMA (1, 1) est défini comme suit

Xt = Ot O thl -+ 615 O &1 + Et, t & Z (186)
ou les parametres ay et 5; € [0, 1], sont périodiques en t, avec une période S, c’est-a-dire

Ol 8y = O, 5t+Sr = B, Vt,r € Z.

Remarque 1.12.1
Les modeles de moyenne mobile autorégressive périodique a valeurs entieres
PINARMA peut réduire sensiblement le nombre de parametres a prendre en compte dans

un modele autorégressif périodique pur a valeurs entieres.

1.12.1.2 Condition de stationnarité de second ordre

Pour garantir que le processus INARMA (p, q) [71] est stationnaire (de second ordre),
nous exigeons que o = {aj, s, ...,q,} soient les racines du polynome d’ordre p sont a

I'intérieur du cercle unitaire (voir Latour, 1997) [59).
XP -y XP - — ap 1 X —ap =0

Nous utiliserons cependant le critere plus fort, mais plus facile a vérifier, selon lequel

zp: a; < 1,
i=1

pour garantir que le processus (1.83) est stationnaire (de second ordre).

La contrainte correspondante sur les # pour l'inversibilité de la série temporelle est que
;1‘:1 ﬂj < 1.
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1.12.1.3 Les moments de premier ordre et seconde ordre du processus IN-
ARMA(1,1)

On supposons que le processus INARMA (1, 1) défini par (1.84) est stationnaire (de
second ordre) . Alors
1+ c
E[X,] = Mj VIX,] =

1—0[1

[ar (1 + By) + Bi(1 = Br)pe] + [Br(Br + 200) + 1]Ma‘

2

(1.87)
Remarquel.12.2
Pour 5 = 0, le modele (1.84) se réduit au modele INAR (1) de McKenzie [65] et pour
a; = 0, il se réduit au modele INMA (1) récemment étudié par Aleksandrov et Weiss [13].
Les applications des modeles INARMA (p, q) sont fréquentes; par exemple, I’étude du
nombre de crises d’épilepsie Franke et Seligmann, (1993) et les applications a 1’économie
Bréannés et Hellstrom, (2001) ; Brannés et Shahiduzzaman, (2004) ; Bockenholt, (1999b) ;
Béckenholt, (2003) ; Rudholm, (2001) ; Freeland et McCabe, (2004).

1.12.2 Estimation des parametres du modele INARMA

L’estimation du maximum de vraisemblance (MLE) des parametres (a,f,pu) est
irréalisable compte tenu des données X, une possibilité est 'augmentation des données.
L’augmentation des données dans le cadre de MLE est généralement réalisée a 1’aide de
'algorithme EM (voir Dempster et al. (1977)). Alors les MLE pour © = (a, 3, 1) sont

di = Zyt’i/ZXt_l (188)
t=1 t=1
B = th,i/zgt—l (1.89)
t=1 t=1
= Iy (1.90)
n = H Et. .
t=1
Remarque 1.12.3
Un algorithme (EM) de Monte-Carlo peut étre utilisé pour 'estimation des ces pa-

rametres, mais il est tres lent en raison de la lenteur de la convergence des parametres et

du nombre élevé de rejets.
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1.13 Le modele INBL (p, q, m, n)

En utilisant le concept de I’amincissement binomial, les modeles bilinéaires convention-
nels peuvent aussi étre adaptés au cas des entiers, ce qui conduit a la classe des modeles

bilinéaires a valeurs entieres (INBL) similaire au processus bilinéaire a valeurs réelles.

1.13.1 Structure probabiliste du modele INBL (p)
1.13.1.1 Défnitions
Définition 1.13.1 (Modeéle INBL (p, q, m, n))

Un processus stochastique, a valeurs entieres, {X;,t € Z} du second ordre, est dit
satisfaisant un modele Bilinéaire INBL super diagonal a valeurs entieres qui été introduit
par Drost et al [31] qui est une classe particuliere de la classe plus générale

INBL (p, q, m, n) s’il est défini comme suit

p q m n
Xi=Y aoXii+ Y Bioe i+ Y oo (Xies) +e, tEL (1.91)
i=1 j=1

r=1 s=1

Ou 74,5= 0 si r < s et (&) est une séquence de variables aléatoires i.i.d. de valeurs non
négatives et a valeurs entieres positives avec une moyenne (u.) et une variance (o?) finies,

indépendant des opérateurs.

Définition 1.13.2 (Modele INBL (1, 0, 1, 1))

Un processus stochastique a valeurs entieres { Xy, ¢ € Z} du second ordre, est dit satis-
faisant un modele de séries chronologiques Diagonal Bilinéaire du premier ordre a valeurs
entieres de coefficients invariant dans le temps, INBL (1, 0, 1, 1) qui a été étudié par
Doukhan et al [76] s’il est une solution de I’équation linéire au différence stochastique
suivante

Xi=a10Xp 1 +710(Xem1gm1) + &, teZ. (1.92)

Ou le processus d’innovation {g;,t € Z} est une suite de variables aléatoires non corrélées

a valeurs enti¢res positives, avec une y. et une variance finie 2.
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Remarque 1.13.1
La classe de modeles INBL (p, g, m, n) est particulierement adaptée a la modélisation
de processus qui prennent des valeurs faibles avec une forte probabilité, mais qui présentent

en meme temps des explosions soudaines de valeurs importantes.

Le fait que plusieurs séries rencontrées a valeurs entieres exhibent une caractéristique de
périodicité dans leur structures d’autocovariance qui ne peuvent pas étre prises en compte
et décrites dans la classe des modeles de séries entieres a parametres invariants dans le
temps, a donné une bonne raison et une grande motivation a l’extension d’une classe de
modeles de bilinear invariables dans le temps a une classe de modeles a parametres variants
dans le temps, et le premier papier traitant la modélisation du processus périodiquement
corrélé, dans le sens de Gladyshev (1963) est celui de Monteiro et al [63].

Définition 1.13.3 (Modele PIBL (p))

Le modele Bilinéaire du premier ordre périodique a valeurs entieres non négatives
PINBLg(1,0,1,1) [12] est défini comme suit

Xiysr =0 Xy 149, +et+Sr+ [0 Xt 148€t-145r, t=0,1,...,5et relZ. (193)

Ou le processus a valeurs entieres positives { Xy, t € Z}, est périodiquement corrélés, de

période entiéres positive S (S > 2), et le processus d’innovation {e;, t € Z} est une suite de

variables aléatoires non corréles a valeurs entieres positives, avec une moyenne périodique
» 209

"les”, et une variance périodique finies oz, et ou les parametres oy, [3;, u&t,ait sont

périodiques par rapport a t de période S (S > 2) i.e.

2 2
Ay S5r = Ol Bt—&-Sr = 515’ He t+Sr = Het, Oci+Sr = Oct Vt> r € L.

1.13.1.2 Condition de stationnarité stricte

La stationnarité stricte pour les processus INBL (p, q, m, n) pour (v, s= 0sir <s) et
avec 'utilisation des techniques de chaines de Markov, nous obtenons I’existence et I'unicité

d’une solution strictement stationnaire de (1.91) lorsque [31]
Zai—i-,ugz:%,s < 1. (1.94)
1 7,8

Sous la condition (a+ Bpu.)?+ (%02% < 1 alors il existe un unique processus du second ordre,
strictement stationnaire {X;,t € Z} suivant le modele (1.92) et tel que {&;}(est distribué
par P(u)) est indépendant de {X,},s <t [76].
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1.13.1.3 Les moments de premier ordre et seconde ordre du processus INBL

(p, 9, m, n)

Le fait que le processus {X;,t € Z} est strictement stationnaire, on obtient I'existence
des moments des processus INBL (1, 0, 1, 1)

Bo? + pu.

P T

(1.95)

soit (0) la variance du processus et la fonction autocovariance vaut si k = 1
Y(1) = (@ + Bpe)y(0) + (o + B E[Xi)* — E[Xi)* + 28u-E[X,] + Bpe + peB[X)].
sik>2
Y(k) = (o + Bpe)y(k = 1) + (o + Bpe) B[X]* — E[X\]* + BpeBLXy] + p-E[Xq). (1.96)

Remarque 1.13.2

Ici la distribution des variables aléatoires de la séquence {e;,t € Z} est P(u), suit la
2

e

distribution de Poisson avec le parametre ., alors pu. = o

1.13.2 Estimation des parameétres du modele INBL (1, 0, 1, 1)

Le probleme d’estimation associé au processus INBL (1, 0, 1, 1) est plus compliqué
que celui associé au processus BL (1, 0, 1, 1). Cependant, seule la méthode des moments

a été étudiée jusqu’a présent comme technique d’estimation [76].

Etant donné les observations (X, ..., X,,).

_ 1 <&
X, = — X 1.97
- Z:; t (1.97)
et
. 1 =k _ _
7(]‘7) = ﬁ (Xt+k - X)(Xt - X)- (1-98)
t=1

~

A partir de (1.97) et (1.98), nous obtenons les estimateurs de moment [, 5 et & des

parametres correspondants p, 5, et  comme suit :

~ A

f=X,(1—A) - B, B==, a=A-B, (1.99)

= o
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ou

et

Remarque 1.13.3
Les estimateurs de moment /i, B et &, définés dans (1.99) sont fortement cohérents.
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Conclusion

La classe de séries temporelles a valeurs entieres basées sur I'opérateur d’amincissement
est une classe assez large, et ce chapitre vise a limiter I’étude pour quelques modeles de cette
classe et son contenu a donné différentes définitions et propriétés de base de 'opérateur
d’amincissement, de plus, les structures probabilistes qui caractérisent les modeles proposés
ci-dessus basés sur le concept d’amincissement, en plus de certains principes d’estimation

mentionnés dans la littérature pour chaque modele.



Modeles de séries chronologiques a valeurs

entieres basés sur la régression discrete

2.1 Introduction

Les séries chronologiques a valeurs entieres non négatives sont rencontrées dans divers
domaines, tels que I’épidémiologie, I’économie, I’environnement, la criminologie, ...etc. Cela
a incité l'introduction d'une classe de modeles linéaires et non linéaires avec des valeurs
entieres linéaires dans la littérature sur les séries chronologiques. Les modeles examinés
dans le chapitre précédent ont utilisé des types d’opérateur d’amincissement pour transférer
le modele ARMA a I’état des données de comptage. Une autre approche populaire pour
modéliser de tels comptages stationnaires qui contient plusieurs modeles proposés dans la
littérature qui appartiennent a la catégorie des modeles de régression.

Ainsi, dans ce chapitre, on envisage a étudier ces modeles de régression pour les séries
temporelles a valeurs discrétes (entieres) ainsi leurs aspects probabilistes tels que : la distri-
bution marginale, les conditions de stabilité et les structures de corrélation associées sont
également soulignées. Enfin, nous nous concentrerons sur certaines des méthodes d’estima-

tion considérées dans la littérature.

20
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2.2 Modele INGARCH (1, 1)

La modélisation de séries chronologiques a valeurs entieres a vu le développement de
quelques modeles de régression non linéaire a valeurs entieres qui n’utilisent pas ’opérateur
d’amincissement. Parmi ceux-ci, Un modele autorégressif conditionnel hétéroscédastique
généralisé a valeurs entieres qui a été étudié par Ferland et al [82] et précédemment par
Rydberg et Shephard [84], noté INGARCH (1, 1).

2.2.1 Structure probabiliste du modele INGARCH (1, 1)
2.2.1.1 Définitions
Définition 2.2.1 (Modéle INGARCH (1, 1) )

Un processus stochastique a valeurs entieres {X,;,t € Z} est dit satisfaire un modele
Autorégressif Conditionnellement Hétéroscédastique Généralisé a valeurs entieres, d’ordre
1 et 1, noté INGARCH (1, 1), s'il est donné par :

(2.1)

Xt‘thl ~ P()\t) t € Z,
A =M0) =w+ X1+ Bid-1(0),

ou F;_; représente la o-algebre engendrée par { Xo, X1, ..., X;—1} 7 Ihistorique du processus”
et A\¢(0) est la moyenne conditionnelle avec § = (w,ay,3;)T € © C R™ et X; est non
dégénéré.

Nous considérons le changement du bruit suivant e, = X; — \; pour lequel ’équation (2.1)

devient
X=X+ (Xs — M) =w+ (a1 + 51)Xeo1 + &0 — Pre—a, (2.2)

sachant que {e;} = {X; — A/} est considérée comme bruit blanc

1. D’une moyenne :
E(g) = E(Xy —\) = E(E(X; — N|F—1)) = 0.
2. Sa variance :
Ve) = Var (E(e|Fioq)) + E (Var(e|Fio1)) = E(Var(Xy|Fi—1)) = E(N) = p.

3. Convariance :
Cov(et, ern) = B (eeE(eqn| Frin-1)) = 0.
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2.2.1.2 Condition de stationnarité et d’ergodicité

Pour le modele INGARCH (1, 1) si les parametres sont positifs et inférieurs a 1 alors
ce processus est strictement stationnaire et ergodique car le processus est une chaine de
Markov géométriquement ergodique avec des moments finis donc tous les moments existent
( Condition suffisante ) [58].

0<a;+p <1 (2.3)

Exemple

La figure suivante représente la série temporelle du modele INGARCH(1, 1) de Ferland
et al [82]. Les graphes (a), (b) représente le processus INGARCH(1, 1) avec w = 0.5, ac =
0.3, et 5 = 0.5, qui est un cas stationnaire tandis que les graphes (¢), (d) avec w = 0.1, =

0.5, et B =0.5001, qui est un cas non stationnaire.

o 50 W00 150 200 250 300 350 400 o 50 100 150 200 250 300 350 400

(a) (b)

FIGURE 2.1 — Processus X; du modele INGARCH (1, 1).

2.2.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus

Les moments d'un INGARCH (1, 1) sont tous finis si, et seulement si la condition (2.3)
est verifie, dans ce cas
B w
N 1-— (061 + 61),
L-@b)to), (2.5)
1— (o1 + B1)?

EX)] = E[M] = px (2.4)

VX = Vie) + V] = ¢
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De plus, sa fonction d’autocovariance est

a1 (1 = Bi(aq + Br)) (a1 + B1)*ux

k) = Yk > 1, 2.6
1o e > 20
si (k=0) alors v(0) = V[X].
2.2.1.4 Structure d’autocorrélation
La fonction d’autocorrélation d'un INGARCH (1, 1) vaut
1 —
o) = (o + gyt el = Arla +5y)) vk > 1. (2.7)

1— (a1 + )+ aof
Remarque 2.2.1

Le modele INGARCH (1, 1) offre une maniere parcimonieusement paramétrée de
représenter une longue mémoire.
Malgré le fait que la distribution conditionnelle de Poisson est équidispersée (la variance

égale a la moyenne), la distribution inconditionnelle présente une surdispersion.

2.2.2 Estimation des parameétres du modele INGARCH (1, 1)

La procédure d’estimation des parametres du modele INGARCH est similaire a la
procédure utilisée dans le modele GARCH traditionnel. le modele INGARCH (1, 1) est
déterminé par des parametres qui caractérise la distribution marginale des observations
© = (w,aq, ). Compte tenu des données d’une série chronologique (X1, Xs,..., X},), il

s’agit d’estimer les valeurs de ces parametres.

2.2.2.1 Méthode du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance conditionnelle des n observations (Xj,...,X,) d'un

échantillon, est donnée par
n *)\t )\Xt

H (2.8)

ou O = (w,ay,B) et y=w+a; Xy 1+ ﬁlx\t_l.

Il est impossible de trouver des estimations de cette fonction de vraisemblance. En fait un
systeme d’équations non linéaires est obtenu. Pour cette raison 1'utilisation d’une méthode
numérique d’optimisation pour trouver la valeur optimale de §. Comme d’habitude, avec

I'utilisation de la fonction logarithme de vraisemblance :

n

log L(0) = > [X;log A, — A — log(Xy))], (2.9)

t=1
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2.2.2.2 Méthode du quasi-maximum de vraisemblance

Ahmad et Francq [1] ont proposé un estimateur QML (quasi-maximum de vraisem-
blance) pour le parametre 6 de la moyenne conditionnelle, qui est défini comme étant une

solution mesurable au probleme suivant :

0, = argmazgeo(Ln(0)), (2.10)
(0) = % S (50 + Xilog A,(6))

t=1
Pour le processus INGARCH (1, 1) poissonien, nous définissons ’espace de stationnarité
par :
@1:0€N2,C(+ﬁ<1.

Si 6§ € O, alors ce processus est strictement stationnaire et ergodique [1]. Nous pouvons

énnoncer la proposition suivante
Proposition 2.2.1 (Ahmed, 2016)
Soit #y € © un sous ensemble compact de ©; et X une solution stationnnaire, alors :

1. L.LEQMYV poissonien est fortement consistent 9p —Ps  f,.

n—r0o0
2. (0, — 0p) —4 oo N(0,J;1), ot

- 1 ON(60) OM(6y)
JP‘E<At<9o> 98 of )

Dans ce cas, la matrice de variance asymptotique est telle que

~ A ~ A —1
o (1 oAh,) oN(6,)
V(Q”)Ml‘]”1:<zxt<é> 0 of )

p

t=1
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2.3 Modele INGARCH (p, q)

Un modele couramment utilisé pour les séries temporelles de comptages avec une disper-
sion excessive est le modele autorégressif conditionnellement hétéroscédastique généralisé
a valeurs entieres (INGARCH (p, q)) d’ordre q et p ou la distribution conditionnelle est

souvent supposée étre poissonienne.

2.3.1 Structure probabiliste du modéle INGARCH (p, q)
2.3.1.1 Définitions
Définition 2.3.1 ( Modele INGARCH (p, q))

Un processus stochastique a valeurs entieres {X,;,t € Z} est dit satisfaire un modele
Autorégressif Conditionnellement Hétéroscédastique Généralisé a valeurs entieres avec une
surdispersion dont la distribution est supposée poissonienne, d’ordre q et p;
noté INGARCH (p, q); s'il est donné par :

(2.11)

Xt‘thl ~ P()\t) t € Z,
EBXy|Fia] = = M(0) =w + D00 ciXomi + 35, Bide—(0),

ou F;_; représente la o-algebre engendrée par {Xo, Xi,...,Xi—1} etw >0,0; > 0et §; >0
pour tout i = 1,2,....,p et j = 1,2,...,¢q avec une moyenne conditionnelle \;, = A\;(0) ou :

0 = (w, a1, g, ..., B, P, ..., By)T € © C R™ et X, est supposée non dégénéré.

Définition 2.3.2 (Prévision a n étapes)

La prévision a n étapes de la série temporelle au temps t X; est donnée par
E[Xiin|Fi], (n € N) qui est 'espérance conditionnelle de X;.
Notez que U'estimation de E[X, .| F,] est équivalente & estimation de A(n) = E[An|Fl].

p q q p q q
Ae(n) =w+ > iBNern—il Bl + > 4+ BiEXepn—jl Rl =w+ Y aili(n—i)+ Y +> BiXe(n—j),  (2.12)
i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 j=1
ou
Man—i SUE>n,
ElM._i|F| = - 2.13
Atn-il 1] { M(n—i) sin>i, ( )

ElXin|F] = { ¢ . A .. . (2.14)
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Remarque 2.3.1

I1 est bien connu qu’'un processus GARCH standard est un processus ARMA en second
ordre. Ceci est encore vrai dans le cas ou le modele INGARCH (p,q) donne un modele
INARMA (max{p,q}, q) [41].
Le modele INGARCH a une variance qui varie avec le temps en raison de la nature du
la moyenne conditionnelle. Il offre plusieurs avantages par rapport aux modeles de séries
chronologiques continues pour ’analyse des données de comptage. Premierement, leur si-
militude avec les modeles ARMA permet une analyse facile. Deuxiemement, ils semblent
étre plus naturels que d’autres modeles de séries chronologiques de comptage, tels que
I’amincissement binomial. Un autre avantage de ces modeles est qu’ils sont capables de

gérer a la fois des corrélations positives et négatives.

2.3.1.2 Condition de stationnarité et d’ergodicité

Pour le modele INGARCH (p, q), Ferland et al [82] ont montré qu’il existe un processus

strictement stationnaire {X;,t € Z} sous la condition suivante

p q
> ai+) Bi<l (2.15)
i=1 j=1
Le processus {X;,t € Z} est une chaine de Markov avec une probabilité de transition
P(Xt|Xt—17Xt—2"'Xt—p) — P(Xt|Xt_1).

Selon le théoreme (4.3.3) de Ross [83], {X},t € Z} est irréductible et apériodique, alors ce

processus qui définit le modele (2.11) est ergodique.

2.3.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus

Les moments du processus INGARCH (p, q) sont tous finis si et seulement si la condition
de la stricte stationnarité (2.15) est verifie et sont tels que [82]

T oy i +279,8)
VIX,) = BIX,] + VIAJ. (217)

ott VI[N = 3271 iy (1) + 2251 By (i) [20],
tel que les autocovariances vaut

E[Xi] = E[M] = px (2.16)

vx(k) = Cov[Xy, Xi gl
(k) = Cov[A, M—i].
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2.3.1.5 Un exemple de simulation

Pour mieux voir le comportement de ce modele, une simulation dun processus
INGARCH (2, 5) avec les parametres : w = 1, a; = (0.05,0.05) et 8, = (0.3,0.2,0.1,0,0.2)
et comme dim ( §; ) = 5, les 5 premieres valeurs de A sont données, i.e, (Ao, ..., A1), tel
que \; = 1, Vi =0, ..., 4.

La figure ci-dessus présente 1'histogramme de 10000 valeurs simulées aupres le modele

(2.11) suivie par la fonction densité poissoniénne en rouge.

Densité

004 006 008 010 012

r
0

000 002

S
=h
=]
=1
]
]
=]

FIGURE 2.2 — Histogramme du processus INGARCH (5, 2) simulé avec la fonction densité

poissoniénne en rouge.

Cette derniére exhibe que le processus INGARCH (5, 2) suit une loi poissoniénne qui
tend vers la loi Normale. Dans notre cas, la valeur moyenne de \ est autour de 10. Ainsi,

la distribution marginale en rouge ressemble a celle de la loi normale.

Remarque 2.3.2

Le modele INGARCH a une variance qui varie avec le temps en raison de la nature
de la moyenne conditionnelle. Il offre plusieurs avantages par rapport aux modeles de
séries chronologiques continues pour ’analyse des données de comptage. Premierement, leur
similitude avec les modeles ARMA permet une analyse facile. Deuxiemement, ils semblent
étre plus naturels que d’autres modeles de séries chronologiques de comptage, tels que
I’amincissement binomial. Un autre avantage de ces modeles est qu’ils sont capables de

gérer a la fois des corrélations positives et négatives.
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2.3.2 Estimation des parametres du modele INGARCH (p, q)

Soit 6 = (01,62, ...,0,)" = (w, 1, ...,qp, b1, ..., B;)T, olt Uespace des parametres est ©.

Pour 6 € ©, on défine le processus stationnaire et ergodique
p q
)\t(e) =w+ Z CYiXt,i + Zﬁj)\t,j(e).
i=1 j=1

Alors la fonction logarithme de vraisemblance est donnée par

n

log L(6) = > _[X;log Ay(6) — Ai(6) — log(X4)). (2.18)

t=1

Ensuite, le CMLE de 6, 0 est défini par
0, = argmazgeo log L(0). (2.19)

Remarque 2.3.3
Si (X, ..., X}) est une série temporelle d'un processus INGARCH (p , q), alors les
parametres peuvent étre estimés selon ’approche de Yule-Walker, c¢’est-a-dire que les auto-

covariances des échantillons sont insérées dans les équations d’autocovariance (2.3.1.3) [20].

2.4 Modele GP-INGARCH (p, q)

Le modele INGARCH (p, q) ne peut traiter que la surdispersion dans les séries tem-
porelles de comptages, mais la sous-dispersion peut également étre rencontrée dans des
applications réelles.

Zhu [105] a proposé un INGARCH avec une distribution conditionnelle de Poisson

généralisée (GP) peut tenir compte a la fois de la surdispersion et de la sous-dispersion.

2.4.1 Structure probabiliste du modele GP-INGARCH (p, q)
2.4.1.1 Définitions
Définition 2.4.1 (Modele GP-INGARCH (p, q) )

Un processus stochastique a valeurs entieres {X;,¢ € Z} est dit satisfaire un modele

Autorégressif Conditionnellement Hétéroscédastique Généralisé a valeurs entieres avec une
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surdispersion dont la distribution est supposée poissonienne généralisée, d’ordre p et q :
noté GP-INGARCH (p, q); s'il est donné par :

{ X,|F_y ~GP(\: k) tez, (220

>\*
ﬁ = )\t =w+ Zf:l Oéithi + Z?:l ﬁj)\t,’j,

ou k < 1 et F;,_; représente la o-algebre engendrée par {Xg, X1,..., X; 1} et w >0, a; >0
et B > 0pourtouti=1,2,...,petj=12 ..,q.
Le modele GP-INGARCH (1, 1) est le modele le plus simple de la famille GP-INGARCH,

avec (p = q = 1), c’est-a-dire

X|Fi_y ~ GP(XLE) t €z,
2L =N =wt e X+ Bidr.

(2.21)

Remarque 2.4.1
Lorsque ¢ = 0 , le modele ci-dessus est dénoté par GP-INARCH (p). Clairement,

avec un k = 0, le modele (2.20) se réduit au modele (2.11).

2.4.1.2 Condition de stationnarité et d’ergodicité

Pour le modele GP-INGARCH (p, q) Ferland et al [82] ont montré qu’il existe un

processus strictement stationnaire et ergodique {X;,t € Z} satisfaisant ce modéle, sous la

p q
dai+) Bi<l (2.22)
i=1 j=1

condition suivante

2.4.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus

Les moments du processus GP-INGARCH (p, q) sont tous finis si et seulement si la

condition de la stricte satationnarité (2.22) est verifie et sont tels que

N > S} 22
VIX] = Bl + VN = i + VIAL (221)

ot ¢ =1/(1— k).
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2.4.1.4 Structure d’autocorrélation
Considérons le modele GP-INGARCH (1, 1). Les autocorrélations sont défini comme
suit :

B k11 (1 = Bi(oa + Br))
px(k) = (a1 + i) 11_(a1+51)2+0@7

pk) = (n+B),  VE>0 (2.26)

Vk > 1, (2.25)

2.4.1.5 Un exemple de simulation

Un exemple réel a été traité pour montrer 1'utilité et la bonne performance du modele
GP—INGARCH (p,q) dans la modélisation de données de comptage surdispersées, Il s’agit

d’une série de recensements annuels des séismes majeurs (47) pour les années 1900-2006.

Counta

10 0 1] dn g0 fil 0 il an 100

FIGURE 2.3 — La courbe temporelle de la série des grandes séismes durant (1900-2006).

Ces données ont été initialement analysées par Zucchini et MacDonald [58]. La série
présente une forte dépendance positive car la moyenne égale (19,3645) et la variance vaut
(51,5734) ce qui indique que la distribution marginale est surdispersée.

Le résultat de cette étude montre que le modele proposé a non seulement une bonne
performance dans la modélisation des données surdispersées mais a également la capacité

de modéliser le phénomene de sous-dispersion.
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2.4.2 Estimation des parameétres du modele GP-INGARCH (p,
q)

Soit 6% = (w, aq, B1)T, 0 = (¢,0%)T ot ¢ = 1/(1 — k), alors I'ecriteure de la vraie valeur
de 6 est 6 = (¢, w, oy, B1)T. Supposons que l'observation X = (Xi, ..., X,,) soit générée a

partir du modele (2.21). Donc la fonction de vraisemblance conditionnelle est

- )\t[)\t + (¢ — 1)Xt]Xt_1¢_Xt6—[>\t+(¢—1)xt]/¢
L(p,w,aq, B1) = tl_! X, , (2.27)
alors la fonction de vraisemblance logarithmique In L(¢, w, a1, 51) est donnée par
. A - 1)X,
InL(g,w, 00, 4) = Y (I A\+(X—1) In(A+(¢p—1) X)) - X, 1n¢—( 1 (¢¢ ) t)—lnXt!).
t=2

La solution de I'équation de score S,,(0) = 0, si elle existe elle donne la (MLE) condition-

nelle de @, notée 0 tel que

_ OInL(0) <~ OL(9)
00 00

t=2

Sn(0)

Une présentation plus précise pour la méthode d’estimation (MLE) a été cité par [105]

avec une autre étude qui établit les propriétés asymptotiques du MLE 0.

2.5 Modele NB-INGARCH (p, q)

Les séries chronologiques de comptage non négatif sont souvent trop dispersées. C’est-
a-dire que sa variance est supérieure a la moyenne et la principale raison de la surdispersion
est une corrélation positive entre les événements observés.

Pour expliquer cette surdispersion et la traiter, de nombreux chercheurs se sont tournés vers
les modeles de régression de Poisson binomiale. En particulier, la distribution binomiale
négative (NB) qui représente une extension normale de la distribution de Poisson qui est

assez €lastique permettant une surdispersion.
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2.5.1 Structure probabiliste du modele NB-INGARCH (p, q)
2.5.1.1 Définitions
Définition 2.5.1 (Modele NB-INGARCH (p, q) )

Un prossecus { Xy, t € Z} est un modele binomial négatif, N B,-INGARCH (p, q) si sa

distribution conditionnelle est une binomiale négative [17].

X |F,_1~NB teZ
{ t‘ t—1 (Tt,pt)a ) (2.28)

1=pt A= w+ Zle a; Xy + 23:1 BiAe—j,

bt
ou Fy_; représente la o-algebre engendrée par {Xo, Xi,..., X;} et w > 0, > 0,5; > 0
pour tout i = 1,2,....,pet 7 =1,2,...,q et \y = M\(6p) satisfait la représentation
INGARCH (p, q).

Avec r € N est le nombre de succes et p; est la probabilité de succes de la variable dans le

temps ¢ ou
re = 1A
et
B rAZk
PN

Considérant le modele NB; — INGARCH (p, q) qui correspond a k =1

T\t B r
Xt|F1t_1 ~ NB(T)\t, m) = NB(T’)\t, m), (229)

ce modele est strictement stationnaire et ergodique, avec un moment d’ordre deux fini,

sous la méme condition de stationnarité (2.15) pour le modele INGARCH poissonien [9].

Considérant maintenant le modele N Bo—INGARCH (p, q) correspondant a (2.28) avec

k=2
r

T—|—>\t

Ce modele (2.30) a été considéré par Davis et Liu [24] ainsi Christou et Fokianos [21] a

Xt|Ft—1 ~ NB(T,

). (2.30)

proposé pour p = ¢ = 1 la condition de stationnarité stricte du modele (2.30).

Remarque 2.5.1
Si r = 1, alors la distribution (NB) devient une distribution géométrique et dans ce
cas, le modele NB-INGARCH peut étre appelé modele INGARCH géométrique [104].
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2.5.1.2 Condition de stationnarité et d’ergodicité

Le modele binomial négatif INGARCH (p, q) est strictement stationnaire et ergodique

sous la condition suivante :

q p
1-— Z(rozi + Bj)z " — Z ra;z”" =0, (2.31)
Jj=1 i=q+1

tel que toutes les racines zi, ..., z, de 'équation (2.31) se trouvent a lintérieur du cercle
unité Goldberg [40].
D’apres l'auteur la condition stationnaire de second ordre pour le modele
NB-INGARCH (1, 1) est
r?ay + (rag — B1)* < 1. (2.32)

Davis et Liu [24] ansi Christou et Fkianos [21] qui ont donné pour (p = q = 1) la condition

de stationnarité stricte pour le modele (2.30).
2 1 2
a1+ - | +2a8+ 8" <1,
r
avec un moment d’ordre deux fini.

2.5.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus
Il est a noter que la moyenne de la variable aléatoire X; sous la condition (2.31) vaut
p q
EX)]=wr+Y rah-i+ > B (2:33)
i=1 j=1

Supposons maintenant que le processus {X;,t € Z} suivant le modele
NB-INGARCH (1, 1) est stationnaire au premier ordre, alors on a

wr
EFX) = pp=—-—7— 2.34
[X] H 1—ray — B ( )
1 — (raq + f1)* +r?af 1

Xy = e+ =), 2.

ViXi 1 —(ray + /1)? —raf (ha + r ) (2.35)
De plus, sa fonction d’autocovariance est
_ 1 — fBi(raq + B1)] 13

k) = e-1 7 = k> 1. 2.

7( ) (TO‘1+61> 1— (Ta1+51)2—7’0z%(ﬂ + r )7 = ( 36)
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2.5.1.4 Structure d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation d'un NB-INGARCH (1, 1) vaut

w1 roq[l = Bi(rag + B1)]
1 —(roq + p1)? +r2af’

p(k) = (raqg + p1) k> 1. (2.37)

2.5.2 Estimation des parameétres du modéle NB-INGARCH (p,
q)

Zhu [104] a étudié les estimateurs de Yule Walker pour le parametre a = (v, ..., a;,)7
et w d’'un modeles NB-INGARCH ( p, 0), également appelés modeles NB-INARCH (p), et
pour estimer les parametres des modeles NB-INGARCH (p , q) les deux méthodes suivantes
sont utilisées : la méthode des moindres carrés conditionnels et la méthode du maximum
de vraisemblance conditionnelle avec certaines valeurs de r.

Soit v = (a1, oy )T, B = (B1, o, Bp)T €t 0 = (w, 0, B)T = (64, ...,0,4+4)". Dans ce qui suit,
nous nous concentrerons sur ’estimation de 6 en supposant que le parametre r est connu.
En pratique, r peut étre estimé (la méthode donnée dans la section 5 [104]).

Supposons que 'on observe (X, ..., Xo, X1, ..., X;,) & partir de modele (2.28).

2.5.2.1 Méthode de Yule-Walker

Supposons que (q = 0). L’estimation YW des parameétres (w,ay,....a;,)” consiste a
insérer des autocovariances d’échantillons dans ’équation (2.38), puis a résoudre les pa-

rametres. Pour w , il peut étre estimé par la méthode des moments a 'aide de E(X;) |29)].
p

y(k) = rany(|k—il), k> 1. (2.38)
i=1

2.5.2.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Pour décrire 'approche du maximum de vraisemblance (ML), notez d’abord que la

fonction de log-vraisemblance conditionnelle a la forme suivante

n

mL(B) =Y [X;— (r+X,)In(1+X) + Z In(v4r—1) —In X,1]. (2.39)

t=1 v=1

Il est alors naturel d’estimer # en maximisant In L(#) donné ci-dessus.
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2.6 Modele PINGARCH (p, q)

Les modeles de séries chronologiques (linéaires et non linéaires) avec coefficients
périodiques sont plus appropriés et ils ont plus de flexibilité pour modéliser certain proces-
sus périodiquement corrélés, une motivation a étendre a la classe de modeles INGARCH
(p, q) invariants dans le temps a celle des modeles périodiques & valeurs entieres
PINGARCH (p, q).

En effet, beaucoup de problemes (I'identification, 'estimation, stationnarité périodique,
inversibilité...) liés a ces modeles périodiques ont été intensivement étudiés par plusieurs

auteurs [35].

2.6.1 Structure probabiliste du modéele PINGARCH (p, q)
2.6.1.1 Définitions
Définition 2.6.1 (Modeéle PINGARCH (p, q))

Un processus stochastique a valeurs entieres { Xy, € Z} est dit satisfaire un modele Au-
torégressif Conditionnellement Hétéroscédastique Généralisé périodique a valeurs entieres,
de période S, dont la distribution est supposée poissonienne, d’ordres p et q, noté
PINGARCH;(p, q), s'il est donné par

X;|F,_y ~ P 7
{ | Fi—1 (At) t €4, (2.40)

E[Xt|Ft71] =M=w+ 21;;1 Oéi,tthi + Z?:l 5j,t)\t—ja

ou F;_; représente la o-algebre engendrée par { Xy, Xi, ..., X;_1}.Les parametres o, i =
1,2,..,pet B4, 7 = 1,2,...,q, sont périodiques en t, de S, c'est a dire, a; 4,5 = ;4 €t
Bit+rs = Bjts t,1 € Z.

Afin d’éliminer la possibilité d’avoir une moyenne conditionnelle nulle ou négative, nous
imposons les conditions suivantes sur les parametres : w; > 0, a;; > 0 et 5, > 0 pour tout
1=1,2,...p,7=1,2,....,qet t € Z.

Définition 2.6.2 (Modéle PINGARCH (1, 1))

Particulierement, un processus stochastique a valeurs entieres {X;,¢ € Z} est dit sa-
tisfaire un modele périodique d’ordres (p = q = 1), PINGARCHg(1, 1) s'il est défini

comme suit

X;|F,y ~P 7
{ | Fr1 (M) t €L, (2.41)

A= wp + o 1 Xy + Bighe—j,
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Posons t = s+ 75, s = 1,2,...,5 et Vr € Z, le dernier modele peut étre réécrit sous la

forme équivalente suivante

XS+TS‘FS+T571 ~ P<)\s+7'5) le Z7 (2 42)
)\S—"-TS

= Ws4rS + al,s+TSXs+TS—i + B1,5+TS)\5+TS—j7

Ce modele est une extension du modele non périodique INGARCH (1, 1) donnée par (2.1)
étudié par Ferland et al [82].

2.6.1.2 Condition de stationnarité

Il existe deux conditions de la stationnarité périodiques, a savoir la stationnarité
périodique en moyenne et la stationnarité périodique au second ordre.
Le processus périodiquement corrélé a valeurs entieres {X;,t € Z}, satisfaisant le modele
INGARCH (1, 1) périodique donné par (2.41), est périodiquement stationnaire en moyenne

et périodiquement stationnaire au second ordre [11], si et seulement si ,

S

H((ILZ‘ + /817i) < 1. (243)

i=1

Remarque 2.6.1
En effet cette condition assure l'existence de tous les moments d’ordres supérieurs. Ce
fait a été prouvé, par Ferland et al [82], dans le modele classique INGARCH (1, 1).

2.6.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus

Pour le modele PINGARCHg(1,1) les moments non conditionnelle d’ordre supérieurs,

existe si et seulement si la condition (2.43) est verifier :

S S—-1 3
EX,) = pxs = (1= [Jeni+ 81) ™D (] [ (o + Bri))wsy- (2.44)
=1 j=0 i=1
S—-1 3
VIXs] =7%(0) = (1 H - H¢s 2+1 Fs—j, (2.45)
i=1 7=0 =1

ol Fs = MUxs — wglfLX,sfl + O‘%,S/LX,sfl et ws = Q1 + ﬁl,s-
Avec la condition [[]_;z; =1sij < 1.
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2.6.1.4 Structure d’autocorrélation

Les fonctions d’autocorrélation des processus périodiquement corrélés a valeurs entieres
{Xy,t € Z} et {\,t € Z} satisfaisant le modele (2.41) sont, sous la condition (2.43),

données comme suit

S v—1
pictw+ k) = ([L) ([ vert) (Wroon =PI,
=1 =1 X

S

o+ kS) = (I 1/fz‘)k(H Vs—i+1)

=1

(2.47)

onv=12 .S keNet=as+ fiset puxs est donné dans (2.44).
Avec la condition ngl x;=1s8j<1.

Remarque 2.6.2
Le modele (2.41), peut étre écrit sous la forme d'un modele PARMA [11].

2.6.1.5 Un exemple d’application

Une étude a été faite sur la série chronologique qui représente le nombre d’infections par
la bactérie Campyloboacteriosis récupérés chaque 28 jours a partir du mois de Janvier 1990
jusqu’au mois d’Octobre 2000. Cette série, qui contient 140 observations a été modélisée
par un modele INGARCH (1, 13) [82].

FIGURE 2.4 — le nombre d’infections par la bactérie chaque 28 jours de (1990-200).

A partir de la fonction d’autocorrélation de la série nous remarquons que cette série

présente une structure d’autocorrélation périodique (S = 13).
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FIGURE 2.5 — La fonction d’autocorrélation

2.6.2 Estimation des parameétres du modele PINGARCH (p, q)

Dans cette sous-section, nous nous intéressons a citer brievement les méthodes d’es-
timation des parametres du modele (2.40) utilisé dans la littérature , ou Bentarzi [12] a
fait une étude en utilisant la méthode d’estimation de Yule-Walker (YW) et la méthode
d’estimation du maximum de vraisemblance conditionnelle (CML). Comme nous le savons
tous, la premiere méthode n’est pas aussi efficace que la deuxieme méthode. Cependant,
bien que la méthode de Yule-Walker ne soit pas aussi efficace que la méthode du maximum
de vraisemblance, elle est encore utilisée aujourd’hui car elle est simple et produit des es-
timateurs cohérents qui peuvent étre utilisés comme valeurs initiales dans des méthodes

complexes comme la méthode (MLE).

2.7 Modele INARCH (p)

Une sous-famille de la classe INGARCH (p, q), qui présente un intérét pratique par-
ticulier, sont des modeles purement régressifs d’'INGARCH, c’est-a-dire ou (q = 0). Dans
cette section, nous présentons brievement la définition et les propriétés de base connues du

modele INARCH (p) qui est un cas particulier du modele défini dans la section 2.
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2.7.1 Structure probabiliste du modele INARCH (p)
2.7.1.1 Définitions
Définition 2.7.1 ( Modele INARCH (p))

Un processus stochastique a valeurs entieres {X,;,t € Z} est dit satisfaire un modele
Autorégressif Conditionnellement Hétéroscédastique a valeurs entieres avec une surdisper-
sion dont la distribution est supposée poissonienne, d’ordres p; noté INARCH (p), s’il

est donné par :

{ Xi|Fer ~ P(N)  tEL (2.48)

Xt‘thl} = >\t =w+ Z?:l Oé’L'th’L"
Ou {X,} est 'observation a l'instant t, ¢ € Z, w > 0, o; > 0,7 = 1, ..., p, F;,_; représente la
o-algebre engendrée par {Xg, X1, ..., X;_1} et P(\;) représente une distribution de Poisson

avec une moyenne /\t'

Le modele INARCH (p) peut également étre présenté comme un modele GINAR(p)

particulier voir (wieb [19]) il a des probabilités de transition de Poisson simples.

z!
i=1

p p X, )T

Remarque 2.7.1

Comme la distribution conditionnelle de {X;,t € Z} dans le modele INARCH (p)
est de Poisson, le modele (2.48) ne peut pas traiter la surdispersion et la sous-dispersion
conditionnelles. Afin de résoudre ce probleme, certains auteurs ont proposé de remplacer
la distribution de Poisson par d’autres distributions, telles que la distribution de Poisson
double (DP) (Heinen, 2003), la distribution Binomiale négative (NB)(Zhu, 2011) et la
distribution de Poisson généralisée (GP) (Zhu, 2012).

Définition 2.7.2 ( Modéle INARCH (1))

Le modele INARCH (1) c’est un contrepartie du modele INAR (1) présenté dans le
chapitre précédente et aussi est un cas limite du modele INGARCH (1, 1) (pour p = 0),

donc X, soit conditionnellement distribué par la loi de Poisson de la maniere suivante :
thFt—l ~ P(a} + Olet_1> te . (249)

Ou {X,} est I'observation a l'instant t, ¢t € Z, w > 0, ag > 0 et F;_; représente la o-algebre
engendrée par {Xo, X1,..., X;_1}.
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2.7.1.2 Condition de stationnarité et d’ergodicité

Un processus INARCH (1) est une chaine de Markov faiblement stationnaire et ergo-
dique alors tous les moments d'un processus INARCH (1) existent (Ferland et al [82]) sous
la condition suffisante suivant

ap < 1. (2.50)

Si p > 1 la condition suffisante de la stationnarité stricte et d’ergodicité devient

p
i1 Qi < 1.

2.7.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus

En particulier, la moyenne et la variance d’un processus INARCH (1) sont données par

w
EXi]=px = 17, (2.51)

VX =0% = = Oé)“(’l — (2.52)

et la fonction d’autocovariance satisfait les équations suivantes
p
i=1

ol d,p, désigne le delta de Kronecker [20)].

2.7.1.4 Structure d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation d’'un INGARCH (p) vaut

p(k) = 3" (k= i) (2.53)

L’équation de la fonction d’autocovariance est identique a celle des équations de Yule-
Walker d’'un modele AR (p) et si (p = 1) égale & p(k) = a* comme dans le cas standard
AR (1).

2.7.2 Estimation des parameétres du modele INARCH (p)

Dans cette sous-section, nous citerons les méthodes d’estimation pour les parametres

inconnus du processus INARCH. Supposons que nous ayons une série chronologique
(X1, Xa, ..., Xn) issue d'un processus INARCH (p).
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2.7.2.1 Méthode des moindres carrés conditionnels

Dans le cas autorégressif, c’est-a-dire si (q = 0), des estimations des moindres carrés
conditionnels (CLS) peuvent également étre dérivées facilement. D’apres la définition
I'espérance conditionnelle E[X;|F;_1] du modele (2.48) est simplement égale a w +

> ;X ;. Ainsi, les estimations (CLS) des parametres peuvent étre obtenues en mini-

misant .
P
CSS(w,aq,...,0p) = Z (xp —w — Z ;)% (2.54)
t=p+1 i=1

2.7.2.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Ferland et al |[82] proposent une approche de maximum de vraisemblance conditionnelle
(ML) a des valeurs pré-échantillons. Ce type de fonction de vraisemblance est facile a
calculer, puisque le processus a une distribution de Poisson conditionnelle. Dans le cas
autorégressif, par exemple, on a

T p
L(w,a1,....,ap) = P(Xr =7, .| Xp =2p, ..., X1 =21) = H P e aizt—i.(w+Zaixt,¢)zt/zt!. (2.55)
t=p+1 i=1
Les estimations ML sont obtenues en maximisant numériquement la fonction de vrai-
semblance logarithmique In L(w, a1, ..., o). Les erreurs types asymptotiques peuvent étre

calculées a partir des informations de Fisher observées [82].

2.7.2.3 Méthode des moments

Soit (X7, ..., X,,) une série chronologique issue d’un processus INARCH (1) stationnaire.
Alors E[X,;] = 7%= et p(1) = a, la méthode des moments implique pour estimer « et w elle

est défini comme suit .

. B} _
X, — Xr) (X — X _
apar = =2 = Xr) (K T), witn = Xr.(1 = axiar). (2.56)

23:1<Xt - XT)2
Oou Xp = %Zthl X, désigne la moyenne empirique de (Xq, ..., X,,).

2.8 Modele DINARCH (p)

Le modele INGARCH standard avec sa distribution conditionnelle de Poisson présente
une surdispersion non conditionnelle (Ceux-ci indiquent que la variance conditionnelle a
un rapport constant avec la moyenne conditionnelle), mais le degré de surdispersion est
déterminé par la structure d’autocorrélation.

Pour surmonter cette limitation, Xu et al [42] ont un nouveau modele INARCH dispersé,
appelé DINARCH .
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2.8.1 Structure probabiliste du modele DINARCH (p)
2.8.1.1 Définitions
Définition 2.8.1 (Modele DINARCH (p))

Un processus stochastique a valeurs entieres {X,;,t € Z} est dit satisfaire un modele
INARCH dispersés (DINARCH (p)) d’ordre p, et il est défini comme suit

{ E[X|Fia] = A, (2.57)

V[Xt|Ft_1] = a)\t

ou \; satisfait la deuxieme expression du modele (2.57) et a (a > 0 est lié a F;_; ) est
supposé constant.

Le modele (2.57) indique une surdispersion et une sous-dispersion conditionnelles
(lorsque a | 1 et a ; 1), et quand (a = 1) le modele (2.57) est identique au modele
(2.48). Lorsque p = 1, notre modele est également un modele AR (1) linéaire conditionnel
non gaussien analysé par Grunwald et al [37]. Si a n’est pas constant, le modele (2.57)
comprend également le modele NB-INGARCH (proposé par Zhu [104]).

Pour le modelé (2.57), {e:} = {X: — M} et Yi = X; — p alors
p
Y, = Z ;Y i + &, (2.58)
i=1
avec Eley) = 0,V]e] = ap et Cov(ey, Vi) = 0 pour k > 0 et K(1) > 0.

Remarque 2.8.1

Dans la littérature plusieure modeles qui appartient a la famille INARCH dispersé ont
été utilisés : modele (NB-DINARCH) basé sur une distribution NB(ry, Q)) généralement
utilisée pour décrire les données de comptage surdispersé qui peut étre vu comme un
mélange continu d’une distribution de Poisson tel que le taux de Poisson supposé étre
distribué Gamma, un autre modele (DP-DINARCH) basé sur une distribution DP ( Double
Poisson ) a été introduite par Efron [2§] et aussi un modele (GP-DINARCH) basé sur une
distribution GP(A\*, k) est proposée par Consul et Jain [22].

2.8.1.2 Condition de stationnarité et d’ergodicité

Les conditions de stationnarité et d’ergodicité strictes d'un processus DINARCH (p)

sont les mémes conditions proposées par Ferland et al [82] pour la stationnarité stricte d’un
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processus INGARGH (p, q).

Le processus {X;} une chaine de Markov avec une probabilité
P(Xt|Xt_1,Xt_2...Xt_p) - P(Xt|Xt_1).

Selon le théoreme (4.3.3) de Ross [83], {X;,t € Z} est irréductible et apériodique, alors le
processus {Xy,t € Z} défini par le modele (2.45) est ergodique.

Remarque 2.8.2
La propriété d’ergodicité maintient qu’il existe une unique distribution stationnaire
qui est la distribution limite d’un processus DINARCH (p).

2.8.1.3 Les moments de premier et second ordre du processus

Le modele DINARCH (1) est le modele le plus simple de la famille DINARCH (p)
Selon la condition (2.15) lorsque 0 < oy < 1, le processus DINARCH (1) est faiblement

stationnaire alors ’espérance et la variance de X; sont

w
BIX] = 1= (2.59)
aw

(I—a)(l—ai)

a permet de controler le degré de dispersion indépendamment de o (Xu et al [42]).

VX

(2.60)

2.8.2 Estimation des parameétres du modele DINARCH (P)

Xu et al [42] a proposé trois méthodes pour I'estimation des parametres. Ces méthodes
sont comparées dans une étude de simulation pour la situation conditionnelle surdispersée
avec une série temporelle pure a valeur entiere d’ordre un. Une conclusion a été faite dit
que lorsque la distribution conditionnelle de (X;|F;_1) est connue, les parametres peuvent
étre estimés selon I'estimation du maximum de vraisemblance (MLE). Sinon, si la distribu-
tion conditionnelle est inconnue, nous adoptons deux autres méthodes. L’une est I’estima-
tion conditionnelle des moindres carrés (WLSE) et autre est I'estimation de Yule-Walker

(YW). qui est généralement utilisée pour estimer les parametres des modeles ARMA.
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2.9 Autres type de modele INGARCH

2.9.1 Modele DP-INGARCH (p, q)

Les séries chronologiques de comptage présentent souvent une surdispersion, c’est-a-
dire une variance supérieure a la moyenne, mais le phénomene inverse peut étre rencontré.
Les modeles INGARCH de Poisson et binomial négatif ne peuvent pas prendre en compte
la sous-dispersion.

Pour résoudre ce probléme, Heinen [44] propose un modele basé sur la distribution & double
Poisson [28].

2.9.1.1 Définition (Modeéle DP-INGARCH (p, q) )

Un prossecus {X;,t € Z} est un modele INGARCH a double Poisson (DP-INGARCH
(p, q)) si sa distribution conditionnelle est une distribution DP [(voir Efron [28] )].

Xy | F_y ~ DP(A\ teZ
{ t| Fioq (At,7) € 4, (2.61)

M=w+0 X+ 300 Bihy,

oun 0 < v,w > 0,7 > 0,0, > 0,8; > 0 pour tout ¢« = 1,2,....,pet 7 = 1,2,...,q Fi,
représente la o-algebre engendrée par {Xo, X, ..., X; }.

2.9.1.2 Quellque propriété du modele DP-INGARCH

Pour (p, q) = (1, 1) les conditions de stationnarité et d’ergodicité strictes d’un processus
DP-INGARCH (1, 1) sont les mémes conditions proposées par Ferland et al [82] pour la
stationnarité stricte d’'un processus INGARGH (1, 1), tout ¢a implique 'existence d’une
solution stationnaire (X;) telle que les moments d'un DP-INGARCH (1, 1) sont tous finis,

dans ce cas

E[X)] = ux = m (2.62)
VX, =o% = a —1(1341(;16_1)51‘){—2@1)”)(7‘ (2.63)

2.9.2 Modele COM-INGARCH (p, q)

Zhu [103] a proposé le modele INGARCH de Poisson de Conway-Maxwell (COM)
comme alternative aux modeles GP-INGARCH et DP-INGARCH, et a montré que ces

modeles sont souvent plus performants que les autres concurrents, en particulier le modele
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DP-INGARCH.
La distribution COM-Poisson est flexible dans la modélisation d’un large éventail de sur-
dispersion et de sous-dispersion avec seulement deux parametres, tout en possédant des

propriétés qui le rendent méthodologiquement utile dans la pratique.

2.9.2.1 Définition (Modéle COM-INGARCH (p, q) )

Un prossecus {X;,t € Z} est un modele COM-Poisson INGARCH (p, q) si sa distribu-

tion conditionnelle est une distribution COM-Poisson [(voir Efron [103] )].

{ X,|Fy_1 ~ COM — Poisson(\,v) t €, (2.64)

A =w+ Zle a; Xy i+ 2521 Bid—j,

onv > 0,w > 0,7 > 0,0, > 0,8; > 0 pour tout ©+ = 1,2,....,pet j = 1,2,....,q Fiy
représente la o-algebre engendrée par {Xo, X1, ..., X; }.
Le modele ci-dessus est noté COM-Poisson INARCH (p) lorsque (q = 0). Clairement, le
modele (2.64) se réduit au modele (2.11) lorsque v = 1.

2.9.2.2 Quellque propriété du modele COM-INGARCH

Si Yol i+ 01 B < 1, alors le modele (2.64) est approximativement stationnaire.

Donc les moments d'un COM-INGARCH (p, q) existes, et ils sont tous finis, dans ce cas

w—(1- ?:1 53)1)2__1;1
1= i — Z?’:l Bi’

VX, ~ % VA (2.66)

E[X] =~

(2.65)

2.9.3 Modele ZIP-INGARCH (p, q)

En raison des caractéristiques de la distribution de Poisson, qui a la méme moyenne
et la méme variance, alors lorsque le modele présente un inconvénient en ce sens qu’il ne
peut pas tenir compte la surdispersion et avec un phénomene de dépassement de zéro qui
fait référence a un phénomene dans lequel un plus grand nombre de zéros que prévu dans
le modele sont observés ( tel que I'apparition d’une maladie spécifique ou la survenue d’un
crime spécifique) en méme temps.

Afin de traiter efficacement ce probleme Zhu |106] a proposé le ZIP-INGARCH (p, q) [94].
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2.9.3.1 Définition (Modele ZIP-INGARCH (p, q) )

Un prossecus {X¢,t € Z} est un modele INGARCH de Poisson zero-inflated
(ZIP-INGARCH (p, q)) si sa distribution conditionnelle est une distribution ZIP [(voir
Johnsonetal [72] section 4.10.3)].

{ Xt|Ft_1 ~ ZIP(AM V) te Z’ (267)

)\t =w+ Zle aiXt—i + Zgzl ﬁj)‘t—ﬁ

on0<v<lw>0,7>0a >03 >0pourtout : =1,2,...,pet j =1,2,....,q F;_;
représente la o-algebre engendrée par {Xo, X1, ..., X; }.

Remarque
Si v = 0, alors le modele ZIP-INGARCH se réduit au modele INGARCH de Poisson

considéré dans Ferland et al [82].

2.9.3.2 Quellque propriété du modele ZIP-INGARCH

La condition nécessaire et suffisante pour que le processus ZIP-INGARCH (p, q) soit
strictement stationnaire est

q

1-— Z((l —v)a; + Bj)z 7 + Z(l —v)a;z7 =0, (2.68)

=1
2.9.4 Modele INGARCH log lineaire

Bien que les modeles précédents semblent offrir un cadre adéquat pour la modélisation
de données de comptage dépendantes, il y a au moins deux inconvénients liés a ses appli-
cations.

Par exemple en considérant le modele INGARCH poissonienne, du fait que 0 < ay+5; < 1
et cov(Xy, Xyin) > 0 signifie que ce modele a été congu principalement pour la modélisation
des corrélations positives.

Dong, il ne peut étre utilisé lorsque la structure de dépendance admet des corrélations
négatives. Pour s’attaquer a ces problemes, Fokianos et Tjgstheim [33] ont proposé un
modele INGARCH log-linéaire.

2.9.4.1 Définition (INGARCH log-linéaire )

Un prossecus {X;,t € Z} est un modele INGARCH log-linéaire si la distribution condi-

tionnelle de X; compte tenu de ses valeurs passées est poissonienne avec comme parametre
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d’intensité \; = e ou pour un modele log-linéaire poissonien du premier ordre

{ Xi|Fy-1 ~ Poisson(\;) tez, (2.69)

vy = w + oy log( Xy + 1) + By,

ol w,aq, 1 € R et F;_; représente la o-algebre engendrée par { Xy, X1, ..., X;}.

2.9.4.2 Quellque propriété du modele INGARCH log-linéaire

Fokianos et Tjgstheim [33] ont montré que sous la condition de stabilité suivante

{ o+ /<1 si oag >0, (270)

|Bil|on + B8] < 1 sinon,

le processus {X;,t € Z} donné par (2.69) est strictement stationnaire et ergodique.
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Conclusion

La catégorie des séries temporelles a valeurs entieres basées sur la régression discrete est
une catégorie assez grande qui se spécialise dans I’analyse statistique de certaines données
discretes qui montrent une variance supérieure a la moyenne de ’échantillon. Ce phénomene
connu sous le nom de la surdispersion a été largement étudié et varié dans la littérature.
Ce chapitre se concentre sur la recherche de quelques modeles de cette catégorie et donne
leur différentes définitions et caractéristiques de base telles que les structures de probabilité
qui caractérisent les modeles proposés ci-dessus, avec quelques principes d’estimation de

chaque modele mentionnés dans la littérature.



Application d'un modele INGARCH pour la

modélisation et la prévision du trafic réseau

3.1 Introduction

Le trafic réseau a énormément augmenté au cours de la derniere décennie en raison de
I’avenement des nouvelles technologies, industries et applications...etc et afin d’éviter la
congestion et la saturation du réseau a court ou long terme, il existe de nombreuses fagons
d’évaluer les performances du trafic car de nombreux travaux de prévision du trafic ont été
réalisés dans lesquels de nombreux modeles ont été utilisés pour vérifier leur adéquation a
la modélisation du trafic dans la littérature.

Dans cette section, une présentation d’'un modele INGARCH comme un modele
prédictif du trafic réseau a été fait ou 'estimation de ses parametres avec un algorithme
d’ajustement classique (CMLE), tandis que les parametres du processus de Poisson sont
prédits a pas de temps futurs sur la base d’un algorithme de prédiction sur un ensemble

de données fourni par le Center for Applied Internet Data Analysis (CAIDA).
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3.2 Travaux connexes

L’analyse du trafic réseau est devenue de plus en plus vitale et importante de nos
jours pour surveiller le trafic réseau et une raison plus pratique pour les prévisions a long
terme qui peuvent étre envisagée au niveau de chaque lien d’un réseau et d’avoir une idée
plus claire sur les éventuels changements et améliorations nécessaires dans le futur pour
I’équipement et les liens du réseau et nous pouvons aussi conclure que les prévisions sur
les variables qui caractérisent les parametres du réseau tel que le débit, le délai, le taux
de perte et le nombre de flux permetent de prévoir la performance du réseau .

Le réseau est analysé a différents niveaux a savoir, au niveau du paquet, au niveau du
flux et au niveau réseau pour la gestion de la sécurité, la figure (3.1) montre trois phases

principales d’analyse du trafic réseau.

L
-

-
ot e

F1GURE 3.1 — La structure générique d’analyse du trafic réseau.
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Pour cela il existe de nombreuses études dans la littérature concernant les modeles et les
méthodes de prévision de trafic réseau. La prévision est basée sur les modeles des séries
temporelles tels que la moyenne mobile autorégressive (ARMA) [99] a été utilisé comme
un modele de trafic de réseau pour la détection des intrusions et des attaques de réseau,
la moyenne mobile intégrée autorégressive (ARIMA) [99], la moyenne mobile intégrée frac-
tionnée (FARIMA) [25] qui a permis d’améliorer l'efficacité et la précision des prédictions et
un modele Autorégressif Conditionnellement Hétéroscédastiques Généralisé (GARCH) [49]
a été envisagé pour estimer la matrice de trafic du protocole Internet (IP) a grande échelle
qui décrit le volume du trafic entre les paires source-destination dans le réseau IP, les
modeles hybrides ont été envisagés dans plusieurs études telles que (AR/GARCH) et
(ARIMA/ GARCH) ont été proposés pour prédire le trafic Internet et le flux du trafic
dans [56] et [18], respectivement, les techniques d’apprentissage automatique (ML) [87] et
d’autres théories telles que la chaine de Markov cachée et la méthode exponentielle [102]
et récemment des réseaux neuronaux tels que Les réseaux de neurones récurrents (LSTM
RNN) capable d’identifier des modeles récurrents dans diverses mesures a été mis en oeuvre
pour prédire le trafic dans les réseaux cellulaires et un mécanisme qui prédit les change-
ments de charge de trafic dans le réseau central de la 5G a été proposé via un LSTM
RNN (Recurrent Neural Network) et un DNN (Deep Neural Networks) sur un ensemble de
données réelles d’arrivée de trafic dans un réseau mobile [48] et LSTM CNN (Convolutional
Neural Network) tandis que ces derniers ont été envisagés pour prédire les changements a

court terme dans le trafic traversant un réseau de centre de données [2].
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3.3 Ajustement du modele INGARCH et les données

mesureées.

Afin d’adapter un modele INGARCH approprié au trafic réseau, deux ordres p et q
doivent étre estimés. La valeur estimée peut étre obtenue en testant la fonction d’au-
tocorrélation (ACF) et la fonction d’autocorrélation partielle (PACF) [93]. Cependant,
comme le but de cet exemple est de tester ’adaptabilité du modele INGARCH au trafic
réseau, alors cette recherche ne considere pas ’estimation de I’ordre optimal. Généralement,
I'occurrence d'un événement tend a dépendre davantage des événements récents que des
événements survenus il y a longtemps, et la configuration est simple et le temps de calcul
est moindre si les ordres sont petits.

Par conséquent, 71”7 est souvent utilisé comme p et q (p = q = 1) dans le modele
ARIMA/GARCH pour la modélisation du trafic réseau [1§].

Sur cette base, les ordres sont fixé ici a 1. Ensuite, une application importante de ’analyse
des séries chronologiques la prévision. L’objectif de la prévision est d’estimer les valeurs fu-
tures de X, en tant que combinaison linéaire d'un sous-ensemble d’observations précédentes.
La prévision peut étre soit en une étape, ou X,, est prévu, soit en plusieurs étapes ou X,
k > 0. Il existe trois types de prévisions : les prévisions ponctuelles, les prévisions a inter-
valles et les prévisions probabilistes. Ce chapitre se concentre sur 'utilisation et ’analyse

des prévisions probabilistes, par la définition (2.3.2), on obtient {S\t(n) :n > 1} tel que

A1) = wH+al+ X, sin=1, (3.1)
n—2

M(n) = wla+ ) + (a+ B)"h(1), sin > 2. (3.2)
k=0

3.3.1 Ensemble de donneés

Kim [55] a réalisé une expérience sur un ensemble de données en 1'utilisant un langage
de programmation (Python 3.6) et (Tensorflow v.1.7.0) sur un systéme (Intel Core i7, 16
GB RAM).
Pour I'analyse 'auteur a utilisé un ensemble de données de traces passives de (CAIDA)
en 2016 contient des traces de trafic passives anonymisées du moniteur equinix-chicago de
CAIDA (dir A, dir B) collectées a partir de moniteurs haute vitesse sur une liaison dorsale
commerciale [46]. I1 s’agit de quatre données des dates différentes 21/01/2016, 18/02/2016,
17/03/2016 et 06/04/2016.
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Chaque date contient une heure de trafic (130000 UTC) et elle est divisée en 64 sous-
ensembles séquentiellement par heure. Par conséquent, la période de prévision est d’en-
viron 1 minute pour toute prédiction avancée, un total de 256 sous-groupes est pris en
compte. Le nombre d’octets de paquets IPv4 dans le "dir A” est extrait pour chaque date
et il est utilisé dans 'expérience. Les performances sont comparées avec deux modeles de
séries temporelles (ARIMA, GARCH) et un modele NN (LSTM est un modele qui prend
en compte le probleme du gradient de fuite dans le RNN [80]).

Ces données sont utiles pour la recherche sur les caractéristiques du trafic Internet, notam-
ment la panne des applications, les événements de sécurité, la distribution géographique et

topologique, le volume et la durée des flux.

3.3.2 Méthodologie de prévision

Soit les notations suivant :

Notation Description.
X; Données brutes
Y, Données transformés
E, Historique jusqu’a t
At La moyen conditionnelle E[X;|F;_]
):t Prévision de ):t
P, q Ordres du modele INGARCH
w, o, B; Les parametres de M
S {w, 01, ..., a0, Bry o, By
L(0) La fonction de vraisemblance conditionelle
log L(#) | La fonction logarithmique de vraisemblance conditionelle

TABLE 3.1 — Résumé des notations

{X;}¥, un ensemble de données donné, ot N est le nombre de données dans I’ensemble
de données. Pour obtenir une prévision a n étapes, l'estimateur du maximum des

vraisemblance conditionnelle de 6 est obtenu par l'algorithme de prévision suivant.

A Détape (1), {Y;}X, est obtenue par :

X, —
0x
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ou ux = E(Xy), ox = 1/V(X}) et a est une constante a déterminer pour la transformation
attribue de { X}, a {V;}¥, ot E(X;) = V(X}) = a.
Dans I'étape (2.1), {Yi}Y et {¥;}Y v, sont utilisés pour I'apprentissage et le test, res-

pectivement.

Algoritheme de prévision

1.Traiter les données : Transformer les données de trafic {X;}¥ | en {V;}Y, qui a une
distribution de poisson.
2.La formation du processus :
2.1 Divise {¥;}¥; en deux sous-ensemble disjoints {¥;};"; et {Y;}2y .1, ot Ny = N x r pour un
ration d’apprentissage r € (0,1) donné.
2.2 En utulisant {Y;}, pour trouve 8 par log L(8) = S>'_ {X;log(\;) — A; — log(X,!)} avec

0 = argmazlog L(0) .
0€o
3.Le processus de prévision :
3.1 En utilisant 6 et (3.2) pour trouver {Yy, ) }o ™ les données predits 4 n pas d’avance.
3.2 Prendre la transformation inverse de {YNZ(n) N=N et obtenire { Xy, () Y™ puis calculer les
mesures de performance pour { Xy, }nA " et {Xp(n)}HY v ..

4.Mise a jour : Augmenter N; un par un jusqua N et effectuer les etapes 2 — 3.

TABLE 3.2 — L’algorithme de la prévision

3.3.3 Mesures de performances

Pour mesurer la précision des prévisions, les mesures suivantes sont considérées : I’erreur
absolue moyenne normalisée (NMAE), lerreur carrée moyenne normalisée (NMSE) et le

rapport signal/erreur de prédiction (PSER). Ils sont définies par

N A
1 X, —X;
NMAE = 2 _-J 3.4
— 3 XA (3.4
Jj=N1+1
MSE
NMSE = , 3.5
Mtest ( )
SMtest
PSER = 101 —). )
SER 0 OglO(MSE) (3.6)
Ou MSE, Mes et SMy.s; sont donnés par
N A
(X; — X))
MSE = —_—
SE= ) NN

Jj=N1+1
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N
X
Mtest - . Z _]va
j=Ni1+1
et N
X2
SMtest = Z _]N
Jj=Ni1+1 !

3.4 Résultats

Afin de valider I'efficacité du modele, des traces de trafic passif anonymisées fournies par
le Center for Applied Internet Data Analysis sont utilisées dans I'expérience est une étude
comparative a été faite avec d’autres modeles tels que ARIMA, GARCH et LSTM et une
analyse de cette étude comparative est donnée dans les sections suivantes avec 1'utilisation

des données du trafic il a été observé que INGARCH a les meilleurs performances.

3.4.1 Traitement de données

Pour obtenir {Y;}Y, pour INGARCH, la valeur de (a) dans (3.3) est fixé & 20, qui est
choisi pour séparer les données en entiers donnant py, = 0124 = 400. On a remarqué que
a < 20 ne garantit pas tous les entiers distincts de {Y;}Y, et a > 20 n’est pas nécessaire
car la séparation des données dans I’ensemble de données brutes en entiers distincts est
suffisant.

Les parametres w, a et § sont trouvés d’une maniere extensive en prenant des valeurs dans
(0.5,1.5), [0,1), et [0,1), respectivement.
Les intervalles de « et 3 sont sélectionnés en tenant compte de la stationnarité des données,
tandis que la pertinence de l'intervalle de w est vérifiée par I’équation suivante (Proposition
7 dans [64]).
la moyenne de INGARCH (1,1) :

w
1 — (g +p5)
Pour la comparaison, avec l'utilisation des processus stationnaire comme : les modeles

ARIMA (p, d, q) et GARCH (p, d, q) avec (d = 1) car les données brutes échouent le test
de stationnarité.

E[Y)] = py, = (3.7)

Les ordres p et q sont variés dans ’expérience et nous avons obtenu que la performance de
l'ordre (p, q) = (5, 1) est meilleure que celle de tous les autres ordres en termes de mesures
considérées.

La méthode CMLE est appliquée au GARCH.
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Pour les LSTM,’ensemble de données est prétraité par Min-Max, qui est défini par la

formule suivante
Xt — mln(Xt)
el
X, = —— . 3.8
"7 max(X,) — min(X,) (38)
———
1<t<N 1<t<N

Le réseau de LSTM RNN se compose des trois couches principales : une couche d’entrée
avec une entrée, des couches cachées avec plusieurs blocs LSTM et une couche de sortie
qui fait une prédiction d’une seule valeur .

Dans I'exemple, il y a cinq couches cachées et douze blocs sont considérés et on obtient
que les performances avec trois couches cachées et douze blocs.

Dans ce qui suit, LSTM (mq,ms) implique LSTM avec m; couches cachées et msy blocs
dans chaque couche. LSTM est appelé LSTM DNN si m; > 3, sinon c¢’est un LSTM
RNN.
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3.4.2 Evaluation les performances

Dans cette sous-section, les performances et la complexité du modele ont été évaluées a
I’aide a des résultats ci-dessous. Pour chaque ensemble de données une étude comparative a
été fait avec les modele existant ARIMA, GARCH, LSTM et le modele proposé INGARCH.
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FIGURE 3.6 — Comparaison des mesures de performance pour différentes ratios (prévision

a un pas d’avance)

La figure (3.6) compare les mesures de performance pour différentes ratio (r). Elle
montre que les performances d’ARIMA et de LSTM RNN (1,4) sont les meilleures lorsque
(r = 0,7), tandis que celles d’'INGACH et de LSTM DNN (3,12) sont les meilleures lorsque
(r =0,6).

Pour GARCH (5,1,1), la NMAE est meilleure lorsque (r = 0,7) et NMSE est meilleure
lorsque (r = 0,6) .
Selon la figure, les résultats suivants sont obtenus lorsque (r = 0,7)

{ I < LD(3,12) < A(5,1,1) < LR(1,4) < A(1,1,1) < G(5,1,1) pour NMAE, (3.9)

I < A(5,1,1) < LD(3,12) < A(1,1,1) < LR(1,4) < G(5,1,1) pour NMSE.

Oul, G, A, LR, et LD représentent INGARCH, GARCH, ARIMA, LSTM RNN, et LSTM
DNN respectivement.

On remarque que le modele INGARCH dépend pas du ratio, ce qui semble utilisable pour



3.4 Résultats 90

réaliser 'algorithme de prédiction mentionné ci-dessus. Sur cette base, le ratio d’appren-
tissage de (r = 0,7) est utilisé de maniere fondamentale et les deux ratios d’apprentissage,
0,1 et 0,4, sont utilisés en plus dans certaines résultats.

On observe que le 6 actualisé pour les prévisions a un pas en avant fluctuent légerement
puis convergent vers (0.5556, 0.0556, 0.943) pour pour les données de tous les jours et pour
les différents valeurs de r.

En d’autres termes, le modele du traffic pour les données est obtenu par
An, (1) = 0.5556 + 0.556 Ay, + 0.943X v, . (3.10)
D’aprés (3.7) et (3.9), on obtient
E[Y;] ~ 396, 86.

On peut supposer que la prévision est plus précise si n le nombre de pas futurs dans la

prédiction est petit. Les résultats suivants vérifient cette hypothese.

Remarque 3.2.1
Dans les figures ((3.7), (3.8), (3.10)), 'axe des x et 'axe des y représentent respective-
ment le temps (unité : minutes) et le nombre d’octets (unité : 1010), et les lignes de couleur

noire et autre que noire représentent respectivement les données brutes et les prévisions.
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200
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FIGURE 3.7 — Données brutes et prévision a 1 étape pour (r = 0.1) ’INGARCH.

La figure (3.7) montre le total des octets de paquets IPv4 du traffic des quatre heures

des quatre dates et sa prévision a un pas en avant dans I’ordre temporel lorsque r est égal a
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0,1 (les performances 'INGARCH). Les données des quatre dates sont utilisées pour voir

comment le traffic des autres jours affectent (une prévisions pour les autres jours).
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FIGURE 3.8 — Comparaison des prévisions a n étapes pour (r

0,7) ’INGARCH.

La figure (3.8) compare les prévisions a 1, 3 et 5 pas en avant avec des données de
(06/04/2016) uniquement lorsque (r = 0,7) 'INGARCH. Elle montre que la Prévision a

1 étape est la meilleure, comme prévu .
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jusqu’a 10 étapes d’avance pour un ration (r = 0,7).
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La figure (3.9) compare les mesures de performance ’INGARCH avec des données de
(06/04/2016) et (21/01/2016) jusqu’aux prévisions a 10 étapes lorsque (r = 0,7). Quand
le pas augmente, le NMAE et le NMSE augmentent, tandis que le PSER diminue comme

prévu.
Données Etape | NMAE(0.1/0.7) | NMSE(0.1/0.7) | SER(0.1/0.7)
Tout les dates 1 0.0191/0.0239 0.0329/0.0423 | 206.16/198.65
3 0.1582/0.0630 0.1858/0.0754 | 191.13/193.63
1 0.0235/0.0157 | 0.0407/0.0237 | 197.37/196.82
06/04/2016 3 0.0508/0.0193 0.0626/0.0316 | 193.63/194.41
) 0.1261/0.0432 0.1444/0.0568 | 186.37/189.31
1 0.0375/0.0365 0.0490/0.0550 | 195.47/189.70
01/21/2016 3 0.0542/0.0383 | 0.0687/0.0596 | 192.55/189.01
) 0.1230/0.0569 0.1464/0.0770 | 185.97/186.79

TABLE 3.3 — Résumé des valeurs des mesures de performance d’INGARCH obtenues lorsque
(r=0,1)et (r=0,7)

Le tableau (3.3) résume les valeurs des mesures de performance ’INGARCH lorsque (r
= 0,1) et (r = 0,7). Il montre que la prévision a une étape est plus précise lorsque r égale
a 0,1 quand les données de toutes les dates sont utilisées, tandis que lorsque le nombre
d’étapes augmente et r égale a 0,7 la précision revient a les données d'une seule date. Cela
s’explique par le fait que le traffic est plus susceptible d’étre corrélé au traffic du méme

jour plutot qu’au traffic d’un autre jour.
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La figure (3.10) compare les prévisions a 1 étape pour quatre différents modeles ont
utilisont les données de (06/04/2016) avec deux valeurs différentes de r, (i) r =0,4 et (ii) r
= 0,7.

Les performances de deux ordres différents de (p) pour un modele ARIMA et GARCH sont
comparés, [(a) & (c¢)] et [(b) & (d)] et les performances d’'un modele INGARCH et d 'un
modele LSTM DNN avec 3 couches cachées et 12 blocs dans chaque couche [(e) & (f)].

Pour évaluer la précision de la prévision du modele INGARCH, nous avons réalisé une
étude comparative avec les modeles existants ARIMA, GARCH et LSTM DNN. Comme
le montre le tableau (3.4) qui présente les mesures de performance des quatre modeles

présentés dans la figure (3.10).

GARCH(5,1,1)
LSTM RNN(1,4)
LSTM DNN(3,12)

INGARCH

0.2031,/0.0888
0.1891/0.0691
0.1691/0.0555
0.0243/0.0161

Modeles NMAE(0.4/0.7) | NMSE(0.1/0.7)
ARIMA(1,1,1) | 0.0944/0.0712 | 0.1293/0.0867
ARIMA(5,1,1) | 0.0862/0.0573 | 0.1238/0.0814
GARCH(1,1,1) | 0.2032/0.0865 | 0.2329/0.1062

0.2359/0.1095
0.1998,/0.1003
0.1851,0.0833
0.0453/0.0237

TABLE 3.4 — Comparaison les mesure de performance (NMAE & NMSE) pour les quatre

modeles avec un ration (r = 0,4) et (r = 0,7).

Sur la base de la figure (3.10) et du tableau (3.4), les NMAE et NMSE des modeles
sont obtenus comme suit

I < A(5,1,1) < A(1,1,1) < LD(3,12) < LR(1,4) < G(5,1,1) < G(1,1,1) pour NMAE(0,4),
I < LD(3,12) < A(5,1,1) < LR(1,4) < A(1,1,1) < G(1,1,1) < G(5,1,1) pour NMAE(0,7), (3.11)
I < A(5,1,1) < LD(3,12) < A(1,1,1) < LR(1,4) < G(1,1,1) < G(5,1,1) pour NMSE(0,7),
I < A(5,1,1) < A(1,1,1) < LD(3,12) < LR(1,4) < G(1,1,1) < G(5,1,1) pour NMSE(0,4)

Oul, G, A, LR, et LD représentent INGARCH, GARCH, ARIMA, LSTM RNN, et LSTM
DNN respectivement.

Selon (3.11), INGARCH semble étre le meilleur modele parmi les quatre modeles pour les
mesures étudie et sur la base de cette comparaison les valeurs obtenues sont considérées
comme fiables. Par conséquent, le modele INGARCH est approprié pour le modele de

prévision du trafic.
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3.4.3 Conclusion

Dans notre exemple, le modele INGARCH introduit est un modele de série chronolo-
gique non linéaire, qui est capable de capturer les caractéristiques du trafic de réseau et la
propriété de dépendance a longue distance car 'arrivée des paquets dans les topologies de
réseau telles que IoT, WLAN et VANET avec taux de connexion élevés apparait toujours
comme un processus de Poisson, alors pour une modélisation le modele INGARCH semble
étre un modele adéquat pour la prévision du trafic de réseau que les séries chronologiques
linéaires traditionnelles n’ont pas réussi a prendre en compte.

Les performances du modele proposé sont comparées a celles de trois modeles différents :
moyenne mobile intégrée autorégressive, GARCH, et réseau neuronal récurrent a mémoire
a long terme, Le résultat obtenu est que le modele INGARCH est plus facile a mettre
en oeuvre que le modele de réseau neuronal (NN) et qu’il peut mieux capturer les

caractéristiques du trafic réseau que les autres modeles statistiques.



Conclusion générale

Dans ce travail nous avons présenté une synthese bibliographique sur les modeles de
séries chronologiques a valeurs entieres ou ces modeles sont utilisés dans le cadre de la
résolution des problemes de comptage. Nous avons scindé ce mémoire en trois chapitres,
les deux premiers chapitres concernent la présentation des de classes des modeles de séries
temporelles a valeurs entieres tandis que le dernier chapitre porte un exemple d’application
d’un modele INGARCH pour la modélisation et la prévision sur du trafic réseau internet

qui a été étudié récemment par Kim [55].

Concernant les deux catégories de modeles de séries chronologiques a valeurs entieres
cités dans ce mémoire, a savoir : les modeles basés sur l'opérateur d’amincissement et
les modeles basés sur la régression discrete. Dans un premier temps, nous avons présenté
les structures probabilistes pour certains modeles cités dans la littérature, puis dans un
second temps nous avons présenté les principales méthodes d’estimations pour chaque
modele.

Le troisieme chapitre a pour but de présenter une application d’un modele INGARCH sur

des données réelles (Trafic reseau internet) [55].

Enfin, Les modeles décrites dans les deux catégories sont devenue tres populaires ces
dernieres années pour la modélisation des processus de comptage stationnaires. Mais un
grand nombre d’autres modeles de séries chronologiques de comptage ont également été
proposés dans la littérature comme les modeles de régression conditionnelle, les modeles

de markov cachés, les modeles d’espace d’état et Les nouveaux modeles ARMA discrets
(NDARMA) [19].
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Résumé

Plusieurs problemes dans de nombreux domaines scientifiques sont résolus a 1’aide des
modeles de séries chronologiques a valeurs entieres avec quelques applications et simula-
tions, car lorsqu’une série ne prend qu'un nombre limité de valeurs entieres, elle ne peut
étre approchée correctement par un modele de séries chronologiques classique a valeurs
réelles.

Notre objectif dans ce travail est de faire une synthese bibliographique sur les modeles
de série chronologique a valeurs entieres existants et les classifier selon le classement de (Cox
et al, 1981) en deux catégories principales qui jouent un role majeur dans la modélisation
des données issues d'un phénomene de comptage.

Nous avons donné dans un premier temps, pour chacune de ces deux catégories de
modeles de séries temporelles entieres, la structure de probabilité de certains modeles cités
dans la littérature, puis au second temps nous avons mis ’accent sur quelques approches
d’estimation considérées dans la littérature pour ces modeles.

Pour exhiber la bonne performance des modeles de séries chronologiques a valeurs
entieres nous avons présenté une étude récente de (Kim, 2020) qui révele les avantages de
I'utilisation de ces modeles dans la prévision et 'analyse du trafic réseau, qui est devenue
de plus en plus importante a ’heure actuelle et a I'avenir pour la surveillance du trafic
réseau.

Mots cles : Séries chronologiques a valeurs entieres, processus de comptage, station-
naire, ergodique, structure de probabilité, approches d’estimation, opérateur d’amincisse-
ment.

Abstract

Several problems in many scientific fields are solved using integer value time series
models with some applications and simulations. Because when a series takes only a limited
number of integer values, it cannot be approximated correctly by a classical real valued
time series model.

Our objective in this work then is to make a bibliographical synthesis on the existing
integer time series models and to classify them according to the classification of (Cox et
al, 1981) in two main categories which play a major role in the modeling of data resulting
from a counting phenomenon.

We have first given, for each of these two categories of integer time series models, the
probability structure of some models cited in the literature, and then we have focused on
some estimation approaches considered in the literature for these models.

To demonstrate the good performance of integer-valued time-series models, we
presented a recent study conducted by (Kim, 2020) that reveals the advantages of using
these models in network traffic prediction and analysis, which are becoming increasingly
important nowadays and in the future on network traffic monitoring.

Keywords : Integer time series, counting processes, stationary , ergodic, probability
structure, estimation approaches, operator of thinning.
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