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| ntr oduction

Fondée par Isaac Newton, la mécanique classique se révéla a la fois efficace et
puissante pour decrire les phénoménes de la nature en termes de forces agissant sur les
systemes. Joseph-Louis Lagrange proposa une formulation équivalente, mais
remarquablement élégante des équations de la mécanique classique, dans sont ouvrage
célébre « la mécanique analytique ». Cette mécanique dével oppée ensuite principal ement
par Hamilton et Jacobi constitue une formulation particulierement tres puissante dans sa
cohérence et I'éégance de son formalisme mathématique [1,2]. Elle est parfaitement
adaptée aux développements de la physique moderne dans les domaines quantique et
relativiste. Le formalisme hamiltonien en particulier joue un réle capital s on veut avoir
une description quantique des systemes classiques [6,15].

Cependant, 1a mécanique analytique dans sa version standard reste impuissante
devant les difficultés liées a |’ étude classique des systemes fermioniques qui n’ont pas
d’ équivalent classiqgue. Nous pouvons citer les cas de I'oscillateur harmonique
fermionique et de la dynamique de spin, qui sont considérés comme étant des systémes
purement quantiques.

Pour cette raison, nous considérons la meécanique pseudo-classique [7,8,9,10],
c'est-a-dire la mécanique d’'un systéme décrit par les variables de Grassmann en plus des
variables canoniques ordinaires. Notre but est de définir les crochets de Poisson relatifs a
ces systémes pseudo-classiques et d' étudier leurs propriétés, afin de montrer que leurs
théories quantifiées correspondent a la théorie quantique ordinaire avec des opérateurs
Fermionique.

Donc, I’ objectif de ce mémoire est d' utiliser |’ algébre de Grassmann pour |’ éude
de la mécanique analytique et de procéder a la quantification canonique des systémes
pseudo-classiques. Pour y arriver, nous organiserons notre travail en trois chapitres
comme suit:

Dans le premier chapitre, nous alons brievement rappeler certains aspects de la

mécanique analytique, en particulier, la formulation lagrangienne pour des systémes
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a un nombre fini de degré de liberté, puis la formulation hamiltonienne obtenue suite a
une transformation de Legendre, ce qui permet de définir les crochets de Poisson et de
procéder a la quantification canonique. Nous allons aussi donner un bref rappel de la
mécanique quantique concernant quelques systemes qui n'ont pas d’ analogues classiques
comme |'oscillateur harmonique fermionique, la dynamique de spin et |'équation de Pauli.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’ étude de la mécanique anaytique dans les
algebres de Grassmann, ou nous allons définir en premier lieu cette algebre et ses
propriétés, puis nous entamerons |’ étude des deux formalismes lagrangien et hamiltonien
des systémes pseudo-classiques dans le but de donner une définition des crochets de
Poisson pour la mécanique pseudo-classique et d’ énumérer leurs propriétés nécessaires a
la quantification canonique de ces systémes.

Dans le troisieme chapitre, nous alons faire des applications sur quelques systémes
physique décrits a la fois par des variables canoniques ordinaires et par les variables de
Grassmann, afin de donner une bonne description des systémes classiques de fermions et
de procéder ala quantification canonique de la pseudo-mécanique et ensuite la comparer a
lathéorie quantique ordinaire.



Chapitre 1 : Rappels sur la mécanigue _analytigue et la mécanique guantique

CHAPITRE

1 Rappels sur la mécanique
analytique et lamecanique
guantique

La mécanique analytique [1,2] est une reformulation de la mécanique classique de
Newton élaborée progressivement durant la période 1750-1850. Cette approche de la
mécanique a le méme contenu physique que celle de Newton, mais elle constitue un autre
point de vue avec de nouveaux concepts plus généraux et plus puissants, sur lesquels

reposent une grande partie de la physique moderne.

En effet, les méthodes de la mécanique analytique dans ses formulations
lagrangienne et hamiltonienne permettent de procéder a la quantification canonique des
systemes classiques afin de les étudier dans un contexte quantique ou les grandeurs

classiques deviennent des opérateurs hermitiens agissant sur un espace de Hilbert.

Dans ce chapitre nous allons rappeler briévement certains aspects de la mécanique

analytique et de la mécanique quantique [6,14,15].
1-1-Formalisme Lagrangien

En mécanique analytique, |’état d’ un systéme physique a Ndegrés de liberté est

déterminé par ses N coordonnées généralisées q = (q4(t), ..., qn(t)) €t par ses N vitesses
généralistes q(t) = d‘;—(tt) = (q,(t), ...,qy(t)). L'espace qui caractérise |'état de ce
systéme a un instant donnée t est |’espace des configurations (g ... qy; g4 ... qy). Pour
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Chapitre 1 : Rappels sur la mécanigue _analytigue et la mécanique guantique

étudier I’évolution de ce dernier, il faut introduire une action S(q) qui est une
fonctionnelle de q(t) définie par I'intégrale suivante :
ty
5@ = | La@iq @0 (LD)
ti
ou L(q(t); q(t); t) est lelagrangien du systéme et (¢;, t;) sont lesinstantsinitia et final.
Le principe de moindre action (principe de Hamilton) stipule que la trgectoire

physique est le chemin qui rend |’ action extrémale, autrement dit, il faut que 6S(gq) = 0.

Ce principe sert a nous fournir les éguations de mouvement de notre systeme. En effet,

tr tr

L(qs + 8qi; 4i + 8 4i; )t f L(g; 4; 0)dt

ti

8S(q) = f

ti

tr aL oL
j Z (Sqi)dt 1<i<N
t;

L=

jtfz oL d 5 )d
N ql a dt ql

L=

ftfz aL <6L6 ) d(OL)6 )dt
t t\9g;° ") " at\ag,) °"

L =

thZ[ 5 dt+Z[ 4] 12
aql dtaql ql a ql (')

Le deuxieme terme de la derniére équation est nul car les accroissements infinitésimaux

s annulant aux extrémités de latrgectoire, donc 8q;(t;) = 8q;(t;) = 0, aors

6S(q) —f Z [aql —%S—L 8q;dt (1.3)

Comme les variations &q;(t) sont arbitraires et indépendantes, |’ action est stationnaire

(65(q) = 0) Sl et seulement s
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Ces équations différentielles de deuxiéme degré sont les égquations d’ Euler-Lagrange, qui

régissent I’ évolution de notre systéme en respectant |e principe de moindre action.
1-2-Formalisme Hamiltonien :

Dans le formalisme de Hamilton, pour décrire un systeme a N degrés de liberté, il
faut introduire a coté des N coordonnés généralisées{q;}, N variables indépendantes

supplémentaires notées {p; } appelées les moments conjugués et définis par larelation

oL

=— i=1..N 15
33, (1.5)

Pi

On peut ainsi écrire les équations d’ Euler-Lagrange sous laforme :

oL

=— i=1..N 1.6
3, (1.6)

D;
La description d'un systeme physique n'est plus aors faite dans |'espace des

configurations, mais dans un nouvel espace a 2N dimensions appelé I’ espace des phases.

L’utilisation de la transformation de Legendre permet de passer du formalisme
lagrangien vers celui de Hamilton : les équations (1.5) doivent étre inversées par rapport
aux vitesses généralisées g afin de remplacer ces derniéres par leurs expressions ¢ =

q(q,p, t) dansle Hamiltonien H(q, p, t) ci-dessous.

N N
H@pO =) pidapt)—L= ) pidi—L (1.7)
i=1 i=1

Afin d utiliser le principe de moindre action, remarquons d’ abord que

N
L= pidi—H (1.8)

i=1
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Lavariation de |’ action devient

t

N
f tr
5s= 6| Ldt =j 5<Zpiqi — H(g; p; t)) dt
ti i=1

t

t.

i

J0H 5 J0H )d
aql ql apl pl

-

~
1]
[y

(5Pifli + pidq; —

- 13 i (o000 o) - - )
= y L qiop; dt pioq; pioq; 94, qi ap; Pi
L =
N
ftfzd 5 )dt+f aH)a ('+6H)5 dt
. dt pl qi qi api Pi Pi aqi qi

L =1 111

N ¢ N
St + |3 a- )ono+2) s
1pl ql N apl pl aql ql

i= L i=1

Comme §q;(t;) = 8q;(tf) = 0 et les variations (6q, §p) sont indépendantes,  le seul
moyen de s assurer que S = 0 est d'imposer a la trgjectoire physique de vérifier les

équations canoniques de Hamilton
i=1..N (1.9)

Il S'agit de 2N équations différentielles du premier ordre qui remplacent les N équations

de Lagrange dans |a description des systémes classsiques.
1-3-Les crochets de Poisson :

Les crochets de Poisson sont des expressions mathématiques introduites

initialement dans le cadre de la mécanique analytique qui sont indispensables pour la
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Chapitre 1 : Rappels sur la mécanigue _analytigue et la mécanique guantique

guantification canonique. En effet, s on considére une grandeur quelcongue
f(q1 ---qn,P1 - PN, t) définie dans |’ espace des phases et qui dépend des coordonnées
généralisées, des moments conjugués et du temps, sa dérivée totale par rapport au temps

sera

d d
4.9 Z( +25p0 (1.10)

En utilisant (1.9), on aboutit &1’ expression

————— ) =+ {f,H} (1.11)

df_af+z(af 0H Of oH f
0q; dp; 0p;0q;

i=

Généralement, le crochet de Poisson entre deux fonction f(q,p,t) et g(q,p, t) est défini

par

N
{f,g}—Z———ff (1.12)

Dans le cas des variables dynamiques fondamentales g; et p;, les éguations de

Hamilton s écrivent alors sous la forme plus symétrique

{q" = lay H} —1..N (1.13)

Iji = {pi» H}

Ladéfinition (1.12) nous permet de calculer les crochets fondamentaux relatifs aux

variables canoniques (p, q) €t celanous donne

{ava;}=0
{pupj}=0 ij=1..N (1.14)
{aups} =6,

0U &;; est le symbole Kronecker (i # j = &;; = 0;i=j = §; = 1)

Il est possible d utiliser ces crochets afin de réécrire le crochet {f, g} souslaforme

11
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3 of dg of dg of dg
vhg)= ”21{%% aq; 0q; {q“p’}aql op; +iew ’}aplaqj
of dg
+{pupi}5- 95D, (1.15)
De ladéfinition (1.12), nous pouvons auss déduire que
of
((Fad=-+-
{ fpl (1.16)
L {fivi}= 0,

Partant de la méme définition, s a et  sont deux réelset f, g et h sont trois fonctions
qui dépend de g, p, t, on peut résumer les propriétés du crochet de Poisson dans les points

suivants :

1) L'antisymétrie: {f,g}=—{g.f} = {f.f} =0

2) Lalinéarité: {af + Bg,h} =aif, h} + B{g, h}

3) L’identitéde Jacobi : {f, {g, h}} +{h,{f, g3} +{g.{h.f}} =0 (1.17)
4) RégledelLebnizl:{fg,h}=f{g, h}+ {f hlg

5) RégledeLeibniz2: {<, gl + {£,%2) =L 11, g}
1-4- La quantification canonique

En physique théorique, I’éude du comportement d'un systeme a I'échelle
mi croscopi que nécessite une description quantique pour comprendre un certain nombre de
phénomenes. La quantification canonique opérée dans le formalisme hamiltonien,
consiste a remplacer les positions g; et lesimpulsions p; définies dans |’ espace des phases
par les opérateurs positions g, et |es opérateurs impulsions p, qui agissent dans |’ espace de
Hilbert appelé I'espace des états physiques de telle sorte que les crochets de Poisson

soient remplacés par des commutateurs vérifiant la condition

[f.g] =F 3 - gf =in{f. g} (1.18)

12



Chapitre 1 : Rappels sur la mécanigue _analytigue et la mécanique guantique

ol f(q,p,t) e g(q,p,t) sont des grandeurs classiques et f = f(§,p,t) et § = g(§,p,t)
sont des opérateurs hermétiques. {f, g} Est |'opérateur associé au crochet de Poisson

{f,gleth = % est la constante de Planck réduite.

Avec la condition (1.18), les commutateurs satisfont toutes les propriétés
énumeérées dans (1.17). Cette maniére de faire les choses n'est pas auss simple gu’il en
parait, elle se heurte a un probleme majeur lié al’ ordre des opérateurs qui he commutent
pas en général, heureusement qu’une grande partie des systemes physiques est décrite
d’une fagon ssimple. Dans le cas particulier les 2N opérateurs p, et g, correspondantes aux

2N variables fondamentales q; et p; obéissent aux relations de commutations

[3.7,] = ihsy; @3] =[p]=0 ij=1.N (119

Dans la représentation de Heisenberg, |es opérateurs évoluent dans le temps tandis
que I’ é&at 1), du systéme reste constant. L’ évolution temporelle d' un opérateur A dans

cette représentation est régie par I’ éguation

dA i A
—=—E[A,H]+

dt ot

ol H est I’opérateur Hamiltonien du systéme. On en déduit facilement les équations de

Heisenberg
dq, PP
P —ﬁ[ql, H i=1..N (1.20)
dp, P a1 .
—r=—7[p.A] i=1.N (1.21)

Dans la représentation de Schrodinger, les opérateurs ne dépendent pas du temps,

alorsquel’état [y (t))s varie dans|etemps en obéissent al’ équation de Schrodinger

d ~
ih = [p(©)s = A (©)s (1.22)
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Chapitre 1 : Rappels sur la mécanigue _analytigue et la mécanique guantique

Ces deux représentations sont mathématiquement différentes mais physiquement
équivalentes. Elles sont liées par une transformation unitaire et conduisent aux mémes

prédictions sur le plan expérimental .
1-5- L’ oscillateur harmonique fermionique

En physique théorique I’ oscillateur harmonique est le systeme le plus simple et le
plus important. De fagcon générale, on peut définir un oscillateur harmonique comme étant
un systeme périodique sinusoidal avec une amplitude et une fréquence indépendantes des

conditionsinitiales.

L’ oscillateur harmonique quantique est le résultat de la quantification d'un
2
oscillateur harmonique classique décrit par le hamiltonien H=%+%mw2x2 ou

{x,p.} = 1. En effet, aprés quantification, le hamiltonien devient I’ opérateur

B |
H = %%-Emw X avec [X, Px] = ih (1.23)

Pour étudier ce systeme, il est utile d'introduire les opérateurs de créations et

d annihilations

N h . . . .
oux, = /% Ces derniers vérifient les relations de commutation

[a,a*]=1 ; [aa]l=][a*a*]=0. (1.25)

QD

Maintenant, e hamiltonien peut se mettre souslaforme

. hw hw
H=—]Ja%al, =—(@a*a+aa")
2 2
1
= hw (d*d + E) (1.26)

et [a*t,a], =ata + aat est|'anti-commutateur ded et a*.

14



Chapitre 1 : Rappels sur la mécanigue _analytigue et la mécanique guantique

Les états propres {|n)} d’un oscillateur harmonique vérifient les relations

Hn) = hw (n + %) In) (1.27)
{ dln) = Vnln —1) ne{012 ..} (1.28)
atln)y =vn+1jn+ 1)

On en déduit que I'énergie d'un oscillateur harmonique bosonique est E,, = hw (n +
%) et que I’action de @ sur |0) est nulle (@|0) = 0). Les différents niveaux sont reliés au

niveau fondamental par I’ équation |n) = \/% @a+thm|o).

Contrairement a |’oscillateur bosonique, I'oscillateur fermionique n'a pas
d’ équivalent classique. Il est introduit directement avec un hamiltonien qui s écrit sous la

forme

= hw (b+b - %) (1.29)

ou b et b* sont les opérateurs de création et d’annihilation fermioniques qui obéissent

aux relations d’ anti-commutations
{b,b*} =1 (1.30)
{b,b} ={b*,b*} =0 (1.31)

Dans le cas fermionique, le hamiltonien présente juste deux niveaux |n) €

{]0), |1)}. L’ action de ces opérateurs sur un état propre |n) de Ay est donnée par

bln) =nln — 1)
{ btn) = (1 — n)|n + 1) (1.32)
Explicitement,
ploy=0 ; b*|0)=[1) ; bl1y=10) ; b*l1)=0 133)

15



Chapitre 1 : Rappels sur la mécanigue _analytigue et la mécanique guantique

L’ état fondamental |0) et le niveau excité | 1) satisfont le probléme aux valeurs propres
~ hw ~ hw
HF|0)=_7|O> ; HF|1>=+7|1)

Les opérateurs b et b* admettent également une représentation matricielle

F_ls _(0 0 . prolg (01
b—ZG_—(1 0) ; b —20+—(0 0) (1.34)
ou
Ai = 6-1 i 16-2 ; [6-+, 6_] = 4‘6-3 (135)

sachant que &, 65, 63 sont les matrices de Pauli

a=0 o) =07  a=G %) a3
1-6- La dynamique du spin quantique

Comme la masse et |a charge électrique sont des propriétés internes des particules,
la physique quantique nous enseigne que le spin est aussi unes des propriétés intrinseques
de ces particules qui n'a pas d’ équivalent classique. Sa mesure donne des valeurs
discretes et elle est soumise au principe d’incertitude. Nous pouvons classer les particules
selon le nombre quantique de spin: les bosons ont un spin entier, contrairement aux

fermions ayant un spin demi-entier.

Le spin est un moment cinétique intrinseque décrit par un opérateur vectoriel
hermitien noté . Ses trois composantes S,, S, 5, sont des observables physiques vérifiant

|es relations de commutations suivantes :
15:,Sy] = inS,, [S),5,] = inS,, [S. Si] = iRS, (1.37)

En présence d un champ magnétique B = B, 7 + Byj + B,k, la dynamique de spin

obéit aux éguations de Heisenberg :

A 1., - 1.. . 1. .
Sx = a[sx; H], Sy = E[Sy,H], SZ = a[sz, H] (138)

16



Chapitre 1 : Rappels sur la mécanigue _analytigue et la mécanique guantique

ou le hamiltonien de I’ interaction est donné par

A = —wS.B = —w($;By +$,B, + $,B,) (1.39)
avec w représentant le rapport géomagnétique.

A I’aide des relations de commutations précédentes, on démontre facilement que

S = w(-B,S, + B,S,) (1.40)
Sy = w(B,S, — B,S,) (1.41)
S, = w(=ByS, + B,S,) (1.42)
Sous forme vectorielle
d§ - 3
- =—0BAS) (1.43)

Nous avons ainsi obtenu I’ équation d’ évolution de I’ opérateur de spin dans|’image de

Heisenberg.
1-7- L’ équation de Paulli

Elaborée par Wolfgang Pauli en 1927, cette équation est considérée comme une
reformulation non relativiste de I’ équation de Schrédinger pour les particules de spin 1/2
pour prendre en compte l'interaction du spin de la particule avec un champ

électromagnétique externe.

Classiquement, une particule de masse m et de charge g se déplacant en présence
d’un champ éectromagnétique (E, B) va subir |a force de Lorentz F=

q(E + ¥ A B), d' o I équation de mouvement
md = q(E + ¥ AB) (1.44)

ou v est lavitesse et a est |’ accélération. Le lagrangien associé a cette équation s écrit
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Chapitre 1 : Rappels sur la mécanigue _analytigue et la mécanique guantique

1 L o
L= Emvz +q(3.4-V) (1.45)
sachant que 4 = A(7,t) est le potentiel vecteur et V = V(7 t) est le potentiel scalaire

04 =
—=F.

vérifiant lesrelationsrotA = B et —grad V — — =

Les moments conjugués obtenus a partir du lagrangien précédent sontp = mv +

qff et le hamiltonien classique s écrit donc sous laforme
H = —— (5 — qA)? + qU 1.46
=5 -(P—ad)" +q (1.46)
Apreés quantification, e hamiltonien classique devient |’ opérateur hamiltonien
A=—(P—qhy +q0 147
=5 (P—qd)" +q (1.47)
oA = A t), V= U t) et P=—iAV. L équation de Schrodinger seraalors
. a P -, 2
ih—1 = ((ihV + qA)? + qU )y (1.48)

Examinons maintenant le cas d’'une particule chargée avec spin 1/2 ayant un
moment magnétique intrinseque i, di au moment cinétique du spin S. Le tableau ci-

dessous montre les moments magnétique de quelques particules et leurs facteurs de Landé

9.
Particule Moment magnétique Facteur de Landé
Electron N le] - g = 2.002319314
Us = =95 S
me
Proton . el - = 5.5883
Us = QLS 7
2m,
Neutron . el - = —3.8263
Us = g ] S g
2m,

En présence d’ un champ magnétique B, le moment magnétique de spin va interagir
avec ce dernier al’aide du terme d’interaction
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Donc le hamiltonien du spin %2 en présence d’ un champ magnétique va s écrire

—~ 1 /5 RN L =
Apaui = 5~(P ~ad) +qU ~jis.B (150)
d’ou I’ éguation de Pauli
oy oy 1 /5 2\ 2 .
ih—— = Hpquith ih—- = (% (P—qd) +qu- MS.B) v (151)

ouy = [:ﬁ*] est un spineur a 2 composantes et |’opérateur de spin S est représenté

comme suit :

s~ _hro B « _hpo B _h
5[1 ] 2% Sy_i[i ] 2% _[0 —1] 20
sachant que ¢ = (6x, by, c?z) est le vecteur des matrices de Pauli. Explicitement,

0 1 . - h . -
Lha—lf = <% (ihV+ qA(7, t)) +qU (7, t) — 92155 B(7, t)) Y (1.52)

B, — iB

ol .B = o,B, + 0,B, + 0,B, y]. Cette équation est la limite non

[B + By
relativiste de I’ équation de Dirac.
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Chapitre 2 : La mécanique analytique dans les algebres de Grassmann

CHAPITRE

2 L a mécanique analytique
dans les algebres de
Grassmann

Dans ce chapitre, nous allons dével opper des outils mathématiques sur les algebres de
Grassmann afin de généraliser |la mécanique analytique aux systemes décrits par des variables
qui anti-commutent afin de procéder aleur quantification canonique[7,8,9,10,12,13].

2-1- Introduction aux algebres de Grassmann

2-1-1- Définitions

Une agebre de Grassmann Gr est un espace vectoriel sur les corps réels R ou
complexes C, formeée par |’ unité et I’ ensemble de générateurs{6,} avec « = 1, ..., M, dont

les produits obéissent aux relations d’ anti-commutation [4,5,11] :
[eva,eﬁ]+ = 0,05 + 0p0, = 0 = 0,05 =—030, Vap (2.1)

Cela impligue notamment que pour tout a donné: 82 = 0 et que toute puissance d’ un
nombre de Grassmann supérieure a 1 nous donne 0. L’algébre de Grassmann est une
algébre associative de dimension 2™ ol tous les é éments peuvent s écrire sous forme de

combinaisons linéaires des ééments de labase
{1; 045 0,05 0,036, ; 0,056,6,; ...;6010, ...04} (2.2)

Autrement dit, tous les éléments d’ une algébre de Grassmann sont des polynémes formeés

par lesgenérateurs{6,} aveca = 1, ..., M.

Les fonctions des variables de Grassmann ont un développement de Taylor fini.
Donc pour M = 1, il 'y aqu’une seule variable de Grassmann et une fonction arbitraire
S écrit sous laforme
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Chapitre 2 : La mécanique analytique dans les algebres de Grassmann

f(61) = fo + f164 (2.3)

ou fyet f; sont considérés comme des nombres réels ou complexes. De méme pour M = 2,

nous avons
f(61,02) = fo + f101 + f20, + f12016, (2.4)
Pour M quelconque, laforme générale de f est
f=fot faba+ faﬁeaeﬁ + faﬁyeaeﬁey + -+ fi2.m010; ... Oy (2.5)

C’est une somme de 2 termes avec les coefficientsfy, £, ..., fi2_u, OU chague terme est
un produit des 6,,.
Nous constatons rapidement que les éléments d’ une algebre de Grassmann peuvent
S écrire comme étant la somme d’un polynéme avec des puissances paires et d’'un autre
polyndme ayant des puissances impaires :
f(6a) = FOBa) + fF(6) (2.6)
On dit que la parité de () est égale 40 tandis que cellede £V est égale & 1. En général,
les nombres de Grassmann ayant juste des termes avec des puissances pairs des 6, sont
appelés des nombres de Grassmann pairs ou des nombres bosoniques ; et les nombres de
Grassmann avec des termes ayant un nombre de 6, impaire sont appelés des nombres de
Grassmann impairs ou des nombres fermioniques. Donc, un nombre bosonique B a une
parité P5=0 et un nombre fermionique Fa une parité Pp=1.
A présent, essayons de voir explicitement I'intérét d'introduire la parité. En effet,
S A et C sont des nombres de Grassmann, alors
AC = (—)PaPccq (2.7)

En particulier, s B; et B, sont bosoniques et F; et F, sont fermioniques, alors

BB, = B,B, [By,B,] = B1B, — B;B; =0
F1F2 = _F2F1 (=4 [Fl, F2]+ == F1F2 + F2F1 =0 (28)
FlBl = BlFl [Fll Bl] = FlBl - BlFl =0

Les nombres bosoniques commutent entre eux, au moment ou les nombres fermioniques
anti-commutent entre eux et nous avons aussi les nombres bosoniques qui commutent
avec les nombres fermioniques. Prenons par exemple B = 6,60, et F = 65, ensuite
calculons leur commutateur :

[F,B] = FB — BF = 056,60, — 0,0,05 = 056,60, + 0,056, = 056,60, — 056,60, = 0.
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2-1-2- Conjugaison complexe

Par analogie a la conjugaison des nombres complexes et la conjugaison hermitienne
des opérateurs, la conjugai son des nombres de Grassmann vérifie les propriétés suivantes :
VAl’AZ € Gret }\,, Q eC

( A, € Gr

ﬁz - AZ_Al _ (2.9)
/1A1 + ‘LLAZ = A*Al + ,U-*Az '

k I‘T1 = A4

ou A* et u* sont les conjugués complexes de A et u.

Les nombres de Grassmann peuvent étre des réels ou complexes. Un nombre réel
satisfait

0=26 (2.10)
Par contre, un nombre imaginaire (complexe pur) satisfait
6=-6 (2.11)
Le produit de deux variables de Grassmann réelles est purement imaginaire
0,0, = 0,0, = —6, 6, (2.12)
Cestif,0, questrée, car
10,0, = —i6,6, = i6,0, (2.13)

Les variables complexes de Grassmann n et 77 peuvent toujours étre décomposées

en deux variables réelles de Grassmann 6, et 6, par larelation

1 1
=—(6, +1i6,), 7 =—(0, —i6,) (2.14)
n NG 1 2 n NG 1 2
Laquantité H = nn est réelle et paire. En effet,
H=nn=n0=n7=H=1i6,6, (2.15)
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Ces définitions sont utiles pour les applications physiques, car on exige gque les variables

réelles deviennent des opérateurs hermitiens lors de la quantification.
2-1-3- Dérivation dans les algebres de Grassmann

Dans les algebres de Grassmann, la dérivation habituelle serait incohérente avec le

caractere non commutatif de cette algebre. La dérivée a gauche ﬁ d’ une fonction des
a

variables de Grassmann du type (2.4) raméne 6, a gauche de son développement de
Taylor en utilisant I’ anti-commutativité, ensuite le supprimer. Par exemple, si f(04,6,) =
fo+ f161 + 20, + f126,6, , dors

d
_a(; = f1+ f120> (2.16)
1

of _
30,

Par analogie, nous pouvons obtenir la dérivée a droite dans les algebres de

0
a0, —— (fo + f101 + f202 — 1262 01) = f1 — f1264 (2.17)

Grassmann en commutant 8, versladroite avant de le supprimer, alors

«

opf

_6?91 = 601 = (fo + f101 + 1202 — f1202 61) = 30, = f1— f1202 (2.18)
opf ] 0

30, fﬁ = (fo + /101 + f202 + f12 616;) —— 390, = f2 + f1264 (2.19)

Ces deux dérivées a gauche et adroite sont liées par larelation

0
ARy

36, (2.20)

a0,
Comme les puissances supérieures aun des variables de Grassmann sont nulles,

I’ opérateur de dérivation ﬁ est de carré nul
a

AN EA
Ga) =) = (221

L es opérateurs de dérivations satisfont aux relations d’ anti-commutations

60,6p], =0 = 6,65 + 636, =0 (2.22)
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[0 o a 0 a a

562" 305), ~ 300905 T 30590,  ° (2.23)
[ d d d

_HQ,EL = Qa@ + @Qa = 60_,[; (2.24)

La dérivée de Grassmann d une fonction bosonique est une fonction fermionique tandis
gue la dérivée d’ une fonction fermionique est une fonction bosonique, car la dérivation
fait diminuer deun (1) le degré de chague mondme.

P (;Tfa) =1-P(f) (2.25)

08 ti J oF t pai 2.26
20, est impair 20, est pair (2.26)

Ladifférentielle totale ains que la variation d' une fonction des variables de

Grassmann S obtiennent comme suit :

d¢f Opf o, 96f _Opf
*96, 06, 4% 0f = 06q 06, 06,

df = do 56, (2.27)

oudé, et 66, sont auss des nombres de Grassmann qui anti-commutent entre eux.
A présent, parlons un peu de I'intégration avec les variables grassmanniennes qui est

défini comme étant une opération identique ala différentiation [11]

)
jdea =36 (2.28)

Nous vérifions que cette opération a les propriétés formelles que I'on attend de
I"intégration

i) L’ opération est linéaire.

ii) L’ intégrale de la dérivée totale s annule.

iii) Leréesultat suite a1’ intégration sur une variable ne dépend plus de cette variable.

iv) Un facteur dans un produit qui ne dépend pas de variable d'intégration peut étre

factorisé devant le signe d’intégration.

24



Chapitre 2 : La mécanique analytique dans les algebres de Grassmann

Le choix d'utiliser le symbole d'intégration ou la différentiation dépend du
contexte, et permet de construire pour les fermions un formalisme tout a fait paralléle au

formalisme des bosons (intégrales de chemin).

2-2- Principe de moindre action dans les algebres de

Grassmann et le formalisme hamiltonien

Le but de cette partie est d étendre le formalisme canonique a un systéme pseudo-
classique décrit par des variables ordinaires' g;(t) (i = 1,...,N) et par les variables de
Grassmann 6,(t) (a = 1,...,M) qui sont réelles. La dynamique d'un tel systeme est

déterminée par e principe de moindre action §S = 0 ou I’ action est donnée par

tf .
S = j Ldt , L=1L(q,qi0004t) (2.29)
t

i

{q ={q:} = (91 --qn)

sachant que
a 0 =1{6,} = (6, ...0u).

Pour décrire des systemes physiques, on exige du lagrangien d étre réel et bosonique
(pair), ce qui veut dire qu’il va commuter avec les variables de Grassmann tandis que ses

dérivées partielles par rapport a ces variables vont étre de parité fermionique.

Afin d’'appliquer le principe variationnel, il faut savoir donc que la variation de

notre lagrangien suite aux variations §q; et 66,, est

SL=96 aL+6' aL+5(9 aL+56v oL 2.30
- qlaql qlaql (Xaea aaéa (' )
On en déduit que
8S = tf(SLdt—ftf ) aL+5' aL+&9 aL+59 oL dt
~ ) T PTag T Mg T P eae, T T 9,
_tf6 6L+d8 6L+96L 56
—_I;i Qia_qi a( Qi)a_qi 30, ( a)ag

ftf 5) d(a)a r 50,2k 4+ L se, 08 ) 50, L (21| 4e2
q‘a dt aql" dt\ag,) 21t % 5e. T r\° e 5a. “dr\aa,

1 . N .
Ces variables ont un caractére bosonique.
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Fina ement,

55—f 5 aL) \ 50 oL d [ oL
t; @ aqz aql “\ a6, dt\ad,

Les deux derniers termes de I’ équation précédente sont nuls car les accroissements

R i |
qlaq aaéa "

infinitésmaux s annulent aux extrémités de la trgjectoire. Comme les variations 6q; et

66, sont indépendantes, |’ action sera stationnaire si et seulement

d(aL) oL _ e {1,.., N} 231
at\oa,) " 3q, - i ) e (2.31)
et
d(oL)_OL _, €1, .., M} 2.32
dt\ab,) 96, @=L M (232)

Il sagit des équations de mouvement d Euler-Lagrange pour un systeme pseudo-

classique. Nous remarguons gue les deux types d’' équations ont la méme forme.

Afin de passer au formalisme hamiltonien, nous allons définir les moments

conjugués par lesrelations

i 0L
=
. (2.33)
TL'a = —
96,

On voit bien que m% est un nombre de Gassmann fermionique (impair). Maintenant, les

équations d' Euler-Lagrange ci-dessus vont s’ écrire

i

[
{ aql (2.34)
\

TL.O!

2 . . . . . . s saz , P .
La convention d’Einstein sur la sommation des indices répétés est adoptée, sachant que dans ce mémoire,
il n’y a aucune différence entre les indices en bas et les indices en haut.
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Une fois que les moments conjugues sont inverses par rapport aux vitesses, la

transformation de L egendre nous permet de construire le hamiltonien de notre systeme
H(Qi»pi» O T[a) = Qipi + éana —L (2.35)

Ce qui montre bien que ce dernier est une grandeur bosonique (pair). Pennons la
différentielle des deux membres de cette égalité

dqia—H+d0 a—H-i-dp-a—H—i-dn 6_H+ dta—H
aq; %00, ' op; % om,, ot

= dg;p' + ¢;dp' + df,n* + 6,dn® — dg; oL _ de,, oL dg; a—,L - dé, a—.L - dta—L

dq; 00, 9q; 90, ot

R . . i . a o . aL
= dg;p' + ¢;dp' + dO,m® — dn®0, — dq;p” — d6,TT — dg;p* — d6,T* — dt —
= qudp’ — dn6, — dq;p' - d6, % — de %

Par identification, on obtient les éguations canoniques de Hamilton dans le cas d’un
systéeme physique

(; 0H ) 0H
O = —5 2 % =50
4 on : p (2.36)
0H ’ , OH '
V'T“ = —— pl=——
69a aqi
sans oublier |’équation aa—i’ = —%. Les équations relatives aux variables 6, et m% sont

complétement symétrique tandis que les autres sont identiques aux équations de la
mécanique analytique standard.

Nous pouvons auss trouver ces équations d’'une autre maniere en utilisant le
principe de moindre action. En effet,

H=qg§p'+60,n*-L = L=qgp'+6,n%*—H

Alors,
88 = [ sLdt=[ §(q;p' + 6,n* — H)dt=

ft (5' Ly g.opt+60,m%+60,6n%—6 od 56 od ) oH ) aH)dt
- . qlp qlp (ZT"- (XT[ qlaql aaea plal T[aan_a

i

27
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—ftf(& {4 Spic + 86, 1@ — snh, — g O _ s I 5 OH & aH)dt
- . qlp p ql (ZT[ T a ql aqL a aea pl apl T[a a

vlid Nogd N oH _ oH
=ft (%(Sqip)—&;ip‘)+6p Qi+(a(59a” ) — 80,7 )—571 9“_6qi6_qi_69 —

i

5 OH 5 0H e
Pi op; Ta omn,

ftf ) ( )t aH)+5 i(' aH)+59 ( s aH)+5 “( 6 aH) dt
' ql p aql p ql apl a aga a an_a

i

it t
+ [Sqipl]t{ + [69an“]t{

Comme 8q;(t;) = §q;(tr) = 0 et §6,(t;)) = 66,(t;) = 0, les deux derniers termes de la
derniéere équation sont nuls, et puisque les variations (6q, 6p, 66, 6) sont indépendantes,

lacondition §S = 0 impose alatrajectoire physique de vérifier les équations

i _9H . _oH
P= aq; qi_a_pi
a 0H . 0H
% = ——— 90!:_
20, on?

Ains nous avons obtenu a nouveau les équations les égquations canoniques de Hamilton

décrivant un systeme physigue dans le cadre de |la mécanique pseudo-classique.
2-3- Crochet de Poisson et ses propriétés

Dans le but de procéder a la quantification canonique, nous allons généraliser les
crochets de Poisson aux cas systémes décrits par des variables de Grassmann en plus des
variables ordinaires [8]. En utilisant les équations de Hamilton (2.36), I’évolution
temporelle d’une fonction des variables canoniques A(q;, p', 0., m% t) est régie par
I’ équation

dA 0A 0A . 0A . 0A O0A
at =Ygy TP pit lagg T Ga T ot

dou
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_<6H6A 6H6A> (6H 6A+6H 6A>+6A 237
~ \dpidq; 0q;0pt on* 96, 06,0n*) Ot (237)

L’ expression précédente nous permet de définir les crochets de Poisson d’ une grandeur A

avec le hamiltonien H

{AH}_<(’)H6A aHaA> <0H o4 oH (’)A) .
= \Gpiaq,  aq,00))  \oneae, T a6, ane (2.38)
Maintenant,
dA—aAHAH} 2.39
dt ot ’ (2.39)

Dans |’expression du crochet (2.38), la quantité A est quelcongue tandis que le
hamiltonien H est a caractére bosonique (pair). Nous devons donc penser a la facon de
définir le crochet de Poisson lorsgue la quantité qui va remplacer H est impaire. La

généralisation est directe dans le premier et |e deuxiéme cas ci-dessous.

1% cas (pair-pair) : deladéfinition (2.38),

0B,0B, 0B, aBl> (032 0B, , 0B, aBl)

{B1,B;} = (api dq; 0q; Op! on*d0, 00,0m”

0B

mals comme 20,

et a‘% sont des variables impaires, il s'en suit que

0B, 0B, 0B,0B 0B, 0B 0B, 0B
10b> 2 1) ( 1 0D 2 1) (2.40)

{B1,B,} = (6qi dpt  dq; op! 96,01 36, dn“

Il est possible de veérifier les propriétés suivantes

{B1, B;} = —{B3, B1}
{B1, B,B3} = By{By, B3} + {B1, B,}B;3 (2.41)
{B1,{B2, B3}} + {B,, (B3, B1}} + {B3,{B1, B,}} = 0
2°™ cas (impair-pair) : toujours d’ aprés la définition (2.38),
0B 0F 0B OF 0B 0OF 0B OF
WNLLS LANUEAE X2
dptdq; 0q;0p adn%* 06, 06,0rn
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. B . 0B . : dF  OF .
Le fait que por 30, sont impairs et que 30, et —— sont pairs nous permet de mettre ce

crochet sous laforme

OF 0B 9B 9F\ (OF 0B 0B OF
) ( ) (2.42)

{F,B} = (a—qia—pi ~9q,09) " \a8, an% 38, an

apartir de laguelle on peut vérifier facilement que

{F) BlBZ} = Bl{FJBZ} + {F, Bl}BZ
{F1F;, B} = Fi{F,, B} + {F;, B}F, (2.43)
{FBy, B} = F{By1,B;} + {F, B,}B;

3°™ cas (pair-impair) : comme B et Fsont liés par un commutateur nul ([B, F] = 0),

et que ce dernier est antisymétrique, alors le crochet qui leur associé doit I’ étre aussi, ce
qui veut direque {B, F} = —{F, B}. A partir de (2.8), on déduit que

0B OF OF 6B)+<6B J0F OF 6B>

{B’F}=<____ 30, 97% | 30, an®

dq; 0p* 0q; Op* (2.44)

L es propriétés de ce crochet sont

{B,F} =—{F,B}
{B1B,F} = B1{B,,F} + {B1, F}B;
{By, F1F,} = Fi{B, F;} + {By, F1 }F, (2.45)
{B1,FB,} = F{By, B} + {B1, F}B;

\ (B, {B,, F}} + {By, {F, B:}} + {F.{B1, B,}} = 0

4°™ cas (impair-impair) : les nombres impairs ont des anti-commutateurs nuls

([F1, F,] = 0), et comme ces derniers sont symétriques, le crochet qui leur associé doit
I’étre aussi, ce qui veut dire que{F,,F,} = {F,, F;}. Pour cette raison, le crochet impair-

impair doit étre défini de la maniére suivante :

0F, 0F, OF,0F. 0F, OF. J0F, OF.
1902 0% 1)_( 1 0 2 1) (2.46)

(P} = ( 30, 9m% | 30, an®

dq; Opt ~ 0q; Opt

Nous avons les propriétés qui sont
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{Fl:FZ} = {FZ»F1}
{F1F,, F3} = Fi{F,, F3} — {Fy, F3}F,
{BFy, F,} = B{Fy, F,} — {B, F,}F, (2.47)
{B,{Fy, F}} + {Fy, {F2, B}} — {F,,{B,F1}} = 0
t{Fl: {Fp, F3}} + {F, {F3, F,1}} + {Fs, {F1, F,}} = 0

Pour récapituler, la définition générale du crochet de Poisson des quantités A et C
est [5]

_(Qa0€ _2400)  (ypc(240C 04 0c)
4= (aqi apt  apt aqi) + (=) (aea om® + om® 96, (2.48)

Ce crochet vérifie lesrelations

o {A C}=—(—)PcPa{c, A}, (symétrie ou antisymétrie)
e {A,aC+bD}=a{AC}+ b{A D} a,becC (linéarité)
e {A,CD}={A,C}D + (—)PcPac{A, D} (régle de Leibnitz)
e {AC,D} = A{C,D} + (—)FcPr{4,D}C (régle de Leibnitz)

(—)PaPo{A,{C,D}} + (—)PrPe{D, {4, C}} + (—)PcPa{c,{D,A}} = 0 (Identité de Jacobi)

L e théoréme fondamental suivant reste valable : «le crochet de Poisson de deux constantes

de mouvement est auss un constante de mouvement»

Avant de passer a la section suivante, il faut savoir qu’en particulier les crochets

relatifs aux variables canoniques sont

{qi.9;} =0, {pupj}=0, {qi.p;} = 6i; (2.49)

{00,0} =0, {memp}=0, {015} =—04p (2.50)
L es autres crochets contenant |es variables fondamental es sont nuls:
{ijea} =0 {qj'n-a} =0 {piJea} =0 {pl‘,ﬂ:a} =0 (251)

Nous avons ainsi construit les crochets de Poisson qui sont susceptibles d étre

utilisés pour décrire les systémes fai sant intervenir les variables de Grassmann.
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2-4- La quantification canoniquedes algebres de
Grassmann:

La quantification canonique dans une théorie consiste a obtenir les crochets de
Poisson entre deux variables physiques classiques quelconques et a les transposer en
relations de commutation quantique ou d anti-commutation des opérateurs qui leur
correspondent dans le domaine quantique. En présence des variables de Gassmann, la

guantification se fait en imposant les relations de commutation et d’ anti-commutation

suivantes :
[B1, B;] = in{B;, B,} B,B, — B,B, = ih{B;, B,}
|F,B] = ih{F, B} o FB — BF = in{F, B} (2.52)
[F1»F2]+ = ih{Fl:FZ} F'1 Az + A2ﬁ1 = ih{Fl;FZ}

Nous observons que les opérateurs impairs sont quantifiés avec des anti-
commutateurs, et que les crochets mixtes entre les opérateurs pairs et impairs sont des

commutateurs.
En particulier pour les variables fondamental es, nous avons
60, 7], = —ih 60, 85], = [Ra fip], =0 [%:,5;] = in (2.53)

tandis que les commutateurs des autres variables fondamentales sont nuls. Les éguations

de Heisenberg des opérateurs fondamentaux seront alors

~

9“=i

|~

(60,7 | fro = =R H | (2.54)

% =—[%, H] pi = [pi A ] (2.55)

ol H=H(%,p;,0qfet) et I'opérateur hamiltonien. Nous avons utilisé des

commutateurs seulement car A est un opérateur bosonique.

Pour faire une quantification dans|’image de Schrddinger, nous allons faire appel a

un résultat obtenu plus haut. En effet, nous savons que
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a 0 a 0
9a9ﬂ+9[§9a_0 6_90[@-'_@6_9& 0 Haﬁ-l- BB —6(1[;

Donc, pour réaliser lesrelations (2.53), il suffit de prendre la correspondance suivante :

0 ~ 0
X =x , p-=—lha—Xl , 8,=06, , =—lhﬁ (2.56)

L’ équation de Schrédinger seraalors

0 . d
ih = 1p(t,x,0) = A (xl,—ma—m,ew—ma,t)lp(t,x,e) (2.57)

2-5- Exemple d’ application

Afin de bien illustrer le formalisme de la mécanique pseudo-classique, nous allons

étudier le cas du lagrangien pair et rédl
L= iéé : 29¢
2757 2¢

ou 6 et é sont deux variables de Grassmann indépendantes. Les équations d’ Euler —

Lagrange par rapport a ces variables sont

doL oL _ . _ poli2e 0 o Frwtreo
dtaf 06 pstgws = §Hwid=
4oL oL _y Lg-Lwre=0 6+ w?0 =0
—_—— = f—1 —_— —_— = f—1 =
dt 9 0t 2" 2% @

La solution générale de ces équations s’ écrit sous laforme

{f = Acoswt + B sinwt
6 = C cos wt + D sinwt

ou A,B, C et D sont des nombres de Grassmann indépendants du temps.

Pour faire le passage au formalisme hamiltonien, nous allons d’abord définir les

moments Conjugueés,
oL ié o fo 2
Mg =—z=7 = —2im
706 2 o
et
oL i . .
g = %= —56 = 0 = 2in;.
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En utilisant la transformation de Legendre, nous pouvons obtenir le hamiltonien comme
suit :

H=9.T[g+é7'[f—L

i w?0
= 2imemg — 2iMpTs — (E (2ime)(—2img) — i > E)

w?O&
2

= —4-1'7'[971',’: +2i77.'977.'€ + i

d'ou le hamiltonien

w?6&
2

H = 21'7'[577.'9 +1i

En partant du résultat obtenu, nous pouvons écrire les équations de Hamilton

(. 0H )
9=—a—ﬂ9=2m5
, oH i
T === 79 _ {é‘+w2§=o
5=—§—Z=—2i”9 §+w20=0
, oH i
\ n5=—a—€=zw9

En comparant les résultats obtenus dans les deux formalismes lagrangien et hamiltonien,
nous pouvons conclure qu’ils sont bien équivalents.

A ce stade, calculons les crochets de Poisson, en utilisant (2.46) et tout en sachant
gue la partie spatiale dans cette équation est nulle, car notre systeme ne dépend que des
variables de Grassmann. En effet, dans notre cas le crochet de Poisson est défini par la
relation

0F, 0F, O0F, 0F 0F; OF. 0F, OF
(F, F,) = — ( 19%2 % 1>+ 107 004
a6 077.'9 a0 677.'9 af aﬂff 65 aﬂff

Un calcul direct montre facilement que les seuls crochets non nuls sont bien

0,mp} =—1 ; (e} =—1.

Apres la quantification, les variables fondamentales 6, g, &, m; vont devenir des
opérateurs hermitien , #tg, €, 7t verifiant les relations d’ anti-commutation
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Chapitre 2 :
6,76], = ih{8,me} = —ih

€ 7], = in{§ e} = —in
sachant que les autres anti-commutateurs sont nuls. Le hamiltonien a son tour devient
I opérateur
5 W2 A2
H =2ifisfig + i79§

Maintenant, |es équations de Heisenberg vont remplacer |es équations de Hamilton

r A 1 A 77 i A
9=£[9,H]=21T[f
. 1 ~ [ A
g =—|ftg, H| = —=w?
| o=l 1] = ~ga%d
A 1 . . .
f=%[s‘;H]=—2m9
. 1 i
A i P gl —_.,.2A
L nf—ih[nf,H]—zwe

Dans ce chapitre, nous avons fait | extension du formalisme canonique au cas de la
mécanique pseudo-classique avec succes, ce qui nous a permis de garder la quantification
canoniqgue comme une méthode efficace pour quantifier les systemes décrits

classiquement par les variables de Grassmann.
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CHAPITRE

3 Applications ades
systemes physiques

Dans ce chapitre nous alons utiliser les outils mathématiques relatifs aux algebres de
Grassmann développés dans le chapitre précédent, afin d’ éudier quelques systemes physiques
classiques et de trouver leurs versions quantiques. Par la suite, nous allons comparer nos
résultats avec les rappels du premier chapitre dans le but de démontrer que les systémes
congtitués de fermions, ayant d’ habitude une description purement quantique, peuvent avoir

des systemes correspondants classiques décrits al’ aide des variables de Grassmann.
3-1- L’ algebre de Grassmann avec une seule variable

Dans cette section nous voulons éudier un systeme physique dans les deux
formalismes lagrangien et hamiltonien en utilisant une seule variable de Grassmann.

Lelagrangien général, pair et réel, qu’ on peut construire dans ce cas est
L="Log 3.1
=3 (3.1)

En utilisant les équations d’ Euler-Lagrange on trouve I’ équation de mouvement

1 A= to-lozo=s g=0 3.2
dtag 096 27 2 - (32)

Donc il n'y a pas de dynamique pour ce systeme car la solution de notre équation est

6 = 6, qui est une constante de mouvement indépendante du temps.
Si on utilise latransformation de L egendre, le hamiltonien sera
H=0ng—-1L
avec
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oL i
Mg=—s=—=0

dou
H—é( ie) ieé—o
— > 506 =

Le hamiltonien est nul, ce qui montre gu'une algebre avec une seule variable de

Grassmann ne peut pas servir a décrire un systeme physique en évolution dans le temps.
3-2- Oscillateur harmonique fermionique

Pour cette section prenons un lagrangien classique réel et pair dépendant de deux
variables de Grassmann qui peut se mettre sous laforme [7]

L= (00 +§6) — (6 - 0) == (06 + ) — > w (6§ +00)

i
L= 5(99 +&E) — iwbE (3.3)

L es équations de mouvement de ce systeme d’ apres les équations d' Euler —Lagrange

d oL oL
dtag 06
doL oL
dtgé o0&

sont

A A
—59—594'[(1)5—0
i by o
25 25 iwf =

D’ou laforme définitive

{ 6 =wf (3.4)

é=—w9
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D’ apres la définition des moments conjugués

oL i oL i
=——0 ; m=—=-=¢ (3.5)

"0 T 56 2 T9E 2

Nous remarquons gue ces moments conjugués ne peuvent pas étre inversés par rapport
aux vitesses @ et &, ce qui est un signe que notre lagrangien est singulier. A I'aide de la

transformation de L egendre, nous pouvons trouver le hamiltonien de notre systéme

H=9.T[g+é7'[€—l,

S6(50) (-4 0) (508 6)-wm)

| | A A i . )
—E 00 +§ Ef—z 99—555 + iwbé&
Finalement,
H = iwbé (3.6)

Comme lagrangien est singulier, les éguations de Hamilton ainsi que les crochets
de Poisson obtenus dans |e chapitre précédant ne peuvent pas s appliquer sans erreurs. En
effet, ces derniers supposent que les moments conjugués sont inversibles par rapport aux
vitesses, ce qui n'est pas le cas ici. Pour remédier a cette situation, nous allons postuler
gu’il existe des crochets appelés crochets de Dirac [3,4,5,16,17] généralisant les crochets
de Poisson aux cas singuliers, ayant les mémes propriétés énumérées dans le chapitre
précedent, dans la section consacrée aux crochets de Poisson (voir les relations qui sont

juste en dessous de |’ équation (2.48)).

L es équations de Hamilton s écrivent sous laforme

{9 ={0,H} = {0,iwb¢} = iw{0, 6} (3.7)

§={¢ H} ={£,iwb¢ } = in{¢, 6¢}

En utilisant les propriétés des crochets qu'on a vu dans le chapitre précédent, on

trouve que
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0 = iw{0,08} = — iw{hE, 0} = — iw(6{&, 0} —{6,0}&)

0 = —iwb{é,0}+iw{0,0}¢

Par identification avec le résultat obtenu par les équations d' Euler-Lagrange en (3.4), on

conclut que
{£,6}=0 ; (6,0} = —i
Pour que
0 = wé (3.8)

De la méme fagon, nous avons

¢ = iw{$, 08} = —iw{6¢,§} = —iw(0{¢, £} — {0,£38)
§ = —iwb{§,&} + iw{6,§)¢
Par identification avec | e résultat obtenu en (3.4), on obtient
{6,§1=0 ; 8,8 =—i
d ou
§=—wbh (3.9)

Avec ces crochets de Dirac, les deux formalismes lagrangien et hamiltonien sont

équivalents.

A I’aide de ces crochets, nous pouvons procéder a une quantification canonique de
notre systéme ol les variables de Grassmann 6 et ¢ vont devenir des opérateursd et &

hermitiens vérifiant les anti-commutateurs

. ~ ., h
[9:61]+=h 02+602=h=0%=7
["i’{]+=h = "fz+s$2=h=>éz=§
16,€], =0 o . o

bE+E0=0=0¢f=-£0
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L"hamiltonien classique devient apres la quantification I’ opérateur

—~ A

H=iwbhé (3.10)

Avant de continuer I’ analyse dans le domaine quantique, il est utile d’'introduire les

variables de Grassmann complexes suivantes d’ abord dans |e domaine classique

1 . __ 1
n=ﬁ(9+tf), n—ﬁ(e) i£) (3.11)
dou
R P T T S N o .
nn—nn—ﬁ(é’ lf)ﬁ(é’ﬂf) \/7(9 Lf)ﬁ(é’ﬂé)
1, . .1,
=§(99+195—L.;‘»’9+ff)—§(99+195—159+55)
= 2(60 + 0 — ig6 + &€ + 00 + i6 — i0§ + ££)
1, . .
=§(299+2§§)
=00 + & (3.12)
et

__1r 01 oy Lopo e 2y _ L.,
Un—ﬁ(H l€)ﬁ(9+l€) 2(9 + 168 — €0 +¢&°) 2(2195)
= (0§ (3.13)

car:02=£&2=0

Remplacons (3.12) et (3.13) dans (3.3), pour gue le lagrangien de notre systéme peut

S écrire sous laforme

Lo . _
L= 2 (M — 1) — wiy (3.14)
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Ce lagrangien est du méme type que la densité lagrangienne de Dirac L, connue en

théorie des champs, mais a une seule dimension

Lp = 5 (B 9, — Py ) + mibyp (3.15)

Cela montre I’ anaogie frappante entre |’ oscillateur harmonique fermionique et le champ
spinoriel de Dirac.

Revenons maintenant au domaine quantique ol nous avons
6,0], =n et [§E], =1 (3.16)

Les variables complexes dans la théorie quantique deviennent des opérateurs non-

hermitiens
i=m@+i) i i =—=(0-id) (3.17)
V2 ' 2

Soient maintenant les deux opérateurs b et h* définis par

b=——(6+if) =—5 3.18
m( £) = (3.18)
et
. 1 .. 1
bt =— (0 — i§) = —#" 3.19
m( £) 1 (3.19)
D’ aprés les équations (3.17), on veérifie facilement que
51 AT
(5_1 +2’7
{ A (3.20)
., =7
f =
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= (18,01, - il0.8), +1[£.6], + [£.4],)
=2—1h<n—o+o+n>=1 (3.21)
et de laméme maniére, on démontre que
[6,b], = [b*,b*], =0 (3.22)

Ce résultat montre bel et bien que les opérateurs b et h* sont des opérateurs d’ annihilation

et de création fermionique.

Passons a présent au Hamiltonien en remplacant (3.20) dans (3.10)

S s (A=A R
H=Lw9€=1w< >< >=—h(n+n+)(n—n+)

V2 iv2 2
=T 5+ 54)(B - BY) = (B — B5* + B*B — (5*)?)

o
2
—
‘@‘)

S
+
[—
+
Il

S
S
+

+
S

*h=1 = bb* = —b*b+ 1etauss b? = (h*)? = 0.

Finalement, on trouve que

_ 1
A =ho (b+b _E) (3.23)

En comparant ce résultat avec I’ équation (1.29) du premier chapitre, on conclut que
nous avons obtenu le hamiltonien d'un oscillateur harmonique fermionique quantique.
Donc on peut dire que les variables de Grassmann nous ont permis de trouver une version
classique de I’ oscillateur fermionique.

3-3- Ladynamique de spin

Pour cette section, Partons d'un lagrangien classique dépendant de trois variables
de Grassmann, et essayons de voir |'interprétation physique des résultats obtenus aprés
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une quantification canonique. Dans ce cas le lagrangien pair et réel le plus général est de
laforme[7,10]

i . . .
L= 5(5151 + &6, + 53'53) — iw(B1&,85 + By&58; + B3&1y) (3.24)

ollwetB = (B;, By, B3) sont des constantes réelles. En utilisant la transformation de

Legendre
H=¢&T:—L
on obtient le hamiltonien
H = iw(B1§383 + B3§3&1 + B3§1&3) (3.25)
D’ apres les équations d' Euler-Lagrange,

d dL 0dL i . [ . . .
Ea_él_a_fﬁo = _551_551"‘10)3253_10)3352:0

= & = —wB,& + wBsé, (3.26)

Maintenant, on va faire appel aux équations de Hamilton pour trouver les crochets

associés a notre lagrangien. En effet,
§1= {51, H}
d ou
§1= {6, H} = iw{§1, B1&283 + B253és + B3§aés}
Mais, d’ aprés les propriétés des crochets de Poisson, nous avons
{§1,6283} = =818, 61} + {82, 61383
$1,8381} = —&:{81, 61} + {83, 6136
81,6162} = —61{&2, 61} + {61, 64382

aors
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§1 = —lwB1(&2{83, 81} — {82, §1}83) — iwB,(§3{81, 61} — {83, §1381) — iwB5(1{82, 4}
- {51, 51}52)

Suite a une identification avec |’éguation (3.26), on déduit facilement les crochets ci-
dessous.

{511 Srl} =—i et {Ei! E]} * O! { =j

De la méme maniére, nous avons

—_—— — 0 - éz = _(A)Blfg + (A)Bgfl (327)

&, = {8, HY = —iwB, &:{&,, &} + iwB3{§,, 6,36,

Par identification, on obtient

{Szz:fz} = —L

Toujours par identification, nous avons

iQ.L——EL—=0 = & = —wB& + wBy; (3.28)
dt9¢; 0¢3
et
¢ = {&3, H} = —iwB1§,{83, §3} + iwBy {83, §336
D’ ol

{53153} = —L.

Nous avons ains obtenu les crochets relatifs aux variables fondamentales {fi,f j} =

—i6;; qui vont nous permettre de proceder a une quantification canonique.
Avant cela, et par analogie avec le moment cinétique orbital
L=#Ap (3.29)
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définissons |e moment cinétique S par larelation

L s L o i i . .
S=¢ndp=En(-5¢)=—2EnD (330)
ou
e == (50
Autrement dit,
A A
S=_§ $1 $2 $3 (3.31)
$1 $2 $3
Explicitement,
2 _ L& &l |61 $|-, |6 &y
S = 2(52 fsl $1 53]+f1 $2 k>

= (€8s — 8D~ 13 — £ + (a2 — £260F)

= 2 (262857 + 265617 + 26:62F)

= —L'EZE:;?— ifgflj_ 1'51'52]_()

d ou
. S1 = —i&3¢3
S =15, = —ié3; (3.32)
S3 = —i&1$,

Maintenant, calculons les crochets relatifs aux composantes S. En effet,
{81,852} = —{§285, €381} = —(§2{3, §381} + {62, §3813¢3)
= —(—82{8381, &3} — {8381, $2363)
= §263{81,$33 — §2{83, §3381 + $3{61, £2383 — {63, 236183
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= 1§61 = —i§1$, = S3

car les seuls crochets non nuls sont

ELé) =68 =68} =-1 o [&¢&)=-id;
De laméme fagon, on démontre que :

{82,853} =—i§83 =81 {83,813} = —i8381 = 5,

Ces crochets montrent que la grandeur S est bel et bien un moment ci nétique de spin

classique.

A ce stade, utilisons les crochets du cas classique obtenus plus haut dans le but de

donner une version quantique de notre systeme. Nous avons
(€.} = —iby; (3.33)
et aprés la quantification, on aura
[éi:é]]+ = in{¢,¢,} = hoy; (3.34)

oul les &; sont des opérateurs hermitiens. Alors, les composantes de spin aprés la

guantification deviennent

§1 = _isszs%
Sy = —i§38y (3.35)
S3 = _isz1szz

Le calcul des commutateurs entre les composantes de spin dans le cas quantique nous
donne

[§1:§2] = _[5253189351] = _(52[8831535?1] + [832:'?351]'?3)
= 52[883'?1»883] + [833'?1»882]'?3

AR A AN A AR
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= —sfzéﬁl = 831'?2h = %Ssﬁgzh = ih§3 (3-36)

ou nous avons utilisé les propriétés suivantes des commutateurs |, |et des anti-

commutateurs [, | :
[4,BC] = B[A,C] + [4, B]C
[A,BC] = —B[A,C]; + [A,B],.C
De méme maniére, on démontre que
[S2,85] = inSy,  [$5,8.] = inS, (3.37)

Ces relations de commutation prouvent que S est un opérateur moment cinétique malgré

le fait que les opérateurs §; vérifient des relations d anti-commutation.

Aprés quantification, le hamiltonien de notre systéme (3.25) devient |’ opérateur

hermitien
H= iw(BKAzés + B,&6 + 335152) (3.38)

A I’ side des équations de Heisenberg &; = 1/, [, H] et des propriétés ci-dessus liant les
commutateurs et les anti-commutateurs, on démontre facilement que les équations de

mouvement des opérateurs fondamentaux sont

£, = —wBy&5 + wBs,
&, = +wB1& — wB3é; (3.39)
& = —wB, &, + wBé;

En utilisant ces équations, calculons %. En effet,

d$ aé,é Y.
d_tlz —1 dzt3 = —l€2§3_l€2€3

= —i (a)Bl(g%)z — a)ngslg%) —i (—wBl(ssz)z + szfAzsfl)

, h A h Ss
=—i wBlE_wB3T —1 —wBl§+wBZT
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Finalement,
as, R .
D’ une maniére analogue, on vérifie que
dS . . dS . .
d—tz = w(B;S5 — B3S,) ; d—; = w(=B;S, + B,S;) (3.41)
Sous forme vectorielle,
dg‘ - 3
2 =—w(BAS) (3.42)

On conclut que le recours a un lagrangien avec trois variables de Grassmann nous a
permis aprés quantification de retrouver les résultats relatifs a la dynamique de spin qu’on

aexposee dans le premier chapitre de ce mémoire.

3-4- Equation de Pauli d'une particule non relativiste

avec spin 1/2

Dans cette section, nous souhaitons montrer comment aboutir a I’ équation de Pauli
qui représente I’ éguation d’une particule non-relativiste avec spin ¥z en interaction avec
un champ électromagnétique, en partant d’ un lagrangien qui est la somme du lagrangien

électromagnétigue habituel plus le lagrangien de la dynamique de spin étudié plus haut.

Autrement dit, prenons le lagrangien pair et réel ci-dessous dépendant des variables
ordinaires et des variables de Grassmann

1 5 i—>_.> I l — -
L=§mv2+E€.E+qv.A—qU——wB.(€/\§) (3.43)

N

ou

. %mﬁzest énergie cinétiquetel que 2 = x2 + y2 + 22 et m et lamasse dela

particule;
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. ézgestIapartieIibredesvariablesdeGrassmann (spin) sachant que?.g =
E1é1+ &6, + 663

e qi.A — qU décrit I'interaction avec le champ é ectromagnétique extérieur
(U(t,x,y,2),A(t,x,y,2) ) OUD. A = %A, + YA, + 24, ;

. —éwﬁ. (€ A &) décrit I'interaction du spin avec le champ magnétique B =
ot sachant que B. (€ A €) = B1&,&; + By&3&1 + B3&1&,.

Celagrangien est de laforme

L == LEM + LDS (34’4’)

avec

o Lpy = %mﬁz +qU.A — qU et lelagrangien électromagnétique

Ef éwﬁ. (€ A &) est le lagrangien de la dynamique de spin

i
d LDS=§

Appliquons I’ équation de d' Euler-Lagrange par rapport ala coordonnée spatiale x. En
effet,

( d oL d )
——=a(mx+qAx)=mx+q(

04, 04, 0A, an>
dt 9% ax vy Y Tz “ T o

{OL_ _0A 9U iwdB N _an+_0Ay+_0AZ 6U+ aE_,S
lx = Tax ox 2 SO T A\ X TV, T2 Tox " ox"

X 0x

d’ou I’ équation de mouvement

- ( U an)+_ 04, 0A, .\ ,<aAZ an) s a§_,5 245
m=a\ "o ") T\ G Ty ) T o Tz )| TS B4
Mais comme
L. (04, 0A)\. (9A, 0A,\. [0A, 0AY)-
B_mtA_<ay - az>l+<az G+ (G- oy )"

F . cradl a,af_< U aA’“)*+ oU 94, %+( U (’)AZ)E
- hra ot \ax ot )t ay  at )] 9z ot
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aors

. . . a§_’ - e aE)—>
mx = q|E, + yB, — 2B, | + wo—.S = q|Ex + (U A B),] +w——.5 (346)

De la méme maniere, on trouve que

3 Lo 0B _,
my = q[Ey + (WA B)y] + wE.S (3.47)
et
. Lo 0B
mz = q[EZ+(v/\B)Z] +w£.5 (3.48)
Sous forme vectorielle,
d?z - - — —_—
mog = q|E + ¥ A B] + wGrad(B.S) (3.49)

Cette éguation montre que la variation des coordonnées spatial es est influencée par

I'interaction du spin avec le champ magnétique. Mais dans le cas o = 0, ce qui

ax;
revient & dire queB = B(t), les paties spatidle et spinorielle sont complétement
séparables. En ce qui concerne les variables de Grassmann, le calcul est pratiquement

identique au calcul effectué dans la section précédente et e résultat est le méme

-

dS H
— =-—o(B AS) (3.50)

Pour passer au formalisme hamiltonien, il faut d abord déterminer les moments

CONjUQUES Py, Py, D, TT1, T3, T3C0MMeE SUit :

oL )
Py = % = Py = mX + qA, = mv, + qA, (3.51)

dou
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_ Px— qAy
T
De la méme méthode on peut trouver auss
—gA —gA
vyzpy qAay ; vzzpz qAy
m m
Sous forme vectorielle,
. P-qA
V= m
On aauss
JL R
et
l > I >
T, _EEZ’ gy, = _553
donc
_ i
m= —Egz

A I’aide de latransformation de L egendre

H=qp;+émg, — L

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

Si on remplace la vitesse et le lagrangien dans |’ équation (3.58) par les équations (3.54) et

(3.43), on aura

=<ﬁ—qff

- 1 - - -
(3= gA) —— (B — gA)? + qU — wB.$§
m)(p q)Zm(p qA)? +qU — w
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= L - qh)? ——— (5 - qA)* + qU — wB.§

—m(p qA) Zm(p qA)* + qU — wB.

Fina ement,
H—l* A2 +qU — wB. S 3.59
—Zm(p qA)* + qU — wB. (3.59)

Lapartie spatiale (ﬁ (P — qff)z + qU) de ce hamiltonien est égale au hamiltonien

classique d’'une particule sans spin dans un champ électromagnétique; cela justifie la

guantification avec les commutateurs habituels
[2.0,]=irs; , [#u%]=[pup;]=0 ij=1..3 (3.60)

L’ autre partie (—wﬁ. §) n'est rien d’autre que celle de la dynamique de spin étudiée dans
la section précédente, d'ou la raison de faire la quantification a I'aide des anti-

commutateurs

Nous alons maintenant trouver des opérateurs réaisant ces différents
commutateurs et anti-commutateurs. Pour les variables spatiales, nous faisons le choix
habituel ou

5C\i = X ; ﬁi = —lhal (362)

Les variables de Grassmann peuvent étre représentées par les matrices de Pauli ¢

3 h
§= \/;G (3.63)

D’ aprés (3.30) aprés la quantification et les propriétés des matrices de Pauli, nous avons

auss

§=—£(§/\§)=—%(5A5)=§5 (3.64)
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Cerésultat est bien connu en mécanique quantique ou le spin est représenté par les
matrices de Pauli.

Avec cette représentation des différents opérateurs, I’ opérateur hamiltonien va
prendre laforme

N

—~ 1 — - —
H= %(—ihv —qA)* +qU —wB.=7 (3.65)

Maintenant, si on fixelavaleur de w a%, on retrouve le fameux hamiltonien de Pauli
17—1 iV + gA)? + qU qhﬁ* 3.66
d’ou I’ équation de Pauli qui vaavoir |’ expression
i —(1 1T+ gAY + qU qhﬁ*) (3.67)
' at‘l’_ Zm(L 94)" +q om v '

En fin de compte, nous avons retrouvé le méme résultat que celui du premier
chapitre pour I’ équation de Pauli. Cela traduit une fois de plus le fait que les variables de
Grassmann, qui anti-commutent entre-elles, peuvent étre utilisées pour construire un
lagrangien classique, pair et réel, a partir duquel il est possible de reproduire I’ équation de
Pauli aprés quantification canonique.

Tout au long de ce dernier chapitre, nous avons montré a travers plusieurs
exemples comment construire des lagrangiens avec les variables de Grassmann
susceptibles de décrire classiguement des systémes physiques bien connus en mécanique

guantique dont I’ usage veut qu'’ils soient purement quantiques sans équivalents classiques.
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Conclusion

Dans ce mémoire, hous avons étudié la mécanique analytique dans les algébres
de Grassmann dans |e but de développer une théorie consistante avec des variables qui
anti-commutent, afin aborder les systémes physiques decrits par des lagrangiens

pseudo-classiques.

A cet effet, nous avons d’ abord construit |e formalisme de la pseudo-mécanique
gu’ est la mécanique d un systeme pseudo-classique decrit par les variables canoniques
ordinaires et par les variables de Grassmann. Cette mécanique nous a permis de
trouver une méthode puissante pour |’ étude des systemes Fermioniques et de leur
donner une description classique, car a la limite, les systémes de Fermions ont un

caractere purement quantique et ne possedent pas de correspondants classiques.

En effet, I'utilisation de I’agebre de Grassmann pour faire de la mécanique
analytigue nous a permis d obtenir les crochets de Poisson entre les différentes
variables physiques et de les transformer en relations de commutation et d'anti-
commutation dans le domaine quantique, ce qui est une généralisation de la
guantification canonique aux systemes pseudo-classiques. Les opérateurs bosoniques
vérifient des relations de commutation entre eux et avec les opérateurs fermioniques,
tandis que ces derniers obéissent a des relations d’ anti-commutation entre eux. La
version quantifiée de la pseudo-mécanique n’est rien d’autre que la théorie quantique

ordinaire.

Enfin, nous mentionnons que moyennant ces systémes pseudo-classiques nous
avons la possibilité de décrire le spin a un niveau pseudo-classique, d ailleurs, c'est la
motivation initialle de ce travail. Nous avons pu auss retrouver | oscillateur
harmonique fermionique en partant d'un lagrangien pseudo-classique. Dans une
derniére application, nous avons démontré que |’ équation de Pauli décrivant une

particule ayant un spin %2 se déplacant dans I’ espace et |e temps, peut étre obtenue en
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commencant par un lagrangien pseudo-classique, réel et pair, contenant des variables

ordinaires et des variables de Grassmann.

Cetravail nous a montré aussi que lalimite classique << A — 0 > delathéorie
guantique avec les opérateurs de Fermi est la pseudo-mécanique. L’intérét de ce
résultat est qu'il n'y plus de distinction formelle entre le cas classique et pseudo-

classique, nous avons toujours une formulation classique et quantique.

Donc nous avons pu constater que cette théorie unifie les variables qui
commutent et qui anti-commutent, afin d étudier les fermions et les bosons d’'une

mani ére symetrique.
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