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X Variable aléatoire

X =£Y égalité en loi de deux processus
E(X) l'espérence de X

K(s,t) = s ANt =min(s,t) = cov(By, Bs)
X =X-EX)

||.]| : 1a norme.

(.,.) : produit scalaire .

T : 'ensemble des temps.

o3y = exp([! —a(s)ds)

it = exp(3AL?)

hi! = exp(SLAL?)

[;0 7t}

—1 _ -1
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Introduction générale

Le Concept d’équations differentielles stochastiques (EDS) généralise celui les équations
différentielles ordinaires aux processus stochastiques.

Le mot ”stochastique” dérive du grec “viser”, “deviner” et signifie “aléatoire” ou
“chance” [8]. L'antonyme est “stir”, “déterministe” ou ”“certain”. Un modele déterministe
prédit un seul résultat a partir d’un ensemble donné de circonstances. Un modeéle sto-
chastique prédit un ensemble de résultats possibles pondérés par leurs vraisemblances
ou probabilités. Une piece de monnaie lancée en l'air reviendra stirement sur terre
quelque part. Qu’elle tombe pile ou face est aléatoire. Pour une piece de monnaie ” juste
”, nous considérons que ces alternatives sont également probables et nous attribuons a
chacune la probabilité 1/2. Cependant, les phénomenes ne sont pas en eux-méme .

La formalisation théorique de ce probléme a été posé aux mathématiciens et il a fallu
attendre les années 1940 pour que le Japonais “Ito Kyoshi” donne la définition de l'inte-
grale d'Ito .

Il s’agit d’étendre la notion d’intégrale de Lebesgue aux processus stochastiques relati-
vement un mouvement brownien . On construira cette intégrale et on donnera un sens a
I'expression fst f(s,w)dB; ou f(t,w) est un processus stochastique et w est un événment
aléatoire .

Les EDS sont utilisées dans differentes branches a I'instar de la physique , biologie dy-
namique , mathématique financiers...etc

En 1908. “Langevin” étudie le mouvement brownien d"une particule dans un fluide [24].
Ce mouvement fut observé pour la premiere fois par le botaniste “Ecossais Brown” en
1827.Langevin d’écrit le mouvement d’une telle particule par I’équation :

X{=—aX;+ o0 1)

ou o > 0 et o sont des constantes , X, represente la vitesse de la particule suivant
I'axe x ,—a.X; représente la force due a la friction dynamique avec le fluide, la constante
a est donnée par la loi de Stockes : & = 221 avec a est le rayon de la particule , m sa
masse et 7 la viscosité du fluide et la par quantité o(; représente la force exercée sur la
particule par les chocs avec les molicules du fluide. o(; varie donc trés rapidement et



peut étre modélisé par le bruit blanc ¢; qui est tel que W, = fot (sds. Langevin fut donc le
premier a considérer des équations du type :

X, =al(t, X;) + b(t, X4)(,
{ e 2

A u début des années quarante, Ito développe la notion de l'intégrale stochastique et
donne des conditions suffisantes pour 1’existence de solutions pour I'équation (1). En
posant dans 1’équation (1),dW; = (;d, , on obtient :

X{ = a(t, Xt) + b(t, Xt)Wt (3)
Xto - C

ou bien
Xe=C+ [ a(s, Xo)ds + [} b(s, Xs)dW, (4)

ot la deuxieme intégrale ( fti b(s, X,)dW;) , est une intégrale qui ne peut étre in-
terprétée comme une intégrale de Riemann Stieltjes car les réalisations du processus
de Wiener ne sont pas a variations bornnées.
Pour résoudre ce probléme, on définit I'intégrale stochastique "It et on entend par EDS
au sens de Ito une équation de la forme (2).
Il existe plusieurs types d’équations différentielles stochastiques . Une solution de cette
equation est une fonction aléatoires verifiante (4) .
(rétrograde)
A tin d’étudier la résolution d"une EDS a bruit additif multidimensionel , et rétrogrades ;on
a divisé notre mémoire en trois chapitres .

Dans le premier chapitre , on a présenté les outils théoriques dont on avait besoin
dans notre étude,il comporte deux parties a savoir : Calcul stochastique et Calcul matri-
ciel.

Dans le deuxiéme chapitre , nous allons présenter quelques théoremes pour la résolution
de I'EDS a l'instar de 'existence et 1'unicité d"une EDS unidimensionelle et multidi-
mensionelle a coefficients lipschitziens. Nous avons éventuellement parlé de solutions
taibles et fortes .

Le troisieme chapitre a été consacré a 'application d’équation différentielle stochas-
tique en la finance mathémtique .Nous nous sommes intéréssé au modele d’evolution
des options Black et Scholes (1973) .

Ce modele nous a permis d’evaluer le prix d’une option .L’étude a été débuté par un
calcul d’erreur et de la précision de simulation ,et a été finalisé par le schéma d’'EULER-
MARUYAMA .



Chapitre 1

Les Outils Stochastique et Calcule
Matricielle

Introduction

Dans ce chapitre, on introduira des notions et définitions utiles qu’on utilisera par la
suite.

1.1 Calcul Stochastique

1.1.1 Quelques rappels sur les probabilités

Tribu

Définition 1.1.1. Soit 2 un ensemble. Une tribu ( ou o algebre ) sur 2 est une famille F
de sous ensembles de (2 tels que :

L.O0eF

2. Ac F= A°c F

3. (An>n21 € F — UnzlAn c f
Une tribu contient donc {2 Un espace mesurable est un espace muni d'une tribu et on le
note (Q, F)

Proposition 1.1.1. Une intersection de tribus est une tribu. L'union de tribus n’est pas, en
général, une tribu.
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Mesurabilité

Définition 1.1.2. Soient (2, F), (E, G) deux espaces mesurables .
f:Q — FE estdite (F,G)— mesurable.
siVAeG: f7Y(A) e Fou f71(A) ={weQ: flw) € A}.

Remarque 1.1.1. S’il n’y a pas d’ambiguité sur les tribus utilisées. On dit simplement f mesu-
rable.

Tribu engendrée

Définition 1.1.3. Soit A = {A;,7i € I} une famille de sous ensemble (2. Alors la tribu
engendrée par A, noté o(A) est la plus petit tribu sur €2 qui contient tout les sous en-
sembles A;, i € I (I n’est pas forcement d’enombrable). Elle est I'intersection de toutes
les tribus contenant A.

Si Fi, F, sont deux tribus, on note F; V F; la tribu engendrée par F; U F,. C'est la plus
petite tribu contenant les deux tribus F;, 7.

Définition 1.1.4. Soit Q2 = [0, 1]. la tribu borélienne sur [0, 1] est la tribu engendrée par
la famille des sous ensembles :

A ={]a,b[,0 <a <b<1}.Onlanote B([0, 1]).
pour Q = [0,1]", la tribu borélienne B(2) = o(A).
Avec A = {]al,bl[x]al, bl[X....]an,bn[,O < a; < bz < 1}

Remarque 1.1.2. Pour (2 fini, on choisit F = P(£2).
Pour 2 C Rou Q C R", On choisit F = B(2).
Variable aléatoire

Définition 1.1.5. Soit (£2, ) un espace mesurable. Une variable aléatoire (v.a.r) X est
une application mesurable de (2, ) dans R. Ainsi, X '(A) = {w € Q: X(w) € A,VA €
B(R)} € F.

1.1.2 Processus Stochastique
Définition 1.1.6. Un processus stochastique est un objet de la forme :
X = (QF, (Fo)ier, (Xi)ier, P)
ou
e (2, F,P) est un espace de probabilité.
e T (le temps) est un sous ensemble de R* .

o (Fi)ier est une filtration, i.e .est une famille croissante de sous c-algébre de F :
fs - ft sis <t.
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o (X})ier est une famille sur (€2, F) prendre des valeurs dans un espace mesurable
(E,€) tel que, pour tout ¢, X; est F;-mesurable. Ce fait est également exprimé en
disant que (X;):cr est une adapté a la filtration (F;);.

Exemple 1.1. soit T = N et (X;); une suite de v.a.i . On considere S,, = > | X; le processus
de sommes partielles . parle dans ce cas de marche alétoire. Alors, (S,,)nen est un processus i
accroissements indépendants.

Définition 1.1.7. (Egalité de deux processus) Soit X = (X;);er un processus stochas-
tique, les lois finies dimensionnelles de X sont les lois de tous les vecteurs (X;,, Xi,, ... X4,)
pour ty,ts,..t, € Tetn € N

L’ensemble des lois finies dimensionnelles caractérise la loi Px du processus X dans la
suite 1" égalité en loi de deux processus X et Y, nous signifierons 1’égalité de toutes les
lois finies dimensionnelles de X etde Y . (X;,, X4, ... Xy,) =% (Y4, Vs, .. Y2,)

pour tout ¢y,ts, ..., t, etn € N.

1.1.3 Filtration

Définition 1.1.8. Une Filtration sur un espace de probabilité (2, F) est une famille de
(Fi)i>0 de sous-tribu telle que pour s < tona Fy; C F.

Définition 1.1.9. Un processus (X;);>o est dit mesurable si 1'application définie sur
(R x Q, — (R?) par (t,w) — X;(w) est mesurable par rapport aux tribusmathcal B(R, ®
F et B(R%.

Définition 1.1.10. (Adapté) un processus (X;);>o est dit adapté si pour tout t > 0, F;—
mesurable.

Exemple 1.2. Soit (X,);>¢ un processus aléatoire .
Pour tout t > 0, on pose F; = o(X; : 0 < i < t) Alors (F)i>o est une filtration.

1.1.4 Martingale

Définition 1.1.11. Une suite de v.a.(X,,),en est F,,-martingale si
e X, estintégrable, Vn € N.
e X, est F,,-mesurable Vn € N(adapté a la filtration F,,).
o E(X,11|F,) = X,, Vn € N (jeu équitable).

Processus Gaussien

Définition 1.1.12. On dit qu'un processus est gaussien si toutes ses lois finies dimen-
sionnelles £(X,, ..., X;,) sont gaussiennes ,Vn € N, et, Vty,....t, € T
Autrement dit X = (X;); est gaussien si toute combinaison linéaire a; X;, + ... + @, X4,
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suit une loi gaussienne Vn € N, t;,....t, € T,et,a,...,a, € Rlaloi d'un vecteur gaus-
sien (X, ..., X}, ) est connu par le vecteur moyenne (E[X,], ..., E[X,,]) et la matrice de

el >

Remarque 1.1.3. 1. Levecteur (Xy,,...X4,) est un vecteur gaussien de moyenne (my, , ...my,,)
et de matrice de covariance (I'(t;,t),) ot m(t) = E(X3),

['(s,t) = cov(Xs, Xy) = E[X; — E(X{)][X: — E(X})], pour tout s,t (1.1.1)

et
[(s,t) =T(t,s) (1.1.2)

2. Pour tout tq, ..., t, > 0 et pour tout \1,...,\, € R

n

> NA(T(t, tk) > 0)

7,k=1

Posant X, = X, — E(X%)

D NNt te) =Y NME(X, X)) =B NX P> 0
Jk j

Jik J

Définition 1.1.13. (Bruit blanc gaussien) Soit (A, ;1) un espace mesuré et

U={Aec A i(A) < +oo},lebruit blanc est un processus gaussien (X 4) ac 4 indexé par
I’ensemble des mesurables A défini par : E[X 4] = 0 et cov(A, B) = u(AnN B).

Le bruit blanc est une mesure aléatoire A — X 4(w) elle est aléatoire car a dépend de w
.sachant que la loi est

X(A) — N(0, u(A)).

Cepedant un bruit blanc n’est pas une vraie mesure car A — X, n’est pas o additif

1.1.5 Mouvement Brownien

Définition 1.1.14. Un mouvement brownien standard (M.B) est un processus (B5;),-, a
trajectoires continues vérifiant les propriétés suivantes : -
- P(By = 0) = 1 le mouvement brownien issu de 'origine : By = 0
- Vs <t, B, — Bs ~ N(0,t — s)
-n,0 <ty <t < ... < t, les variables aléatoires B,, — B;, ,,..., By, — By,sont
indépendantes.
— (B4),> est appellé aussi processus de Wiener.

Proposition 1.1.2. (B;),. est un M.B si et ssi (B;),, est un processus gaussien continu,
centré de fonction de covariance :
Cov(By, Bs) = K(s,t) = min(s,t) = sAt
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1.1.6 Mouvement Brownien Multidimensionnele

Définition 1.1.15. Soit W, = (Wt(l), e Wt("))t un vecteur de dimension n . On dit que

(W;) est un M.B multidimensionnel si les processus (Wt(l), i < n)¢>o sont des browniens
indépendnts , c’est un processus a accroissement indépendants .

1.1.7 Mouvement Brownien Généralisé

Définition 1.1.16. Le processus (X; = a + B;) est un mouvement brownien issu de a .
On dit que (X;) est un mouvement brownien generalise ou un mouvement brownien de
Drift psi X; = x + ut + 0 B; ol B; est un mouvement brownien standard. La variable X;
est une variable gaussienne d’espérnce =+ it et de variance 0t . Les v.a (Xy,,, — Xy, tg <
.... <t,,) sont independants.

Exemple 1.3. Brownien Géométrique :
Soit B un mouvement brownien , b et o deux costantes
le processus

1
X, = Xoexplb — 502)75 + 0By (1.1.3)

est appellé Brownien Géometrique, ce processus est aussi appelle ” log-normal”. En effet dans ce
cas

1
LnX, = (b— 502)75 + 0B +lnx

et la variable qui est a droite suit une loi normale.
- le processus X,e~" est une martingale
- En notant G une v.a de loi N'(0, 1)

Ce processus est appellé le modele Black et scholes , il est utilisé pour modéliser le prix d’'un
actif financier . le rendement de I'actif entre deux dates est mesuré par la différence des loga-
rithmes des cours et est donné par la variable gaussienne

{b - %02}@ —s)+o(B; — Bs).
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0 02 04 0.6 08 1

FIG. 1.1 - mouvement brownien géometrique

Exemple 1.4. Processus d’Ornstien-Uhlebeck
L’équation de langevin

Vi=— /t aVsds + o By + Vj (1.1.4)
0
a pour unique solution
V, = e 9V, + /t e =954 B,
0
on écrit I'équation (1.1.4) sous forme condensée
dV; + aVidt = od By, V, donné

les données de probleme sont : L a variable aléatoire Vj, le Brownien B et les constantes a, o
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F1G. 1.2 — Processus O-U

Proposition 1.1.3. [11] Le processus V , appellé Processus d’Ornstien-Uhlebeck est gussien
d’espérence E(V;) = e~V et de covariance cov[V;, V] = [ e Wag2e=(mwady, s < t. En
particulier , si V est une constante V = 0

On écrivant

En déduit pour ,s <t

ou encore

2
cov[Vy, Vi] = g—e—(s +t)(e? — 1
a

et Var(V;) = %(1 — exp(—2at))

vV, :6—(9(1%_'_/ 6—(s—u)a0_dBu
0

‘/se(sft)a — ef(m)‘/zJ +/ ef(tfu)ao_dBu
0

t

% _ V;e—(t—s)a +/ e—(t—u)aO_dBu

s

t
‘/1€+s — ‘/;e—ta + / 6—(t—u)a0_dBu
0

out le processus B défini par B = By, — By est un MB idépendant de Fs donc de V
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1.1.8 Intégrale Stochastique

Intégrale de Wiener

L'intégrale de Wiener est simplement une intégrale du type: w — Y3 (w ( fo X,dB ) (w)

avec X fonction déterministe ,c a d ne depand pas de w. On fixe un horlzon T >0
déterministe (éventiuellement 7" = 400 ) et on note :

L?([O,T],R):{ 0,7] —>R// yds<oo}

Remarquons que si 7' < oo, les fonctions continues et les fonctions bornées sont conte-
nues dansZ?([0; T]; R) .On peut montrer que muni du produit scalaire ,

< fig>= / F(s)g(s)ds

L*([0; T); R) est un espace de Hilbert, au sens pour toute suite de L*([0; 7]; R) qui soit de
Cauchy pour la norme

T 1/2
[fllor =v<fif>= </0 f2(5)ds)

Définition 1.1.17. Soit W = (W,;) un mouvement brownien standard .
Interprétation formelle de l'intégrale stochastique : On fixe w réalisation du hasard .

/XdW /X

I'intégrale se passe par rapport au temps . Le resultat est donc une variable aleatoire.

Remarque 1.1.4. 1. la definition univoque .

2. supposons X non-anticipant (progressivement mesurable) : X, ne dépend que de
(Ws,s <t)

3. integrale d’ito : fot XsdWs : si les trajectoires de X sont continues ( ou Riemann-intégrables)
alors ce sera la limite

t n
/ X, dW, = lim ZXti(Wti+1 - W)
0

n—+o00 £

onl=ty<t; <... < t, =t est un element d’une suite de subdivisions dont le pas
n—1
max(tip1 —t;)

converge vers Zéro

10
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1.1.9 Formule d’Ito

Théoreme 1.1.4. Soit f € C*(R), et X un processus a variation quadratique finie , avec la
probabilité 1, on a pour tout t > 0

t t t
F(t,X0) = £(0,X0) + /0 £i(5, X)X, + /0 fils, X)ds + /O [la(s, X,)d(X), (115)

Le terme fg f.(s, X,)dX, s’appelle I'intégrale stochastique de f'(s, X,) par rapport a X : c'est
la limite p.s

Z f;;(ti7 Xti)<Xti+1 - th)

t; <0

le long de la subdivision dyadique d’ordre n
La formule d'it6 (1.1.5) peut aussi s’écrire sous forme differentielle

/ li 1 7
voir [18]
Démonstration. voir [18]

Calcule le crochet d"un processus X

Proposition 1.1.5. (Calcul de Crochet) Considérons deux processus continus A et M ayant les
propriétes suivantes :

— A est variation finie.

— M est variation quadratique finie.
Alors

2. 5i Xy = x+ M, ,alors (X), = (M), .

3. Si Xy =AM, , alors (X), = \*(M), .

4, SZXt = Mt+At,al07’5 <X>t = <M>t .
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Chapitre 1 Les Outils Stochastiques et Calcul Matriciel

1.2 Calcul matriciel

Définition 1.2.1. Soit m et n deux entiers . Une matrice de taille m x n est un tableau de
nombres avec m lignes et n colonnes de la forme :

i1 Qi2 ... Qin
A Clg..l ag.,Q ce. Qo
mi Ama - G
Les a;;sont des réels appelés coefficients de A . On notera aussi A = (ajj; ;1<) OU

A = (ai)

1.2.1 Type de matrices

Définition 1.2.2. (Matrice de Winer)

Soit W;;1<i<; des variables aléatoires indépendantes telles que E(W;;) = 0 pour tout
1 <i < jE|(W,;)]* =1.0n suppose de plus que Yk, sup; ;E|(W;;)|* = C(k) < +o0
La matrice Wy est une matrice N x N symétrique telle que (Wy),; = W;; est définit par

Wy = W S?Z::j:’
Wi' 5117&]7

Définition 1.2.3. (Matrice Carée) Une matrice de taille n x n est dite carrée. L'ensemble
de toutes ces matrices est noté M, (R) pour une matrice A = (a;;) € M, (R), les coeffi-
cients (a;;),1 < i < n sont appelés les coefficients diagonaux de A

Définition 1.2.4 (Matrice Diagonale). Une matrice diagonale est une matrice carrée
dont tous les éléments en dehors de la diagonale sont nuls par exemple
1000

A=

o O O
S O N
o w O
~ O O

Définition 1.2.5. (Matrice Identité) La matrice identité de taille n est la matrice diago-
nale de M,,(R) dont les coefficients diagonaux valeur 1 et tous | sont nuls .
Onlanotée ], ,a; =1leta;; =0Vi# 7.

1 0 0

0 1 0
A= .

: 1

0 1

12



Chapitre 1 Les Outils Stochastiques et Calcul Matriciel

1.2.2 Matrice triangulaire

Définition 1.2.6. soit A = a;; € M,,(R) une matrice triangulaire si :

1. a;; = 0 des que ¢ > j, alors la matrice A est dite triangulaire supérieure.

2. a;; = 0des que i < j, alors la matrice A est dite triangulaire inférieure.

3. a;; = aj; pour tout 1 < 4,j < n.Autrement dit si, A* = A, alors A est symétrique

4. a;; = —aj pour tout 1 < i,j < n . Autrement dit si, A" = —A ,alors A est anti-
symétrique

1.2.3 Matrice inverse

Définition 1.2.7. Une matrice A € M,,(R) est dite inversible s’il existe B € M,,(R) tel
que AB = BA = I,,, B est dite inverse de A et note B = A™!. L'ensemble des matrices
inversible de M,,(R) est désigné par GI,(R).

Remarque 1.2.1. Si A et B sont dans G1,,(R), alors l'inverse du produit AB est donné par :
(AB)"'=BtAL.

Définition 1.2.8. (La Trace de Matrice) On appelle trace d'un matrice carré A = (a;;)i;j=1..n;
noté TrA , la somme de ses éléments diagonaux .

TrA = Z Q-

i=1

1.2.4 Valeur propre
Définition 1.2.9. ) est une valeur propre de A si et seulement si Det(A — A\) =0

1.2.5 Vecteur propre

Définition 1.2.10. Soit \; est une valeur propre de A, les vecteurs propres associés a
valeur propre )\; sont les solutions non nulles du systéme linéaire homogene suivant :

(A= A\DX =0

1.2.6 Exponotiel de matrice

Dans la suite K, Désignera R ou C

n

A
Définition 1.2.11. Soit A € M,,(K). La serié > — est normalement convergente sur
n

tout compact ; donc a un sens . On l’appelle I’exponontiel de la matrice A , et on la note
Exp(A) = e,

13



Chapitre 1 Les Outils Stochastiques et Calcul Matriciel

Proposition 1.2.1. - VA € M, (K),3P € K(X),e? = P(A)
— l'application A — e est O™, sa différentielle en 0 est l'identité
soient A,B € M, (K) deux matrices alors

eAeB — A+B

soit P € GL,(K), A € M,(K), PeAP~" = PAP™ VA € M, (K), det(e?) = A
A=A

si on note O,, la matrice nulle , alors exp(O,,) = I,
ek = e pour tout k € 7

Théoreme 1.2.2. Si K = Calors ,exp : M,,(C) — GL,,(C) est surjective
siK =Ralors, exp : M, (R) — M?* M € GL,(R) est surjective

Proposition 1.2.3. 1] existe des voisinage U de 0 et V de I,, dans G L,,(K) tel que :
exp : U — V soit un C* difféomorfisme

Définition 1.2.12. Soit A € B(I,, 1). on dit que l'algorithme de A , et noté log(A) la série

oabsolument convergente : log(A) = >, %(9 —1,)".

Théoréeme 1.2.4.
VA € B(I,,1).exp(log(A)) =

VA € B(0,In2).log(exp(A)) =
(2]

1.2.7 Calcul effectif

Théoreme 1.2.5. voir[12] Soit A € M,,(C) , il existe une unique couple (D, N) tel que :
1. A=D+N
2. DN =ND
3. D est diagonalisable et N nilpotente.
Corollaire 1.2.6. On utilise le théoréeme précédent pour calculer I'exponotiel d’ une matrice.

Soit A € M, (K), D et N comme dans le théoreme. On a alors :

expA = ePel

or,

1. N nilpotente , si on note q son indice nilpotence on a :
N _ -1 NE
€% =D k=0 W

2. D étant diagonalisable , notons Ay, ..., A, on a deux moyens de calculer son exponontiel :

14



Chapitre 1 Les Outils Stochastiques et Calcul Matriciel

(a) Sion connait une base de diagonalisation, soit P la matrice de passage. Ona e? = P.

(b) Soit P un polynome interpolateur tel que P(\;) = i, alors

et = P(A)
Exemple 1.5. Soit A une matrice telle que :
1 1 0
A= 0 2 -1
-1 1 3

2 00 -1 1 0
D=0 2 0 |etN= 0 0 -1
00 2 -1 1 1

Ici D est une matrice diagonale D = 215, ce qui va simplifier les calculs .

2. la matrice diagonale.

e 0 0
exp(D)= [ 0 ¢€? O2 =’
0 0 e

3. la matrice nilpotente La matrice N est nilpotente

1 -1 -1
N2=[1 -1 —1
0 0 0
et N3 = 0 ainsi
11,
N2 2
€Z‘p(N):[+N+—‘: i i 3
2! 2 2 2
-1 1 2
4. Exponotiel de A
11,
e 0 0 % % —3 ze? e —1le
cop(A) = cap(Dyeap(N) = [ 0 e o || T T 3 |= Ie Lo Ao
0 0 é? 21 % 22 —e?  e2 2¢?

15



Chapitre 1 Les Outils Stochastiques et Calcul Matriciel

Norme matricielle

Définition 1.2.13. Une norme matricielle sur M,,(K) est une application
.| : M, (K) — R* vérifiant :

1. Al =0 A=0
2. |@A| = |a|||A|| pour tout o € R
3. |4+ Bl < [lAll + Bl

1.2.8 Application aux équations differentielles
Systéme différentiel
Dérivée

Définition 1.2.14. Si M(t)est une matrice dont les coefficients a;;(¢) sont des fonctions
dérivables de la variable t, alors la dérivées de A(t) est la matrice A’(t) dont les coeffi-
cients sont les dérivées a;;(t).

La dérivée d"une matrice vérifiée les propriétées usuelles des dérivées .

En particilier , elle vérifie que, si les matrices M(t) et N(t) sont dérivable, alors le produit
aussietona: (MN)'(t) = M'(t)N(t) + M(t)N'(t)

Proposition 1.2.7.

%(ea:p(tA)) = Aexp(tA),Vt € R,VA € M, (K) (1.2.7)

Théoreme 1.2.8. Soit A € M,,(K) alors le systeme differentiel

X' =AX
{ X(0) = 0 (1.2.8)
a une unique solution définie vt € R donné par : X (t) = Xy.e“
Remarque 1.2.2.  — Dans le cas n=1 .On trouve simplement une seule equation que I'on
écrit X'(t) = aX (t) et son solution est : X (t) = xoe™ pour tout constante réel ou com-

plexe

— I'ensemble des solutions est un espace vectoriel . en effet , on prouve facilement que l'en-
semble de solution est un sous espace vectoriel de I'ensemble des fonctions dérivables de
R dans R" la fonction identiquement nulle est solution , et si X1, Xy sont solutions alors
AX, + pXsy est aussi solution (avec A, i € R)

Approche qualitative

On rappel ici les notions liées a la stabilité d"un systeme différentiel autonome : Pre-
nons U un ouvert de R", f : U — R™ une fonctions de classe C* .

16



Chapitre 1 Les Outils Stochastiques et Calcul Matriciel

On considere le systeme différentiel autonome suivant :

v =fy)
Lo L (129

soit x un point d’équilibre de ce systeme (f(x) = 0).
— X est stable si

Ve > 0,30 >0, [lyo — zf| <n = (V¢ > 0ly(t) — zf| <e
— x est asymptotiquement stable si de plus
limt—>+oo‘|y(t) - .%’” =0

Théoréme 1.2.9. (stabilité de Lyapunov voir [4]) Soit f : R" — R" de classe C! telle que
f(0) = 0 et df(0) ait des valeurs propres de parties réeles strictement négatives . Alors 0 est
asymptotiquement stable pour le systeme (1.2.9).

Définition 1.2.15. (fonction Lyapunov) Soit f : Rt x R* — R" continue localement
lipschtizienne par rapport a la second variable et telle que V¢ € R, f(¢,0) = 0 soient
R>0etV:R" x B(0,R) — R.Ondit que V une fonction de Lyapunov si :

1. VestCletVt e RT,V(¢,0) =0
2. Tlexiste W : B(0, R) — R* continue telle que Vt,x W(x) < V(t,x)
3. W(x)=02=0

~ 0 ,
4. L'expression V = —- + (f, %) est négative ou nulle sur R* x B(0, R)

Lemme 1.2.10. Soit f : RT x R"™ — R" continue localement lipschtizienne par rapport a la
second variable et telle que Vt € R, f(t,0) = 0. S’il existe R > 0et V : RT x B(0, R) — R telle
que V est une fonction Lyaponuv ,

alors la solution nulle est stable . Si en plus V vérifie :

1. il existe W : B(0, R) — R~ continue telle que t,zV (t,z) < W (z)
2. W(z)=0ex=0

3. limy_osupi>oV (t, x) = 0 alors la solution nulle est asymptotiquement stable .

17



Chapitre 2

L'équation Differentielle stochastique a
bruit additif multidimenssionelle et
Rétrograde

introduction

I'equation differentielle stochastique dirigée par un mouvement brownien, c’est une
équation permettent de tenir d"un bruit aléatoire dans I’évolution d’un phénomeéne. En
particulier elles fournissent des modeles en phisique , biologie,economie, finance....ect.
Soit (B, t > 0) un mouvement brownien standard défini sur un espace de probabilité
(Q, F,P), on obtient 'EDS suivante :

dXt = ,u(t, Xt)dt + U(t, Xt>dBt
X() =T
ot o deux fonction

2.1 Fquation Diffrentielle Stochastique

Soient f, g : [0,7] x R — R deux fonctions déterministes mesurables .
On peut considerer que ce bruit est un processus gaussien généralement modélisé par
un mouvement brownien B

{ dXt = f(ta Xt>dt + g(ta Xt)dBt

pRci 2.1.1)

La solution de 1’équation (2.1.1) est sous la forme

t t
X=X+ [ 5. Xds+ [ gls, Xt 0
0 0

18



Chapitre 2 L’EDS a bruit additif multidimensionelle et rétrograde

— La fonction f est communément appelée coefficient de dérivé, alors que g est ap-
pelée coefficient de diffusion.

— Une solution de 1’équation précedente s’appelle diffusion.

— Ces équations permettent de construire la plupart des modeles d’actifs en finance.
aussi bien lorsqué on cherche a modeliser des actifs que des taux d’interet.

Définition 2.1.1. Soient d > 1 et m > 1 desentiers. o : R. x R — R? x m et

Il ity

et b = (b;)1<i<a- On considere I'’EDS suivante que 1’on appelle E(o, b)
dXt == O'(t, Xt)dBt -+ b(t, Xt)dt (212)

L’equation (2.1.3) admet une solution sachant que :
- (Q,F, (F),P) est une espace probabilité filtré dont la filtration est continue a droite
et complete .
— Sur cet espace, on se donne un F, -mouvement brownien B = (B!, ..., B™)
— un processus (X = X', ..., X?%) qui est F; adapté et continue telque .

¢ ¢
X, =Xo+ / o(s, Xs)dBs + / b(s, X,)ds
0 0

c'estadirepour1 <i<d

t
0

mo ot
X, =X+ Z/ oi(s, X,)dB? + / bi(s, X,)ds
j=170
lorsque de plus X, = = € R? on dira que (Q, F, (%), P, B, X) est une solution de E,(c, b)

2.1.1 L’existence et L'unicité

Théoreme 2.1.1. : voir [5]
On considere I'espace de probabilité (S, A;, P) ,soit I"équation differentielle stochastique

dXt = a(t, Xt>dt -+ b(t, Xt)d’ll)t (213)

avec la condition initial X;, = xo = ¢, ot
- W, est un processus de winer m-dimenssionnel ,et c est une v.a independante de W, — W,

- a(t, X;) est une fonction définie sur [ty, T) x R? dans R? et b(t, X,) définie sur [to, T] x R?
a valeur dans ’ensemble des matrices d x m

sont mesuraables et vérifient les proprietés suivantes :
1. 3K, > 0 tel que Vt € [ty, T],Vx € RY Vy € R?

la(t,z) —a(t,y)| + |b(t, ) — b(t,y)| < Ki|x — y| (condition de lipischitz)
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2. 3Ky > 0 tel que Vt € [ty, T],Vz € R :
la(t,z)|* + |b(t, ) |* < Ky(1 + |x|?) (condition de restriction sur la croissance)

alors, I'équation differentielle stochastique (2.1.4) admet une solution unique X, a valeurs dans
RY continue presque surement et satisfaisant la condition initiale X,;, = .

L'unicité est dans le sens que si X,,Y; sont deux solutions continues presque surement telles que
Xy = Ys, = o, alors Plsup,<i<7| Xt — Yi|]] =0

Si E[X}] < ool’équation (2.0.1) admet une unique solution (X;)c(,r] - Cette solution
vérifie de plus la condition d’intégrabilité suivante :

E[ sup |X{]? < o0
0<t<T

On suppose pour simplifer que b et o sont globalement lipschitziennes en espace, avec
constante K . L'argument repose sur le lemme suivant qui est extremement utile

Lemme 2.1.2. (Gronwall)
voir : [4]
Soit T > 0 et g une fonction positive mesurable bornée telle que

t
g(t) <a+ b/ g(s)ds
0
pour tout tA <T'; o a et b sont des constantes positives. Alors
g(t) < ae®
pout toutt <T'.

Lemme 2.1.3. Yamada-Watanabe
voir [4] Supposons que E,(u.0) admette une solution faible et que toutes ses solutions sont
indistinguable . Alors, E,(j1.0) admet une solution forte .

Démonstration. (I'existence et 1'unicité) L'idée de la preuve comme souvent lorsque
nous avons afaire a des équations differentielles (ordinaires ou stochastiques) la preuve
de 'existence fait intervenir un argument de point fixe et celle de I'unicité un argument
de type lemme de (Gronwall)

1. (Etape 1) travaille sur le bon espace S On définit I’espace complet suivant :
S = {(Xy)iep,1 processus C° et adapté tel que E[supo<i<r|X:|*] < oo équipé de la
norme définie par
1
I X [ls= Elsupo<e<r| Xi|*]2

Etape 2 applique le théoreme du point fixe de picard pour T petit
soit f l'application qui a un processus (X;):c[o,r] associe le processus (F'(X);)cjo,r]
defini par

f(X) = Xo+ /ta(s,Xs)ds + /t b(s, Xs)dws
0 0
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A) f est bien définie
D’apres la condition 2, lorsque (X;)co,rp € S, les processus b(t, X;)icpo,1]
et a(t, Xy)iep,r) sont dans L*(Q x [0,77) . (le processus fot b(s, Xs)dWy est une
martingale de carré intégrable ).

B) f(S) C S.comme (u+v)* < 2(u? +v?),
|F(X)e— F(0)e|* < 2(sup)| [} a(s, X,)—a(s,0)ds[>+sup| [y b(s, X;)—b(s, 0)dw,|?)
or d’apres la condition (1) de théoreme (2.1.1)

t
E[sup|/ a(s, X,) — a(s,0)ds|?] < K*T*E[sup|X;|*]
0

et d’apres les proprites de l'integrale stochastique et la condition (1) de théoreme

2.1.1)
t
]E[sup]/ a(s, Xs) — a(s,O)ds|2] < 4K2TE[sup|Xt|2]
0
ainsi
1£(X)|ls < V2(K?T? + AK?T)|| X ||s + || £(0) s
et donc;

1/ (Xo)lls < 3(E[Xg] + K*T? + 4K°T) < o0
ce qui entraine le résultat car || f(X)|ls <ocodonc X € §

C) par un calcul en tout point analogue a celui mené au B)

1£(X) = f(Y)lls < V2(K2T? + 4K?T)|| X |ls + | X = Yls

L'application f est donc lipschitzienne de rapport /2(K27? + 4K2T) pour T
suffisamment petit c’est meme une contraction strict .

D) Pour T' = Tj petit; f admet donc un unique point fixe dans S, ce point fixe
est une solution de (2.1.4) sur [0, 7] . donc la solution est donc unique si on
se restrient a &

Etape 3 unicité
On passe de l'unicité sur S a l'unicité en géneral (sur [0, Tp] en utilise un argument
que nous admettrons ( lemme de Gronwall)

Etape 4 On passe de 'existence et de 'unicité sur [0, 7p] a celles sur [0, ¢Jen travaille succes-
sivement sur [0, Ty], [Ty, 270)..... et . On obtient le resultat .

2.1.2 Solution Faible et Forte

Définition 2.1.2. On dit qu’il y a existence faible pour F(o,b) , pour tout z € R? 'l
existe une solution de E, (o, b).

On dit qu'il y a unicité faible pour E(o,b), si pour tout z € R? toutes les solutions de
E,(o,b) ont la méme loi.
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Exemple 2.1. Soit I'EDS suivante :
dXt = SantdBt

telle que

+1si uw >0
sgn(u) = —1si u<0

On se donne un espace de probabilité filtré (0, F, (F), P) sur lequel est défini un (F;)-mouvement
brownien B avec By = x € R, on pose

t
Bt:/ sgn(Bs)dBs
0

Le théoreme de Lévy nous dit que B est un mouvement brownien issu de 0.comme

t
B ==z +/ sgn(Bs)dBs
0

On voit qu'il y a existence faible pour I'EDS ,qui posséde la propriété d’unicité faible, car d’apres
le théoreme de Lévy, toute solution de E, (o, b)est un mouvement brownien issu de x.
Définition 2.1.3. On dit que I'EDS E(0, b) a la propriété d’unicité trajectorielle si, deux
solutions X et X associées au meme espace (©2, F,(F;),P) et au meme mouvement
brownien B telles que X, = X, p-s., sont indistinguables,

c’est-a-dire P(X; = X, vt > 0)=1

Fixons un espace filtré (2, F, (F;),P) . (dont la filtration est continue a droite et complete)
et un (F;)-mouvement brownien B.On dit que X est une solution forte de E(o, b) si elle
est adaptée par rapport a la filtration canonique de B.

Exemple 2.2. Considérons I'EDS suivante :
dXt - AXtdBt

avec A\ € R. On sait d’apres le théoreme (2.1.1 ) qu’il y a unicité trajectorielle pour cette

2
EDS, et que pour tout x ,I’'unique solution forte de E,(o,b) est X; = ze*B "5t On verra que les
coeffecients de cette EDS satisfont les conditions du théoreme (2.2) pour 'unicité trajectorielle
d’une EDS.

2.2 Formule d’'Ito

La formule d’Ito est 1'outil de base du calcul stochastique. Pour f une fonction de
classe C'et X,un proceessus , on a alors

FX0) = F(Xo) + /0 (X)X,
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Théoréme 2.2.1. (Formule d’ito) voir [5] soit X un semimartingale et f : R — R une fonction
de classe C* .Alors

FX,) = f(Xo) /f dX+/f” X)s

Si on considere p semimartingales continues X, ... X®) et f : R®) — R une fonction de
classe C* . Alors.

f(Xt(l)’ ""Xt( )) f(XO(l)a : )‘l' Z =1 (faa)J(c (X a )7 ,Xs(p))dXs(Z)
t 2 f ;
T3 ZZ] 1Jo 8;9(X (X (1)7"'7Xs( ))d<X()7X(J)>s

Démonstration. voir [5]
il existe deux cas;

v Pour p=1
on considérons une suite {0 = {; < ... <) = t},>, de subdivision embobitées |0, |
de pas tendant vers 0 . Alors en télescopant la somme, on a
F(X0) = F(Xo) + 300 (f (X, ) = F(Xip))
La formule de Taylor (Lagrange) a I’ordre 2 sur l'intervalle (non ordonnée) (X;», X n, )
est donnée pour chaque w € () :
(X)) = F(Xog) = P/ (X) (X, = Xig) + 252 (X, — Xip)?
ol
Gn,i € [inf96[0,1]f"(Xty + Q(Xty+1 - Xt?)), Supee[o,l]f”(Xt;L + 9<Xt?+1 - th))]
On a au sens de la convergence en probabilitée
ot F (X ) (f (X, ) = f(Xm)) =F [y f/(Xo)dX,, n — +00

i+1
Pour prouver la premiére formule d'Ito, il reste a établir la convergence en proba-

bilitée :
gn,i(wxXt? - Xt" —F fo f(Xs)d(X, X)sn — oo
car alors, par unicitée presque sure de la limite en probabilitée, on aura pour tout

t>0
F(X0) = £(X0) /f dX+/f” X),

Les deux termes de l'égalité ci-dessus étant continus en t, les deux processus se-
ront en fait indistinguables, ce qui donnera la premiere formule d’Ito

v pourp>1
onnoten <m

Z gmz Xtﬂl - XtT)Q

pn—1

Tom = Z In.j(w) Z (Xim , — Xt;ﬂ)Q
i=0

JP<tm<tR,
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m—1 n—1 e e . o
comme Y " = 3 Zj:t? <, (subdivisions emboitées), on a

Ppm—1

- Z Z gml( )(Xtﬁl _Xt;.n)Q

J=0 jAp<tr<tr

eton peut écrire
O 1

m 2 n—
=| Zp Z AP <UD 9m,i<w)<Xt;’Z;1 - Xt;”) - ?:0 Zj:t?gt;”<t?+l Gni(w )(Xt]"jrl -
Xtm) \

n—1
S e (@) — 90a(@)) (X, — Xip)?

n—1
< an | Zp Zj-t"<t§ﬂ<tg+l(Xt§11 - Xt;”)z |
= Znm 2570 (X, — X )?
avec Zpm = sup0<z<pn_1(sup] an<eman, j — gn. |) La continuitée de f” assure
que Z, », — 0 quand n, m — +oc. D’apreés l'interprétation ”variation quadratique”
du crochet , On a
pm 1(Xt — Xt;n)z —)X, X),, Et donc pour ¢ > 0 donné, il existe n; > 1 tel que

pour tout m >n>n

pm—1
P(|Ty — Tom| > €/3) <P (me > (X, — Xpm)? > 5/4>

J=0

donc;

pn_l

P— ll’mm—»—l—ooTn,m =P llmm—ﬂ,—oo Z 9n,i Z (Xtm - Xt;.")2

j+1
PSPt

pn_l

= 3 (XX, (X, X0

-/ ' ha(s)d(X, X),

ot h, =y " ”0 Jn z]l[t?,tﬂ_l[ . Ainsi il existe ny > 1 tel que pour m > ny
t
P <Tn,m — / hn(s)d(X, X)s| > 5/3) <e/3. (2.2.4)
0
on a pour tout s € [th;th 4|
|hn(3) - f”(Xs)l = |gn,z - lzmm—>+oogm,n| = limm—>+oo |gn,z - gm,j| S limm—>+ooZn,m

et dong,
supsefo g |hn(s) — f7(Xs)] — 0,n — +o0
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Ainsi il existe aussi ng > 1 tel que pour n > nj

IP>< — X)X X, ) <¢/3
en combinant (2.2.5), (2.2.6), eten prenant

m > n > max(ni;ng;ng)ona:

IP’(’ P G (X | — Xop )2 = J2 7 (X)d(X, X), ) <e.
Finalement, la premiere formule d’Ito est prouve pour p = 1.

Dans le cas ou’ p est quelconque, la formule de Taylor (toujours a 1’ordre 2) donne
f(th (1) g eeeny Xt;l_i,_l(p) ) - f(Xt;n'(l) PIEEEET) th(p))

— Zi 18m (Xt?(l), ....,Xt?(p))(Xthl(k) — ) + Zkl L gl( " (k) — Xt?(k))<Xt?+1(l) _
X)) avec

ki~ [ 0? 1 1 1 8? 1 1 1
Jnli € |infocpo) ngl(Xt(g) + G(Xt(?_:l - Xt(;l)> ) SUDPge|o,1] W&(Xt(?) + G(Xt(?jl - Xt(?)a )
En adaptant légerement les arguments du cas p = 1,
on montre que pour tous k., € {1,...,p}:

n— k k l l t 1)
ot X = XEVX = X)) = [y gt (X, X)X, X O), 0 —
+00

Cela acheve la preuve de la formule d’Ito dans le cas général .

2.2.1 Formule d’ito vectoriel

[17] soient B, = [Bi 4, ..., Bimy)? est un mouvement brownien de dimenssion m
et X; = [X1y, ..., X,n)7 un processus ;le processus d’ito de dimenssion n est donné par :

bl,t 011t --- Olmyg dBl,t
bn,t Oint -+ Onmyi dBm,t

et soit F'(¢, X ) est une fonction de classe C? et Y; = F(¢, X) alors Y; est un processus d'ito
et;

4F(E.X) = <8F fﬁZZZa glkg]k> dt—l—zza gi;dB; (t

=1 j=1 k=1 =1 j=1

2.3 L’équation différentielle stochastique a bruit additif

Il existe une liste de certaines equations differentielles stochastiques dont les so-
lutions generale explicites sont obtenus (2.1.4), EDS a bruit additif multiplicatif, EDS
a bruit additif multidimensionelle , EDS irredictible ...ect. Nous interessons dans ce
mémoire I"éqution differentielle stochastique a bruit additif multidimensionnelle , avant
de commencer a le resoudre nous verons le type a bruit additif unidimensionnelle
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Théoréme 2.3.1 (L’existence et L'unicité ).
Supposons que pour tout compact K de RY il existe deux constantes My, > Oc et M telle que

pour touti =1..d,j = 1..m,t > 0,z,y € K (condition de lipischitz)

2. 1bi(t, @)| + |og; (¢, x)| < M(1+ [x])
pour touti = 1...d, j = 1..m,t > Oz, y € R (condition de croissance lineaire)

alors il existe une unique solution forte E.(o,b) de durée de vie infinie. La démonstration de
I'existence faible repose sur une méthode de point fixe, un peu trop longue a détailler ici. L'iddee
est de construire une suite X™ défini par

t m t
Xr = x—i—/ bi(s, X" ds + Z/ oii(s, X2 1)dB!
0 =170

voir [3]
Nous allons en revanche démontrer 'unicité trajectorielle, qui suit pour avoir existence et unicité
d’une solution forte, d’aprés le théoreme de Yamada-Watanabe.

2.3.1 lestypes de L'équation différentielle stochastique a bruit additif
unidimensionnelle

1. L'équation differentielle stochastique a bruit additif homogene a coefficients
constants :
Elle s’ecrit sous la forme :

dXt = aXtdt + det
XO =X

telque a, b € R*
la solution est donnée sous la forme :

t
Xy =e "X+ b/ e dWy)
0
2. I’équation différentielle stochastique a bruit additif homogéne a coefficients

variables
Elle s’ecrit sous la forme :

XO =X

la solution est sous la forme
t
Xi = bo.0(Xo +/ b(t)gb[_lto,t]th)
0

telque @, q = exp( [ a(s)ds) et Do) = exp( [y —a(s)ds)
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3. L’équation différentielle stochastique a bruit additif non homogéne a coeffi-
cient constant :

Elle s’ecrit sous la forme :

dX, = (aX, + c)dt + bdW,
XO =X

la solution est sous la forme
t
X, = e~ (Xo + S(1 — ) 4+ b / A
a 0
4. I'équation différentielle stochastique a bruit additif non homogéne a coeffi-

cient variable :
Elle s’ecrit sous la forme :

{ dX; = (a(t)X; + c(t))dt + b(t)dW;
X() =X

la solution est sous la forme

X, = o (Xo+ / (c(s)ds + b(s)dW)(67L))

to

2.3.2 L’équation différentielle stochastique a bruit additif multidim-
mensionelle

[16] Soit X = (X;)ep,r] un processus a valeur dans R?; Notons X}, ..., X les coor-
donées de la variable X; nous pouvons alors considerer le systéme suivant :

dX} = bi(t, Xy) + Z;‘lzl 01;(t, X0)dB], X§ =1
dX? = bo(t, Xo) + 5, 025(t, Xo)dB], X§ =

dX{ = by(t, Xy) + Z;‘l=1 ogi(t, X)dB], X§ = w4

ou (B}, ..., BY) est un mouvement brownien standard de dimmension d
on pose Xt = (th, ....,Xtd)t, Bt = (Btl, . Bf)t,b = (bl, ...7bd)t , 0 = (Uij)lgi,jgd JAinsi

s’écrira sous la forme :
{ dXt = b(t, Xt)dt —|— U(t, Xt)dBt

XOZ.CE
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Types de L’équations differentielles stochastique a bruit additif multidimensionelles

dans la suivante :

— A est une matrice

— B est un vecteur

— e I'exponontiel de matrice A

1. L’équation homogene a coefficients constants :

dXt - AXtdt + Bth
{ Xo— 2 (2.3.6)
la solution est donnée sous la forme
t
X, =X, + / A=) Baw, (2.3.7)
0

Démonstration. La solution homogene

I'equation homogene associée est donnée par; dX; = A.X;dt = X, = exp(A.t) X,
La solution generle

En posant X, = Y; , on obtient;

Xy = exp(A)Y; = yr = Xpexp(—ALt)
dY; = dXexp(—At) — A.exp(A.t)dt

par substitution dans(2.3.7)

dY; = ((AXid; + BdWy)(exp(—A.t)) — A.exp(A.t)dt
= exp(—A.t).BdW,;

t
Y, = Yo—i—/ exp(—A.s). BdW;
0

¢
Xy = exp(A.t)(XO—l—/ exp(—A.s).BdWy)
0

d’ou

’ X, = Xoexp(At) + fot exp(A(t —s)).B.dW,

2. L'équation homogene a coefficients variables :

{ dX; = At. X dt + B.t.dW, (2.3.8)

XOZIL'

28



Chapitre 2

L’EDS a bruit additif multidimensionelle et rétrograde

la solution sous la forme
t
Xt = h[to,t]XO + h[to,t] / h;lB.S.dWs
0

Démonstration. Solution homogene
I’équation differentielle homogene ordinaire :

1
dXt = AtXtdt = Xt = €l'p(§At2)X0

Solution génerale :
on pose

it = exp(3A.t2)
hi = (5 AL
(') = —A.t(h[golﬁt])
on pose Xy =Y}

[tOvt]
Xi = hpgVi =Y = hit 1 X

[t()vt}
Y, = hilydX, — AdX(hy!

[to vt]

)dt

par substitution dans (2.3.9)

dY, = h;!

[to 7t]

B.tdW,

t
Y, = Y0+/(h;t§)B.deS
0

d’ou

| Xy = hjgqXo + hjioq Jo hagt B.s.dW,

sto

. I’équation non homogene a coefficients constants :

dXt - (AXt + C)dt + Bth
XO =X

la solution est sous la forme

X; = exp(At) Xy + /Ot exp(A(t — s))Cds + /Ot exp(A(t — s))BdW,

29
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Démonstration. La solution homogene :

L’équation différentielle ordinaire homogene : d.X; = AX,dt
X; = exp(A.t) Xy

on .pose Xy = Y;

Xy = exp(A)Y; =
Y, = exp(—At).X,
dY; = exp(—At)dX; — A.exp(—A.t)X,d,

par sibstitution dans (2.3.11)
dY; = exp(—At)(Cdt + BdW,)

t t
Y, = yg—l—/ e:cp(—As)C’.ds+/ exp(—As)BdW,
0 0
t t
X, = exp(At)(Xo+/ ea:p(—As)C.ds+/ exp(—As)BdW)
0 0
t t

X, = exp(At)X0+exp(At)(/ exp(—As)C’.ds—i—/ exp(—As)BdWy))

0 0

d’ou

X, = exp(At) Xy + [, exp(A(t — 5))C.ds + [ exp(A(t — s)) BdW,

4. I’équation non homogene a coefficients variables :

{ dX; = (At.X, + Ct)d, + BtdW, (23.12)
XO =X
la solution est sous la forme
t
X, = iy Xo + b / h=lto(Cos5.ds + B.s.dWV,) (23.13)
0

Démonstration. La solution hmogene :
L’équation différentielle ordinaire homogene :

1
dXt = AtXtdt = Xt = €xp(§At2)X0

la solution génerale :
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En posant X, = Y; = X; = exp(3A.t*)Y;, on obtient :

1
hites) = exp(§A.t2)et
—1
htolt] = exp(—A.tQ)ﬁ
Y = h[tolt]Xt
dY; = hy g dX, — At(hg 2 Xo).dt

par substitution dans (2.3.13)

dY; = hy gl(At.X, + Ct)d, + B.t.dW,] — At(hy , X,).dt
dYy = hy 'y [Ct dy, + B.t.dW]

tt]

Xt - h[to t] (X() + h [Ctdt + Btth])

[to,t]

d’ot

t
Xt = h[to,t]XO + h[to,t](/ hs_lto(C.S.dS + BSdWS))
0

Exemple 2.3. soit I'EDS suivant :
dXt - AXt + det

8 0 9 1
telle que :A = -3 —1 —3 |etb= 0
-6 0 =7 —1

c’est une EDS a bruit additif multidimensionnelle de type (homogene a coefficient constant) la
solution est sous la forme ( 2.3.9) ; a savoir :

t
X, =eMXo+ / M) BdW,
0
On calcule I'exponentiel de matrice A
exp(A.t) = Pexp(D.t)P!

telle que :

s

I

O =
O = O

|

—_

S

I

o

|

—_

(e

s

L

I
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Alors ;
(=27t +3e?) 0 (=3e!+ 3e?) Ty,
eMXy = (et —e*) e—t (et —e*) X | o
(—2e7t—2e%) 0 (=3et—2e*) T3,
d’oil
X1, (—2e7t + 3e*)xq, + (—3e™" + 3e* )z, 5 ¢
Xy, | = (et =eM)ay, +e—tag, + (et —e)as, | +| 0 e~ qwt
t 0 0 0
X, (—2e7t — 2z, + (=3¢t — 2e*) x5, 1 /)70
et

5

t t

/ A=) BaW, = / e =) | o0 | dat
0 0 1

2.4 Les équations Différentielles Stochastiques Rétrogrades
(EDSR)

voir [7] Dans ce paragraphe , on va donner un petit apercu sur les EDSR, le théoreme
d’existence et 1'unicité de la solution
On considere :

{ —dY, = f(t,Ys, Z;) — bZ,dW, (2.4.14)

Y, = &(condition finale).

Le role de (Z;);>o est de rendre le procesuss (Y;);>o adapté. Cette derniere équation
(2.4.14) possede une unique solution (Y,Z)adaptée, donnée par Y; = E({|F;) et on ob-
tient Z par le théoreme de representation martingale apliqué a Y dans [0, 7.

Le systeme (2.4.14) est une forme particuliére simple de ce qu’on va appeler dans la
suite “Les équations Différentielles Stochastiques Rétrogrades (EDSR)”. En pratique,
dans le domaine financier par exemple ¢ peut présenter une fonction du prix d’une ac-
tion a I'instant T et la filtration répresente dans ce cas les informations existantes sur le
marché a chaque instant t.

Pour plus de détails voir [6].

Définition 2.4.1. Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, W un mouvement brownien a
n dimensions avec sa filtration naturelle F, £ une variable aléatoire ,7; mesurable et de
carrée integrable et une fonction mesurable f (appelée générateur ou dérivée )

f:Qx[0,T] x RE x R — RE,
Les équations de la forme

{ —dY; = flw,t,Y;, Z;)dt — ZdW, (2.4.15)

Yi=¢
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Ou Z; est la transposé de la matrice Z;, (2.4.15) sont appelées équations differentielles
stochastiques rétrogrades (EDSR). La solution de I’'EDSR est un processus continu F
adapté a valeur dans R? et {Z;,¢ € [0, 7]} est un processus prévisible a valeur dans R?

et qui satisfait [, |Z,[2ds < oo p.p.s.
Onap.ps

T T
Y, =¢ —i—/ fw,s,Ys, Zs)ds — / ZrdWs,0<t<T (2.4.16)
t

t

Remarque 2.4.1. 1. Les integrales dans I'équation (2.4.16) sont bien définies et Y est une
semie martingale continue .

2. Y, est une quantité déterministe .

. On peut définir encore une solution d’une EDSR de cette fagon :
Si on note par L un ensemble de R? x R¥™ du processus (Y, Z), F; sont adaptés, défini sur

QO x R, tels que ||(Y, Z)||> < E(supgeyer |Vi? + [ | Z,[2ds) < oo.

2.4.1 L’existence et 'unicité

Théoreme 2.4.1. voir [13] Supposons que
1. fest continue en (y, z), pour tout (t,w).
2. Il existe une constante K > 0et 0 < a < 1 telle que : | f(t,w,y, 2)| < K(1+ |y|* + |2]?).
3. Pour tout N > 0, il existe Ly tel que |f(t,y,z) — f(t,y, )| < Ly(ly —¢'| + |z — 2').
. € L2, F, RY

Théoreme 2.4.2. [13] L, < /logN implique l'existence et I'unicité d'une solution pour
I'EDSR

T T
Yt :£+/ f(w787}/8725)d8_/ Z:dWs
t t
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Chapitre 3

Application au Modele Black et Scholes

Introduction

Le modele Black et Scholes a été publié en 1973 par Fischer Black et Myrton Scholes.I1
permet de calculer la valeur théorique d’une option d’achat européenee et de vente
américaine. c’est une modele mathématique d’un marché pour une action dans lequel
le prix de I’action est un processus stochastique.

3.1 Notions Fondamental sur le langage financier

[4] Une option est un titre financier donnant a son détenteur le droit , et non 1’able-
gation d’acheter ou de vendre (selon le type d’option ) une certain quantité d” actif
financier a une date convenue et a un prix fixé d’avance . La descreption précise d'une
option se fait a partir des elements suivants.

1. La nature de l'option ;call pour une option d’achat et put pour une option de
vente.

2. I'actif sous-jacent, sur lequelle porte 1'option : dans la pratique , il peut s’agir
d’une action ,d"une obligation , d'une devise...ect

3. Le montant; c’est-a-dire la quantité d’actif sous jacent a acheter ou a vendre.

4. L'échéance ou date d’expiration qui limite la durée de vie de 1'option : si 'option
peut étre exercée n'importe quel instant avant 1’échéance , elle est dite américaine
, si l'option ne peut étre exercée qu’a I’échéance , elle est dite européene .

5. Le prix d’exercice qui il le prix (fixé d’avance) auquel se fait la transaction en cas
d’exercice de l'option . L'option elle méme a un prix , appelé prime .
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3.2 Description du modele

La dynamique de l'actif risqué dans le modéle Black et scholes est donnée par 1" EDS

suivante :
{ dSt = bStdt + O'StdBt

S —m >0 (3.2.1)

B, est un mouvement brownien standard avec les coefficients :
— b est un coefficient de diffusion
— o est un coefficient de voltalité
a partir de (3.2.1) admet une unique la solution , donnée par le brownien géométrique

1
Sy = xg.exp(b — 502)75 + 0B, (3.2.2)

3.3 Le modéle Black et Scholes multidimensionnele

[3] Le modele Black et Scholes multidimensionnele s’écrit sous la forme :

{ dS;(t) = b;S; ¢ dt + 2?21 0i;Si1dBj 4 (3.3.3)

S():JJ()>0

avec : S;(t) est un processus.

b; est un vecteur aléatoire.

o0;; est une matrice.

B, est un mouvement brownien.

Pour atteindre la solution de (3.3.3) on cherche un processus adapté qui vérifier :

t t n
Sit = To + / biSisds + / Sis Z 0ijdBs
0 0 j=1

En utilisant la formule d’ito vectoriel donnée dans le chapitre 2 par (2.2.7)telle que :

On pose X; = §; (changement de variable)
F(t, X) = ln(Xm) et fz = lez et gij = Xz Z?:l 0ij

on obtient
1 I e ) 1<
dF(t,X) = | 0:Xi = 535X > oyl | di+ e > 01 Xi4dBjy
(2 7 ]:1 (2 ]:1

1 n n
= (bz — 5 ; |Uij|2> dt + ; Uidejt
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Vit [0, 7]

t t n t n
1 § 2 E :
A dF(S,X) = /0 (bZ — 5 o ’0'1']“ ) ds + /0 - Uidejs

C’est a dire le processus F'(t, X) est un solution de I'équation différentielle stochastique
multidimensionnelle (3.2.1) ainsi :

ln(XJ = ln(x@o) + /O (bz — 5 JZ:; ‘O'z'j|2> ds -+ /0 ;Uidejs

la solution exacte est donnée par ;

1 n n
Xi,t =T;0 + exrp (bz — 5 Z O'Z) t+ Z Uiijs
j=1 j=1
d’ot1 la solution exacte du modéle black et scholes multidimensionnele est :

1 n ) n
Sit = Tio+ exp (bi —3 Zl ‘Jij > t+ jzlijjs
= _

3.4 Formule de Black et Scholes

[24] La formule de Black et Scholes permet de calculer la valeur théorique d"un op-
tion européenne a partir de cinq données ;a savoir :

1. Sy : Ou S la valeur actuelle de 'action sous-jacente.

2. T : Le temps qui reste a I’option avant son échéance.

3. K : Le prix d’exercice fixé par I'option, ou (le strike price).

4. r: Le taux d’intérét sans risque.

5. o :la voltalité du prix de I'action.
Le prix d"un option d’achat(call) a la date ¢ = 0 qui donne le droit mais pas 1’obligation
d’acheter l’actif S a la valeur K a la date 1", est caractérisé par son payoff

max {Sr — K,0} = (S — K)+

Le prix d"un call européen est donnée par :

C = S¢(dy) — Ke ™ ¢(dy) (3.4.4)
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* ¢ est la fonction de répartition de la loi normale A/ (0, 1) définie par

o) = 7, j— _tQ) dt,

S o?
* — | T
"= a\/_(l()g( >+(T+2> )
* dQ = d1 — O'ﬁ.
pour le prix théorique d’un (put) est éstimé par;

P = Ke"¢(~dy) — S¢(—dy). (3:4.5)

Démonstration. Soit le marché financier comportant un actif dit sans risque de taux
constant r et de prix SPe™ tel que (dSY = rSPdt et un actif risqué dont le prix S verifier
(3.1.1) (EDS black et scholes)et la solution donnée par (3.1.2) avec B; est un mouvement
brownien et b, o € R.

On fixe un horizon 7" > 0 et on souhaite donner le prix d” un actif financier qui versera
h(Sr) aladate T . Le cas d” un call européenn du maturité et de strike K correspond au
cas h(z) = (z — K)*. On procede par duplication : on forme un portefeuille et d’«; parts
de l'actif sans risque (le montant de la richesse investie dans cette actif est e’ et de f3;
parts de I'actif risqué . On va trouver un portefeuille auto-financier de valeur terminale
h(Sr).La valeur de ce portefeuille a la date t est :

Vi = a.SP + 615,
La condition d’auto-financement se formalise par :
dV; = audS? + 3,5,
soit dV; = audS? + 3.S;
= rVidt + (;Si(b — r)dt + od B,

La valeur initiale du portefeuille sera la valeur de l'actif financier . On suppose que
la valeur V; du portefeuille a la date t est une fonction déterministe du temps et de la
valeur de l'actif risqué . Soit V; = V/(¢,5;), en utilisant la deuxieme formule d’ito On
Calcule

oV oV 25«2 82‘/ oV
qv, = (—(t, S + bSt%(t,St) - (t, St)) dy + (USt o7 ) dB,

ot 2 0x2
par les condition auto-financier en identifiant les parties martingales ,

ov

UﬁtSt+USta

(t.8,) =0

et 3, = ov (t St)
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Chapitre 3 Application au Modeéle Black et Scholes

avec pour condition terminale V (T, Sp) = h(Sr) on déduit que V satisfait 'EDP

ov ov 0252 0*V
rsta—x(t, Sy) + E(t, Sy) + 5 ! W(t, S —rV(t,S) =0 (3.4.6)
La solution de I'EDP (3.3.6) donnée par :
V(t,S)) = sp(dy) — Ke " TDp(dy) (3.4.7)
Ou:
* ¢ est la fonction de répartition de la loi normale N (0, 1)
. 1 —1?)
. 1 S 1,
d; = Vs (log (K) —|—20 ) (T —1),
* d2:d1 —O'\/T—t.
la quantité
oC
5, (b5 = 0ld)

qui représente le nombre de parts de 'actif sous jacent utilisées , (V (¢, S;) — B:.St, Br)
représente le portefeuille couverture.

Remarque 3.4.1. Comme conséquence de la formule d’ito appliquée aux EDS,on verra le prix
de call :
C(t,S,) = e PE[(S, — K)T|F]

ou dans le calcul de I'espérance on considere Sa dynamique
dSt = bStdt + O'Stth

Cette formule est fondamentale en finance , et fait intervenir un changement de probabilité.

3.5 Simulation dans le modéle Black et Scholes

3.5.1 Meéthode de simulation en Finance

Les méthodes de Monté Carlo sont relativement intéressante car elles permettent de
modélise , a priori des produits relativement complexes
La base des techniques de simulation est la loi de grands nombres,afin d’estimer une
espérance . Si Xj, ..., X,, sont des réalisations indépendantes [1]

1 n
=X - E(X)
n =1
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Chapitre 3 Application au Modeéle Black et Scholes

Histogramme du prix du sous-jacent
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5T nombre de simulations

FIG. 3.1 — Calcul de prix d"un call européen par utilise la propriété de la loi log-normale

3.5.2 Simulation du mouvement brownien

Nous s’appliquerons la méthode d’Euler-Maruyama (EM) a I'EDS (modéle de black
et scholes unidimensionelle) dans l'equation (3.1.1) nous prendrons uX = f(X) et
0X = g(X). Nous calculons une discrétisation des trajectoires browniens sur [0.1], N =
500,T = 1
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Chapitre 3 Application au Modeéle Black et Scholes

Programme 1

s1scretisation d'une trajectolre brownien
randn|'stace',99)

T=1; N =500; dt = T/N;

dil = zexos(1,N;

U= aeros(1,N); & Pour efficacite

dv(1) = squt(dt) *randn; & Premiere approximation & 1'exterieur de la houcle
(1)=du(l); 5 Depuis W(0)= 0 ne pernettent pas

for j= N

dv(i) = sqrt(de) *randn; & Increment general

03) = W(3-1) + difj);

eld

plot([0:dtsT), [0, V], 'b-") 3Tracez V en fonction de t

FIG. 3.2 — programe de Simulation de mouvement brownien.
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Chapitre 3 Application au Modeéle Black et Scholes

La figure (3.3)montre une trajectoire simulé pour le mouvement brownien .

0.6 T T T T T T T T T

0.2

_0.8 L L L L Il L 1 1 L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

FI1G. 3.3 — Simulation du mouvement brownien
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Chapitre 3 Application au Modeéle Black et Scholes

Schéma d’EULER-MARUYAMA pour le modele Blacke et Scholes

Dans cette section nous présentons la méthode d’Euler-Maruyama (EM) utilisée
pour la déscritisation des équations differentielles stochastiques .
On consideére I'EDS (3.1.1) pour laquelle nous allons appliquer une méthode numérique
sur [0,T].Pour sous faire ,nous commengerons par discritiser 'intervalle [0,T] .
Soient T' € R* et N € N; en posont At = %, t = (n+ 1)At et r = nAt, nous trouverons
donc .

X(n+1)At =~ XnAt + f(?’LAt, XnAt)At + g(nAt7 XnAt)(B(nJrl)At - BnAt) (358)

olt Biui1)ar — Bnae est une variable aléatoire qui suit la loi AV(0, At) indépendante de
F.a: et F; est la filtration a laquelle sont adapté les processus (B;) et (X;). de la, on
déduit le schéma numérique suivant :

XéN) = X9

X ae = X0+ F(nAL, XUO)AL + g(nAL, XN G VALO < n < N (3.5.9)
ot (¢,)N_, est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
N(0,1) (de telle sorte a ce que les variables aléatoires (1 v At et (B, 11)ar — Bna¢)soient
identiquement distrubiées) . Ceci définit le schéma numérique X™) aux instant nAt .
Pour définir le schéma sur l'intervalle [0, 7] tout entier ,
on définit pour tout ¢t €|nAt, (n + 1)At]:

N N N N
XM = XN (= nAD(XGa — XA (3.5.10)

Le schéma numérique X ™) étant défini , on se pose alors la question de la précision de
I'approximation de celui -ci avec la solution X.
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Chapitre 3

Application au Modeéle Black et Scholes

Programme 2

methode Euler-Haruyama pour
DS dt

ml = 2, sigma = 1 and Xzero =

EHN
E

is dX = mu*X + sigma*X dW,

&
.3
2
.3
3
%

(=

%2 di=cretisation des

%2 Euler-Naruyama utilise

randn('state' ,500)

mwa = 2; sigma = 1; Xzero = 1;
T=1: N = 2°8; dt = T/N:
dW = sqgrt (dt) *randn(l,N) :

W =
Xtrue =

cumswum (dW) ;

plot([0:dc:T] , [¥2ero,Xtrue] ,'b"'),

R = 4;: Dt = R¥dr;
Xem = zeros(1,L):
Xtemp = Xzero:
for j = 1:L

Winc = sum(dW(R*(j-1)+1:R*]j)):

L = N/R:

abs (Xem(end) -Xtrue (end) )
plot([0:Dt:T], [Xzero, Xem] , 'w--"]),

Emerr =

“owvnliennes

br

hold

EDS"™ black scholes™

X(0) =

Zzero,

0,1] a dc = 2° (8

discritisation R*dt.

Xzero*exp|( (mu-0.5%sigma™2) *([dt:dc:T] ) +sigma*¥) ;
hold

on

Ztemp = Xtemp + Dot*mu*ltemp + sigma*Xtemp*Winc:
Zem(j) = Xcemp:
end

off

FIG. 3.4 — Discrétisation des trajectoires browniennes sur [0.1]
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Chapitre 3 Application au Modeéle Black et Scholes

Nous considérons ’équation de Black et Scholes (3.1.1), avec p =2 et o = 1X(0) =1
, nous calculons une discrétisation des trajectoires browniens sur [0,1] avec dt = 278 et
évaluons la solution comme Xtrue .
Nous appliquons alors schéma Euler 'utilisation d'un pas de discrétisation Dt = Rdt
oulR=4
La figure (3.5) montre le tracé d’une trajectoire de la solution exacte (trait plein) et ’ap-
proximation correspondante donnée par le schéma (trait pointillé.)

1.6 L] ] T T T I L 1 I
— wraie solution

14 Approximation Eluer

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2
0

FIG. 3.5 - Comparaison de l'approximation d’EM et d"une trajectoire de modele Black
et Scholes

Conclusion

La solution exacte et la dicrétisation selon le schema d’Euler-Maruyama sont relati-
vement proches graphiquement, l'erreur est égal a 0.6907 x 10~*

Algorithme

pour simuler le prix d"un option
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Chapitre 3 Application au Modeéle Black et Scholes

1. Pour k = 1,....N, on simule Sysolution de dS; = rS;dt + oS, dW,
o2
Sy = Spexp ([,u — ?] t+ UWt)

soit S(k) < (Soexp ([u - %2] t+ U\ﬁN)) ,ou N ~N(0,1)
2. pour chaque scénario k On détermine le payoff? V (Sy, T)(k) — V(S(k),T)

1
3. On détermine alors l'espérance (risque neutre) associé N Z,]fvzl V(Sr,T)(k) =
E(V(S7,T))
4. En fin la valeur actualisé e "TE(V (S7,T)) = V est le prix en 0 de 'option

45



Conclusion

L'objectif de ce mémoire est la résolution de 1’équations differentielles sto-
chastiques qui notera EDS .

Nous nous sommes intéréssés a deux types d’équations , a savoir le type a

bruit additif et le type rétrograde multidimentionnel .

Nous avons montroné 'existense et 'unicité d une solution forte , ainsi qu’une
solution faible

Nous avons donnée une appliquons dans le domaine des des finances mathématiques
du cas rétrograde, en utilisant le modele Black et Scholes . le schema d’Euler-
Maruyama nous a certifier que les discrétisation et la solution exacte sont
relativement proche avec une erreur , égal a 0.6907 x 10~*.
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Annexe

Les Programmes Utilisees
- ETEX
— Logicielle Matlab
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Résumé

Ce mémoire traite la résolution des équations differentielles stochastiques (EDS) en
générale , et en particulier d'une EDS a bruit additif et rétrogrades
multidimensionnelle(EDSR) .

On a introduit quelques notions relatives aux EDS et a leur integration exacte (formule
d’ito) ou a leur solutions approchées donnée par un méthode numérique en fonction
de mouvement brownien B) .

Cette approche est utile en particulier pour 1’étude du comportement moyen des
equations, appliquée par simulation de Monté Carlo.

Mots clé : Processus stochastique, Mouvement brownien, Formule d’Ito, Processus de winer,
Integrale stochastique, Exponentiele de matrice.

Abstract
This thesis deals with the solution of stochastic differential equations (SDE) in general,
and in particular with an additive noise and multidimensional retrograde SDE.

We have introduced some notions related to SDEs and their exact integration (ito
formula) or to their approximate solutions given by a numerical method in function of
Brownian motion B) .

This approach is useful in particular for the study of the mean behaviour of equations,
applied by Monte Carlo simulation.

Keywords : stochastic process,brownien motion, Ito formula, Wiener process, stochastic
differential equations , matrix exponential.



