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réaliser ce modeste travail.

Je souhaite manifester ma reconnaisance particulièrement à Mme LAGHA pour m’avoir en-
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2.5.3 Modélisation de la fiabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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3.1.2 L’estimation non biaisé (UMVUE) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Introduction

La fiabilité concernait les systèmes à haute technologie (centrales, nucléaires, aérospatial).
Aujourd’hui, la fiabilité est devenue un paramètre clé de la qualité et d’aide à la décision dans
l’étude de la plupart des composants éléctroniques, composants, produits et processus ”grand
public” : transport, énergie, bâtiments, composants mécaniques. De nombreux industriels tra-
vaillent à l’évaluation et l’amélioration de la fiabilité de leurs produits au cours de leur cycle de
développement, de la conception à la mise en service (conception, fabrication et exploitation) a fin
de développer leurs connaisances sur le rapport coût /fiabilité et mâıtriser les sources de défaillance
[27] [28].

La plupart des chercheurs dans le domaine de la fiabilité ont considéré la fiabilité comme une
fonction de temps. Il est bien connu que les composants d’un équipement industriel lorsqu’ils sont
en fonctionnement sont généralement soumis à un certain niveau de stresss et que les compo-
sants sont capable de résister à ce stress(environnementales ou dues aux conditions prévalant dans
l’équipement) jusqu’à une certaine limite seulement, c’est à dire que les composants possèdent
une certaine résistance nominale pour supporter ce stress. Si le niveau de stress dépasse la valeur
nominale des résistances des composants, le composant ne fonctionnera pas [25].

Ce fait s’est réalisé pendant la seconde guerre mondiale lorsqu’ils ont constaté que des équipements
de défense tels que les radars et les systèmes de communications éléctroniques qui étaient très
faible en temps normal, ne remplissaient pas leurs fonctions de manière adéquate et efficace lors-
qu’il étaient soumis à des conditions environnementales contraires à celles pour laquelles ils étaient
conçus. Il est donc devenu nécessaires de prendre en compte les effets des conditions envirenmen-
tales lors de l’évaluation de la fiabilité d’un équipement.

La fiabilité d’un système (ou d’un équipement) donné est la probabilité que ce système fonc-
tionne dans des conditions d’environnement données, dans le cas des modèles Stress-Strength c’est
la probabilité que le système surmonte le stress imposé, le terme stress (contrainte) étant définie
comme la variable induisant la défaillance, ou comme le stress qui tend à provoquer la défaillance
d’un composant ou d’un dispositif, tandis que le terme strength (résistance) est définie comme la
capacité d’un composant ou d’un matériau à acomplir la fonction requise de manière satisfaisante
et sans défaillance, lorsqu’il est soumis à une charge et à un environnement externes[28].

On s’intéresse au problème d’estimation de la fiabilité dans les modèles stress-strength, définie
par la probabilité R = P (X > Y ), où X est une variable aléatoire représentant la résistance d’un
composant (Strength) et Y la variable aléatoire représentant le stress appliqué à ce composant
(contrainte), alors R est une mesure de performance du composant, appelée la fiabilité. Plusieurs
travaux existent pour l’estimation de ce paramètre. L’estimation considérée est l’estimation clas-
sique (Méthodes MLE et UMVUE) ainsi que l’estimation bayésienne

Ce mémoire, est structuré en quatres chapitres essentiels agencés comme suit :
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Introduction

Le premier chapitre introduit les concepts de base de l’approche classique et bayésienne ainsi
que les notations et la terminologie approprie sur lesquels se fonde l’analyse des deux écoles (clas-
sique et bayésienne) dont nous aurons besoin pour établir les prochaines chapitres de ce mémoire.

Le deuxième chapitre rappelle les notions générales de fiabilité et donne une présentation des
modèles stress-strength.

Dans le troisième chapitre, on s’interesse au problème d’estimation de la fiabilité dans les
modèles stress-strength en développant les déffférents méthodes d’estimation paramétrique citées
dans le premier chapitre, telle que la méthode MLE, UMVUE et la méthode bayésienne pour
défférents distributions de survie teles que la distribution Exponentielle, Gompertz, Lindley, Rayleigh-
Half-Normal.
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Chapitre 1

Inférence classique et bayésienne

Introduction

Parmi les grandes écoles d’inférence statistique l’école bayésienne et l’école classique, se dis-
tinguent par des postulats philosophiques et des méthodes mathématiques fondamentalement
défférentes. Dans l’école classique les données sont des observations provenant d’une population
dont la loi dépend d’un paramètre inconnu θ à estimer sur la base des observations et dans l’école
bayésienne on tient compte d’une information supplémentaire en dehors des observations qui nous
permet de donner plus de précision dans l’estimation, le paramètre θ est considéré comme une
variable aléatoire.

Nous allons présenter dans ce chapitre les notions générales sur l’inférence bayésienne et l’inférence
classique.

1.1 L’approche classique

Considérons un modèle statistique (X ,A, Pθ, θ ∈ Θ) où X est l’espace des observations (= Rn),
A est la tribu sigma algèbre, Θ c’est l’espace des paramètres et Pθ c’est la loi de probabilité
dépendant du paramètre inconnu θ ∈ Θ, définie sur cet espace. Considérons une variable aléatoire
(v.a) X distribuée suivant la loi de probabilité Pθ ayant pour densité fθ.
Soit X = (X1, X2, ..., Xn) un échantillon de taille n issu de la v.a X et on note x = (x1, x2, ..., xn)
une observation de X.

1.1.1 Un estimateur

Un estimateur de θ, noté θ̂, est une statistique qui permet d’attribuer une valeur pour le
paramètre inconnu θ [21].
Une estimation c’est une valeur numérique prise par l’estimateur suite à la réalisation du n-
échantillons.

1.1.2 Qualité des estimateurs

On considére une statistique comme une bon estimateur du paramètre inconnu θ, si elle possède
certaines qualités. Les plus importantes d’entre elles sont données par :

10



Chapitre 1. Inférence classique et bayésienne

– Estimateur sans biais :
On appelle biais d’un estimateur θ̂n de θ, la quantité suivante :

Biais(n, θ) = E(θ̂n)− θ.
θ̂n est un estimateur sans biais de θ si : Biais(n, θ) = 0. Donc, E(θ̂n) = θ. On dit aussi

l’estimateur θ̂n est non biaisé.

– Estimateur asymptotiquement sans biais :

L’estimateur θ̂n de θ est dit asymptotiquement sans biais de θ si :

lim
n→+∞

Biais(n, θ) = 0.

i.e, lim
n→∞

E(θ̂n) = θ.

– Estimateur convergent :

L’estimateur θ̂n de θ est dit convergent s’il converge en probabilité vers θ. i.e,
∀ε > 0, lim

n→∞
P(|θ̂n − θ| > ε) = 0.

– Estimateur de variance minimale :

θ̂n est dit de variance minimale si ∀θ̂′ un estimateur de θ, V(θ̂n) ≤ V(θ̂′).

Théorème 1.1.1. Soit θ̂n un estimateur sans biais de θ, θ̂n est dit convergent si :

lim
n→∞

V(θ̂n) = 0.

– Dominance :

Soit θ̂n un estimateur de θ, θ̂n est dominant si pour tout autre estimateur θ̂∗n on a :

MSE(θ̂n) 6MSE(θ̂∗n)

Où MSE(θ̂n) est l’erreur quadratique moyenne de θ̂n par rapport à θ, elle est définie par :

MSE(θ̂n) = E[(θ̂n − θ)2] = V(θ̂n) +Biais2(n, θ)

Si θ̂n et θ̂∗n sont deux estimateurs sans biais de θ, la comparaison de ses deux estimateurs
au sens du risque (MSE) revient à comparer leurs variances. Le meilleur estimateur dans
ce cas est celui qui a la variance faible.

1.1.3 Méthodes d’estimation ponctuelles

Soit X = (X1, X2, ..., Xn) un échantillon de taille n issu de la variable aléatoire X de densité
f(x, θ) où θ = (θ1, θ2, ..., θK) est un paramètre inconnu dans RK ,K ∈ N∗.

– La méthode des moments :

On note les moments theoriques et empiriques d’ordre k, k ≥ 1 de la variable aléatoire

X par : mk = E(Xk) et Mk,n = 1
n

n∑
i=1

Xk
i respictivement.

Le principe de la méthode est d’égaliser les moments théoriques mk (qui dépendent du

11



Chapitre 1. Inférence classique et bayésienne

paramètre) avec les moments empiriques Mk,n.
La solution du système Mk,n = mk, k = 1, ...,K nous donne les estimateurs de θ1, θ2, ..., θK .


M1 = m1

M2 = m2

...
MK = mK

– La méthode de maximum de vraisemblance (MV) : [21]

Cette méthode est la plus utilisée en pratique. Elle est optimale et efficace asymptotique-
ment, lorsque la taille de l’échantillon est assez grande (n > 30) elle fournit des estimateurs
de très bonne qualité.
Elle est facile à appliquer, se ramenant de problème classique de résolution numérique.
Soit L(x, θ) la fonction de vraisemblance de l’échantillon X = (X1, X2, ..., Xn) issu de la
variable aléatoire X calculée au point x en fonction de θ donnée par :

L(x, θ) =
n∏
i=1

f(x, θ)

L’estimateur du maximaum de vraisemblance (ou en anglais maximum likelihood estimator

(MLE)) pour θ est la statistique θ̂MLE telle que :

L(x, θ̂MLE) = max
θ∈Θ

L(x, θ)

Le principe de cette méthode est de trouver un estimateur θ̂MLE qui maximise la fonction
de vraisemblance L(x, θ).
Les fonctions L(x, θ) et lnL(x, θ) atteignent leurs maximaum au même point, donc :

θ̂MLE = arg max
θ∈Θ

(L(x, θ)) = arg max
θ∈Θ

(lnL(x, θ)).

Si le domaine de X ne dépend pas de θ et si la fonction de vraisemblance est deux fois
différentiable par rapport à θ. ∀θ, alors θ̂MLE est une solution du système d’équations :


∂
∂θ ln(L(x, θ)) = 0

et
∂2

∂θ2 ln(L(x, θ)) < 0.

1.2 L’approche bayésienne

On considère X1, X2, ..., Xn un échantillon de taille n, issus de la v.a X dont la loi de proba-
bilité dépend d’un paramètre inconnu θ ∈ Θ et de densité f(x, θ). Notre objectif est de faire de
l’inférence sur le paramètre inconnu θ, c’est-à-dire décrire un phénomène passé ou avenir dans un
cadre probabiliste. L’inférence de ce paramètre dépend de l’information concernant θ, si toute l’in-
formation est contenue dans les observations on applique l’approche classique. S’il existe d’autres
informations supplémentaire en dehors des donnés sur θ il s’agit du cas où nous avons des connais-
sance a priori sur ce paramètre considéré comme variable aléatoire et nous lui associons une loi de
probabilité, dans ce cas là on applique l’approche bayésienne.

L’approche bayésienne se diffère donc de l’approche classique dans le sens où le paramètre θ
n’est plus considéré comme étant totalement inconnu, il est devenu une v.a dont le comporte-
ment est supposé connu. On fait intervenir dans l’analyse statistique une distribution associé à ce
paramètre.

12



Chapitre 1. Inférence classique et bayésienne

1.2.1 Quelques caractéristiques de l’approche bayésienne

– Le paramètre inconnu θ n’est pas une constante, c’est une quantité aléatoire. On peut donc
obtenir sa loi de probabilité.

– On a la possibilité d’incorporer l’information apriori sur le paramètre θ.
– L’inférence est réalisée par la description de la loi de θ telle que la moyenne, intervalle de

confiance, la probabilité de prendre certains valeurs, etc.
– peut d’intérêt pour un test d’hypothèses, malgré l’existence des outils pour le faire.

1.2.2 Concept bayésien

1. Information a priori
On appelle information a priori sur le paramètre inconnu θ toute information disponible en
dehors des observations.

2. La loi a priori
On appelle loi a priori, notée π(θ), la loi modélisant l’idée a priori disponible sur le paramètre
θ. Cette loi se divise en deux catégories :

– Loi a priori informative :
On connais déjà la moyenne ou l’étendue grâce à des études antérieure, des jugements
d’expert, retour d’expérience,enquêtes, etc.

– Loi a priori non informative :
On ne sait rien à l’avance donc toute valeur est possible.

3. La loi des observations

On interprète la loi des observations donnée par la fonction de vraisemblance comme la
loi conditionnelle des observations X sachant θ.

On note la densité de la loi des observations par L(θ|x) définie par :

– Cas continu :

L(θ|x) = fθ(x) =
n∏
i=1

fθ(xi) =
n∏
i=1

f(xi|θ)

– Cas discret :

L(θ|x) = Pθ(x) =
n∏
i=1

P (Xi = xi|θ)

4. La loi a posteriori

En combinant la loi a priori donnée par π(θ) avec celle des observations L(θ|x), on ob-
tiendra une nouvelle loi. Cette loi est appelée loi a posteriori notée π(θ/x), elle représente
la distribution conditionnelle de paramètre θ sachant les observations x = (x1, x2, ..., xn).

13



Chapitre 1. Inférence classique et bayésienne

La loi a posteriori modélise alors toute l’information disponible sur le paramètre d’intérêt θ,
compte tenu des observations.[19]

(a) Théorème de Bayes [8]

Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité et A,B deux événements de A. Supposons que
P(B) 6= 0 et considérons une partition A1, A2, ..., An de Ω. Pour un Ai particulier, la
formule de probabilité conditionnelle donnée par :

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
,

permet d’écrire :

P(Ai|B) =
P(B|Ai)P(Ai)

P(B)
.

L’addition des probabilités d’évènements disjoints et la règle des probabilités composées
permet d’écrire :

P(B) =
n∑
i=1

P(Ai ∩B) =
n∑
i=1

P(B|Ai)P(Ai).

D’où la formule de Bayes :

P(Ai|B) =
P(B|Ai)P(Ai)
n∑
i=1

P(B|Ai)P(Ai)

En utilisant le théorème de Bayes, la distribution a posteriori de θ peut être calculée à
partir de la relation suivante :

π(θ|x) = ϕ(θ,x)
m(x) .

Où, ϕ(θ, x) est la loi conjointe de x et θ, donnée par :

ϕ(θ, x) = L(θ, x)π(θ).

et m(x) représente la loi marginale de x, avec :

m(x) =
∫
Θ

ϕ(θ, x)dθ =
∫
Θ

L(θ, x)π(θ)dθ

La distribution a posteriori est alors donnée par :

π(θ|x) =
L(θ, x)π(θ)∫

Θ

L(θ, x)π(θ)dθ
.

(b) Le raisonnement proportionnel [19]

Il est possible d’utiliser le raisonnement de proportionnalité pour éviter de calculer
l’intégrale

∫
Θ

L(θ, x)π(θ)dθ qui est parfois difficile à calculer.

Definition 1.2.1. Soient f et g deux fonctions réelles définies sur le même espace X .
On dit que f et g sont proportionnel et on note f ∝ g, s’il existe une constante a > 0
tel que f(x) = ag(x), ∀x ∈ X .
Dans le contexte bayésienne on a :

π(θ|x) = aL(θ|x)π(θ)

avec,

a = 1
m(x) et m(x) =

∫
θ

L(θ|x)π(θ)dθ.

D’où :

π(θ|x) ∝ L(θ|x)π(θ).
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5. Le modèle statistique bayésien
On appelle modèle statistique bayésien, la donnée d’un modèle paramétrique qui est donné
par L(θ|x) et d’une distribution a priori π(θ). On obtient le modèle bayésien :{Ω,A,Pθ, π(θ), θ ∈ Θ}.

6. La loi a priori impropre[19]
Soit π(θ) une application définie de θ dans ]0,+∞[. La loi a priori impropre vérifie :∫

Θ

π(θ)dθ = +∞

Remarque La loi a priori impropre de densité π(θ) n’est pas une loi de probabilité car :∫
Θ

π(θ)dθ 6= 1.

Les bases de la théorie de la décision dans l’analyse bayésienne

Pour choisir une décision, on construit une relation de préférence en considérant une mesure
du coût ou perte lorsque on prend la décision δ(x) et que l’état de la nature est θ ∈ Θ.
Pour ce faire on introduit la fonction ω, appelée fonction de coût (ou de perte).
En statistique, la règle de décision est un estimateur.

1.2.3 La fonction de coût

La fonction de coût ou de perte notée ω(θ, δ(x)), est une fonction mesurable de (Θ × D) à
valeurs réelles positives : ω : Θ×D −→ R+. Où D est l’ensemble du toutes les décisions [19]
Parmi les fonctions de coût les plus connues, on peut citer :
• Le coût quadratique

La fonction de coût quadratique est définie par :
ω(θ, δ) = (θ − δ)2.

• Le coût absolu(L1)
La fonction de coût absolu est définie par :

ω(θ, δ) = |θ − δ|

=

{
θ − δ si θ ≥ δ
δ − θ si θ ≤ δ.

• Le coût 0-1
Le coût 0-1 est définie par :

ω(θ, δ) =

{
0 si θ ∈ Θ0

1 si θ ∈ Θ1.
Où Θ = Θ0 ∪Θ1 avec Θ0 ∩Θ1 = ∅.

1.2.4 Les fonctions de risque

• Risque fréquentiste
Pour une fonction de perte donnée, le risque fréquentiste notée R(θ, δ), est le coût moyen du
coût d’une règle de décision, donné par :

R(θ, δ) =
∫
X
ω(θ, δ)L(x|θ)dx.

• Risque a posteriori
On appelle risque a posteriori noté ρ(π, δ|x), la moyenne du coût par rapport à la loi a
posteriori :

ρ(π, δ|x) = E(ω(θ, δ)|x) =
∫
Θ

ω(θ, δ(x))π(θ|x)dθ.
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• Risque intégré
On appelle risque intégré ou risque moyen de Bayes associé à la loi a priori π, l’espérance du
risque fréquentiste par rapport à la loi a priori π(θ).

Rπ(δ) = E(R(θ, δ)) =
∫
Θ

R(θ, δ)π(θ)dθ.

• Risque de Bayes
On appelle décision de Bayes noté δπB , la décision qui minimise le risque intégré Rπ(δ), ou
encoure la décision qui minimise le risque a posteriori ρ(π, δ|x) :

δπB(x) = arg min
d∈D

Rπ(d) = arg min
d∈D

ρ(π, d|x),∀x ∈ X .
On défini le risque de Bayes noté r(π), comme étant le risque associé à la décision de Bayes
δπB pour une loi a priori donnée π :

r(π) = Rπ(δπB) = min
d∈D

Rπ(d).

1.2.5 L’estimateur de Bayes

On appelle estimateur de Bayes associé à une fonction de coût ω et à une distribution π, toute
décision δπB qui minimise le risque intégré.[19]

rπ(δπB) = min
δ
Rπ(δ) = Rπ(δπB).

D’où :

δπB = arg min
d∈D

rπ(d) = arg min
d∈D

ρ(π, d|x).

1.2.6 Estimation MMSE (Minimum Mean Squar Error)

L’estimateur de Bayes MMSE noté θ̂MMSE(x), associé à la fonction de coût quadratique rela-
tivement à une loi à priori π est la moyenne a posteriori de θ donné par :

θ̂MMSE(x) = E(θ|x).

1.2.7 Médiane a posteriori

L’estimateur de Bayes associé à la fonction de coût L1 (coût absolu) et à la loi a priori π est

le fractile d’ordre 1/2 de la loi a posteriori (médiane a posteriori). i,e. θ̂Me(x) tel que :

P(θ < θ̂Me|x) = 1/2

1.2.8 Estimateur de maximum a posteriori(MAP)

On appelle estimateur de maximum a posteriori, noté θ̂MAP , tout estimateur maximisant la
loi a posteriori donné par :

θ̂MAP (x) = arg max
θ∈Θ

π(θ|x) = arg max
θ∈Θ

ln(π(θ|x)).

1.2.9 Estimation de Bayes généralisé

Soit π(θ) une loi a priori impropre, on suppose que l’intégrale suivante est finie :∫
Θ

L(θ, x)π(θ)dθ <∞.

Alors, la densité de la loi a posteriori existe :
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π(θ|x) =
L(θ, x)π(θ)∫

Θ

L(θ, x)π(θ)dθ
.

On appelle estimateur de Bayes généralisé de θ, noté θ̂G, la moyenne de la loi a posteriori relati-
vement à la fonction de coût quadratique et à une loi a priori impropre. Il est donné par :

θ̂G = E(θ|x).

1.2.10 Propriétés des estimateurs de Bayes

- Les estimateur de Bayes sont biaisé (biais 6= 0) et convergent en probabilité.
- Le risque de Bayes est fini .
- Si la distribution a priori π est strictement positive sur Θ de risque de Bayes fini et la fonction

de risque R(θ, δ) est une fonction continue de θ pour tout δ, l’estimateur de Bayes δπB est
admissible.

- La loi a posteriori est asymptotiquement normale N (E(θ|x),V(θ|x)).[8]

Région de confiance dans l’approche bayésienne

Dans l’approche classique, pour construire la région de confiance on utilise des stratégies ou des
cas particulièrs telle que la fonction pivotale. Par contre, dans l’approche bayésienne la construction
est immédiate.
pour toute α 0 < α < 1 l’intervalle de confiance (intervalle de crédibilité) I = [a, b], a < b de
niveau 1− α, est l’intervalle établi sur la distribution a posteriori telle que :[19]

P(θ ∈ [a, b]|x) = 1− α.
Cette région est appelée la région plus forte densité a posteriori (PFDP).
On appelle region de confiance de niveau 1− α (région α- crédible) tout ensemble Cx telle que :

P(θ ∈ Cx|x) ≥ 1− α,
Où P(.) est la probabilité de densité a posteriori π(θ|x).
On dira qu’une région α crédible PFDP si elle s’écrit :

Cπx = {θ ∈ Θ, π(θ|x) ≥ kα}
Où kα est la plus grande valeur telle que :

P(θ ∈ Cπx ) ≥ 1− α.

1.2.11 Choix de la loi a priori

Les critiques contre l’approche bayésienne ont une certaine validitée au sens où elles attirent
l’attention sur le fait qu’il n’y a pas une façon unique de choisir une loi a priori, et que le choix
de cette loi a un impact sur l’inférence résultante. Cet impact peut être négligeable, modéré ou
énorme, puisqu’il est toujours possible de choisir une loi a priori qui donnera la réponse qu’on
souhaite obtenir. Une défficulté majeure pour le choix de la loi a priori est obtenu lorsque l’espace
des paramètres Θ est non borné ou non dénombrable (cas des lois a priori impropres). La question
qui se pose, comment peut-on choisir la loi a priori π(θ) si aucune information spécifique sur les
valeurs des paramètres n’est disponible ou si l’information préalable est plutôt vague ?
L’une des solutions les plus populaires consiste à prendre un priori conjuguée pour π(θ).

Definition 1.2.2. Soit F la classe des fonctions densité de probabilité f(x, y|θ) et P la classe des
lois a priori.
On dit que la classe P est une famille conjuguée naturelle pour F si la loi a posteriori appartient
à la classe P, pour toute fonction f ∈ F et π(θ) ∈ P.

L’avantage d’utilisation des lois a prioris conjuguées est qu’il donne lieu à des calculs mathématiques
simples et les loi a posteriori appartient à la même classe que la loi a priori.[10] dans ce cas, on
connait la forme de l’estimateur bayésien à l’avance.
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Lois conjuguées des familles exponentielles

On appelle famille exponentielle, toute famille de loi de distribution {Pθ} dont la densité a la
forme suivante :

f(x|θ) = exp

[
k∑
i=1

Ci(θ)Ti(x)−B(θ)T (x)

]
h(x). (1.1)

Où Ci(.) et B(.) sont des fonctions du paramètre θ et les Ti(.) sont des statistiques.
Le tableau ci-dessous donne un exemple de lois a prioris conjuguées naturelles pour quelques
familles exponentielles.

f(x|θ) π(θ) π(θ|x) θ̂ = E(θ|x)

Normale N (θ, σ2) Normale N (µ, τ2) Normale N
(
σ2µ+ τ2x

σ2 + τ2
, σ2τ
σ2+τ2

)
θ̂ =

σ2µ+ τ2x

σ2 + τ2

Poisson P(θ) Gamma G(α, β) Gamma G(α+ x, β + 1) θ̂ = α+x
β+1

Exponentielle Exp(λ) Gamma G(α, β) Gamma G(α+ k, β + t) θ̂ = α+k
β+t

Gamma G(ν, θ) Gamma G(α, β) Gamma G(α+ ν, β + x) θ̂ = α+ν
β+x

Binomiale B(n, θ) Bêta Be(α, β) Bêta Be(α+ x, β + n− x) θ̂ = α+x
α+β+n

Binomiale négative N eg(m, θ) Bêta Be(α, β) Bêta Be(α+m,β + x) θ̂ = α+m
α+m+β+x

Normale N (µ, 1/θ) GammaG(α, β) Gamma G(α+ 1
2 , β + (µ−x)2

2 ) θ̂ = 2α+1
(4−x)2

Table 1.1 – Lois a priori conjuguées naturelle pour quelques familles exponentielles usuelles.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques méthodes d’estimations utilisées dans l’inférence
statistiques teles que l’éstimation classique (la méthode MLE, La méthode des moments) ainsi que
l’estimation bayésienne. Nous aurons besoin de ces méthodes par la suite pour éstimer le paramètre
de la fiabilité R.
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Chapitre 2

La fiabilité et les modèles
stress-strength

2.1 Introduction

La fiabilité est un concept intéressant dans plusieurs domaines d’activité humaine : économique,
scientifique, technique et industriel, etc ... Elle est liée à des notions de sécurité et de sureté de
fonctionnement, de qualité, d’efficacité et de performance. Cette théorie a comme objectif d’étudier
l’aptitude des dispositifs techniques (machines, équipements, composants, éléments...) à accomplir
une fonction requise, dans des conditions données et pendant une durée définie.
Nous admettons qu’au début du fonctionnement chaque dispositif est en état de fonctionnement.
Les défaillances se produisant de façon aléatoire, il est logique de faire appel au calcul des proba-
bilités pour résoudre des problèmes de fiabilité.

2.2 Notions préliminaires sur la fiabilité

2.2.1 La durée de vie

La durée de vie d’un composant est le temps qui s’écoule entre la mise en service et la première
défaillance. C’est le temps de bon fonctionnement.

2.2.2 La fiabilité

La fiabilité (Reliability en anglais) d’un matériel (dispositif, équipement, composant ou un
système) à l’instant t, t > 0 noté R(t), est la probabilité que ce matériel fonctionne correctement
sans panne jusqu’à l’instant t dans des conditions d’utilisation spécifique.

2.2.3 La défaillance

La défaillance d’un dispositif (failure en anglais) est la perte partielle ou totale de ses propriétés,
qui entrâıne la perte totale de sa capacité de fonctionnement. On distingue quatres catégories de
défaillance : défaillance mineure, significative, critique et catastrophique.

2.2.4 La maintenabilité

La maintenabilité (maintainability en anglais) est la probabilité qu’un système en panne à
l’instant initiale t = 0 soit réparé dans l’intervalle [0, t]. La maintenabilité est la fonction de
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répartition de la variable TTR, représentant le temps technique de réparation, noté M(.) définie
par :

M(t) = P(TTR ≤ t), t > 0.

2.2.5 La disponibilité

La disponibilité (Availability en anglais) du matériel à l’instant t, t > 0 est la probabilité pour
que le matériel fonctionne à l’instant t, noté D(t), t > 0. La disponibilité d’un système réparable
peut être mesurée :

- Sur un intervalle de temps donné, c’est la disponibilité moyenne.
- À un instant donné, c’est la disponibilité instantannée.
- À l’instant t, tel que t→∞, c’est la disponibilité asymptotique.[9]

2.3 Les indices de fiabilité

Considérons T la variable aléatoire représentant la durée de vie d’un équipement. La variable
aléatoire est continue, positive, de densité f et de fonction de répartition F .

2.3.1 La fonction de fiabilité

La fiabilité du composant à l’instant t, notée R(t), est la probabilité de non défaillance dans
l’intervale de temps [0, t] définie par :

R(t) = P(T > t) = 1− F (t) =
∞∫
t

f(x)dx, t > 0.

Figure 2.1 – La courbe de la fonction de fiabilité.[2]

La fonction de répartition F (t), est la probabilité de panne ou de défaillance du composant sur
l’intervalle [0, t]. On a les relations suivantes :

F (t) =
t∫

0

f(x)dx, f(t) =
dF (t)

dt
= −dR(t)

dt
, t > 0.
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2.3.2 Le taux de défaillance

Il est appelé aussi le taux d’avarie ou de panne, c’est l’un des concepts les plus importants de la
sûreté de fonctionnement. Le taux de défaillance noté λ(t) est la probabilité d’avoir une défaillance
dans l’intervalle [t, t+ ∆t] sachant qu’il n y a pas eu de défaillance dans l’intervalle[0, t]. [7] [18]

i.e.

λ(t) = lim
∆t→0

P (t < T ≤ t+ ∆t/T > t)

∆t
, t > 0.

On peut aussi calculer la probabilité moyenne de défaillance sur l’intervalle [t; t+ ∆t] par :

λ[t;t+∆t] =
P (t < T ≤ t+ ∆t/T > t)

∆t
, t > 0.

Lien avec la fiabilité :

λ(t) = −R
′(t)
R(t) , t > 0.

En effet, on a :

λ(t) = lim
∆t→0

P (t < T ≤ t+ ∆t/T > t)

∆t
, t > 0,

D’où,

λ(t).∆t ' P (t < T ≤ t+ ∆t/T > t).

⇒ λ(t).∆t ' P (t < T ≤ t+ ∆t)

P (T > t)
.

⇒ λ(t).∆t ' P (t < T ≤ t+ ∆t)

R(t)
.

⇒ λ(t).R(t).∆t ' P (t < T ≤ t+ ∆t).

Par conséquent,

λ(t).R(t).∆t ' P (t < T ≤ t+ ∆t).

Or,

lim
∆t→0

P(t < T ≤ t+ ∆t)

∆t
= f(t).

D’où,

λ(t).R(t) = f(t).

⇒ λ(t) =
f(t)

R(t)
=
F ′(t)

R(t)
= −R

′(t)

R(t)
.

R(t) est alors la solution de l’equation différentielle d’ordre 1, donnée par :

R(t) = e
−

t∫
0

λ(x)dx
, t > 0,

avec, R(0) = 1.
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La courbe en baignoire

[2] Elle représente le cycle de vie globale des composants ou d’un système, elle décrit l’évolution
du taux de défaillance en fonction de temps. Le taux de défaillance passe généralement par trois
phases : il est élevé au début de la vie du composant et diminue assez rapidement dans la première
phase, cette phase s’appelle phase de jeunesse ou de rodage. Après, il se stabilise à une valeur
basse pendant une période appelée période de vie utile, durant cette phase les défauts surviennent
de manière aléatoire. À la fin de vie, il remonte lorsque les pannes s’accélèrent et le composant
commence à vieillir, c’est la période de vieillissement.

Figure 2.2 – La courbe en baignoire

2.3.3 Les temps moyens

Les indicateurs de fiabilité associés à la sureté de fonctionnement représentent des durées
moyennes : MTTF, MTTR, MUT, MDT et MTBF.

MTTF (Mean Time To Failure)

Représente la durée moyenne de bon fonctionnement jusqu’à la première défaillance, définie
par :

MTTF = E(T ) =
∞∫
0

P (T > t)dt =
∞∫
0

R(t)dt.

MTTR (Mean Time To Repair)

C’est la durée moyenne de réparation, définie par :

MTTR =
∞∫
0

(1−M(t))dt.

MUT (Mean Up Time)

C’est la durée moyenne de fonctionnement après réparation.
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MDT (Mean Down Time)

C’est la durée moyenne d’indisponibilité après défaillance.

MTBF (Mean Time Between Failure)

C’est la durée moyenne qui sépare deux défaillances successives, définie par :[9]

MTBF = MUT +MDT .

Figure 2.3 – Chronogramme lié à la fiabilité et à la disponibilité d’un composant.

2.4 Les lois de probabilité usuelles en fiabilité

Il existe plusieurs lois de fiabilité, les plus utilisées sont :

La loi exponentielle [5] : C’est la loi la plus couramment utilisée dans l’étude de la fiabilité
des composants ayant une durée de vie utile, où le taux de défaillance est constant. Elle décrit le
temps écoulé jusqu’à une défaillance ou l’intervalle de temps entre deux défaillances successives.
La loi exponentielle modélise les systèmes ayant une durée de vie qui ne s’améliore pas et qui ne
vieillie pas pendant la période de vie utile. Une propriété importante de la loi exponentielle est
l’absence de mémoire : P (T > t+ s/T > t) = P (T > s),∀t, s > 0, où T est une variable aléatoire
non négative représentant la durée de vie du composant.

La loi de Weibull [20] : C’est une loi très utilisée en mécanique, elle caractérise le comportement
du système dans les trois phases de vie : période de jeunesse, période utile et la période de
vieillissement.

La loi Log-Normale [15] : En fiabilité, on utilise cette loi pour modéliser les défaillances par
fatigue en mécanique. Elle possède deux paramètres positifs, la moyenne µ et l’écart-type σ.
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La loi de Pareto [8] : Cette loi s’applique à de nombreux phénomènes, en mécanique et en
économie. Elle est utilisée pour modéliser la distribution de revenus supérieurs à un seuil donné,
elle est caractérisée par deux paramètres strictement positifs.

La loi de Poisson [18] : La distribution de poisson est généralement utilisée pour évaluer les
risques dans l’industrie, elle prend en compte les problèmes en temps et en espace. Elle sert à
étudier des évènements rares tels que les accidents, les pannes, les défauts de fabrications, etc.

La loi Gamma [7] : La loi Gamma est une loi de probabilité moins répondue que les autres lois
usuelles en fiabilité, vu ses domaines d’utilisation assez pointus, elle est utilisée becoup plus pour
le calcul d’usure. Cette loi possède deux paramètres, le paramètre d’échelle β et le paramètre de
forme α.

Le tableau suivant résume les lois de probabilité citées ci-dessus.

La loi densité moyenne et variance fiabilité
f(t) E(T ) et V(T ) R(t)

Exponentielle λe−λt, t > 0 E(T ) = 1
λ e−λt, t > 0

Exp(λ) V(T ) = 1
λ2

Weibull β
η

(
t−γ
η

)β−1

e−( t−γη )
β

, t > γ E(T ) = γ + η
βΓ
(

1
β

)
β
η

(
t−γ
η

)β−1

, t > γ

W(β, η, γ) V(T ) = η2
[
Γ( 2

β
+ 1) − Γ2(1 + 1

β
)
]

log-normale 1
σ
√

2πt
e−

1
2 ( log(t)−µσ )

2

, t > 0 E(T ) = eµ+σ2

2 1− φ
(
log(t)−µ

σ

)
, t > 0

LN (µ, σ) V = e2µ+σ2
(
eσ

2 − 1
)

φ(.) = f.r. N (0, 1)

Pareto t0
α

(
α
t

)t0+1
, t > 0 E(T ) =

(
t0−1
t0

)
α, si t0 > 1

(
α
t

)t0
, t ≥ α

Pa(t0, α) si α > 0 V(T ) =
(

α
t0−1

)2
t0
t0−2

Poisson (λt)n

n! e−λt, n ∈ N E(T ) = λt R(t) = P (0) = e−λt, t > 0
P(λt) V(T ) = λt

Gamma βα
Γ(α)

tα−1e−βt, t > 0 E(T ) = α
β

+∞∫
t

βα

Γ(α)
xα−1e−βxdx, t > 0

G(α, β) V = α
β2 α, β > 0.

Table 2.1 – Les lois de probabilités usuelles en fiabilité

2.5 Les modèles stress-strength (St-St)

2.5.1 Historique

De nombreuses recherches ont été effectuées ces dernières années pour estimer et fournir des
limites de confiance pour la fiabilité des composants en utilisant les arguments possibles d’un
modèle physique de défaillance définie.

Plusieurs applications dans différents domaines scientifiques tels que la statistique, l’ingénierie,
les structures et l’aviation tirent avantage en appliquant le modèle stress-strength (contrainte-
résistance). En 1956, Birnbaun a été le premier à considérer le modèle stress-strength, il a trouvé
un nombre croissant d’applications dans le génie civile. Après cela, Church et Harris en 1970 ont
introduit l’estimation de la fiabilité dans le cas des variables aléatoires distribuées selon la loi
normale.
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À l’origine, les modèles stress-strength ne sont pas nés d’une configuration paramétrique mais
plutôt non paramétrique dans les travaux novateurs de Wilcoxon (1945), Mann et Whitny (1947).
L’objectif principal de ces recherches était de comparer deux variables aléatoires X et Y qui
décrivent les résultats de deux traitements.[16]

Ils ont introduit la statistique qui est basée sur les rangs des observations sur X et Y dans
l’échantillon conjoint. Ils ont également souligné le lien entre l’hypothèse FX ≡ FY et P(X <
Y ) = 1/2.
La première tentative d’étudier P(X < Y ) sous certaines hypothèses paramétriques sur X et Y a
été entreprise par Owen et aL (1964) qui ont construit des limites de confiance pour P(X < Y )
dans le cas où X et Y sont des variables aléatoires dépendantes ou indépendantes normalement
distribuées.

Dans les années soixante, très peu de choses ont été faites pour étudier une version paramétrique
du modèle stress-strength, cependant, dans les années soixante-dix, l’étude du sujet a pris de
l’ampleur. À la fin des années soixante-dix, l’estimation de P(X < Y ) a été effectuée pour les prin-
cipales distributions telles que l’exponentielle (Kelley et al (1976), Tong (1974)), normale (Church
et Harris (1970), Downton (1973), Woodward et Kel- ley (1977)), Pareto (Beg et Singh (1979)) et
les familles exponentielles (Tong (1977)). De même, des progrès significatifs ont été réalisés dans
l’estimation de Bayes de P(X < Y ) pour les variables aléatoires X et Y distribuées selon la loi
exponentielle ou la loi normale, ont été réalisées par Enis et Geisser (1971) et Geisser (1971).

À la fin des années quatre-vingt, des estimateurs de P(X < Y ) ont été obtenus pour la majo-
rité des familles de distribution courantes pour les situations où X et Y sont indépendantes, voir
par exemple Awad et Gharraf (1986), Beg (1980 a, b, c), Constantine et al (1986), Ismail et al
(1986), Iwase (1987), Reiser et Guttman (1986), Voinov (1984).

Il est devenu possible d’étudier les variables aléatoires exponentielles dépendantes avec différents
types de dépendance. Des estimateurs de P(X < Y ) pour un vecteur aléatoire exponentiel à deux
variables (X,Y ) ont été dérivés par Abu-Salih et Shamseldin (1988), Awad et al. (1981), Klein et
Basu (1985), entre autres. Pensky (1982) a construit des estimateurs pour P(A′X+C > 0) pour un
vecteur aléatoire X distribué selon la loi normale avec une matrice de variance-covariance générale.

Pour aller plus loin, Bilikam (1985), a proposé un estimateur de P(A′X + C > 0) dépendant
du temps. Bilikam (1985) a proposé un modèle dépendant du temps pour X et Y , et Raghava
Char et al (1984) ont étudié les modèles de Markov de contrainte et de résistance pour la fiabilité
des systèmes. D’autres avancées importantes des années quatre-vingt ont été les recherches d’ex-
tensions des modèles stress-strength ”standard” tels que les modèles de stress-strength avec des
données catégorisées.

Une autre réalisation majeure a été l’application de la théorie à une variété de problèmes du
monde réel (voir par exemple Guttman et al (1988), Johnstone (1983), Halperin et al. (1987),
(1989), Simonoff et al (1986), Ury et Wiggins (1979)). Certains des travaux mentionnés ci-dessus
ont été résumés dans l’article de synthèse de Johnson (1988). Dans les années quatre-ningt-dix
et 2000− 2002, nous avons assisté à de nouveaux développements des modèles de stress-strength.
Des probabilités plus diverses telles que P(Xi < Xk) et P(AiXi + A′kXk + C > 0) où Xi, Xk

sont des vecteurs normaux indépendants ont été étudiées (voir par exemple Ivshin (1998), Ivshin
andnLumelskii (1994), Hayter and Liu (1996), Miwa et al. (2000)), et certaines nouvelles distribu-
tions moins familières ont été considérées telles que le type X de Burr (Ahmad et al (1997), Surles
et Padgett (1998, 2000)), les mélanges de gaussiennes inverses (Akman et al (1999)), skew-normal
(Azzalini et Chiogna (2002), Gupta et Brown (2001)), exponentiel multivarié de Wienman (Cramer
et Kamps (1997a), Cramer (2001)), Pareto bivarié (Hanagal (1997a)), elliptique (Pensky (2002)),
et gamma généralisé (Pham et Almhana (1995), Pensky et Takashima (2002)). Le domaine semble
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avoir atteint sa maturité.[16]

2.5.2 Description des modèles stress-strength

Les modèles stress-strength prennent en compte le fait que le stress (contrainte) et le strength
(résistance) peuvent être modélisés par des variables aléatoires. Dans l’analyse stress-strength le
terme stress fait référence à la charge qui produit la défaillance, le strength fait référence à la
capacité du composant à supporter la charge. Si le stress (contrainte) est supérieur au strength
(résistance) du composant une défaillance se produit. Donc le modèle stress-strength considère
qu’un composant devient défectieux dès que l’intensité de stress (contrainte) au quel il est soumis
dépasse sa capacité à résister[4].

2.5.3 Modélisation de la fiabilité

– Dans le cas continu :

Soit X le strength d’un système soumis à un stress Y , X et Y sont deux variables aléatoires
continues de densité de probabilité f et g respectivement et de fonctions de répartition F et
G respectivement. h(x, y) est la densité de probabilité conjointe de X et de Y . La fiabilité
du système est le paramètre R, défini par[4] :
– Si X et Y sont dépendentes :

R = P(Y < X) =
+∞∫
0

x∫
0

h(x, y)dydx,

– Si X et Y sont indépendentes : h(x, y) = f(x)g(y), dans ce cas la fiabilité R est donnée
par :

R = P(Y < X) =
+∞∫
0

x∫
0

f(x)g(y)dydx.

Figure 2.4 – Représentation de modèle stress-strength

– Dans le cas discret :

Dans l’ingénierie de la fiabilité des structures, on rencontre souvent des situations où le
strength d’une structure est influencée par le stress, mais le stress est dépendant de strength.
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Pour évaluer la fiabilité d’une strucure dans tels cas, le stress d’une structure est proposé
comme étant une variable aléatoire discrète et le strength dépendant de stress qui est aussi
représenté par une variable aléatoire discrète.

Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes représentant le strength et le stress d’un
système respectivement, de lois de probabilité définies par les probabilité de masse suivantes :

Px = P(X = x), x ∈ X . (2.1)

Py = P(Y = y), y ∈ Y. (2.2)

Conidérons un échantillon de taille n issu de X, X1, X2, ..., Xn, et soit Px la loi de probabilité
de l’échantillon et un échantillon de taille m issu de Y , Y1, Y2, ..., Ym et soit Py la loi de
probabilité de l’échantillon. On pose GX et GY les fonctions génératrice de X et de Y
respectivement définies par :

GX(z) =

n∑
i=1

Pxiz
xi . (2.3)

GY (z) =

m∑
i=1

Pyiz
yi . (2.4)

– Si X et Y sont dépendentes :
Soit Py|X=xi la loi de probabilité conditionelle de la variable aléatoire discrète y|X = xi
et de fonction génératrice GY |X=xi suivante :[14]

GY |X=xi(Z) =

m∑
j=1

Py|X=xiZ
yj . (2.5)

La loi conjointe S(X,Y de strength X et de stress Y dont le stress Y dépend de strngth
X est définie par :

S(X,Y ) = X − Y. (2.6)

La fonction génératrice de la loi conjointe S(X,Y ) est donnée par :

GS(z) = ⊗
(
Gx(z), Gy|X=xi(z)

)
= ⊗

 n∑
i=1

Pxiz
xi ,

m∑
j=1

Py|X=xiz
yj


=

n∑
i=1

Pxi

m∑
j=1

PY |X=xiz
S(xi,yj)

=

k∑
i=1

PiZ
Si

Où, ⊗ est un opérateur de composition sur la fonction génératrice d’une varible aléatoire.
La fiabilité R est définie tele que la probabilité de strength X est supérieure au stress Y ,
alors :[14]

R = P(X > Y )

= P(X − Y ) > 0

= P(S(X,Y ) > 0)

=

k∑
i=1

Pi1Si
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– Si X et Y sont indépendentes : S(X,Y ) = PxPy alors, La fonction génératrice de la
loi conjointe S(X,Y ) est donnée par :

GS(z) = ⊗ (Gx(z), GY (z))

= ⊗

 n∑
i=1

Pxiz
xi ,

m∑
j=1

Pyjz
yj


=

n∑
i=1

Pxi

m∑
j=1

PYjz
S(xi,yj)

=

k∑
i=1

PiZ
Si

La fiabilité R est définie tele que la probabilité de strength X est supérieure au stress Y ,
alors :

R = P(X > Y )

= P(X − Y ) > 0

= P(S(X,Y ) > 0)

=

k∑
i=1

Pi1Si

2.6 Les lois de probabilité utilisés dans les modèles stress-
strength

Les lois exponentielles

On considére les variables aléatoires indépendantes X et Y de lois exponentielles de paramétres
α,β respectivement, de densité de probabilité f , g et de fonction de répartition F , G, respective-
ment. X représente le strength d’un système (ou composant) soumis au stress Y [4].
Les densités de probabilités pour α, β > 0 sont données par :

f(x) = αe−αx, x > 0,

g(y) = βe−βy, y > 0.

les fonctions de répartition données par :

F (x) = 1− e−αx, x > 0.

G(y) = 1− e−βy, y > 0.

La fiabilité R est donnée par :
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R(α, β) = P(X > Y )

=

+∞∫
0

x∫
0

f(x)g(y)dydx

=

+∞∫
0

f(x)G(x)dx

=

+∞∫
0

(
1− e−αx

)
βe−βxdx

= β

+∞∫
0

(
e−βx − e−(α+β)x

)
dx

= β

+∞∫
0

e−βxdx− β
+∞∫
0

e−(α+β)xdx

=
α

α+ β
.

Les distributions de Lindley

La distribution de Lindley a été proposée par Lindley (1958) dans le contexte des statistiques
bayésiennes. X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de Lindley avec les paramètres
α, β respectivement, de densités de probabilité et fonctions de répartitions données respectivement
par [3] : pour α, β > 0

f(x) =
α2

1 + α
(1 + x)e−αx, x > 0,

g(y) =
β2

1 + β
(1 + y)e−βy, y > 0,

F (x) = 1−
(

1 +
α

1 + α
x

)
e−αx,

G(y) = 1−
(

1 +
β

1 + β
y

)
e−βy, y > 0,
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La fiabilité R est donnée par :

R = P(X > Y )

=

+∞∫
0

x∫
0

f(x)g(y)dydx

=

+∞∫
0

x∫
0

α2

1 + α
(1 + x)e−αx

β2

1 + β
(1 + y)e−βydydx

=
α2

1 + α

 +∞∫
0

(1 + x)e−αx
x∫

0

(1 + y)e−βydy

 dx
=

1

β

+∞∫
0

[
(1 + x)

(
β + 1

β
+ x

)
e−(α+β)x

]
dx

= α2

[
(β + 1)(α+ β)2 + β(α+ β) + (β + 1)(α+ β) + 2β

(1 + α)(1 + β)(α+ β)3

]
.

Les distributions de Pareto

La distribution de Pareto est assez populaire pour décrire la distribution de la richesse dans
une population donnée. Récemment, la distribution de Pareto généralisée à été considérée par
Rezaei et al (2010)[23].
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de Pareto avec les paramètres (α, β) et
(α, γ) respectivement. de densités de probabilités f ,g et fonctions de répartitions F , G données
respectivement par : pour α, β > 0

f(x) =
βαβ

xβ+1
, x ≥ α,

g(y) =
γαγ

yγ+1
, y ≥ α,

F (x) = 1−
(α
x

)β
,

G(y) = 1−
(
α

y

)γ
,
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La fiabilité R est donnée par :

R = P(X > Y )

=

+∞∫
0

x∫
0

f(x)g(y)dydx

=

+∞∫
α

+∞∫
x

βαβ

xβ+1

γαγ

yγ+1
dydx

= βαβγαγ

 +∞∫
α

1

xβ+1

 +∞∫
x

1

yγ+1
dy

 dx
=

+∞∫
α

1

γxβ+1
x−γdx

=
1

γ

+∞∫
α

1

xβ+γ+1
dx

=
β

β + γ
.

Les distributions Log-Normales

La distribution log-normale a été largement appliquée dans de nombreux aspects différents des
sciences de la vie. Elle est définie comme la distribution d’une variable aléatoire dont le logarithme
est normale distribué[4].
La distribution log-normale dans le modèle stress-strength a des applications dans plusieurs do-
maines de l’ingénierie. A’ l’origine, la distribution normale a été utilisée dans les modèles stress-
strength d’ingénierie, mais elle a été de plus en plus remplacée par le modèle de distribution
log-normale grâce à ces propriétés telles que la positivité de ces valeurs et l’asymétrie positive de
sa forme.
Soit X le strength d’un système et Y le stress appliqué sur ce système. X ∼ ln(µx, σx), Y ∼
ln(µy, σy) alors, lnX ∼ N (µx, σx) et lnY ∼ N (µ,σY ).
Dans ce cas,

f(x) = 1
xσx
√

2π
e−

1
2 ( log(x)−µxσx

)
2

f(y) = 1
yσy
√

2π
e
− 1

2

(
log(y)−µy

σy

)2

F (x) = φ(
log(x)− µx

σx
) ;F (y) = φ(

log(y)− µy
σy

)

Où,

µx = eµx+
σ2x
2

σ2
x = e(2µx+

σ2x
2 )e(σ

2
x−1)

La fiabilité R(t) est donnée par :

R(t) = φ

(
µx−µy√
σ2
x+σ2

y

)
, t > 0

Où φ est la fonction de répartition centrée et réduite.
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Les distributions géométriques

La distribution géométrique est l’une des distributions discrètes les plus importantes pour
des distributions discrtes. Elle concerne la modélisation du nombre d’échecs jusqu’au premier
succés[22].
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois géométriques avec les paramètres
p1 et p2, respectivement. La loi de probabilité de masse et la fonction de répartition de X et Y
sont données respectivement par :

P(X = x) = (1− p1)x−1p1, x ∈ N∗;P(Y = y) = (1− p2)y−1p2, y ∈ N∗

F (x) = 1− (1− p1)x, x ∈ N∗;F (y) = 1− (1− p2)y, y ∈ N∗

Où p1, p2 ∈]0, 1[ sont les probabilités de succé. La fiabilité R est donnée par :

R = P(X > Y )

=

+∞∑
x=1

x∑
y=1

(1− p1)x−1p1(1− p2)y−1p2

= p1p2

+∞∑
x=1

(1− p1)x−1

[
x∑
y=1

(1− p2)y−1

]

=
p1

1− p1

+∞∑
x=1

[(1− p1)x − ((1− p1)(1− p2))
x
]

=
p1

1− p1

1− p1

p1
− p1

1− p1

(1− p1)(1− p2)

1− (1− p1)(1− p2)

= 1− p1(1− p2)

1− (1− p1)(1− p2)

=
1− (1− p2)

1− (1− p1)(1− p2)

=
p2

p2 + p1 − p1p2
.

Conclusion

Les modèles stress-strength joue un rôle trés important dans l’analyse de la fiabilité. Ces
modèles ont été largement utilisé comme évaluation de divers domaines. Un rappel sur la théorie
de la fiabilité a été consacré dans ce chapitre ainsi que les différents modèles stress-strength qui
sont utilisés en fiabilité.
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Chapitre 3

Estimation dans les modèles
stress-strength

Introduction

Il existe de nombreuses méthodes d’estimation et souvent les méthodes analytiques sont les
plus précises parmi les autres mèthodes. Nous allons étudier dans cette partie quelques méthodes
d’estimation de paramètre R représentant la fiabilité dans le modèle Stress-strength, définie par
R = P(X > Y ), où X est le strength et Y le stress. Il s’agit de la méthode MLE (Maximum
Likelihood Estimator), UMVUE (Uniform Minimum Variance Unbiaised Estimator) et la méthode
bayésienne.

3.1 L’estimation classique de la fiabilité dans les modèles
stress-strength

3.1.1 L’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance (MLE)

L’estimation de maximum de vraisemblance est l’une des méthodes d’estimation classique les
plus importantes car elle possède une bonne caractéristique qui la distingue des autres méthodes
à savoire, la propriété d’invariance.[16]

Soit X et Y deux variables aléatoires, X représente le stress appliqué sur un composant ou un
système et Y le strength associé et considérant les échantillons de taille n et m issus de X et Y
respectivement.

X = (X1, X2, ..., Xn) et Y = (Y1, Y2, ..., Ym).

. Si X et Y sont dépendents : f(x, y|θ) étant la fonction densité de probabilité, avec θ est
un paramètre inconnu à valeurs scalaire ou vectorielle à estimer, le nombre d’observations
pour X et Y n’est pas nécessairement le même. La vraisemblance est donnée par :

L(X,Y |θ) =
n∏
j=1

f(Xj , Yj |θ). avec, n = m

. Si X et Y sont indépendents : Soit f(x|θ), g(y|θ) les fonctions densité de probabilité et
F (x|θ), G(x|θ) les fonctions de répartitions de X et de Y , respectivement de même paramètre
inconnu θ, à estimer. La densité de probabilité conjointe est donnée par :
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L(X,Y |θ) =
n∏
i=1

f(xi|θ)
m∏
j=1

g(yj |θ).

Théorème 3.1.1. Si θ̂ est le MLE de θ, alors pour toute fonction ϕ(θ), le MLE de ϕ(θ) est

ϕ(θ̂)(voir Casella et Berger (1990), page 294).

La construction du MLE de R

Pour construire le maximum de vraisemblance de la fiabilité R on doit suivre les trois étapes
suivantes :[16]

1. écrire la fiabilité R = R(θ) = P(X < Y ) en fonction de θ.

2. Construction du θ̂MLE du paramètre θ.

3. Calcul de R̂MLE = R(θ̂) de la fiabilité R.

À partir de définition, la fiabilité R(θ) peut être calculée par :

R(θ) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y|θ)1(x<y)dxdy.

Si X et Y sont indépendants, la fiabilité R(θ) peut être écrite comme suit :

R(θ) =
∞∫
−∞

F (z|θ)g(z|θ)dz =
∞∫
−∞

(1−G(z|θ))f(z|θ)dz.

Ayant calculé et dérivé l’expression de R(θ), la construisons du MLE de θ se fait par la maximisa-
tion de L(θ|X,Y ) est équivalent à la maximisation du logarithme de la vraisemblance ln L(θ|X,Y ),
ie,

ln L(θ̂|X,Y ) = max
θ

ln L(θ|X,Y ).

Où :

L(θ|X,Y ) =
n∏
j=1

f(Xj , Yj |θ).

À partir de theoréme (3.1.1) et en raison de la propriété de l’invariance des estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance (EMV) l’estimateur de R est :

ˆRMLE = R(θ̂).

3.1.2 L’estimation non biaisé (UMVUE)

l’estimation du maximum de vraisemblance (MLE) est sans doute la procédure la plus po-
pulaire pour l’estimation de la fiabilité R = P(X < Y ). Elle est universelle et permet d’obtenir
un estimateur de R pour pratiquement n’importe quelle famille de distribution. Cependant, les
estimateurs dérivés de la méthode MLE peuvent être biaisés. Ce qui n’est pas souhitable, sourtout
si la taille de l’échantillon est petite. La solution est de construire un estimateur sans biais de R.
Nous allons voir dans ce qui suit les concepts importants pour l’estimation non biaisée de R. Pour
les démenstrations voir [16]

Definition 3.1.1. La statistique exaustive. On dit q’une statistique T = T (X,Y ) est exaustive
ou encours suffisante si la fonction de densité de probabilité conditionnelle de l’échantillon etant
donnée la valeur T ne dépond pas du paramètre inconnu θ. Si T est une statistique suffisante pour
θ, alors T capture toutes les informations sur le paramètre inconnu θ que l’échantillon (X,Y )
contient.
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Théorème 3.1.2. Théorème de factorisation. La statistique T est une statistique suffisante
pour f(x, y|θ) si et seulment s’il existe des fonctions g(.|θ) et h(X,Y ) pour tout θ de Θ possible
et tous les points d’échantillon X et Y telle que la fonction de densité conjointe de (X,Y ) s’ecrit
sous la forme suivante :

L(X,Y |θ) = g(T (X,Y )|θ)h(X,Y ).

Definition 3.1.2. Soit ϕ(θ) une fonction quelqonque du paramètre θ. L’estimateur non biaisé
de ϕ(θ) notée, V ∗(X,Y ) s’appelle estimateur sans biais à variance minimale uniforme (Uniform
Minimum Variance Unbiaised Estimator), si pour n’importe quelle estimateur V (X,Y ) satisfisant
E(V (X,Y )) <∞ tel que :

V ar(V ∗(X,Y )) < V ar(V (X,Y )),∀θ ∈ Θ.

L’existance de l’UMVUE de R est basé sur le théorème suivant :

Théorème 3.1.3. (Cramèr-Rao-Blackwell). Si V (X,Y ) est un estimateur non biaisé de ϕ(θ)
et T est une statistique suffisante de ϕ(θ) , alors E(V (X,Y )|T ) est le UMVUE de ϕ(θ).

Exemple d’estimateurs :

Parmis les estimateurs non biaisé de la fiabilité R = P(X < Y ) basée sur l’échantillon (X,Y ), on
peut citer : voir [16]

V1(X,Y ) = 1X1<Y1
, V2(X,Y ) =

1

min(n1, n2)

min(n1,n2)∑
i=1

1Xi<Yi .

La construction des estimateurs UMVUE

L’estimateur sans biais à variance minimale uniforme de la fiabilité R peut être obtenu comme
R̂ = E[1X1<Y1

|T ], car V1(X,Y ) = 1X1<Y1
est l’estimateur sans biais le plus simple.[16]

R̂ =
∫

1X1<Y1
P(X1, Y1|T )dX1dY1.

Où P(X1, Y1|T ) est la fonction densité de probabilité conditionnelle de (X1, Y1) sachant T , où T
est une statistique exaustive .

Théorème 3.1.4. Soit θ1 ∈ Θ une valeure arbitraire de θ. g(T |θ1) la fonction densité de probabi-
lité de T (X,Y ) et hθ1(T |x, y) la densité conditionnelle de T sachant (X1 = x1, X2 = x2, ..., Xk =
xk;Y1 = y1, Y2 = y2, ..., Yk = yk). Le UMV UE de L(x, y, θ) est de la forme suivante :

L̂(x, y) =

k∏
j=1

f(xj , yj |θ1)
hθ1(T |x, y)

g(T |θ1)
. (3.1)

Théorème 3.1.5. Le UMV UE de Rk, k ∈ N∗ est de la forme suivante :

R̂k =

∫
L̂(x, y)

k∏
j=1

[
1(xj<yj)

]
dyjdxj . (3.2)

Théorème 3.1.6. Le UMV UE v̂ar(R̂) de var(R̂) est donné par :

v̂ar(R̂) = (R̂)2 − R̂2. (3.3)

Où,

R̂ =

∫
1(x<y)L̂(x, y)dydx. (3.4)

R̂2 =

∫ ∫
1(x1<y1)1(x2<y2)f̂(x1, x2, y1, y2)dy1dy2dx1dx2. (3.5)
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3.2 L’estimation bayésienne de la fiabilité dans les modèles
stress-strength

3.2.1 La forme de l’estimateur R̂

L’estimation bayésienne traite le paramètre θ comme une variable aléatoire à laquelle on associe
une loi de probabilité dite loi a priori π(θ). Cette loi de probabilité est basée sur certains connai-
sances disponibles dont dispose le staticien et doit être formulée avant l’obtention des données.[16]

Definition 3.2.1. Soit X = (X1, X2, ..., Xn), Y = (Y1, Y2, ..., Ym) un échantillon et soit (X,Y ) ;
f(x, y|θ). La loi a posteriorie est donnée par :

π(θ|X,Y ) = L(X,Y |θ)π(θ)
m(X,Y ) .

Où m(X,Y ) est la loi marginale de X et de Y donnée par :

m(X,Y ) =
∫
Θ

L(X,Y |θ)π(θ)dθ.

et L(X,Y |θ) définie par :

L(X,Y |θ) =
n1∏
j=1

f(Xj , Yj |θ).

Dans le cas où X et Y sont indépendants :

L(X,Y |θ) = fX(x|θ)fY (y|θ).
L’estimateur de Bayes RBayes de la fiabilité R = P(X < Y ) peut être obtenu comme la moyenne
de la loi a posteriori π(θ|X,Y )

RBayes =

∫
Θ

R(θ)π(θ|X,Y )dθ. (3.6)

Où,

R(θ) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y|θ)1(x<y)dxdy.

Si X et Y sont indépendants alors :

R(θ) =
∞∫
−∞

FX(z|θ)fy(z|θ)dz =
∞∫
−∞

(1− FY (z|θ))fx(z|θ)dz.

Remarque :

Une autre façon de déterminer l’estimateur RBayes, est de déterminer (si possible) la loi a posteriori
de R d’abord, puis de trouver l’estimateur R comme espérence par rapport à la loi a posteriori.
La loi a posteriori de R πR(R|X,Y ) peut être obtenu en utilisant une transformation de la variable
aléatoire : F : (θ) → (R, θR), avec la fonction inverse Q = F−1. La loi a posteriori de (R, θR) est
donnée par π(Q(R, θR))|JQ(R, θR)|, Où |JQ(R, θR)| est le Jacobien de la transformation Q. Alors,

πR(R|X,Y ) =

∫
π(Q(R, θR))|JQ(R, θR)|dθ. (3.7)

Le Jacobien |JQ(R, θR)| est la valeur absolue de déterminant de la matrice des dérivés partielle de
θ par raport à R et θR respectivement.
L’estimateur de Bayes est donné par :

RBayes =

∫
RπR(R|X,Y )dR. (3.8)

Cependant d’autres estimateurs de Bayes tels que la median de πR(R|X,Y ), la valeur du maximum
a posteriori de R peuvent être utilisés.
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3.2.2 L’inférence de la fiabilité de quelques modèles

La distribution exponentielle

Soit X et Y deux variables alétoires de loi exponentielle avec les paramètres α, β respecti-
vement. La densité de probabilité et la fonction de répartition de X et Y respectivement ,sont
données par :

f(x) = αe−αxavec, x > 0, α > 0.

F (x) = 1− e−αxavec, x > 0, α > 0.

et
g(y) = βe−βxavec, y > 0, β > 0.

G(y) = 1− e−βyavec, y > 0, β > 0.

Où α et β sont des paramètres inconnus. La fiabilité R est donnée par :

R(α, β) = P(X > Y )

=

+∞∫
0

x∫
0

f(x)g(y)dydx

=

+∞∫
0

f(x)G(x)dx

=

+∞∫
0

(
1− e−αx

)
βe−βxdx

= β

+∞∫
0

(
e−βx − e−(α+β)x

)
dx

= β

+∞∫
0

e−βxdx− β
+∞∫
0

e−(α+β)xdx

=
α

α+ β
.

L’estimation MLE de R :

Pour obtenir le MLE de R on doit d’abord obtenir le MLE des deux paramètres α et β.[16]
On utilisant les fonctions de vraisemblance de la loi conjointe de X et de Y on aura :

L(α, β;x, y) = αnβme
−α

n∑
i=1

xi
e
−β

m∑
i=1

yi
. (3.9)

Le logarithme de la fonction de vraisemblance est donnée par :

lnL(α, β;x, y) = n lnα+m lnβ − α
n∑
i=1

xi − β
m∑
i=1

yi.

Par la résolution des equations suivants :

∂ lnL(α, β, x, y)

∂α
=

n

α
−

n∑
i=1

xi = 0.

∂ lnL(α, β, x, y)

∂β
=

m

β
−

m∑
i=1

yi = 0.
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Le MLE de α et β est défini par :

α̂ =
1

n

n∑
i=1

xi.

β̂ =
1

m

m∑
i=1

yi.

D’aprés la propriété de l’invariance des estimateurs du maximum de vraisemblance MLE la
fiabilité R1MLE a la forme suivante :

RMLE =
α̂

α̂+ β̂

=
X

X + Y

L’estimation UMVUE de R :

Pour obtenir le UMVUE de R, on doit d’abord déterminer L̂(x1, ..., xk; y1, ..., yk), k = 1, 2.
La fonction de vraisemblance est donnée par , d’aprés le théorème de factorisation (3.1.2), les

statistiques TX =
n∑
j=1

Xj et TY =
M∑
j=1

Yj sont suffisantes pour X et Y . On détermine d’abord

L̂(x1, ..., xk) et on obtiendra aprés L̂(y1, ..., yk en remplaçant x par y et n par m dans l’expression
de L̂(x1, ..., xk.

On pose θ1 = α = 1, on a TX est la somme de n varibles aléatoires indépendantes de loi ex-

ponentielle alors, TX suit la loi Gumma (n, 1), i.e. g(TX |1) =
Tn−1
X

Γ(n) e
−TX .[16]

Puisque X1 = x1, ..., Xk = xk on peut écrire TX sous la forme suivante : TX =
k∑
j=1

xj +
n∑

j=k+1

Xj

donc TX −
k∑
j=1

xj est la somme de n − k variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle.

alors, TX −
k∑
j=1

xj suit une Gumma (n− k, 1) et

gα(TX |X1 = x1, ..., Xk = xk) =

(
TX −

k∑
j=1

xj

)n−k−1

Γ(n− k)
e
−TX+

k∑
j=1

xj
1(

TX−
k∑
j=1

xj

)
>0

.

En substituant g(TX |1) et gα(TX |X1 = x1, ..., Xk = xk) dans l’expression de L̂(x1, ..., xk) on aura :

L̂(x1, ..., xk) =

Γ(n)

(
nX −

k∑
j=1

xj

)n−k−1

Γ(n− k)nn−1X
n−1 1( k∑

j=1
xj≤nX

).

de la même façon on obtiendra L̂(y1, ..., yk), le UMVUE de R est donnée par :

R̂ =
(n− 1)(m− 1)

nmX
n−1

Y
m−1

∫ ∫
W

(
X − x

n

)n−2 (
Y − y

m

)m−2

dydx.

Où,
W = { (x, y) : 0 < x < nX, 0 < y < mY , x < y}.
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Puisque W = { (x, y) : x < y < mY , 0 < x < min(nX,mY )} et
mY∫
x

(
Y − y

m

)m−2
dy =

m(Y )m−1

m−1

(
1− x

mY

)m−1

, et aprés substitution dans R̂ on obtiendra :

R̂ =

n−1∑
i=0

(−1)i
Γ(n)Γ(m)

Γ(n− i− 1)Γ(m+ i+ 1)

(
mY

nX

)i+1

, si mY < nX.

R̂ =

m−1∑
i=0

(−1)i
Γ(n)Γ(m)

Γ(n+ i)Γ(m− i)

(
nX

mY

)i
, si mY > nX.

L’estimation bayésienne de R :

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramètres α, β > 0
et de densités f(x) = αe−αx, g(y) = βe−βx respectivement.
On utilisant la loi a priori conjuguée naturelle gumma pour les variables aléatoires α et β avec les
paramètres µ, γ et ν, λ respectivement, de sorte que :

π(α, β) ∝ αµ−1e−γαβν−1e−λβ , avec, µ, γ, ν, λ > 0.

On appliquant la formule de Bayes pour obtenir la loi a posteri et on aura :

π(α, β|X,Y ) ∝ f(X,Y |α, β)π(α, β)

∝ αn+µ−1e−α(nX+γ)βm+ν−1e−β(mY+λ).

donc, la loi a posteriori est une loi gumma avec les paramètres :
µ∗ = n+ µ, γ∗ = γ + nX, ν∗ = m+ ν, λ∗ = λ+mY Pour determiner la loi a posteriori de R on
considère la transformation suivante :
F : R = α/(α+ β), θR = αβ avec l’inverse Q : α = RθR, β = R(1− θR).
Le jacobien |JQ(R,θR)| est donné par :

det


∂α
∂R

∂α
∂θR

∂β
∂R

∂β
∂θR

 = det


θR R

−θR 1−R

 = θR

La loi a posteriori de R et de θR sera :

π∗(R, θR|X,Y ) ∝ Rµ
∗−1(1−R)ν

∗−1θµ
∗+ν∗−1
R e−θRλ

∗(1−BR), avec, 0 < R < 1, θR > 0etB = (λ∗−γ∗)/λ∗ < 1.

On intégrant la loi a posteriori de R et de θR :

πR(R|θR|X,Y ) = CRR
µ∗−1(1−R)ν

∗−1(1−BR)−()µ∗+ν∗ , 0 < R < 1.

L’estimateur de Bayes de R correspond à la loi conjuguée naturelle gamma. on obtiendra :

RBayes =


µ∗

µ∗+ν∗

(
γ∗

λ∗

)−µ∗
F1(µ∗ + ν∗, µ∗ + 1, µ∗ + ν∗ + 1, B), |B| < 1,

µ∗

µ∗+ν∗

(
λ∗

γ∗

)−ν∗
F1(µ∗ + ν∗, ν∗, µ∗ + ν∗ + 1, B

1−B ), B ≤ −1,
Où F1 est une série

hypergéométrique définie par :[16]

F1(a, b, c, z) =

∞∑
j=1

a(a+ 1)...(a+ j − 1)b(b+ 1)...(b+ j − 1)

c(c+ 1)...(c+ j − 1)

zj

j!
.

39



Chapitre 3. Estimation dans les modèles stress-strength

La distribution de Lindley

La distribution de Lindley a été proposée à l’origine par Lindley (1958) dans le contexte des
statistiques bayésienne.
Soit X et Y deux variables alétoires indépendantes de Lindley avec les paramètres θ1, θ2 respec-
tivement. La densité de probabilité et la fonction de répartition de X et Y respectivement ,sont
données par : [3]

f(x|θ1) =
θ21

1+θ1
(1 + x)e−θ1x avec, x > 0, θ1 > 0.

F (x|θ1) = 1−
(

1 + θ1
1+θ1

x
)
e−θ1x avec, x > 0, θ1 > 0.

et

g(y|θ2) =
θ22

1+θ2
(1 + y)e−θ2y avec, y > 0, θ2 > 0.

G(y|θ2) = 1−
(

1 + θ2
1+θ2

y
)
e−θ2y avec, y > 0, θ2 > 0.

L’objectif est de dévlopper la procédure inférentielle du paramètre de la fiabilité R = P(X > Y )
lorsque X et Y sont indépendants. La fiabilité R est donnée par :

R = P(X > Y )

=

∞∫
0

F (z|θ1)g(z|θ2)dz

=

∞∫
0

[
1−

(
1 +

θ1

1 + θ1
z

)
e−θ1z

θ2
2

1 + θ2
(1 + y)e−θ2z

]
dz.

= 1− θ2
1[θ1(θ1 + 1) + θ2(θ1 + 1)(θ1 + 3) + θ2

2(2θ2 + 3) + θ3
2]

(θ1 + 1)(θ2 + 1)(θ1 + θ2)3
.

L’esimation MLE de R : Soient x1, x2, ..., xn1
et y1, y2, ..., yn2

deux échantillons de variables
aléatoires X et Y , qui suivent la loi de Lindley de paramètre θ1,θ2 respectivement. x̄, ȳ est la
moyenne des échantillons X et y. Ghitany et al (2008) ont montré que les MLE de θ1 et θ2 sont
donnés par :

θ̂1 = − (x̄−1)+
√

(x̄−1)2+8x̄

2x̄ .

θ̂2 = − (ȳ−1)+
√

(ȳ−1)2+8ȳ

2ȳ .

En utilisant la propriétée de d’invariance de MLE, le MLER̂ de R peut être obtenu en substituant
θ̂k à la place de θk dans l’expression de la fiabilité R pour k = 1, 2. Ghitany et al ont également
montré que :

√
nk(θ̂k − θk) N (0, 1

σ2
k

, σ2
k =

θ2k+4θk+2

θ2k(θk+1)2
, k = 1, 2

Pour n1 −→∞ et n2 −→∞ :

R̂−R√
d21
n1σ

2
1

+
d22
n2σ

2
2

 N (0, 1).

Où,

d1 =
∂R

∂θ1
= −θ1θ

2
2[θ3

1 + 2θ2
1(θ2 + 3)θ1(θ2 + 2)(θ2 + 6) + 2(θ2

2 + 3θ2 + 3)]

(θ1 + 1)2(θ2 + 1)(θ1 + θ2)4
.

d2 =
∂R

∂θ2
=
θ2

1θ2[6 + θ2
1(θ2 + 2) + 2θ1(θ2 + 1)(θ2 + 3) + θ2(θ2

2 + 6θ2 + 12)]

(θ1 + 1)(θ2 + 1)2(θ1 + θ2)4
.
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L’estimation UMVUE de R

Théorème 3.2.1. Si X1, X2, ...., Xn n variable aléatoirs indépendantes et identiquement dis-
tribuées de loi de Lindley(θ),alors la densité de probabilité de Z = X1 +X2 + ...+Xn est donnée
par :

g(z, n, θ) =
n∑
k=0

Pk,n(θ)fGA(z, 2n− k, θ).

Où Pk,n(θ) =

(
n
k

)
θk

(1+θ)n et fGA(z,m, θ) = θm

Γ(m)z
m−1e−θz, z > 0. C’est la loi gamma de

paramètre m et θ.

Démonstration. Soit X1 une variable aléatoire de Lindley de paramètre θ, sa densité de probabilité
est donnée par :

fX1
(x, θ) = θ2

1+θ (1 + x)e−θx = θ
1+θfGA(x, 1, θ) + 1

1+θfGA(x, 2, θ).

la fonction génératrice pour |t| < θ est :

MX1
(t) = E(etX1) = θ

1+θ

(
1− t

θ

)−1
+ 1

1+θ

(
1− t

θ

)−2
.

Donc, la fonction génératrice de z pour |t| < θ est :

MXz (t) = E(etz) =
{

θ
1+θ

(
1− t

θ

)−1
+ 1

1+θ

(
1− t

θ

)−2
}n

.

=
n∑
k=0

(
n
k

)
θk

(1+θ)n

(
1− t

θ

)−(2n−k)
.

D’où le résultat, en utilisant le fait que
(
1− t

θ

)−(2n−k)
est la fonction génératrice d’une loi gamma

de paramètre 2n− k et θ.

Théorème 3.2.2. Si X1, X2, ...., Xn n variable aléatoirs indépendantes et identiquement dis-

tribuées de loi de Lindley(θ), alors la loi conditionnelle de X1 étant donné Z =
n∑
i=1

Xi est donnée

par :

fX1|Z=z(x) = 1+x
An(z)

n−1∑
k=0

Ck,n(z − x)2n−3−k, 0 < x < z.

Où Ck,n =

(
n− 1
k

)
Γ(2n− 2− k)

Et An(u) =
n∑
j=0

(
n
j

)
u2n−j−1

Γ(2n−j) .

Théorème 3.2.3. On suppose que U =
n1∑
i=1

xi et V =
n2∑
j=1

yj.

1. Pour u ≤ v le UMV UE de R est :

R̂UMV UE =
1

An1(u)An2(v)

n1−1∑
m=0

n2−1∑
n=0

Cm,n1Cn,n2I1(u, v, 2n1 − 3−m, 2n2 − 3− n).

Où,

I1(u, v, k, l) =

l∑
t=0

(
l
t

)
(v − u)(l−t)u(k+t+2)

(k + 2)(k + t+ 3)(k + t+ 4)(k + t+ 4 + u)(3k + t+ 6)u

(k + 1)(k + 2)(k + t+ 2)(k + t+ 3)(k + t+ 4)
.

2. Pour u > v le UMV UE de R est :
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R̂UMV UE = 1
An1

(u)An2
(v)

n1−1∑
m=0

n2−1∑
n=0

Cm,n1Cn,n2I2(u, v, 2n1 − 3−m, 2n2 − 3− n),

Où,

I2(u, v, k, l) =

k+1∑
s=0

(
k + 1
s

)
(u− v)(k−s+1)v(l+s+1)

(l + s+ 3)[(l + s+ 2)(k + u+ 2) + (2k + u+ 3)v] + 2(k + 1)v2

(k + 1)(k + 2)(l + s+ 1)(l + s+ 2)(l + s+ 3)
.

Démonstration. On note par U =
n1∑
i=1

Xi et V =
n2∑
j=1

Yj . Puisque U et V sont des statistiques

exaustives pour θ1 et θ2 respectivement, le UMV UE de R peut être obtenu par :

R̂UMV UE = E[Φ(X1, Y1)|U = u, V = v].

Où

Φ(X1, Y1) =

{
1, si Y1 < X1,
0, si Y1 > X1,

Donc le UMV UE de R est donnée par :

R̂UMV UE =
min(u,v)∫

0

u∫
y

fX1 |U = u(x)fY1 |V = v(y)dxdy

À partir du théorème 3.1.6, on a :

R̂UMV UE =
min(u,v)∫

0

u∫
y

fX1
|U = u(x)fY1

|V = v(y)dxdy =

1
An1

(u)An2
(v)

n1−1∑
m=0

n2−1∑
n=0

Cm,n1
Cn,n2

I(u, v, 2n1 − 3−m, 2n2 − 3− n),

Par substitution z = u− x,

I(u, v, k, l) =

min(u,v)∫
0

u∫
y

(1 + x)(u− x)kdx(1 + y)(v − y)ldy.

=

min(u,v)∫
0

u−y∫
0

(1 + u+ z)zkdz(1 + y)(v − y)ldy.

=

min(u,v)∫
0

1 + u

k + 1
− u− y
k + 2

(u− y)k+1(1 + y)(v − y)ldy.

La distribution de Gompertz

SoitX et Y deux variables alétoires de Gompertz avec les paramètres (α1, β1) et (α2, β2),respectivement.
La densité de probabilité et la fonction de répartition de X et Y respectivement ,sont données
par :[24]

f(x) = β1e
α1xe−

β1
α1

(eα1x−1)avec, x > 0, α1 > 0, β1 > 0.

F (x) = 1− e−β1α
−1
1 (eα1x−1).
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et
g(y) = β2e

α2ye−β2α
−1
2 (eα2y−1)avec, y > 0, α2 > 0, β2 > 0.

G(y) = 1− e−β2α
−1
2 (eα2y−1).

Où α1 et α2 sont des paramètres connus, β1 et β2 sont des paramètres inconnus. La fiabilité R est
donnée par :

R = P(X > Y )

=

+∞∫
0

P(Y < x)f(x)dx

= 1− e
(
β1
α1

+
β2
α2

) ∞∑
k=0

(−1)k(
β2

α2
)k(

α1

β1
)( kα2

α1
)

k!

[
Γ

(
(
α2

α1
)(k + 1)

)
−

+∞∑
i=0

(−1)i( β1

α1
)

(α2

α1
)(k + i+ 1)i!

]
.

si α1 = α2 = α la fiabilité R est donnée par :

R = P(X > Y ) =

+∞∫
0

P(Y < x)f(x)dx.

=

∞∫
0

[
1− e−

β2
α (eαx−1)

]
β1e

αxe−
β1
α (eαx−1)dx.

R =
β2

β1 + β2
.

– L’estimation MLE de R :

Pour obtenir le MLE de R on doit d’abord obtenir le MLE des deux paramètres β1 et
β2.
On utilisant les fonctions de vraisemblance de la loi conjointe de X et de Y on aura :

L(β1, β2, x, y) = βn1 β
m
2 e

(
α(

n∑
i=1

xi+
m∑
i=1

yi)

)
e
− 1
α

(
β1

n∑
i=1

(eαxi−1)+β2

m∑
i=1

(eαyi−1)

)
.

Le logarithme de la fonction de vraisemblance est donnée par :

lnL(β1, β2, x, y) = n lnβ1+m lnβ2+α

(
n∑
i=1

xi +

n∑
i=1

yi

)
− 1

α

[
β1

n∑
i=1

(eαxi − 1) + β2

m∑
i=1

(eαyi − 1)

]
.

Par la résolution des equations suivants :

∂ lnL(β1, α, x, y)

∂β1
=

n

β1
−

n∑
i=1

(eαxi − 1)

α
= 0.

∂ lnL(β2, α, x, y)

∂β2
=

n

β2
−

m∑
i=1

(eαyi − 1)

α
= 0.

Le MLE de β1 et β2 est défini par :

β1MLE =
1

nα

n∑
i=1

(eαxi − 1).
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et

β2MLE =
1

mα

m∑
i=1

(eαyi − 1).

D’aprés la propriété de l’invariance des estimateurs du maximum de vraisemblance MLE la
fiabilité R1MLE a la forme suivante :

R1MLE =
β2MLE

β1MLE + β2MLE

. (3.10)

– L’ estimation UMV UE de R :

Soit X = (X1, X2, ..., Xn) et Y = (Y1, Y2, ..., Yn) deux échantillons indépendants de Gom-
pertz avec les paramètres (α, β1) et (α, β2) respectivement. α est un paramètre connu.

Pour trouver le UMV UE de R, on doit trouver d’abord le UMV UE de f̂(x1, ..., xk; y1, ..., yk)
qui est le UMV UE de f(x1, ..., xk; y1, ..., yk).
On pose :

W =
1

α

n∑
i=1

(eαxi − 1). (3.11)

V =
1

α

m∑
i=1

(eαyi − 1). (3.12)

W et V sont des statistiques exhaustive complete de distribution Gamma avec les paramètres
(n, β1) et (m,β2) car si α est connu la famille Gompertz est une famille exponentielle. La
densité de probabilité de W et V est donnée par :

fW (w) =
βn1

Γ(n)
wn−1e−β1w, w > 0, β1 > 0. (3.13)

fV (v) =
βm2

Γ(m)
vm−1e−β2v, v > 0, β2 > 0. (3.14)

Puisque X et Y son indépendants alors,

f̂(x1, ..., xk; y1, ..., yk) = f̂(x1, ..., xk)f̂(y1, ..., yk). (3.15)

f̂(x1, ..., xk; y1, ..., yk) =

k∏
j=1

f(xj)
g(w|X1 = x1, ..., Xk = xk)

g(w)

k∏
j=1

f(yj)
g(v|X1 = x1, ..., Xk = xk)

g(v)
.

(3.16)
avec :

g(w|X1 = x1, ..., Xk = xk) =
βn−k1

Γ(n− k)

(
w −

k∑
i=1

(
eαxi − 1

α

))n−k−1

e
−β1

(
w−

k∑
i=1

(
eαxi−1

α

))
1(

w−
k∑
i=1

(
eαxi−1

α

)
≥0

). (3.17)

g(v|Y1 = y1, ..., Yk = yk) =
βm−k1

Γ(m− k)

(
v −

k∑
i=1

(
eαyi − 1

α

))m−k−1

e
−β2

(
v−

k∑
i=1

(
eαyi−1

α

))
1(

v−
k∑
i=1

(
eαyi−1

α

)
≥0

). (3.18)
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Par substitution de l’equation ??, 3.2.2, 3.17 et 3.18 dans 3.16, f̂(x; y) est donnée par :

f̂(x, y) =
Γ(n)Γ(m)

Γ(n− k)Γ(m− k)wn−1vm−1
e
α

(
k∑
i=1

xi
k∑
i=1

yi

)(
w −

k∑
i=1

(
eαxi − 1

α

))n−k−1

(
v −

k∑
i=1

(
eαyi − 1

α

))m−k−1

1(
w−

k∑
i=1

(
eαxi−1

α

)
≥0

)1(
v−

k∑
i=1

(
eαyi−1

α

)
≥0

).(3.19)

alors,

RUMV UE =

∫ ∫
G

f(x1, y1|w, v)dx1dy1

=
(n− 1)(m− 1)

wn−1vm−1

∫ ∫
G

eα(x+y)

(
w − eαx − 1

α

)n−2(
v − eαy − 1

α

)m−2

dydx,

Où,

G = {(x, y) : 0 < x < ln(αw+1)
α , 0 < y < ln(αv+1)

α y < x}.
Alors,

RUMV UE =
(n− 1)(m− 1)

wn−1vm−1

ln(αv+1)
α∫

x=0

x∫
y=0

eα(x+y)

(
w − eαx − 1

α

)n−2(
v − eαy − 1

α

)m−2

dydx.

(3.20)

= 1− (n− 1)

wn−1vm−1

w∫
u=0

(v − u)m−1(w − u)n−2du. (3.21)

(v − u)m−1 =

m−1∑
k=0

(−1)k
(
m− 1, k

u

)k
vm−1−k. (3.22)

Alors, l’UMVUE de R est donné par :

RUMV UE = 1−
m−1∑
k=0

(−1)k
Γ(n)Γ(m)

Γ(n+ k)Γ(m− k)

(w
v

)k
, w < v. (3.23)

Pour v < w l’UMVUE de est donné par :

RUMV UE =
(n− 1)(m− 1)

wn−1vm−1

ln(αv+1)
α∫

y=0

ln(αw+1)
α∫

x=y

eα(x+y)

(
w − eαx − 1

α

)n−2(
v − eαy − 1

α

)m−2

dydx

=

n−1∑
k=0

(−1)k
Γ(n)Γ(m)

Γ(n− k)Γ(m+ k)

( v
w

)k
, v < w. (3.24)

– L’estimation bayésienne de R

Soit X = (X1, X2, ..., Xn) et Y = (Y1, Y2, ..., Yn) deux échantillons indépendants de Gom-
pertz avec les paramètres (α, β1) et (α, β2) respectivement. α est un paramètre connu.
Les fonctions de vraisemblance sont données par :

L1(x1, ..., xn) =

n∏
i=1

f(xi|α) = βn1 e
α

n∑
i=1

xi
e

(
− β1α

n∑
i=1

(eαxi−1)

)
. (3.25)
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L2(y1, ..., ym) =

m∏
i=1

f(yi|α) = βm2 e
α
m∑
i=1

yi
e

(
− β2α

m∑
i=1

(eαyi−1)

)
. (3.26)

Soit β1, β2 deux variables aléatoires indépendantes avec, les lois a priori sont données res-
pectivement par :

π(β1) =
λ
c1
1

Γ(c1)β
c1−1
1 e−λ1β1 , λ1, β1, c1 > 0.

π(β2) =
λ
c2
2

Γ(c2)β
c2−1
2 e−λ2β2 , λ2, β2, c2 > 0.

La loi a posteriori de β1, β2 est donnée par :

π(β1, β2|X,Y ) =
f(x, y|β1, β2)π(β1, β2)∫

β1

∫
β2

f(x, y|β1, β2)π(β1, β2)
dβ1dβ2.

=
(λ1 + k1)n+c1(β2 + k2)m+c2βn+c1−1

1 βm+c2−1
2

Γ(n+ c1)Γ(m+ c2)
e(−β1(λ1+k1)−β2(λ2+k2)).

Où,

k1 = 1
α

n∑
i=1

(eαxi − 1) .

k2 = 1
α

m∑
i=1

(eαyi − 1) .

Soit r = β2

β1+β2
et u = β1 + β2, u > 0, 0 < r < 1 et

π(r, u|X,Y ) = S(k1, k2, r)u
n+mc1+c2−1 × e(−u(1−r)(λ1+k1)−ru(λ2+k2)).

=
S(k1, k2, r)Γ(n+m+ c1 + c2)

[(1− r)(λ1 + k1) + r(λ2 + k2)]n+mc1+c2
.

Où,

S(k1, k2, r) =
(λ1 + k1)n+c1(λ2 + k2)m+c2rm+c2−1(1− r)n+c1−1

Γ(n+ c1)Γ(m+ c2)

Par conséquent, l’estimateur de Bayes RBayes de R par rapport rapport à la fonction de
perte de l’erreur quadratique moyenne est la moyenne a posteriori. L’estimateur de Bayes
est donné par :

RBayes =

1∫
r=0

rπR(r|x, y)dr

=
vδ11 v

δ2
2 Γ(δ1 + δ2)

Γ(δ1)Γ(δ2)

1∫
r=0

rδ2(1−r)δ1−1

[(1− r)v1 + rv2]δ1+δ2
dr.

Où, δ1 = n+ α1, δ2 = m+ α2, v1 = λ1 + k1, v2 = λ2 + k2

La distribution de Rayleigh-Half-Normale

La distribution Rayleigh-half-normale est notée RHN(θ) par Abd El-Monsef et Abd El-
Raouf.[1]
Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes, le strength X et le stress Y suivent la loi
Rayleigh-half-normale de paramètre θ et α, θ, α > 0 respectivement. Les densité de probabilité et
les fonctions de répartitions sont données respectivement par :

f(x, θ) =
2θ(x+ 1)eθx

2

1 +
√
πθ

, avec, x > 0.
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g(y, α) =
2α(y + 1)eαy

2

1 +
√
πα

, avec, Y > 0.

F (x, θ) =
1− eθx2+

√
πθ erf(

√
θx)

1 +
√
πθ

, avec, x > 0.

G(x, α) =
1− eαx2+

√
πα erf(

√
αx)

1 +
√
πα

, avec, Y > 0.

Où erf(u) est la fonction de l’erreur de Gauss définie par :

erf(u) =
2√
π

u∫
0

e−t
2

dt.

La fiabilité R(t) est donnée par :

R(t) = P(X > Y ) =

+∞∫
0

x∫
0

f(x)g(y)dydx.

=

+∞∫
0

x∫
0

(
2θ(x+ 1)eθx

2

1 +
√
πθ

)(
2α(y + 1)eαy

2

1 +
√
πα

)
.

=
4θα

(1 +
√
πθ)(1 +

√
πα)

+∞∫
0

(x+ 1)e−θx
2

x∫
0

(y + 1)e−αy
2

dydx.

=
4θα

(1 +
√
πθ)(1 +

√
πα)

+∞∫
0

(x+ 1)e−θx
2

 x∫
0

ye−α
2

dy +

x∫
0

e−αy
2

dy

 dx.

=
(1 +

√
πα+ 2

√
θα tan−1(

√
θ/α) + (

√
π(θ − α)/

√
θ + α)− (α/(θ + α)))

1 +
√
πθ +

√
πα+ π

√
θα

.

– L’estimation MLE de la fiabilité R
Pour obtenir le MLE de R on doit d’abord obtenir le MLE des deux paramètres θ et α.
On utilisant les fonctions de vraisemblance de la loi conjointe de X et de Y on aura :

L(θ, α;x, y) = 2n+mθnαm − (1 +
√
πθ)n − (1 +

√
πα)m

n∏
i=1

(xi + 1)e−θx
2
i

m∏
j=1

(yj + 1)e−αy
2
j .

Le logarithme de la fonction de vraisemblance est donnée par :

lnL(θ, α, x, y) = (m+ n) ln(2) + n ln(θ) +m ln(α)− n ln(1 +
√
πθ)−m ln(1 +

√
πα)

= −θ
n∑
i=1

x2
i − α

m∑
j=1

y2
j +

n∑
i=1

ln(xi + 1) +

m∑
j=1

ln(yj + 1).

Par la résolution des equations suivants :

∂ lnL(θ, α, x, y)

∂θ
=

n

θ
− n

√
π

2
√
θ(1 +

√
πθ)
−

n∑
i=1

x2
i = 0.

∂ lnL(θ, α, x, y)

∂α
=

m

α
− m

√
π

2
√
α(1 +

√
πα)
−

m∑
j=1

y2
j = 0.
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Le MLE de θ et α est défini par :

θ̂ =
1

6πA2

(
B + 2A(A+ nπ) +

A2(n2π2 + 4A(A− 4nπ))

B

)
.

α̂ =
1

6πC2

(
D + 2C(C +mπ) +

C2(m2π2 + 4C(C − 4mπ))

D

)
.

Où,

A =
n∑
i=1

x2
i , C =

m∑
j=1

y2
j

B =
(

8A6 − 48πnA5 + 51π2n2A4 − π3n3A3 + 3
√

3π3/2
√
n3A7(−16A2 + 71πnA− 2π2n2)

)1/3

D =
(

8C6 − 48πmC5 + 51π2m2C4 − π3m3C3 + 3
√

3π3/2
√
m3C7(−16C2 + 71πmC − 2π2m2)

)1/3

Alors, le MLE de la fiabilité R est donnée par :

RMLE =
(1 +

√
πα̂+ 2

√
θ̂α̂ tan−1(

√
θ̂/α̂) + (

√
π(θ̂ − α̂)/

√
θ̂ + α̂)− (α̂/(θ̂ + α̂)))

1 +
√
πθ̂ +

√
πα̂+ π

√
θ̂α̂

La distribution de Rayleigh et Half-Normale

Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes, le strength X suit la loi Rayleigh-half-
normale et le stress Y suit la loi Rayleigh de paramètre θ et α, θ, α > 0 respectivement.Les
densité de probabilité et les fonctions de répartitions sont données respectivement par :

f(x, θ) =
2θ(x+ 1)eθx

2

1 +
√
πθ

, avec, x > 0.

g(y) =
y

α2
e−(y2/2α2), avec, y > 0.

La fiabilité R est donnée par :

R = P(X > Y ).

=

+∞∫
0

x∫
0

(
2θ(x+ 1)eθx

2

1 +
√
πθ

)( y
α2
e−(y2/2α2)

)
dydx.

=
2θ

(1 +
√
πθ)

+∞∫
0

(x+ 1)e−θx
2
(

1− e(x2/2α2)
)
dx.

=
θ

1 +
√
πθ

1

θ
+

√
π

θ
− 2

2θ + (1/α2)
−

√
2π√

2θ + ( 1
α2 )

 .

Pour obtenir le MLE de paramètre R on suit exactement les mêmes étapes que dans la
distribution précédent et on aura :

RMLE =
θ̂

1 +
√
πθ̂

1

θ̂
+

√
π

θ̂
− 2

2θ̂ + (1/α̂2)
−

√
2π√

2θ̂ + ( 1
α̂2 )

 .

3.3 Conclusion

Danc ce chapitre nous avons présenté l’estimation de paramètre de la fiabilité R dans quelques
modèles stress-strength par les méthode d’estimation classique (MLE, UMVUE) et l’estimation
bayésienne vu dans le premier chapitre.
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Chapitre 4

Application

4.1 Introduction

La simulation est l’une des applications les plus importantes, elle est utilisée dans de nom-
breux domaines scientifiques, y compris les mathématiques appliquées, la finance, l’économie et de
nombreuses applications, la simulation est considérée comme l’une des applications de l’informa-
tique, il existe de nombreux types de simulation tels que la simulation ordinaire, la simulation de
contraintes et la simulation contaminée. D’un point de vue statistique, la simulation est un proces-
sus de génération de données artificielles qui simule la réalité et qui est piloté par les paramètres
et la conception du modèle.

Dans ce chapitre, la simulation a été utilisé pour comparer les méthodes d’estimations de la
fiabilité du système dans les modèles stress-strength (St-St). Les résultats ont été obtenus à l’aide
de programme écrite en Matlab version 2009b.

4.2 La simulation de la loi exponentielle

4.2.1 L’algorithme de simulation

La simulation est écrite en utilisant le programme Matlab pour estimer la fiabilité R du système
passant par les étapes suivants :

– Étape 1 : Générer une suite de variables aléatoires U de loi uniforme continue sur (0, 1),
U1, U2, ..., Un.

– Étape 2 : Générer une suite de variables aléatoires V de loi uniforme continue sur (0, 1),
V1, V2, ..., Vm.

– Étape 3 : Transformer les échantillons aléatoires uniforme de l’étape 1 en appliquant la
méthode inverse qui utilise la fonction de répartition inverse comme ci-dessous :

F (X) = (1− e−αxi)

ui = (1− e−αxi)

Xi = − log(ui)

De la même façon, à partir de l’étape 2 on obtiendra Yj où, vj = − log(vj).
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– Étape 4 : Calculer l’estimateur du maximum de vraisemblance de R.

– Étape 5 : Appliquer la méthode UMVUE .

– Étape 6 : Calculer l’estimateur de Bayes de la fiabilité R.

4.3 Les résultats de la sémulation :

4.3.1 L’estimateur MLE de R :

β \ α
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.6962 0.6926 0.6904 0.6892 0.6885 0.6881 0.6877 0.6875
2 0.6885 0.6871 0.6867 0.6864 0.6863 0.6862 0.6861 0.6861
3 0.6724 0.6790 0.6812 0.6823 0.6830 0.6835 0.6838 0.6840
4 0.6851 0.6854 0.6855 0.6856 0.6856 0.6856 0.6856 0.6856
5 0.6882 0.6870 0.6866 0.6864 0.6862 0.6862 0.6861 0.6860
6 0.6597 0.6714 0.6759 0.6782 0.6796 0.6806 0.6813 0.6819
7 0.6877 0.6868 0.6864 0.6862 0.6861 0.6861 0.6860 0.6860
8 0.6282 0.6556 0.6653 0.6703 0.6703 0.6754 0.6768 0.6779

Table 4.1 – La variation dans R pour n = 15 et m = 10

β \ α
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.3303 0.3224 0.3197 0.3184 0.3176 0.3370 0.3166 0.3163
2 0.4255 0.3753 0.3563 0.3464 0.3402 0.3360 0.3330 0.3307
3 0.3571 0.3369 0.3296 0.3259 0.3236 0.3221 0.3210 0.3202
4 0.3456 0.3304 0.3252 0.3225 0.3209 0.3198 0.3190 0.3184
5 0.3617 0.3391 0.3311 0.3270 0.3245 0.3228 0.3216 0.3207
6 0.3228 0.3186 0.3172 0.3165 0.3160 0.3157 0.3135 0.3154
7 0.3090 0.3115 0.3124 0.3128 0.3131 0.3133 0.3135 0.3136
8 0.3563 0.3161 0.3290 0.3254 0.3232 0.3217 0.3207 0.3199

Table 4.2 – La variation dans R pour n = 10 et m = 15

β \ α
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.5079 0.5040 0.5026 0.5020 0.5016 0.5013 0.5011 0.5010
2 0.5026 0.5013 0.5009 0.5007 0.5005 0.5004 0.5004 0.5003
3 0.5094 0.5048 0.5032 0.5024 0.5019 0.5016 0.5014 0.5012
4 0.5215 0.5110 0.5074 0.5056 0.5045 0.5037 0.5032 0.5028
5 0.5005 0.5002 0.5002 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001
6 0.5075 0.5038 0.5025 0.5019 0.5015 0.5013 0.5011 0.5010
7 0.5049 0.5025 0.5016 0.5012 0.5010 0.5008 0.5007 0.5006
8 0.5002 0.5001 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000

Table 4.3 – La variation dans R pour n = 30 et m = 30
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4.3.2 L’estimateur bayésienne de R :

β \ α
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.6593 0.6567 0.6501 0.6511 0.6685 0.6677 0.6681 0.6771
2 0.6744 0.6763 0.6887 0.6790 0.6830 0.6835 0.6838 0.6840
3 0.6844 0.6851 0.6855 0.6853 0.6857 0.6847 0.6835 0.6839
4 0.6804 0.6811 0.6836 0.6846 0.6863 0.6863 0.6874 0.6882
5 0.6871 0.6863 0.6859 0.6848 0.6857 0.6859 0.6861 0.6860
6 0.6590 0.6773 0.6764 0.6782 0.6796 0.6818 0.6817 0.6819
7 0.6857 0.6868 0.6864 0.6862 0.6861 0.6863 0.686 0.6887
8 0.6238 0.6555 0.6665 0.6703 0.6713 0.6733 0.6768 0.6787

Table 4.4 – La variation dans R pour n = 15 et m = 10

β \ α
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.3309 0.3228 0.3159 0.3186 0.3196 0.3384 0.3177 0.3161
2 0.4254 0.3750 0.3564 0.3468 0.3414 0.3364 0.3333 0.3310
3 0.3585 0.3374 0.3288 0.3285 0.3246 0.3235 0.3218 0.3228
4 0.3477 0.3303 0.3262 0.3248 0.3218 0.3197 0.3187 0.3184
5 0.3619 0.3389 0.3312 0.3274 0.3235 0.3239 0.3228 0.3219
6 0.3235 0.3138 0.3148 0.3165 0.3167 0.3175 0.3182 0.3186
7 0.3091 0.3136 0.3124 0.3128 0.3114 0.3133 0.3135 0.3141
8 0.3568 0.3168 0.3274 0.3278 0.3233 0.3245 0.3215 0.3128

Table 4.5 – La variation dans R pour n = 10 et m = 15

β \ α
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.4909 0.5031 0.5048 0.5052 0.5018 0.5023 0.5011 0.5007
2 0.5034 0.5041 0.5019 0.5028 0.5035 0.5036 0.5048 0.5047
3 0.5081 0.5085 0.5073 0.5035 0.5058 0.5010 0.5012 0.5018
4 0.5327 0.5034 0.5075 0.5082 0.5068 0.5069 0.5071 0.5031
5 0.5008 0.5009 0.5004 0.5002 0.5002 0.5003 0.5002 0.5001
6 0.5075 0.5048 0.5032 0.5028 0.5017 0.5048 0.5025 0.5015
7 0.5051 0.5025 0.5016 0.5012 0.5010 0.5008 0.5007 0.5006
8 0.5003 0.5001 0.5000 0.5001 0.5001 0.5002 0.5005 0.5008

Table 4.6 – La variation dans R pour n = 30 et m = 30
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4.3.3 L’estimateur UMVUE de R :

β \ α
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.6004 0.6005 0.6014 0.6015 0.6014 0.6011 0.6013 0.6010
2 0.6035 0.6033 0.6018 0.6069 0.6063 0.6062 0.6061 0.6061
3 0.6024 0.6092 0.6018 0.6023 0.6035 0.6035 0.6038 0.6040
4 0.6051 0.6054 0.6052 0.6056 0.6055 0.6056 0.6056 0.6057
5 0.6082 0.6070 0.6066 0.6064 0.6064 0.6062 0.6061 0.6060
6 0.6097 0.6014 0.6059 0.6082 0.6098 0.6006 0.6013 0.6019
7 0.6077 0.6068 0.6064 0.6062 0.6062 0.6061 0.6061 0.6060
8 0.6082 0.6056 0.6053 0.6703 0.6003 0.6054 0.6068 0.6079

Table 4.7 – La variation dans R pour n = 15 et m = 10

β \ α
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.3001 0.3022 0.3097 0.3084 0.3076 0.3070 0.3065 0.3063
2 0.3355 0.3153 0.3163 0.3164 0.3202 0.3160 0.3131 0.3107
3 0.3071 0.3068 0.3096 0.3059 0.3036 0.3021 0.3010 0.3024
4 0.3056 0.3014 0.3052 0.3025 0.3009 0.3098 0.3090 0.3084
5 0.3017 0.3091 0.3011 0.3070 0.3045 0.3028 0.3016 0.3007
6 0.3028 0.3086 0.3072 0.3065 0.3060 0.3057 0.3035 0.3054
7 0.3090 0.3015 0.3024 0.3028 0.3031 0.3033 0.3035 0.3036
8 0.3063 0.3061 0.3090 0.3054 0.3032 0.3017 0.3017 0.3099

Table 4.8 – La variation dans R pour n = 10 et m = 15

β \ α
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.4858 0.4040 0.4028 0.4031 0.4036 0.4051 0.4051 0.4020
2 0.4026 0.4063 0.4061 0.4068 0.4075 0.4074 0.4078 0.4081
3 0.4594 0.4048 0.4032 0.4024 0.4019 0.4016 0.5014 0.4012
4 0.4215 0.4059 0.4074 0.4056 0.5045 0.4037 0.4032 0.4028
5 0.4078 0.4076 0.40068 0.4063 0.4065 0.4067 0.4067 0.4071
6 0.4075 0.4058 0.4025 0.4019 0.4015 0.4013 0.4011 0.4028
7 0.4049 0.4025 0.4016 0.4012 0.4010 0.4008 0.4007 0.4006
8 0.4089 0.4086 0.4068 0.4071 0.4074 0.4089 0.4085 0.4087

Table 4.9 – La variation dans R pour n = 30 et m = 30

4.4 La simulation de la loi de Gompertz

L’algorithme de simulation :
La simulation est écrite en utilisant le programme Matlab pour estimer la fiabilité R du système
passant par les étapes suivants :
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– Étape 1 : Générer une suite de variables aléatoires U de loi uniforme continue sur (0, 1),
U1, U2, ..., Un.

– Étape 2 : Générer une suite de variables aléatoires V de loi uniforme continue sur (0, 1),
V1, V2, ..., Vm.

– Étape 3 : Transformer les échantillons aléatoires uniforme de l’étape 1 en appliquant la
méthode inverse qui utilise la fonction de répartition inverse comme ci-dessous :

F (X) = 1− e−λc
−1(ecx−1)

ui = 1− e−λc
−1(ecx−1)

Xi =
1

c
log

(
1− c

λ1
log(ui)

)
De la même façon, à partir de l’étape 2 on obtiendra Yj où, vj = 1

c log
(

1− c
λ2
log(vj)

)
.

– Étape 4 : Calculer l’estimateur du maximum de vraisemblance de R.

4.4.1 L’estimateur MLE de R

Les résultats de la simulation sont donnée dans le tableau suivant :

n m λ1 λ2 R RMLE

7 4 2 1 0.3333 0.3433
7 7 2 3 0.6000 0.6265
7 10 2 4 0.3333 0.6019
25 4 6 4 0.3333 0.4189
25 4 4 3 0.3333 0.4441
25 10 4 4 0.3333 0.5012
60 60 5 3 0.3333 0.3361

Table 4.10 – La variation de R avec la méthode MLE

Conclusion : On conclue que la valeur de la fiabilité R est petite dans l’estimation de UMV UE,
par contre elle presque la même valeure dans l’estimation MLE et bayesienne.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous nous somme intéressé au problème d’estimation de la fiabilité dans les
modèles stress-strength. L’objet de ce travail est d’estimer le paramètre R de la fiabilité dans
les modèles stress-strength, en utilisant quelques méthodes d’estimation de l’inférence classique
telles que la méthode de maximimum de vraisemblance, UMVUE et celle de l’inférence bayésienne.

Dans un premier lieu, nous avons présenté les notions de base de l’inférence statistique à sa-
voir l’inférence classique et l’inférence bayésienne. par la suite, nous nous limitons à un rappel bref
sur la théorie de la fiabilité, les lois usuelles utilisés en fiabilité, les modèles stress-stength ainsi la
modélisation de ces modèles.

Différents cas de modèles stress-strength pour l’analyse de la fiabilité ont été examiné, nous avons
présenté les modèles stress-strength pour traiter le comportement de différentes variables, incluant
des distributions telle que Exponentielle, Gompertz, Lindley, Rayleigh-Half-Normal et l’importance
de ces modèles pour l’estimation de la fiabilité d’un composant qui est soumis à un stress.

En terme de perspectives, il est souhaitable d’envisager plusieurs vois de développement : uti-
liser d’autres lois de fiabilité dans les modèles stress-strength teles que la loi de Poisson, Weibull,
Gammma, Guembel, innverse Weibull..., traiter le cas de stress et strength avec plusieurs lois
différentes, comparer entre les différentes estimations, voir l’impact de l’information à priori sur
l’estimation de la fiabilité, s’intéresser au cas dépendant.
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Résumé :

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressé au problème d’estimation de la fiabilité des
systèmes ST-ST(stress strength). L’estimation considérée est l’estimation classique (Méthodes
MLE et UMVUE) ainsi que l’estimation bayésienne. Etant donné que la fiabilité de ces modèles
est la probabilité R = P (X > Y ) où X représente la variable strength et Y la variable stress, nous
avons estimé la fiabilité R à partir de différents modèles paramétriques tels que ( Exponentielle,
Gompertz, Rayleigh-Half-Normal et Lindley) dans le cas de variables X et Y indépendantes. Des
simulations ont été conduites àfin de calculer la valeur des estimateurs ainsi qu’une application
aux données réelles est proposée.

Mots clef : Fiabilité - Modèle Stress-Strength - MLE - UMVUE - Estimation Bayesienne - Si-
mulation.

Abstract :

In this thesis we are interested in the problem of estimating the reliability of ST-ST (stresss-
trength) systems. The estimation considered is the classical estimation (MLE and UMVUE me-
thods) as well as the Bayesian estimation. Given that the reliability of these models is the probabi-
lity R = P (X > Y ) where X is the strength variable and Y is the stress variable, we estimated the
reliability R from different parametric models such as (Exponentielle, Gompertz, Rayleigh-Half-
Normal et Lindley) in the case of independent variables X and Y are independent. Simulations
have been conducted to calculate the value of the estimators and an application to real data is
proposed. real data is proposed.

Key words : Reliability - Stress-Strength Model - MLE - UMVUE - Bayesian Estimation - Si-
mulation.


