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Notations, symboles et acronymes

N : indique I’ensemble des entiers naturels

Z - indique I'ensemble des entiers relatifs

R : indique I'ensemble des réels.

R* : indique I'ensemble des réels positifs ou nuls.

R™ : indique ’ensemble des nombres réels de dimension n

E : un sous ensemble de R

BC(R,E) : espace des fonctions continues bornées définies sur R dans [E

P : périodique

AP : presque périodique (almost-periodic)

PAP : pseudo presque-périodique (pseudo almost-periodic)

WPAP : pseudo-presque-périodique avec poids

p : poids

PAPy(R,E) : L’espace des fonctions ergodiques

PAPy(IE, p) : espace des fonctions ergodique avec poids

|.]l : La norme infinie

P : somme directe

7 : le retard

1=1,...,n: 1 allons de 1 jusqu’a n avec un pas=1

NN : (neural network) réseau de neurones

RNN : (recurrent neural network) réseau de neurones récurrents

HNN : (Hopfield neural network ) réseau de neurones de type Hopfield

HONN : (high order Hopfield neural network) réseau de neurones de type Hopfield
d’ordre élevé

BAM : (bidirectional associative memory) mémoire associative bidirectionnelle
MAM : (multidirectional associative memory) mémoire associative multidirectionnelle
M, N les tribu

L? . espace de Lebegue

L .(R) : Tespace de toutes les fonctions locallement intégrables sur R
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Introduction générale

De nombreux phénoménes biologiques, écologique et épidemiologiques sont modéli-
ser par des équations différentielles. On cite a titre exemples, I’étude du mouvement de
corps élastiques (tiges, ressorts, cordes vibrantes), transmission de maladies infectieuses,
modeéles de la dynamique population, la dynamique des systémes de finance et on trouve
aussi, les réseaux de neurones qui connaissent depuis quelques années un succes croissant
dans divers domaines des sciences de l'ingénieur, la physique, la médecine, et celui des
mathématiques, n’échappe pas a cette régle. L’origine des réseaux de neurones vient de
I’essai de la modélisation mathématique du cerveau humain.

Un réseau de neurones artificiel en termes simples est un modéle de calcul d’inspira-
tion biologique, qui consiste en des noeuds "appelés neurones" et des connexions entre
eux avec des coefficients "poids". Mathématiquement, un réseau de neurones artificiels
est généralement décrit par un systéme d’équations différentielles "en temps continu" ou
d’équations de différence "en temps discret". Pour chaque neurone, la structure simple
aboutit & une équation mathématique simple. Cependant, lorsque de nombreux neurones
simples sont connectés pour former un réseau de neurones, ce qui aboutit & un systéme
d’équations différentielles, I’ensemble du réseau pourrait avoir une dynamique trés riche
et admettre ainsi diverses applications pour les taches de classifications, de mémoires
associatives, de calculs paralléles et de leurs capacité a résoudre des problémes d’opti-
misation difficiles. Parmi ces réseaux de neurones on trouve la famille des réseaux de
neurones récurrents (RNN, recurrent neural network). Comme modéles de réseaux de
neurones récurrents populaires on peut citer : le réseau de neurones de Hopfield (HNN),
le réseau de neurones de Hopfield d’ordre ¢levé (HOHNN) et le résecau de neurones a
mémoire associative bidirectionnelle a4 deux chouches (BAMNNs)[21, 68]. Etant donné
que les vitesses de transmission des signaux dans le réseau sont finies, des retards existent
dans le réseau de neurones et doivent donc étre intégrés. Plus de détails sur I'introduction
du retard dans les équations des modéles de réseaux de neurones peuvent étre trouvés
dans la partie RNNs a retard du chapitre préliminaire.

De nombreux auteurs ont étudié les caractéristiques essentielles des différents types
de réseaux de neurones retardés [16, 20, 29|, telles que les propriétés qualitatives, la
périodicité, la presque-périodicité, la pseudo presque-périodicité ou encore plus générale
la pseudo presque-périodicité avec poids. De plus en plus, la solution périodique ou ces
généralisations des réseaux de neurones est devenue un sujet de recherche trés impor-
tant. Les informations détaillées sur les différents types de réseaux de neurones retardés
et les fonctions périodiques "P", presque périodiques "AP", pseudo presque-périodiques
"PAP" et pseudo presque-périodiques avec poids "WPAP" seront données, dans le Cha-
pitre préliminaire.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres,le premier chapitre est consacré aux rap-
pels de quelques notions préliminaires, ol on a collecté certain définitions concernant le
passege d’un neurone biologique vers un neurone formel, de plus la modélisation mathé-
matiques des réseaux de neurones avec ou sans reatrd et une présentation de quelques mo-
déles des réseaux de neurones récurrents cas BAMNNSs et on termine avec la périodicité
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et différent généralisations tels que la presque-periodicité, la pseudo presque-periodicité
et la pseudo presque-periodicité avec poids. On trouve aussi des résultats auxiliaires uti-
lisé, dans ce mémoire.

Le deuxiéme chapitre, qui est consacré a présenter le modéle de réseau de neurones
de type BAM avec retard mixte de 'article |2], ainsi que les hypothéses d’existence de
la solution pseudo presque-périodique avec poids, tout en se basant sur troix lemmes :
somme, produit et invariance par translation dans I’ensemble WPAP, et des theorémes : le
premier pour le noyau et le deuxiéme pour I'opérateur toujours dans I’esemble WPAP, et
on termine 1’étude qualitative par un théoréeme d’existence de la solution pseudo presque
périodique avec poids d’un modeéle de réseau de neurones de type BAM avec retard mixte.

Dans le dernier chapitre, on applique les résultats obtenues précédemment : les hypo-
théses sur 'existence de la solution pseudo presque-périodiques avec poids pour traiter
un exemple numérique d’'un modéle & deux couches avec deux neurones dans chaque
couches de plus deux types de retards : constant et noyau, en utilisant une simulation
avec Simulink de MATLAB. On présente les résultats obtenus sous forme graphique (les
trajectoires des solutions), et a la fin, aprés ce dernier chapitre on expose une conclusion
générale.
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1 Préliminaires

Nous présentons dans ce chapitre plusieurs notions nécessaires pour la compréhen-
sion des chapitres suivants. Dans un premier temps, nous exposons briévement certaines
définitions (réseaux de neurones, équations différentielles a retards). Ensuite nous dé-
dions la derniére section du chapitre a quelques définitions et theorémes sur la périodi-
cité (fonction périodique"P", fonction presque-periodique" AP", fonction pseudo presque-
periodique"PAP" | fonction pseudo presque-periodique avec poids"WPAP").

1.1 Reéseaux de neurones et modélisation mathématique

1.1.1 Réseau de neurones : neurone biologique et neurone artificiel

A. Définitions

Définition 1.1. [59] Un réseau de neurones peut étre considéré comme un modéle
mathématique de traitement réparti, composé de plusieurs éléments de calcul non
linéaire (neurones), opérant en paralléle et connectés entre eux par des poids.

Définition 1.2. [14] Les réseaux de neurones artificiels sont des réseaux fortement
connectés de processeurs élémentaires fonctionnant en paralléle. Chaque processeur
élémentaire calcule une sortie unique sur la base des informations qu’il regoit.

Remarque 1.1. [59, 14] Les neurones artificiels sont souvent utilisés sous forme de
réseaux qui différent selon le type de connections entre les neurones, une cinquan-
taine de types peut étre dénombrée. En guise d’exemples nous citons : le perceptron
de Rosemblatt, les réseaux de Hopfield ... .

Ces derniers sont les plus utilisés dans le domaine de la modélisation et de la
commande des procédés. Ils sont constitués d’'un nombre fini de neurones qui sont
arrangés sous forme de couches. Les neurones de deux couches adjacentes sont in-
terconnectés par des poids. L’information dans le réseau se propage d’une couche
a l'autre, on dit qu’ils sont de typefeed-forward. Nous distinguons trois types de
couches :

Y4 Couche d’entrée : les neurones de cette couche regoivent les valeurs d’entrée
du réseau et les transmettent aux neurones cachés. Chaque neurone recoit une
valeur, il ne fait pas donc de sommation.

"4 Couches cachées : chaque neurone de cette couche recoit I'information de plu-
sieurs couches précédentes, effectue la sommation pondérée par les poids, puis
la transforme selon sa fonction d’activation qui est en général une fonction
sigmoide. Par la suite, il envoie cette réponse aux neurones de la couche sui-
vante.

"M Couche de sortie : elle joue le méme role que les couches cachées, la seule
différence entre ces deux types de couches est que la sortie des neurones de la
couche de sortie n’est liée & aucun autre neurone.

B. Domaines d’application des réseaux de neurones artificiels
Aujour’hui, les réseaux de neurones artificiels ont de nombreuses applications dans
des secteurs trés variés [52] :
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"I Traitement d’images : reconnaissance de caractéres et de signatures, compres-
sion d’images, reconnaissance de forme, cryptage, classification, etc.

Y Traitement du signal : filtrage, classification, identification de source, traitement
de la parole etc.

Y Défense : guidage des missiles, suivi de cible, reconnaissance du visage, radar,
sonar, compression de données, suppression du bruit etc.

"I Optimisation : planification, allocation de ressource, gestion et finances, etc.

"M Simulation : simulation du vol, simulation de boite noire, prévision météorolo-
gique, re- copie de modéle etc.

C. Du Neurone biologique au neurone artificiel [14]

& Le neurone biologique Le cerveau humain posséde deux hémisphéres latérales re-
liées par le corps calleux et d’autres ponts axonaux; il pése moins de deux kilo-
grammes et contient mille milliards de cellules, dont 100 milliards sont des neurones
constitués en réseaux. Les neurones sont des cellules nerveuses décomposables, en
4 parties principales (figure 1) :

& Les dendrites, sur lesquelles les autres cellules entrent en contact synap-
tique, c’est par les dendrites que se fait la reception des signaux.

&& Le corps de la cellule, c’est 'unité de traitement.

& L’axone, ou passent les messages accumules dans le corps de la cellule, ’envoi
de I'information se fait par ’axone.

&& Les synapses, par lesquelles la cellule communique avec d’autres cellules, ce
sont des points de connexion par ou passent les signaux de la cellule.

Synapses
5y >
- :‘\ "
-
Corps cellulaire
Axone
i’
Dendrites o )
—— Noyau

FIGURE 1 — Schéma simplifie d’'un neurone biologique

& Neurone formel
Le neurone formel est un modéle mathématique simplifié du neurone biologique,
il présente un certain nombre d’entrées, les dendrites, un corps traitant les entrées
suivant la méthode du tout ou rien, et un axone véhiculant la réponse du neurone.
La premiére modélisation d’un neurone découle des travaux significatifs de Mac
Culloch et Pitts (1943). La figure représente un modéle de base d’un neurone
formel. Le modele de la figure est compose de :
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Signaux Biais

d'entrée

« Fonction
! d'activation

Sortie

o) —

Unité de
sommation

FIGURE 2 — Modele de base d’un neurone formel

& Des entrees du neurone formel X;,7=1,2...,n
& Des parametres de ponderation Wi,

&& De la fonction d’activation ou de seuillage (non lineaire, forme en sigmoide,
etc...),

&&d Une sortie du neurone formel.

La sortie Uy du neurone formel est donnée par la relation :

U, = z”: Vng%
=0

A partir de cette valeur, une fonction d’activation calcule la valeur de sortie y; du
neurone. C’est cette valeur qui sera transmise aux neurones de sorties :

Yi = ‘P(Uj)

Il existe de nombreuses formes possibles pour la fonction d’activation. Les plus
courantes sont presentées sur la figure 3. On remarque qu’a la difference des neu-
rones biologiques dont 1’état est binaire, la plupart des fonctions d’activations sont
continues, offrant une infinite de valeurs possibles comprises dans 'intervalle [0, 1]
ou [—1,1].

- x=f(a) x=f(a)
x=f(a) |

+ N +1 +1

) 2 / )2
S j
—— 4
-1

FIGURE 3 — Différents types de fonctions d’activation pour le neurone formel

Yo

& Architecture des réseaux de neurones
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&& Les réseaux non bouclés |14, 52, 62| Ce sont des réseaux unidirectionnels
sans retour arriére (feedforwad). Le signal de sortie est directement obtenu
apres l'application du signal d’entrée. Si tous les neurones ne sont pas des
organes de sortie, on parle de neurones cachés (figure 4)

Couche d’entrée | Couche cachée Couche de sortie

FIGURE 4 — Réseau non bouclé

&& Les réseaux bouclés [14]
Il s’agit de réseaux de neurones avec un retour en arriére (feedback network
ou récurrent network) (figure 5) Dont le graphe des connexions est cyclique :

X
Y1
e
X2
Y2
—._
X3

FIGURE 5 — Réseau bouclé

Lorsqu’on se déplace dans le réseau en suivant le sens de connexion, il est
possible de trouver au moins un chemin qui revient & son point de départ (un
tel chemin est désigné sous le terme de (cycle) . La sortie d’un neurone du
réseau peut donc étre fonction d’elle-méme ; cela n’est évidemment concevable
que si la notion de temps est explicitement prise en considération voir([59]).

1.1.2 Modélisation mathématique des réseaux de neurones

Depuis 1980, plusieurs chercheurs, dont le premier est Hopfield proposé un réseau de
neurones plus simple. Ce dernier donne un modéle plus simple sous forme d’un systéme
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différentiel.
La dynamique d’un réseau de neurones récurrent peut étre décrite par un systéme diffé-
rentiel a temps continu

ou un systéme a temps discret
z(n+1)=g(z(n)),n=12...

avec
e 1(.) représente I’état du réseau correspondant ;
e f(.) et g(.) sont des applications appropriées.

Si ’on consideére les retards de transmission entre les neurones, alors un modeéle de réseau
de neurones récurrent peut étre décrit par un systéme différentiel :

' (t) = F(z(t+0)),0 € [-T,0]

ot 7 > 0 est une constante et f(.) est une fonction dont la forme sera présentée dans les
parties qui suives.

1.2 Quelques réseaux de neurones récurrents célébres

Dans cette partie, on présente quelques types de réseaux de neurones récurrents, on
trouve :

1.2.1 Réseau de neurones de Hopfield

Les réseaux de neurones de Hopfield sont modélisés par 1’équation différentielle sui-
vante (voir [37, 45, 68]) :

w(t) = —cizi(t) + Y ayg;(z;(t)) + Li = Ton,
j=1

dont les composantes sont :
e n > 2 est le nombre de neurones dans le réseau;
o x;(t) est I'état du i neurone a l'instant t;

e ¢; sont des constantes strictement positives et c’est le taux de ré-initialisation du i-éme
neurone ;

e a;; poids de connexion entre le neurone j et le neurone i;
e g,(.) sont les fonctions d’activation du systéme;

o [, est 'entrée extérieure du neurone i.
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1.2.2 Réseau de neurones de type Hopfield statique

Les réseaux de neurones de Hopfield statique sont modélisés par I’équation différen-
tielle suivante 9] :

ri(t) = —ciwi(t) + gi(z ag(z;(t) + L)1 = 1.,

ol
e n > 2 est le nombre de neurones dans le réseau ;
e 1;(t) est I'état du i neurone a l'instant ¢;

e ¢; sont des constantes strictement positives et c’est le taux de ré-initialisation du i-éme
neurone;

® a;; poids de connexion entre le neurone j et le neurone i ;
e g;(.) sont les fonctions d’activation du systéme;

e [, est 'entrée extérieure du neurone 1.

1.2.3 Réseau de neurones de type Hopfield d’ordre élevé

La forme mathématique d’un réseau de neurones de Hopfield d’ordre élevé, est donnée
par I'équation (voir [6, 65] ) :

i(t) = —cimi(t) + Z aiig; (i (1) + > bigug; (D) gi(xi(t) + Liyi = T,

j=1 I=1
dans lequel
e n > 2 est le nombre de neurones dans le réseau;

x;(t) est I'état du ¢ neurone a 'instant ¢;

¢; sont des constantes strictement positives et c¢’est le taux de ré-initialisation du i-éme
neurone ;

a;; poids de connexion entre le neurone j et le neurone i ;

b;j; poids de connexion du second degré;

g;(.) fonctions d’activation (bornnées);

I; est I’entrée extérieure du neurone 3.

1.2.4 Réseau de neurones BAM (Hopfield/Hopfield d’ordre élevé)

Le principe d’un réseau de neurones BAM est de combiner deux reseaux simples
(Hopfield / Hopfield d’ordre élevé) a la fois, par exemple on trouve :

A). Réseaux de neurones BAM de Hopfield Ce type combine deux réseaux de
neurones Hopfield et il est donné par le systéme d’équations différentielles suivant :

zi(t) = —a;w;(t) + leﬁfj(yj(t)) +1;,i=1.n,
J:
yi(t) = —biz;(t) + ;%gi(l’i(t)) + Jj, 5 = 1.m,

ou
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e n,m > 2 et n +m nombre de neurones dans le réseau;

z;(t) et y;(t) I'évolution du neurone i et j a 'instant t;

a; > 0 et b; > 0 : sont les taux de ré-initialisation du i-éme neurone et du j-éme
neurone resp ;

pji et ¢;; poids de connexions;

fi(.) et g;(.) sont les fonctions d’activation du systéme;
e [; et J; sont les entrées externes.
B). Réseaux de neurones BAM de Hopfield d’ordre élevé (BAM-HOHNN)

Ce type combine deux réseaux de neurones Hopfield d’ordre élevé et il est donné
par le systéme d’équations différentielles suivant :

1) = ai(®) + 3 pifiuy () + X By 3 Sy (O) ) + Lii =T

=1

y;(t) = —bix;(t) + il qij9i(wi(t)) + i”:il Gijgi(zi(t)gi(za(t)) + J5,5 = 1..

ou

e n,m > 2 et n+ m nombre de neurones dans le réseau;

z;(t) et y;(t) I'évolution du neurone ¢ et j a I'instant ¢;

a; > 0 et b; > 0 sont les taux de ré-initialisation du i-éme neurone et du j-éme
neurone resp ;

pji et ¢;; poids de connexions;

Giji, Diji des poids de connexions du second degré ;

fi(.) et gi(.) sont les fonctions d’activation du systéme;

I; et J; sont les entrées externes;

1.2.5 Réseau de neurones de type MAM

Les réseaux de neurones de type MAM (multidirectional associative memory) sont
modélisés par 'équation différentielle suivante (voir [21, 48]) :

2y (1) = —apa(t Z Zbk’fm xp; () + Lii(t),
p=1,p#k j=1
dont les composantes sont :
e n > 2 est le nombre de neurones dans le réseau;

e 1;;(t) représente la tension de cellule du "¢ neurone dans le champ k au moment t ;

e a;; > 0 représente le taux de décroissance du ¢ neurone dans le champ k;

° b’” le poids de la connexion entre le 3¢ neurone du champ p et le i neurone du
champ k;

e f,;(.) sont les fonctions d’activation du systéme;

o [i;(.) est I'entrée externe du i neurone dans le champ k au temps t.
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1.2.6 Réseau de neurones de type MAM statique

Les réseaux de neurones de type MAM statique sont modélisés par ’équation diffé-
rentielle suivante (voir [48]) :

2(t) = —arawii(t) + il D> bhiay (1) + La(1)),
p=1,p#k j=1

dont les composantes sont :

e n > 2 est le nombre de neurones dans le réseau ;

e 1;;(t) représente la tension de cellule du "¢ neurone dans le champ k au moment t;

e a;; > 0 représente le taux de décroissance du ¢ neurone dans le champ k;

° b’;; le poids de la connexion entre le 7™¢ neurone du champ p et le ¢ neurone du
champ k;

e fi(.) sont les fonctions d’activation du systéme;;

o [1;(.) est I'entrée externe du i neurone dans le champ k au temps t.

1.2.7 Réseau de neurones de type Shunting

Les réseaux de neurones de type Shunting sont modélisés par ’équation différentielle
suivante (voir [45]) :

Cri€Np(3,5)
dont les composantes sont :

e n > 2, m > 2 est les nombres de neurones dans le réseau ;

z;;(t) est I'état du i™° et j™° neurone a 'instant ¢
e a;; est une constante strictement positive et elle correspond au taux de décroissance
passive de l'activité cellulaire ;

Bf!(.) correspondent & la force de connexion ;

g(.) est la fonction d’activation du systéme;

L;; est 'entrée extérieure du neurone ¢ et j.

1.3 Réseaux de neurones récurrents a retards

1.3.1 Equations différentielles a retards

Définition 1.3. [12, 11] Soit £ > 0. On note par C([—7,0], R, ) I'espace de Banach des
fonctions continues définies sur [—7,0] et a valeurs dans Ry muni de la topologie de la
convergence uniforme

]l =supp(0); —7 <0 <0.
pour ¢ € C([—7,0],Ry) ,f : R x R — R, soit le probléme a valeur initiale suivant :

{ y(t) = ftyt),yi—r),t>0 (1)
y(t) = ¢(0).t € [-7.0]

Cette derniére équation (1) est un systeme différentiel a retards.
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1.3.2 Classification des équations différentielles a retard

Les équations différentielles & retard peuvent étre classées comme linéaires ou non
linéaires, autonomes ou non autonomes, périodiques ou non ou encore selon les types des
retards. Dans cette section, on s’intéresse a la classification des équations différentielles
a retards selon les types du retards, on trouve les sous catégories suivantes [11, 12] :

" Equations différentielles a retards constants : Sous leurs forme la plus simple,
les équations différentielles & retards constants, s’écrivent comme suit :

&= f(tx(t), x(t —r));
ol f est une fonction donnée et le retard r est une constante positive.

" Equations différentielles a retards variants dans le temps : Sous leurs forme
la plus simple, ces équations s’écrivent comme suit :

&= f(t,z(t),z(t —r(t)));
ou f est une fonction donnée.

"« Equations différentielles a retards variables dépendant de I’état : Sous leurs
forme la plus simple, ces équation s’écrivent comme suit :

&= [t x(t), (t —r(z(t))));
avec f étant donnée.

Des fois cette classification, n’est pas suffisante dans ’étude, ce qui conduit a ajouter
des contraintes supplémentaires relatives au retard ou a sa dérivée et qui méne ensuite
a définir de nouvelles sous catégories d’équations a retards variables comme :

"* Equations a retards variables arbitraires : Le retard et sa dérivée ne sont pas
limités.

" Equations a retards majorés : Cette sous-catégorie suppose la connaissance d’une
valeur maximale sur le retard

0 <7(t) < Tmax

Si r(t) = r est constant, il reste en pratique incertain et la contrainte ci-dessus
assure un intervalle borné. Ce type de retard a été trés largement abordé dans la
littérature.

"« Equations a retard (bi-borné) : Cette sous-catégorie est moins abordée que le
cas précédent dont on suppose que le retard vérifie la contrainte :

T'min S T<t) S Tmax

% Equations a retard variant lentement dans le temps : r(t) est une fonction
dérivable presque partout telle que :

r(t) < A<1

qui indique alors une limitation sur la vitesse de variation du retard et que ce
dernier varie lentement dans le temps autrement dit que les informations retardés
arrivent dans 'ordre chronologique.
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"« Equations a retard variant modérément dans le temps : (t) est une fonction
dérivable,presque partout telle que :

(1) < A

avec A > 1

«

" Equations a retard variant rapidement dans le temps : Dans cette sous-
catégorie, il n’y a aucune contrainte sur le retard et sa dérivée.

"4 Equations différentielles a retard distribué : Ce type d’équations a été traité
dans la littérature, pour la conception d’observateurs pour des systémes non li-
néaire. Sous leur forme la plus simple, ces équations s’écrivent comme suit :

i(t) = —ax(t) - B / £(t — a)dn(a)

On trouve ce type d’équations dans le modéle dynamique des populations présenté
par Volterra ou il a utilisé un terme de retard distribué pour examiner un effet
cumulatif sur le taux de mortalité d’une espéce.

* Equations différentielles a retard inconnu : Dans ce cas, aucune hypothése sur
le retard n’est considérés qu’il soit constant, variable ou distribué.

"4 Equations différentielles a retard de type neutre : Ces équations notées en
abrégé (E.D.N) des equations différentielles a retard par le fait que la dérivée de
I’état au temps actuel dépend non seulement des valeurs de 1'état passé mais de la
dérivée d’ordre le plus élevé intervenant dans I’équation du temps passé. Sous leur
forme la plus simple, ces équations s’écrivent comme suit :

d
S D(t = ()] = [(t,2(t), 2(t — (1))

ou f est donnée et D est un opérateur et pour plus d’informations et détailles sur
ce dernier modéle voir [11].

1.3.3 RNNSs retardés : différents types de retards

Un réseau de neurones récurrents a retard est modélisé par une équation différentielle
dependant d’un paramétre nommé retard, et on trouve plusieurs formes, par exemple :
& Modéle de Hopfield avec retard constant :

Ce type de réseau de neurones est décrit par une équation différentielle avec retard
constant (voir [16, 17, 27, 50]), dans le modéle suivant le retard est noté 7 > 0

{ Pt) = —eai(t)+ 3 aygylas(t =)+ I

& Modéle de Hopfield avec retard variable dans le temps :
Il est décrit par une équation différentielle avec retard variable dans le temps (voir
[18, 19, 41]), dans le modéle suivant le retard est noté 7(¢) > 0

{ F(t) = =)+ 3 eyt = r(0) + 1

J
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& Modéle de Hopfield avec retard proportionnel :
Ce type de réseau de neurones est décrit par une équation différentielle avec retard
proportionnel, donné comme suit

{ zi(t) = —ciwi(t) + é%g]‘ (z(qt)) + L

dans le dernier modéle le retard est noté "gt" avec 0 < ¢ < 1 terme de retard
proportionel (pour plus d’informations, voir |28, 39, 55, 67, 68, 73]).

& Modéle de Hopfield avec retard distribué continu
Un retard distribué continu est appelé aussi retard de type noyau (intégral). On
distingue deux formes :

&% Modele de Hopfield avec retard distribué continu (fini)[40]
Le modéle de réseau de neurones est donné par I'équation différentielle avec
retard distribué continu (fini) suivante :

(0) = —eia(®) + 3 | s @)

&& Modéle de Hopfield avec retard distribué continu (infini)|72]
C’est un retard ot I'une des bornes est infini (c0), de plus suivant la compo-
sition par la fonction d’activation (g;), on a :

ri(t) = —cxi(t) + Z aij/ K(t — s)gj(z;(s))ds + I; (3)
zi(t) = —cmi(t) +Z%‘9j(// ‘K(t— s)x;(s)ds) + I; (4)

K est un noyau

& Modéle de Hopfield avec retard (leakage) :[5, 61, 64, 70]
A Torigine ce type de retard est un noyau (comme le retard dans le modéle précé-
dent : modéle de Hopfield avec retard distribué continu fini (2)), autremment dit,
aprés quelques transformations dans le modele (5), on a (6) :

zi(t) = —ciwi(t — 7(1)) + Z ai;g;(x;(t)) + I (5)
On a:
ri(t) = —czi(t — 7))+ ciri(t) — cai(t) + Z a;;95(x;(t)) + 1 (6)

¢ n
= —czi(t) + C'L’/ wi(s)ds + ) aijg;(x;(0) + I
t

—7(t) j=1
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& Modéle de Hopfield avec retard mixte :
Ce réseau de neurones est composé de deux types de retards : un retard constant
ou variable dans le temps et un retard distribué continu (fini ou infini), et pour plus
de détails voir ([1, 4, 7, 29, 46, 47, 63]). Comme exemple : un réseau de neurones
de Hopfield avec retard mixte est donné par I’équation différentielle suivante :

{xW)——%Mﬂ+iw&mwffm»+§%fowﬁwmwmm+a

=

1.3.4 RNNs retardés : cas BAMNNSs avec différents retards

Dans cette sous partie, on présente quelques modeéles de réseaux de neurones de type
BAM (BAMNNS) avec différents types de retards.

" Modéle de BAM avec retard constant
Ce type de réseau de neurones est décrit par un systéme d’équations différentielles
avec retard constant (voir [34]), dans le modéle suivant le retard est noté 7 > 0

5lt) = —a(t) + 3 cufi(u(t =) +
Blt) = ~buy(®) + L wpa(ailt = 7) + )

" Modéle de BAM avec retard variable dans le temps
Il est décrit par un systéme d’équations différentielles avec retard variable dans le
temps (voir |20, 42, 54, 56]), dans le modéle suivant le retard est noté 7(¢) > 0

wlt) = —a(t) + 3 o0yt = () +
y;(t) = —bsy;(t) + éwjigi(xi(t —7(t)) + Jj

¥ Modéle de BAM avec retard proportionnel Ce type de réseau de neurones est
décrit par une systéme d’équations différentielles avec retard proportionnel, donné
comme suit :

5t) = —a(t) + 3 e (u(at) + 1
Bl = —by(t) + L wigi(eilat) +

dans le dernier modéle le retard est noté qt avec 0 < ¢ < 1 terme de retard
proportionel.

¥ Modéle de BAM avec retard distribué continu Un retard distribué continu
est appelé aussi retard de type noyau (intégral).

On distingue deux formes :
Modéle de BAM avec retard distribué continu (fini)[31, 71]
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Le modéle de réseau de neurones est donné par une systéme d’équations différen-
tielles avec retard distribué continu (fini) suivante :

yi(t) = —bjy;(t) + iwjiﬁtT(t) gi(zi(s))ds + J;

Modéle de BAM avec retard distribué continu (infini)[40]
C’est un retard ou I'une des bornes est infini, de plus suivant la composition par
les fonctions d’activation f; et g; , on a :

nlt) = —ami(t) + 2 o) (=) f(s))ds +

yi(t) = —bjy;(t) + ; wii ' K(t = s)gi(i(s))ds + J

I Modéle de BAM avec retard (leakage) [38]
A Torigine ce type de retard est un noyau (comme le retard dans le modéle pré-
cédent : modele de BAM avec retard distribué continu ), autremment dit, aprés
quelques transformations on a :

w(t) = —ami(t—7(6) + f e fi(wi (1) + I
y() = —byy(t — (1) + ;’Zwﬁgxxi@)) +J;
zi(t) = —aiwi(t — 7(t)) + aiwi(t) — a;ri(t) + il cij fi(y;(t)) + L
yi(t) = —byy;(t — (1)) + by () — by (1) + iwﬁgxxi(t)) +J;
2i(t) = —aii(t) +a; [ v Ti(s)ds + Z ciifi(y; () + I
y;(t) = —by;(t) +b; j; (s)ds + Z wjigi(ws(t)) + J;

1=

& Modéle de BAM avec retard mixte
Ce réseau de neurones est composé de deux types de retards : un retard constant
ou variable dans le temps et un retard distribué continu (fini ou infini), et pour
plus de détails voir ([2]). Comme exemple : un réseau de neurones de BAM avec
retard mixte est donné par ’équation différentielle suivante :

Ti(t) = —azi(t) + icijfj(yj(t — 7)) + idz’jftoo Kij(t — s) fi(y;(s))ds + I

i) = ~biuy(t) + S wian(ai(t — o) + 3 ! Nyt = )i ()ds +

20 Université de Bejaia, Dpt Maths



1.4 Périodicité
1.4.1 Fonctions périodiques "P"

Définition 1.4. [15] Une fonction f définie sur R & valeurs dans R est dite périodique
s’il existe un nombre T" > 0 tel que :

VeeR, flx+T) = f(z)ouflz—T)= f(x) (7)
le plus petit T qui vérifie (7).
Exemple 1.1. /58]

1. Les fonctions définies par

t —cost, t—sint, t—cosnt, t—sinnt, t— e(mt), t— Z e(ikt)
|k|<N
sont périodique de période 2 et elle sont continues.

2. Les fonctions f(x) = x — [z| ([x] désigne la partie entiére de z) est 1—périodique
mazis elle n’est pas continue.

3. la fonction fi(t) = cost est une fonction 2w — priodidue voir les figures 0 et 7.

0.8

0.6

0.4

0.2

024

0.4+

-0.6 H

o8tk

FIGURE 6 — Comportement de la fonc- FIGURE 7 — Comportement de la fonc-

tion périodique de f; sur [3,25] tion périodique de f; sur [0, 300]

Définition 1.5. [58] Soit f : R — C une fonction donnée. On définit par
Pr={TeR:VzeR;f(z+T)=f(z)}

Py est appelé groupe des périodes de f.

1.4.2 Fonctions presque-périodiques "AP"

Dans cette sous section, on va rappeler quelques définitions et résultats sur les fonc-
tions presque périodiques. Il existe trois différentes définitions des fonctions presque
périodiques :
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1. Critére de Bohr en utilisant les ensembles relativement denses.

2. Critére d’approximation en utilisant la fermeture de l’ensemble des polynomes
trigonométriques relativement a la convergence de la norme uniforme.

3. Critére de Bochner en utilisant la compacité de ’ensemble des translateés.

Définition 1.6. [15] Un ensemble E C R est dit relativement dense dans R s’il existe
un nombre réel positive ¢, tel que, tout intervalle de longueur ¢ contient au moins un
élement de |E . Autrement dit,

30> 0, [a,a+ ) NE # D, pour tout a € R

¢ est dit la longueur d’inclusion de la partie .

Proposition 1.7. Tout ensemble qui contient un ensemble relativement dense est rela-
tivement dense.

Définition 1.8. (Critére de Bohr)[58] On dit qu’une fonction f : R — C est presque-
périodique au sens de Bohr si pour tout € > 0 U'ensemble E{f, €} est relativement dense

dans R, ou
E{f, e} ={T € R, tel que sup|f(x +T) — f(z)| < €}
zeR

Autrement dit,
Ve > 0, 3¢ > 0, tel que pour Va € R, 3T € [a,a + /],

Ve € Rysup|f(z+T) — f(z)| < e

zeR

T € E{f,¢€} est e-presque-périodiquee.
Le nombre £ est appelé longueur d’inclusion de E{f, ¢}
AP(R,C) I’ensemble de toutes les fonctions presque-périodiques au sens de Bohr.

Exemple 1.2. [58/

1. Toute fonction continue et T-périodique est une fonction presque-périodique. En
effet, soit £ =T et soit I un intervalle quelconque de longueur T : I = [,y + T
avec y un réel. y = (n—1)T+0 oun €Z et 0 < <T, alors I contient un point
de forme nT = T et on a

F(t+7) = £(8) = f(t+nT) = £(t) = 0.

2. Toute somme finie de fonctions périodiques a periodes quelconque dont les rapports
sont des nombres irrationnels, n’est pas périodique. En effet, considerons la fonction
f définie par :
f(ﬂf) — eix +€i 21“
Elle s’écrit comme somme de deux fonctions périodiques, ['une de période 2w, [’autre
est de période V2.
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Raisonnons par l’absurde, supposons qu’il existe T # 0 tel que pour tout réel x, on
ait :

flz+71)=f(2)
c’est-a-dire o ‘ ‘ ‘ ‘
eZ‘l’eZT _I_ ezx/i;tezx/iT — 611: + 6'&\/5‘1’

Ce qui tmplique que
(e — 1) + €V (V2 — 1) = 0.
En dérivant par rapport a x on obtien
i (e — 1) + V2ieV* (VT 1) =0
Pourx=0ona :
€T —14+2(eV —1) = 0.

C’est-a-dire que :
61'7' — (ei\/iﬂ') — 1

donc, il existe a,b € Z* tel que T = 2am et T = \/2bw, comme T # 0, on obtient
a
V2=
b
Ce qui est absurde. Donc f n’est pas une fonction périodique.

Exemple 1.3. [58].
Considérons la fonction fy définie par :

fo(t) = sint + sinV2t, pour tout t € R
est presque périodique car :

|f(t+T) = f(t)] = |sin(t +T) +sinV2(t +T) — sint + sin v/2t|
sintcosT—l—sinTcost—i—sin\/§tcosx/§T

+ sin V27T cos V2t — sint — sin V2t
— | sinv/2t(cos V2T — 1) +sint(cos T — 1) +sint cos T + sin V2T cos v/2t|
< Jcos V2T — 1|+ |cosT — 1| + |sint| + | sin V27|

car |sint| < 1 et |cost] < 1 et d’apres le théoréme de Gottschalk ([15]), Ve > 0 , pour
0 > 0, il existe deux entiers m, n tels que

|mz —an| < 0, V,z,a € R

pourle,a:\/ietézﬁ on aura :

Im — v/2n| < <
47
pour T' = 2nm, on obtient

sinT = sin(2nm) = 0 et cos(T') = cos(2nm) =1
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et
V2T = V2(2n7) = (V/2n)27 -
d’ot
|f(t+T) — f(t)] < |cos V2T — 1| + | sin V2T
Posons \/§n —-_—m=a = \/§n =m -+ a On ontient

V2n —m| < —
47
d’ot
ja] < —
— A7
donc
V2T = (m +a)2m
on a
cos V2T = cos(2mm + 2ma)
= cos2mmcos2ma — s € 2mmsin 2wa
= cos2am
et

sinV2T = sin(2rm + 2ma)
= sin2wm cos 2ma + sin 2mm cos 2ma

= sin2am
ce qui nous donne

|f(t+T)— f(t)] <|cos2am — 1| + |sin 2ar|

Comme
|cosO — 1] < |0] et |sinf]| < |0], VO
Alors
|f(t+T)— f(t)] < 2|a|m + 2|a|7 = 47]al
Et comme .
<
la| < gy
Alors

fE+T) = f(t)] <e

Puisque 2nm,n € Zi est relativement dense alors E(e, ) est aussi relativement dense.
Ainsi on conclut que f est presque périodique.

Remarque 1.2. (Graphiquement) Du point de vue géométrique, on conclu la presque
périodicité de la fonction f,(t) = sint + sin+/2t a partir de I'allure de sa courbe repré-
sentative donnée par les figures 9 et 8.

Proposition 1.9. Si f € AP(R,C), alors f est bornée et uniformément continue.
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FIGURE 8 — Comportement de la fonc- FIGURE 9 — Comportement de la fonc-
tion presque-périodique fy sur [3,25] tion presque-périodique fy sur [0, 300]

Proposition 1.10. Pour tout € >0, f € AP(R,C), alors
1. E{e,f} D E{e, f}, Ve > ¢
2. pour tout € > 0, E{e, f} est fermé
3. pour tout € > 0,E{e, fo} = E{e, f} ot fo(z) = f(z + a),YVa > 0, c’est-a-dire,

Uespace des fonctions presque périodiques AP (R, C) est invariant par translation.

Proposition 1.11. Soient fi, fo € AP(R, C), alors pour tout € > 0 [’ensemble

E{E, fl} * E{Ga f2}
est relativement dense.

Proposition 1.12. Soit f € AP(R,R) et f # 0, alors il existe M > 0 tel que
e 1
F{—. - E

Définition 1.13. (Critére d’approximation) [5§]
On appelle polyndéme trigonométrique généralisé, toute combinaison de la forme

n

Zakeﬂ’““” avec, a, € C, \, € Ret n € IN.
k=1

On note par A I’ensemble de ces polynomes.
Proposition 1.14. L’ensemble des polynomes trigonométriques généralisé A C AP(R,C) :

Définition 1.15. On dit qu'une fonction f : R — C, continue, possede la propriété
d’approximation polynémiale, si pour tout € > 0, il existe un polynéme trigonométrique
P. € A tel que

sup [| f(z) — Pe(2)]lx < e
zeR

Théoréme 1.16. Une fonction f € AP(R,X) si et seulement si, elle posséde la propriété
d’approximation polynémiale.
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o0
Proposition 1.17. La série uniformément convergente Y a,e™* est presque pério-

n=1
dique.
Définition 1.18. [24] (Caractérisation de Bochner) Soit £ un espace de Banach
muni d’une norme notée ||.|| et une fonction
fTR—E

On dit que : f est presque-périodique si elle vérifie les deux conditions suivantes :
1. f est continue,
2. de toute suite (hy,)nenw de nombres réels, on peut extraire une sous-suite (Al )nen
telle que la suite (f(t + h.,))nen soit uniformément convergente.

Définition 1.19. [23](Deuxiéme Caractérisation de Bochner) Soit f : R — E une
fonction continue. Alors, f est presque-périodique si pour toute suite ((0y,)nen, (Tn)nen)
, Tny 0 € R, 1l existe une sous-suite ((07,)nen, (7),)nen) telles que (f(. +0),))nen converge
simplement sur R vers une fonction g et (f(.+0), 4+ 7.))nen €t (f(.+7)))nen convergent
simplement vers la méme fonction h.

1.4.3 Fonctions pseudo presque-périodiques "PAP"

La notion de pseudo-presque périodicité est une généralisation de la presque-périodicité.
Considérons BC(RR,IE) est I'espace de toutes les fonctions continues bornées a valeurs
dans E muni de la norme du sup définie par ||¢| s 1= sup;cg ||¢(t)||, PAPy(R, E) Iespace
des perturbations ergodiques défini par

1 T
PAPR(R,E) := {f € BC(R, E) :%iilioﬁ/_T 1f (o) |do = 0}

Définition 1.20. [23| Une fonction continue f : R — E est dite pseudo presque pério-
dique, si elle admet I’écriture suivante :

f=9+¢
oung € AP(R,E) et ¢ € PAP(R,E), avec
g et ¢ sont appelées la composante presque-périodique et perturbation ergodique respec-

tivement, de la fonction f.
La collection de toutes les fonctions pseudo presque-périodiques de R dans [E est dénotée

par PAP(R,E).

Exemple 1.4. Considérons la fonction f3 définie par :

fs(t) = sint 4 sin V2t +

1
e pour tout ,t € R
Alors f3 est pseudo presque périodique (voir les figurs 10 et 11 ), En effet, la fonction
t > sint 4 sin /2t appartient & AP(R,E), (voir ezemple 2.3) et on a aussit > h}tQ est
dans PAPy(R,E), car elle est continue et bornée, de plus

i = [N = i arctan(o)]”
1500 2T | p 120w pr YT

) 1
= lim ﬁ[Q arctan(t)]

T—o00

= 0
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F1GURE 10 — Comportement de la fonc- FIGURE 11 — Comportement de la fonc-
tion pseudo presque-périodique f3 sur tion pseudo presque-périodique f3 sur
3, 25 0, 300]

1.4.4 Fonctions pseudo presque-périodiques avec poids "WPAP"

Soit (I, ||.]|«) un espace de Banach et L}, _(R) dénote I'espace de toutes les fonctions

locallement intégrables sur R. Soit U défini par :
U:={pc L, (R):p(x) >0 presque pour tout.x € R}

Dorénavant, si p € U et pour R > 0, on pose alors

+R
m(R, p) = / p(x)dx

R

L’espace des fonctions poids est défini par :
Uyp:={peU: lim m(R,p) = +oo}
R—o0
Up :={p € U : p est borne et in}%p(m) > 0}
HAS

Evidemment,Ug C U, C U, avec des inclusions strictes. Ces inclusions peuvent étre
illustrées par les exemples suivants.

Exemple 1.5. [2/]

4 Soit po(z) = filﬂ pour tout x € R 4l est facile de voir que py € Uy, car

lim m(R, p) = oo
T—o0

de plus, on remarque que 1 < po(x) < 2 et donc py € Up.
X« Soit pi(z) = @) pour chaque x € R. Il n’est pas difficile de voir que p; € Uy, — Usp.
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Définition 1.21. |26, 24| Soit p € Uy. On définit 'espace ergodique avec poids par

PAR(R.E.p) = {f € BOR.E): Jin ——s [ |7(0)(e)do = 0}

Définition 1.22. [26] Soit p € U, La fonction f : R — IE est dite pseudo presque
périodique avec poids (ou p-pseudo presque périodique) si elle s’écrit comme suit

=g+t

ouge AP(R,E) et ¢ € PARP(R,E,p).
L’ensemble de toutes les fonctions pseudo presque-périodiques avec le poids p de R dans
E est noté PAP(R, E, p)

Remarque 1.3. Les fonctions g et ¢ qui apparaissent dans la définition précédente sont
appelées respectivement les composantes presque-périodiques et ergodiques avec le poids

p de .
Exemple 1.6.

% COTLSZO!(E? ons ll], fOTLCtZOTL f4 Oléﬁnltf pa? .
2 R

Alors f4 est pseudo presque périodique avec poids de R dans R. En effet, la fonction
t > sint+sin /2t appartient & AP(R,R) et on a aussi e est dans PAPy(R, R, p),
car elle est continue et bornée, avec :

si p(t) = €' pour chaque t € R, on a m(R,p) = e —e B et d’ici p € Uy, d’ou

1 +R
lim ﬁ/ ete tdt = 0.
R—occ e — e _R

Donc fy(t) est pseudo presque périodique avec poids (voir les figures 12 et 13).

Y Soit pg = 1+ x? pour Vo € R, il est facile de voir que m(R, p) = 2R + %R?’,et donc
po € Uy
Soit f(x) = sin(x) +sin(v/2x) + =10, f appartient & PAP(R, R, po). En particu-
lier, sin(x) + sin(v/2z) est sa composante presque periodique, tandis que

1 R 2
lim —— 1?0 (1 4 22)dz = 0
R—o0 2(R + %3) /—R ( )

X Soit py(z) = |z|¢ pourd € N et Vz € R on a m(R p1) = fo, et donc p; € Uy
Maintenant, soit f(x) = sin(x)4sin(v/2x)+ Hmdﬂ Donc f appartient a PAP(R, R, p1),

car sin(z) + sin(v/2z) et sa composante presque periodique, tandis que

d+1 1 .
Rh_r)noo 2 Rd+1 /_R 1+ \x!d“'|x| de =0
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FiIGURE 12 — Comportement de Ila FiGURE 13 — Comportement de Ila
fonction pseudo presque-périodique avec fonction pseudo presque-périodique avec
poids fy sur [3,25] poids fy sur [0;300]

4 Soit pa(x) = ﬁ;i pour tout © € R. On am(R, p2) = 2(R+arctan(R)), alors py € Ux.
de plus 1 < po(z) <2 Vx € R, et donc py € Ug.
Maintenant, on définit f(x) = cos(x) + cos(v/2x) + ﬁ Il est clair que f €

PAP(R, R, p»).

Un autre moyen efficace de construire des fonctions pseudo-periodiques avec poids
est 'operateur de convolution.

Proposition 1.23. [2/] Fizez p € Ug. Soit f € PAP(R, R, p),et soit g € L'(R).Alors
f * g la convolution de f et g sur R appartient @ PAPy(R, R, p).

Théoréme 1.24. [2/] La décomposition d’une fonction p-pseudo presque-périodique f =
g+ ¢, ou g€ APR,E) et ¢ € PAR(R,E, p), est unique. Ceci est basé sur le fait que
g(R) € f(R). Par conséquent, PAP(R,E, p) = AP(R,E) ® PAFR(R, E, p).

Définition 1.25. [24, 7] Soit pq, ps € Us. On dit que p; est équivalent a py et on note
p1 ~ pa chaque fois que Z—; e Ug.

Théoréme 1.26. [2/] Soit p1, ps € Us. Si p1 est équivalent a py, alors PAP(R,E, p1) =
PAP(R,E, py).

Une conséquence immeédiate du Théoréme est le corollaire suivant, qui nous permet
de coincider 'espace de Zhang PAP(R,E) = AP(R,E)@ PAFPy (R, E) avec la classe
des fonctions pseudo presque-périodiques avec poids PAP(R, E, p).

Si le poids est borné alors I'espace des fonctions pseudo presque périodiques avec poids
coincide avec l'espace des fonctions pseudo presque-périodiques. Ceci est donné par le
corollaire suivant :

Corollaire 1.27. Sip € Ug, alors PAP(R,E, p) = PAP(R,E).
La proposition suivante est essentielle pour la suite.
Proposition 1.28. [26] Soit le poids p : R — (0,00) continue. Si,

mp(s+7)] ot m[m(R—l—T,p)

sont finies
s=oo” p(s) s=oor (R, p) |
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pour tout 7 € R, alors 'espace PAP(R, E, p) est invariant par translation.

Théoréme 1.29. [26] Soit p € Up, L’espace PAP(R,E, p) est un sous espace fermé de
(BC(R,E), ||.||co) muni de la topologie de la norme uniforme. Par conséquent (PAP(R,E, p), ||-||s0)
est un espace de Banach.

Proposition 1.30. [2// Si p € Ug, soit f € PAP(R,E,p) et soit g € L'(R). Alors
f * g, la convolution de f et g sur R, appartient « PAP(R,E, p).

Voici un exemple d’une fonction qui est pseudo presque-périodique avec poids et qui
n’est pas pseudo presque-périodique.

Exemple 1.7. [15] Considérons la fonction hy définie par :
ho(t) = sint +sin V2t + e !Vt € R

On a d’aprés 'exemple précédent ho(t) € PAP(R, R, p)
1 L
éﬂ&m/_R codr=0,

tandis que

I
lim — “dt =
Jim R /_R e 'dt = +o0,

D’ici, hy n'appartient pas & PAP(R, R).
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2 Existence de la solution pseudo presque-périodique
avec poids d’un modéle de BAMNN avec retard mixte

2.1 Etude mathématique dans les réseaux de neurones récur-
rents

Comme les réseaux de neurones récurrents sont modélisés par des équations diffé-
rentielles, alors on étudié la solution de réseau de neurones récurrents ot bien leurs
points d’équilibre. Dans ce cas, par exemple on s’intéresse aux équations différentielles
ordinaires suivante :

yi(t) = f(t (1)) (8)

d’ou

— Pour y;(t) solution de (8), on peut traité :
— L’existence de la solution asymptotique.
— La stabilité de la solution asymptotique.
— La convergence de la solution.
— L’oscillations de la solution asymptotique (périodicité).

— Pour y;(t) = a un point d’équilibre de (8) c¢’est-a-dire y.(t) = 0, on peut étudie :
— L’existence du point d’équilibre.
— La stabilité du point d’équilibre.
— La convergence dans le systéme.

2.2 Quelques travaux sur la périodicité dans les modéles de ré-
seaux de neurones de type BAM

L’existence et la stabilité des solutions deviennent des problémes importants dans
la théorie qualitative des équations différentielles en général et dans les réseaux de neu-
rones récurrents en particulier, est due a leurs applications par exemple dans la biologie,
I’économie et la physique.

Compte tenu des effets des facteurs environnementaux, nous pouvons supposer que les
paramétres d'un tel systéme dynamique qui modélisent le réseau de neurones récurrent
sont des fonctions presque-périodiques, ou des fonctions dans des classes plus générales.
En effet, I'étude d’existence et la stabilité des solutions périodiques, ainsi que ses nom-
breuses généralisations a des solutions presque-périodiques, des solutions pseudo presque-
périodiques et pseudo presque-périodiques avec poids dans RNN.

Dans ce qui suit nous allons présenté quelques travaux récents de nos recherches biblio-
graphiques sur 'application des fonctions presque périodiques ou leurs généralisations
sur les réseaux de neurones de types BAM, avec trois types de retards, c’est-a-dire :

— BAMNNS a retard Simple (][40, 56]);

— BAMNNS a retard noyau (|31, 41, 74]) ;

— BAMNNS retard mixte ([2]).

Dans le tableau 1 suivant, on cite :
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Type de périodicité dans BAM Références
Périodicité [10, 30, 31, 66]
Presque-périodicité [34, 54]
Pseudo presque-périodicité [3, 74]
Pseudo presque-périodicité avec poids 2]

TABLE 1 — Périodicité dans les réseaux de neurones BAM (travaux récents)

2.3 Présentation du BAM avec retard mixte ainsi que les hypo-
théses

Dans ce mémoire, nous présentons un modéle de réseau de neurones de type BAM
avec retard mixte et des coefficients dépendants du temps [2|, donné comme suit :

xz@) = —a;T 2( ) ( )fj(?/j(t - Tﬂ + Z dm f KZJ fj(yj( ))dS + Ii(t)

+3o
% (9)
yi(t) = —bjy;(t) + ;wﬂ( )9i(xi(t — 045)) + Z it f Nji(t — s)gi(zi(s))ds + J;(t)

ou

e n et m, correspondent au nombre de neurones de la couche X et de la couche Y,
respectivement ;

e z;(.) et y;(.), sont activation des " et j™° neurones respectivement ;

o ¢;;(.), dij(.), aji(.) et w;i(t) sont les poids de connexion ;

o fi(y;(t—75)) and f;(y;(s)) sont respectivement les fonctions d’activation du j™° neu-
rone a l'instant t avec un retard discret 7 et sans retard ;

o gi(x;i(t—oij)) et gi(x;(s)) sont respectivement les fonctions d’activation du " neurone
au temps t avec un retard discret et sans retard ;

o [;(t) et J;(t) désignent les entrées externes a l'instant t;

€ yme

e a;, b; représentent le taux avec lequel le ™ neurone et j™° neurone remettront leur
potentiel a I’état de repos de maniére isolée lorsqu’ils sont déconnectés du réseau
et des entrées externes a l'instant t, respectivement ;

o K;;(.) et Nj;(.) représente type noyeau du ™ neurone et du j™¢ neurone aprés qu’ils
ont tiré ou répondu.

e 7;; et 0;; des retards constans et on note :

T = max max {7j;, 0 }.
1<i<n 1<j5<m

Les conditions initiales associées a I’équation. (9) sont de la forme

y;(t) = ¥;(t), t€[-o0,0]

ot ¢;(.) et 1;(.) sont supposés étre des fonctions pseudo presque-périodiques avec poids
sur R.
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Pour un vecteur arbitraire :

(@(t), y(1) = (@1(t), e, 2 (£), 91(2), ey Y (1)) € BT

définir la norme : | (z, y)I| = [l=]| + [ly]| on,
l2ll = sup maxe {}: ()]}

et
lyl| = sup max {|y;(t)[}.
R 1<)

teR 1<i<m
w4 Considérons les hypothéses suivantes :
(Hy) Vi, j;a; > 0,b; > 0.
(Hg) Vi,7; les fonctions suivantes : I;(.), J;(.), ¢ij(.), dij (L), wji(.), ovji(.) sont pseudo
presque-périodiques avec poids.

(Hj3) Vi, j;il existe des nombres constants positifs L; , LY >0 tels que Vz,y € R

fi(@) = fi)| < Lz —yl,  1g:(z) — g:(y)| < L]z —y].
De plus, on suppose que f;(0) = ¢;(0) = 0V, j.
(Hy4) Vi, j; les noyaux de retard K;; : [0, +oo[— [0,400[ et Nj; : [0, +00[— [0, 400]
sont continues, intégrables et il existe des constantes non négatives k;; , n;; telles
que :

+o0 400
Kij(S)dS S kij et sz‘(S)dS S i
0 0

(Hs) Soit p € Uy et supposons que pour chaque 7 € R les fonctions
o(s) m(s, o)

sont bornées.

2.4 Existence de la solution WPAP

Lemme 2.1. /2] Sous (Hs), l'espace PAP(R, R, o) est invariant par translation c’est a
dire : si p(.) € PAP(R,R, p) alors (. — h) € PAPy(R,R, p) pour tout h € R.

Démonstration. ([45]) Soit ¢(.) € PAP(R,R", p). Par définition, on peut ecrire :

p() = e1() + ()
avec p1(.) € AP(R,R) et po(.) € PAR(R,R, p).
Ainsi
o(. = h) =p1(. = h) + (. = h).
On sait que si p1(.) € AP(R,R) alors ¢1(.—h) € AP(R,R) voir [48, 419] (AP est invariant
par translation). Maintenant, sachant que ps(.) € BC(R,R) car ¢po(.) € PAP(R, R, p),
montrons que (. — h) € PAP(R,R", p), c’est-a-dire

1 T
lim sup / wo(t —h) | p(t)dt = 0.
msup _Tl 2(t = h) [ p(t)

On distingue deux cas (h > 0et h <0). Onpose : s=t—h=ds=dl t = s+ h,
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A) Pour he R,h>0ona:

1 T
lim sup / wa(t —h) | p(t)dt
P T S | T IO

1 T—h
= limsup—/ wa(s) | p(s+ h)ds
T—o0 (T, 0) Jorop, [eals) [ ol )

T—h T+h
— limsup ( / | als) | pls + h)ds + / | als) | pls + h)ds
T—sc0 M(Ta P) —T—h h

[ o) ot + e

T—h

— limsup / o) | pls s - / L) | pts +)ds)

1 T+h
< limsup / wa(s) | p(s+ h)ds,
T—o0 (T, 0) Jorop, [eals) [ ol )

B) Pourhe R, h<Oona:

. I
hmsupm/T | @2t — ) | p(t)dt

T—00 _

T—s00 ,u(T, p) /—T—h | ('02<S) | p(S + h)ds

‘ 1 T—h —T—h
— limsup —— / | gals) | p(s + h)ds + / | gals) | pls + h)ds
T—oc MT,p) ) 1 ~T+h

= limsup

T-h
- / | a(s) | pls + h)ds)

T+h

= timsup / L als) s+ ks / L eals) s+ 1))

1 T—h
< limsup—/ wa(s) | p(s+ h)ds.
PO W) [y | P TP

Donc, de A) et B), on obtient
limsup—/ ot —h) | p(t)dt < limsup—/ wa(s) | p(s+ |h|)ds.

En utilisant la condition (Hs), on obtient :

1 T+|h|
limsup—/ wa(8) | p(s+ | h|)ds
T—so0 (T, p) —~T—|h| [ eals) |
. p(T+ | |, p) 1 /T”h' p(s)
< limsup ©a(s) | p(s+ |h]) x —=ds
oo W(T,p)  w(TH+ |11, p) —T—\h\‘ 2(s) | I+ p(s)

. T+ hlp) . 1 /T*'h p(t + [h])
< limsup — limsup ———— wa(s) | p(s)ds x sup ———=
T—00 M(Tv p) T— o0 /'L(T—i_ | h |7p) —T—|h| ‘ 2( ) | ( ) teR :0<t)

= 0.
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Comme (. — h) € PAP(R,R", p), alors ¢(. — h) € PAP(R,R,p). Ainsi, 'espace
PAP(R,R, p) est invariant par translation. ]

Lemme 2.2. [2] Sip,p € PAP(R, R, 0) alors ¢ x ¢ € PAP(R, R, o).

Démonstration. Par définition, on peut écrire

=1+ @y et P =1 + 1

avec o1, € AP(R,R) et 9,109 € PAR(R, R, p).
c’est a dire

1 T
lim / t t)dt =0
Jim s [ a0 1ot

[ 1ale) ottt =0

lim
T—o0 (T, p)

ainsi :
©Y = 1)1 + @12 + Path1 + Par)a,

On sait que 191 € AP(R,R) (voir [15]), et pour p1ths + 02ty + ¢ath2 € BC(R, R),
on a

. 1 T
= Jin / L@ (t) + @2 (0) + ea(in(d) | o)
< limsup

T e H(; p) /_T | ©1(t)a(t) + o ()1 (t) + pa(t)ia(t) | p(t)dt

< limsup M(Tl’p) /_ e ®ea@®lo() + 21 Dlo(®) + [e2(B)a(b)lp(1))dt

Comme @1, @9, ¢3 € BC(R,R) car AP(R,R) C BC(R,R) et PAP,(R,R) C BC(R, R),
alors on pose :

sup |¢1(t)] = A < 400,
teR

sup |ps2(t)| = B < +o0,
teR

sup 41 (1)) = €' < +oc,
teR

d’ou

limsup 77— /_ (e ®ea®)lo() + [2()nOlo(®) + [e2(E)a(t)] (1)) dt

, 1 T - 1 T
~ limsup / el + limsup —— / a0y

+ limsupﬁ/T|902(t)¢2(t)|/)(t)dt

T—00 _
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. 1 r . T
— s / euOlla(0)p (0 + s / lea®llnOlple)d

—00 ,U(Ta ,0)

+ timsup—— [ et lvato)p(0)a
1 g 1 r
= timswp e [ s ODa(Olp)it+lmsww —s [ ea(0]sup(n ot

T
T—s00 IL(T7p) /T teR

_ 1 1 T
— lmsup / A0 (0t -+ Hmsup / (oalt) Bo(t)dt
+ i / P (Dlptr)e

, 1 4 1 4
= Ahmsupm/TWg(tﬂp( )dt+masupﬂ(T, )/ lpa(t)p(t)dt

T— o0 T—o0 =T

+ limsup [sup(lia (1) D] () () dt

+ C'limsup
T—so0 (T p)

1 _ 1 T
= Al s / a0+ Blimsup—— / lea(Olotr)ar

T—00 M T—00

/ a0 ()t

+ Ctmsw b [ oo

= AXx0+Bx0+Cx0
=0

d’ott 192 + pathy + pathe € PAP (R, R, p). Alors oy € PAP(R,R, p). O
Lemme 2.3. [}5] Si p,v € PAP(R, R, p), alors (¢ +v) € PAP(R,R, p).
Démonstration. Par définition, on peut écrire

p=p1+paet P =1+

avec 1,91 € AP(R,R) et pq,100 € PAP(R, R, p), c’est a dire

/_ lea(Dlple)dt =0

/ a(Olp(e)dr =0

lim
T—o0 p(T, p)

lim
T—o0 pu(T, p)
ainsi,
P+Y =01+ o+ + 2= (o1 +¢1) + (2 + o).
On sait que ¢; + 1 € AP(R,R) (voir [45]), et pour ¢y + 1 € BC(R,R) car g, 19 €
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BC(R,R), on a

T
Jim s [ Jeat) + a0l
1 T

= timswp i [l a(0)| pl0)

T
< timswp—z— [ (lealt) + Walt)olt)

T T
= timswp i [ Jea0lp(0de + lmswp—— [ a0ty
=0

Comme (g + 15) € PAP(R,R, p), alors ¢ + 19 € PAP(R, R, p). O

Théoréme 2.4. [2] Supposons que les hypothéses (Hs), (Hy), (Hs) soient vérifiées et que
Vi, jizi(.),y;(.) € PAP(R, R, p) alors :

tr—>/ K;j(t —s)fi(y;(s))ds appartient & PAP(R, R, p)
et
tr—>/ s)gi(xi(s))ds appartient o PAP(R,R,p).
Démonstration. D’abord, on commence par la fonction ¢;;. La function ¢;; satisfait :
sl < [ Kol — (o)
< / i(t—s)M fds
ki MY

ce qui prouve que ffoo K;;(t—s)fj(y;(s))ds est absolument convergente et que la fonction
¢i; est bornée. Prouvons maintenant la continuité de la fonction ¢;;.

Soit (w,,), une suite des nombres réels tel que lim w, = 0. La continuité de la fonction
n—m-:o0

y;(.) implique que pour tout € > 0, il existe N € N tel que, pour tout n > N,

€
|yj(8+wn> _yj(5>| < kiij

on obtient

655t + ) — 5] = | / K wn — ) f(yy(5))ds — / Koyt — ) () ds|

< / Kyt — ) F (s + wa)) — Fly(s))ds
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Il reste a prouver que la fonction ¢;; appartient & PAP(R, R, p). En utilisant le théoréme
de composition des fonctions pseudo presque-périodiques avec poids on aura : f(y;(.)) €
PAP(R, R, p) pour tout 1 < j < m. Par le théoréme de décomposition des fonctions
pseudo presque-périodiques avec poids on obtient aussi que :

f(y;(s)) = u;(0) +v;(6)
avec u; € AP(R,R) et v; € PAPRy(R, R, p). Par conséquent

bu(t) = / Ky (t — )[u(s) + v5(s)]ds

= / Kij(t — s)u;(s ds—i—/ Kij(t v;(s)ds
= ¢i;(t) + 05(t)
Pour u; € AP(R,R), ce qui implique que sup |u;(t + &) + u;(t)| < € pour tout € > 0.
teR

6L (t+6) — 8L, ()] :/ Kiy(t+6 — s)uy(s ds—/ Koyt — s)uy(s)ds

t

= Kij(t — s)uj(s +d)ds — / u;(s)ds
t

< [ Kyt = s)lusls +)ds — uy(s)lds

¢
< 6/ K;j(t — s)ds

= Ki;eoo
ce qui implique que ¢;; € AP(R, R).
Soit t
92512]‘ = / Kij(t — s)u;(s)ds,
on a -

ij(t = s)u;(s)ds|p(t)dt

“+o00

L[, 1
1(r, p) /Jgf)ij(tﬂp(t)dt ol p) 7r|
1 | (st — )ds|p(t)dt

< Tp/_r/m (3)]us(t — 9)ds)p(t)dt

p(t)dt

I
S

Ceci implique que ¢3;(.) € PAPy(R, R, p).Il en résulte que, ¢y5(.) = &5;(.) + ¢3;(.) est
pseudo presque-périodique avec poids, i.e.

¢ij(.) € PAP(R,R,p) pour 1<i<n, 1<j<m.
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De la méme facon on démontre que la fonction

tr—>/ —5)gi(x;(s))ds

appartient & PAP(R, R, p) pour 1 <i<m,et 1 <j<m. ]

Théoréme 2.5. [2] Sous les hypotheses (Hy) — (Hs), on suppose aussi que pour tout
1<i<netl<j<m

T T

(Hs) : sup{ [ e 4T pt)dt} < oo, et sup{ [ e T pt)dt} < oc.
>0 J_r >0 J_1
Définissons 'opérateur non linéaire I' comme suit, pour tout (¢,v) = (p1,...,¢n,

Yioee s Um) € PAPRR™™, p), ({0, ))(t) = o (t) avec

ffoo e~ (=)o [y (s5)ds

B ffoo e~(t=s)an [ (s)ds

ffoo e~ =@, (s)ds

avec

= cii(8)f;(Wi(s — ) dij( / Kij(s = 0)f;(4;(0))d6 + Li(s)

j=1

et
Ewﬂ )a:(ils — 73) +Zaﬂ / 0)9:(:(6))d6 + J,(s)

. alors T' est un opérateur bien défini de PAP(R,R"™, p) dans PAP(R,R"™™ p).

Démonstration. Notons que, en utilisant les lemmes précedents (Lemmes 2.1, 2.2 et 2.3)
ainsi que le theoréme 2.4, nous constatant que pour tout 1 < i <netl < j <m, les

fonctions

Foism Y () fusls =) + Yoduo) [ Kls = 00100500 + 1(s)
j=1

et

1S Z wﬂ gz 901 sz + Z agz / gl(spl(e))dg + JJ(S)
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. sont pseudo presque-périodiques avec poids. Par conséquent, pour tout 1 < i < n, Fj
peut étre représenté par :

Fi — F;'l + ‘Fi2

, et pour tout 1 < j < m, G, peut étre représenté aussipar :
1 2
Gi=G; +Gj

, avec F!', G} € AP(R,R) et F?,G3 € PAPy(R,R", p).
On note aussi par
Dans ce qui suit, on décompose cette preuve en deux parties :
partie 1 pour monter que
¢

[E(t) = / —(t=s ‘“F( )ds € PAP(R,R, p)
et partie 2 pour monter que

t
T,G(t) = / e~ =G (s)ds € PAP(R,R, p).
Donc :
» Partie 1

ro) = [ R

o0

-/ e (F(s) + FE(s))ds

t t
_ / e—(t—s)ai Ff(s)ds + / e—(t—s)ai Ff(s)ds

= (D)) + (TiE2)(2).

Montrons la presque-périodicité des (I;F}) : t — ff e~ (t=%)a [1(s)ds. Pour
¢ > 0, on considére, en tenant compte de la presque-périodicité de F}', un nombre
L. tel que sur tout intervalle [o, « + L] il existe un nombre 4, tel que la propriété

suivante a lieu :

sup | ' (t+0) — F}(t) |[< e
teR

Ensuite, on peut écrire

t

R+ = RO | = | [ g s [ R s
t

= / —(t= salF 8+T)ds—/ e’(t’s)“iﬂl(s)ds\

< / e~ | Fl(s 1 1) — F\(s) | ds
E—OO

S _
a;
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On obtient donc (I';F}') € AP(R,R). Maintenant pour (I';F?), on a

lim_sup (T#/ ITLE2(3) ()

T—soc0 W
< lim su / / ts‘”FZ t)dt

s ()l

1 -7
< lim / (/ e~ (t=s)ai| 2 ds—i—/ e~ | F2(s ds)p t)dt
o0 ((T,p) Jor \ e oo s ot
S -[1 + 127
avec

1 T t
L = lim / </ e~ t=)ai| 2 (s ds)p t)dt
' T—oo (T, p) J oo \ J -1 ) )

1 T =T (t ) )
I, = lim / (/ e VTV Fi(s ds),o t)dt.
? T—ro0 M(Q 7P) -T —c0 | ( ) | ( )

Pour I, posons m =t — s, on a

1 T t+T
I; = limsup / (/ e M
T—oo (T, p) Jor \ Jo

1 T +o00
< limsup—/ </ e M
T— 00 M(Tv p) =T 0

F7(t —m)|p(t)
est mesurable, donc d’aprés le théoréeme de Fubini nous pouvons permuter les deux
intégbales. On obtient alors :

+o00 1 T
L < lim sup/ e_m‘“( / F2(t —m)|p(t dt) dm.
S (1) [ T

Notons que

et

F2(t — m)]dm) p(t)dt

F2(t m>|dm) p(t)dt,

la fonction
(m,t) e M

~may (L "R —m su *(m
e s [ IR = mlo(0)d] < s 4] FE(m) |}

et par le théoréeme de la convergence dominée, on obtiend

+00 1 T—m
L < / e mai (lim sup / Ff t)p(t+m dt) dm
! 0 T—00 M(T’ p) —T—m ’ ( )| ( )

+oo T 1 T+m
< / e~ (lim sup T+ m.p) / |E2(t)p(t + m)dt) dm,
0 T—00 H’(Ta P) M(T +m, p) —T—m

comme la fonction F? € PAPy(R, R, p), donc

I =0.
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D’autre part,

/ (/ “(t=sai g2 (g | ds)p(t)dt
- %“fip / ( / | F(s) | ds )t
ol

T
|ds/ e "ip(t)dt

-T

I, = limsup
T—>00

saz

< lim sup
T— 00

. H 2Hoo / (T4t)a,
=1 (T+ai 54 dt
s T s ) pll)

= 0.
Par conséquent, la fonction (I';F?) appartient & PAP)(R, R, p). et donc pour tout
1<7<n,ona
¢

T (t) = / ~-9a 1 (s)ds € PAP(R, R, p)

—00
» Partie 2 De la méme facon on démontre que la fonction
t

T;G(t) = / e~ =G (s)ds € PAP(R,R, p),
car
(I;G}) € AP(R,R)
et
(T,G?) € PARy(R, R, p).
A la fin de la partie 1 et 2, on déduit que pour tout 1 < i <netl <j <m,ona
['(p, ) appartient & PAP(R,R"™™ p). O

Théoréme 2.6. [2] Supposons que les hypotheéses (Hy) — (Hs) soient vérifiées et que

n

S (less| + |dijlkiy) LY > (|wis| + lagilngi) L7

71 1=
T—max{lrgfgl{ . }1r<nja<}§1{ 1 » }}<1.

Alors, le réseau de neurone de type BAM de l’équation (9) a une solution unique pseudo
presque-périodique avec poids dans [’ensemble convezxe.

B = B((x0,40), B) = {(z,y) € PAP(R,R™™, p), [|(z,y) = (z0, o) || < R},

ol
fjoo e~(t=s)a [ (s5)ds

[f e =], (s)ds

(w0, 0)(t) = fjoo e~ (t=s)by Ji(s)ds

fjoo e~ (t=)bm ] (s)ds
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et
L \oo 1 |oo
(gg% (== + ax. {(==}r

(1—7)

Démonstration. [2| 11 est évident que,

| / e~ =94 (0)dh |< max { }
o 1<i<n | ay

|/ tSJJ (0)df |< max {%}
1<j<m | by

| (20,30) |= max { Jil=e L e f1ile
) 1<i<n a; 1<ji<m bJ

par conséquent,

et

) | < [l (zy) = (o, 90) || + | (20, %0) |
|

< R+<max {—mloo}—l— ma { Jl|°°})
- 1<i<n a; 1<]<m by

(ax {=} + max {5 })r Lo il
—+ max « —— p + max { ——
(1—r) 1<i<n | a4 1<j<m | by

(max { 2=} + max {Zl=1)

1<i<n 1<j<m

(1—r)

Maintenant, considérons 'opérateur I' : R"™ — R"™™ défini par

ffoo e~ (=3 [ (s5)ds

fioo e~ (t=s)an | (s)ds

HEDO= | e ean g )

ffoo e (t=9bn @ (s)ds

avec

= Yool = 7))+ o) [ Kl = )68 + 1o
et

Z wji(s)gi(xi(s — 0j:)) + Z aji(s / 0)gi(z;(6))d0 + J;(s).
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Tout d’abord, nous allons prouver que 'opérateur I' est un auto-mapping de 5 vers f.
En effet, pour tout (z,y) € 8, on a

I'(z,y) — (o, %0)
supmax|/ —(t=s)ai pr )ds|—supmax]/ —(t=s)ai g )ds|>

teR 1<i<n teR 1<i<n

teR 1<j<n teR 1<jsm

ig}ggﬁgﬁl/ s ZCU $)fi(y;(s — 7ij) +Zdw / Kij(s = 0) f3(y;(0))db | ds)
/ —(t—s)b; |2:w]Z $s)gi(xi(s — 0j;) —i—Zaﬂ / 60)g;(x:(0))do | ds)

IN

+ sup max

|
t
+ (sup max | / e~ =9bi G (s)ds | —sup max | | e~ =% ] (s)ds |)

teR 1<j<n
;(|Cw| + |dZJ|kw)Lf Z(‘wﬂ‘ + ‘O‘jilnji)[’g
< max { " p iyl + max {= b, Pl
Zl<|cij| + |dij|kij)L§ Z(|wjz| + |Oéji|nji)Lf
- i=1
< max{ e (e (12D
< (|l () )
(max {550+ s (551)
r = R.

(1—=7)

ceci implique que I'(z,y) € 8. Donc, 'opérateur I" est un opérateur de § dans lui méme.
Ensuite, prouvons que l'opérateur I' est contractant sur §. En effet, compte tenu de
(H3), pour tout X = (z,y) € B et U = (u,v) € 5, 0on a

| D(X) = T(U) |
< sup 52?5};/ —s)ai( ;C (9i(y;(s —75)) — fi(vi(s — 75)))

¥ Zdu / 0)(f;(u3(6)) — 1(0;(6)))d6) | ds

+ sup max / Zwﬂ (9zi(s — 7)) — giluu(s — 7))

teR 1<i<m
¥ Zaﬂ / 0)(0i(:(6)) — gu(us(6)))d0))|ds

m f n

;(|Cij| + [dij|kij Lj) ;(|wij| + |evji|ngi) L)
et by = ol + o {4 bl
1<i<n a; 1<j<m bj

IA
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S (e + Idiglkis L) (lwyil + levalnga) L7)
< max{ max{ max < =1 (ly = ol + [l — ul])
- 1<i<n a; "1<<m b

n

< r|X =U]
Notons que
S (e + [dig ki) L > (Jwij| + las|ny:) L
r = max{ max {]:1 } max {2:1 } <L
1<i<n a; "1<j<m bj

ce qui prouve que I' est un opérateur contractant. Ainsi, en vertu du théoréme du point
fixe de Banach, I' admet un unique point fixe qui correspond a la solution pseudo presque-

périodique avec poids du BAMNN (9) dans e 5 C PAP(R, R™™™, p). ]

2.5 Conclusion

Dans la nature, de nombreux phénoménes qui sont purement périodiques, cela donne
I'idée de considérer des oscillation presque-périodiques ou d’autres de ces généralisations
tels que des oscillations pseudo presque-périodiques et pseudo presque périodiques avec
poids. Dans ce chapitre, des conditions suffisantes sont présentées pour assurer I’existence
et I'unicité de la solution pseudo presque-periodique avec poids d’un réseau de neurones
de type BAM avec deux types de retards : constant et noyau donné par 1'équation (9)
qui est plus grand que celui des fonctions presque-périodiques.
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3 Application et simulation

3.1 Utile de simulation : Simulink de matlab

3.1.1 Présentation de Simulink de Matlab

SIMULINK est un programme pour la simulation des systémes dynamiques linéaires
et non linéaires ; une extension de MATLAB, dans laquelle la définition des modéles se
fait par schémas blocs (diagramme structurel). Le diagramme structurel permet la repré-
sentation graphique d’un systéeme d’équations linéaires et non linéaires. Il met en évidence
la structure du systéme et permet de visualiser les interactions entre les différentes gran-
deurs internes et externes. On distingue alors particuliérement bien les contres-réactions,
les couplages réciproques, les non-linéarités, etc. Les éléments qui composent le dia-
gramme structurel représentent des opérations mathématiques, a savoir addition, sous-
traction, multiplication avec un coefficient, intégration et différentiation, ainsi que la
multiplication et la division de deux variables et la fonction non linéaire d’une variable.
SIMULINK posséde une interface graphique pour visualiser les résultats sous forme de
graphiques ou de valeurs numériques en cours de simulation. Les paramétres régissant
le fonctionnement des systémes peuvent étre modifiés en ligne, c’est a dire en cours de
simulation, et 'on peut observer leur effet immédiatement.

SIMULINK s’ouvre lorsqu’on clique sur le bouton Simulink. Les librairies sont des en-
sembles de blocs répartis selon la catégorie de fonctions réalisées. Parmi ces librairies,
nous trouvons, entre autres, les plus utilisées :

Sources : Générateurs de signaux, lecture dans fichiers de données.
Sinks : Blocs d’affichage, enregistrement dans fichiers de données.
Signal Routing : Routage des fils de liaison entre blocs.

Math : Operations Operations mathématiques.

Continuous : Blocs continus.

Discrete : Blocs discrets.

Ports et Subsystems : Blocs permettant de réaliser des sous-systémes.
Logic and Bit Operations : Blocs d’opérations logiques et binaires.

Discontinuities : Blocs discontinus (hystérésis, seuil, etc.).

AN ISR (D SR (D R S A

Blocs additionnels d’opérations mathématiques et de systémes discrets.

Nous avons, dans cette bibliothéque, des générateurs de signaux, des blocs de lecture de
fichiers textes, binaires, des variables de I’espace de travail, un bloc constant, etc. Pour
plus de détailles [32].

Ci-dessous, comme exemples, nous présentons la Librairie dans la figure 14 et la sources
dans la figure 15 :

3.1.2 Construction d’un diagramme Simulink / Exemples

Dans cete sous partie, nous donnerons les étapes de construction d’un diagrame sous
simulink ainsi que des exemples d’applications.

» La construction d’un diagrame ce fait en générale, suivant les étapes suivantes [35] :
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Library: Smuiink | Search Resuls: (nong) | Wost Frequently Used Blocks ‘

Commonly Used ! ! &|  Logicand it Math
Blnr:my !g Continuous ﬁ Discontinuities i Disrete “E Df;rca::ns : |E| Logkup Tables :; 0;Erati::ns
® lode! Model-Wide Pors & ) ) ) ' W ) b
Signal Atfribut Signal Rout b B
Verification tiities @ Subsystems el @ anaiResing e ::\ o
UserDefined Additional Math
Functions & Disorete

€]

FIGURE 14 — Libraires de Simulink

Library: Simulink/Sources ‘ Search Results: (nong) | Most Frequently Used Blocks ‘

Limi c i
m’:&w': Chirp Signel @ Clodk D Constant R:::::;F'* A Counter Limited
Enumerated - L L -
o From File From Workspace @ Ground Int

Random Repeating Repesting Seq- Repeating 2 ol
[ i P b Signal Build b
Nomoer Sequence A uence Interpal. ik Sequence st [F ] S0 Bvicsr
Uniform Rando-
b St
. = @ m Number

23 b Digital Clock

Pulse Generator Ramp

Signal
Generator

Sine Wave

=
=]
B &

FIGURE 15 — Source de Simulink

1. Pour commencer, dans le menu File, on choisit New - Model. Une fenétre de
travail Untitled s’ouvrira.

2. Ouvrir les collections de blocs en cliquant dessus (double). Faire glisser dans
la fenétre de travail les blocs dont on a besoin pour construire le diagramme.
Faire des liaisons entre les blocs a 1'aide de la souris.

3. Lorsqu’on clique (double) sur un bloc, une fenétre de dialogue s’ouvrira. On
peut alors changer les parameétres de ce bloc. Une fois terminé, on ferme la
fenétre de dialogue. Une fois le diagramme terminé, on peut ’enregistrer dans
un fichier : dans le menu File, choisir Save As et donner un nom (*.mdl) au
fichier.

» Exemples de diagramme Simulink sur la figure 16 suivante :

» Réponse indicielle d’un systéme du ler ordre [44]
Le modéle exol.mdl permet de simuler la réponse indicielle d’un systéme numérique
du premier ordre de pole 0.5 et de gain statique unité.

H(z)=0.5/(10.52 — 1)

Pour cela, nous utilisons le bloc générateur d’échelon de la librairie Sources que
'on relie a I'entrée du systéme (librairie Discrete).

La sortie du systéme ainsi que la commande échelon sont sauvegardées, grace a
un multiplexeur (librairie Signal Routing), dans la variable y que 'on peut utiliser
dans l'espace de travail MATLAB.

Elle est de méme affichée dans un oscilloscope (librairie Sinks). En double-cliquant
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Y] regul vitesse .
File Edit Smulation Format Tools
Couple resistant
N
Cr’ |a EDLI'BJ’It
Correcteur I Canvertissenr
Kp.s+hi K
S LR BN R — |
Echelon 3 Taa+l
Motewr CC iesse
W
Kewis
13 P
Tey 341
Captewr de vitease
II

FIGURE 16 — Exemple de diagramme Simulink

Fil= Edt View Simulstion Format Tools Help

D@ed&| Q28| co 4 Q02 » 550 Noma |

05 —p ¥
=
10521

To Wokspace
Step Diserete Filter
L LB
Seope
Ready 100% VarigbleStepDiscrete Y

FIGURE 17 — Exemple d’application de simulink dans un systéme du ler ordre
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sur les blocs, on peut les paramétrer : édition du numérateur et dénominateur de la
fonction de transfert, hauteur de ’échelon, ainsi que le type de variable y, structure
ou tableau (Array).

Avec l'option Configuration Parameters du menu Simulation, nous pouvons spéci-
fier les paramétres de la simulation : durée de la simulation, algorithme de résolu-
tion, etc.

Dans ce qui suit, nous allons étudier d’autres exemples qui nous permettront d’étu-
dier d’autres fonctionnalités de SIMULINK.

3.2 Application numérique sous Simulink d’'un BAM

Dans cette sous partie, nous allons reprendre le méme modéle traité dans 1’article
de [2], autrement dit, on considére un modéle de réseau de type BAM (10) avec deux
couches et deux neurones dans chaque couche i.e. (n = m = 2) donné comme suit :

B(t) = —au(t) + i (O3 = 750) + 3 di(t) 1 Koyt — ) f5(5(5))ds + L(t)
; J (10)
2w

9;(t) = =byy;(t) + > wji(t)gi(wi(t — 045)) + ) J 5)gi(xi(s))ds + J;(t)

il Mw IIAMM

sachant que :

(@here= [ @) = 0,01 (b))1c s = by _ (0,05
i/15is2 Qs 0,05 ) Vi/l=is2 by 0,02 -

pour tout x € R, les fonctions d’activations sont :

|lz+1|—]xz—1]

2 = L{=L{=L{=L}=1,

) = falt) = 01 (t) = 92(t) =

les retards constants :

Tji = 05 = 2,

1.e.
T11 = T12 = T21 = T22 = 011 = 012 = 021 = 022 = 2,

et pour le retard noyau,
Kij(t) = Nji(t) = e = kij = ny(t) = 1,

de plus, pour p(t) = €', soit

(i (t))1<s i< = ( 0.1(cos(xt) +e7")  0.1(cos(t) + cos(v/2t)) )

0.05(sin(¢) + sin(v/2t))  0.1(cos(t) +e7)

0,1 0,1
= (Gh<is<e={ 0705 01 |

0.05(1 +e™") 0.1 cos(v/2t) )

(thsiee = ( 0.02(sin(t) + sin(v/2t)) 0.05(cos(t) +e™")
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0,05 0,1
= (dij)1<ij<e = ( 0,02 0,05 ) ’

(w5 (1)) 1< <2 = 0.1(1+e™) 0.1(cos(t) + cos(v'21)
PUVISIEE T 0 (sin(t) +sin(v2t)  0.1(cos(t) + e )

0,1 0,1
= (Wjir<ij<a = < 0,1 0,1 ) ’
(s 1es e = | 00B(cOS(TE) +e7) 0.1 cos(v/21)
JRINISEIS2 T 0 02(sin(t) + sin(v2t)) 0.05(cos(t) + e~*)

0,05 0,1
= (aji)i<ij<2 = 0,02 0,05 )’

Notons que y’a des données manquantes (I; et J;) dans 'exemple 1 de I'article [2]|. Dans
ce cas, nous considérons les valeurs suivantes pour ces fonctions comme suit :

(Li)1<i<e = ( 2 > = ( 0.8 C(zi)(st()t;r 004 ) |

(ih<j<o = < j; ) - ( 0.600(;(2185)@—)1— 0.13 ) ’

Donc

: !

,_1(|Cz‘j| + |dij|ki; L)
r o= max{max{]_ },max
1<i<2 a; 1<5<2

Puisque les conditions sont satisfaites, alors le modéle de BAMNNSs avec retard mixte
(10) admet une unique solution pseudo presque-périodique avec poids dans la région

{i:l(wji +b\jéjz‘\nji)Lf) }} .

B = B((zo, %), R) = {(z,y) € PAP(R,R"™, 0), [|(z,y) — (w0, 50)|| < R},

Les résultats théoriques sont confirmés par des simulations numériques dans :
— Figures 18 et 19 sur 'exemple 1 de [2],
— Figures 20, 21 et 22 avec des valeurs complémentaires de (/; et J;) aprés simulation
sur 'exemple 1 de [2],
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Conclusion générale

Au cours de ce mémoire, nous avons présenté un travail sur I’études qualitative
dans les réseaux de neurones. Une étude sur 1'éxistence de la solution pseudo presque-
périodique avec poids d’'un modéle de réseau de neurones de type BAM avec retard mixte
a été donné.

Nous avons introduit les définitions généraux sur les réseaux de neurones : entre forme
biologique et forme artificiel ainsi que la modélisation mathématique de ce dernier par
les équations différentielles avec retard. Nous avons citer quelques réseaux de neurones
récurrents célébre avec et sans retards, et quelques définitions et théorémes utiles sur la
périodicités.

Puis dans le deuxiéme chapitre, nous avons vu sous, certaines conditions (des condi-
tions suffisantes), I'existence et 1'unicité de la solution pseudo presque-périodique avec
poids du modéle étudié qui est modélisé par des équations différentielles a retard mixte.

Ensuite, on a cléturé notre travail par un exemple numérique d’un modeéle a deux
couches avec deux neurones dans chaque couches avec aussi deux types de retards
constant et noyau, en utilisant une simulation avec Simulink de MATLAB. On a présenté
les résultats obtenus sous forme graphique (les trajectoires des solutions).
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Annexe

Al.

A2,

A3.

A4.

Fonction mesurable

Définition 3.1. [57] Soit (X, M) et (Y, N') deux espaces mesurables. On dit qu'une
application f: X — Y est mesurable (pour les tribus M et ) si

' (B)eM,VBeN

Théoréme de convergence dominée de Lebesgue

Théoréme 3.2. [36] Soient 1 < p < oo et (f,), une suite de fonctions de LP(S))
telles que

(1) fn converge presque partout vers une fonction mesurable
(i) 4l existe g > 0, g € LP(Q) telle que, pour tout n € N, |f,| < g presque partout.
Alors

felP(Q) et lim ||f,— fllzr =0, cca.d lim /\fn—f|d,u:()
n—-+00 n—+00

n—-+oo Q Q n—-+00 Q
Théoréme de Fubini

Définition 3.3. [51] Soient €2, Qs deux ouverts de R™ et soit f : O x Qs — R
une fonction mesurable, alors :
~ pour presque tout x € Qy, la fonction [, f(x,y)dx € L}(Q;) est mesurable.

— pour presque tout x € €y, la fonction fQQ f(z,y)dy € L;(Qg) est mesurable.
alors

£ (@, y)dedy = / ([ fey)dy)de = / ([ fe.y)de)dy

9192 Ql Qg Q2 Ql

Point fixe de Banach

Définition 3.4. [53](Application contractante)
Soient (X, d) un espace métrique et f : X — X une application. On dit que "f"
est contractante s’il existe une constante 0 < k£ < 1 telle que

Vo,y € X, d(f(z), f(y)) = kd(z,y).

On pourra alors dire que "f" est k-contractante.
Proposition 3.5. Une application contractante est continue.

Théoréme 3.6. (point fize de Banach) Soient (X,d) un espace métrique complet
et f: X — X une application k-contractante.
Alors f admet un unique point fize dans X, c’est-a-dire

dlxg € X, f(.?fo) = Zy.
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A5. Ensembles convexes
Définition 3.7. [60]
Un sous-ensemble C de R™ est dit convexe si
Ve,y e C,VA € [0, 1],z + (1 =Ny e C.

A6. Théoréeme de GOTTSCHALK

Théoréme 3.8. [75] Quels que soient les nombres réels t,ay, ....,ax, non nuls et
k > 0, il existe un ensemble relativement dense D de nombres entiers tel que n € D

entraine l.existence des entiers mq, ..., my pour lesquels on a :
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Résumé

L’objectif de ce mémoire est de présenter 1’étude qualitative d’un réseau de neurones
récurrents de type BAM avec retard mixte (retards constant et noyau). Ce dernier est
modélisé par des équations différentielles a retard. Dans la prémiére partie, nous avons
présenté, les concepts généraux sur les réseaux de neurones. Nous avons exposé les dif-
férents types de réseaux. On a collecté quelques définitions sur la périodicités et des
théorémes utiles.

Dans la deuxiéme partie, on a commencé par un rappel sur les solutions périodiques
de quelques modéles de réseaux de neurones récurrents cas BAMNNSs. Sous certaines
conditions suffisantes, on a présenté une étude sur I'éxistance et I'unicité de la solution
pseudo presque périodique avec poids d’un modéle de type BAM avec retard mixte.
Dans le dernier chapitre on a appliqué les résultats obtenues précédemment pour traiter
un exemple numérique, en utilisant une simulation avec Simulink de MATLAB, et on
présente les résultats sous forme graphique.

Abstract

The objective of this memoimer is the qualitative study of a BAM neural network
with mixed delays, which is presented by delay differential equations. In the first part,
we presented the general concepts on neural networks. We have exposed the differents
types of neural networks. We have collected some useful definitions about periodicity
and theorems.

In the second part, we starded with an application of periodic functions in some models
of delay recurrent neural networks. Under certain conditions (sufficient conditions) and
by using Banach’s fixed point theorem, we contributed to the studies of the existence
and uniqueness of wieghted pseudo almost periodic solution of a BAMNNs model with
mixed delays.

In the last chapter we apply the results obtained previously to process a numerical
example, using a simulation with Simulink from MATLAB, the results are presented in
graphic form (the trajectories of the solutions).

60 Université de Bejaia, Dpt Maths



	Table des matières
	Table des figures
	Liste des tableaux
	Notations, symboles et acronymes
	Introduction générale
	Préliminaires
	Réseaux de neurones et modélisation mathématique
	Réseau de neurones : neurone biologique et neurone artificiel
	Modélisation mathématique des réseaux de neurones

	Quelques réseaux de neurones récurrents célébres
	 Réseau de neurones de Hopfield
	 Réseau de neurones de type Hopfield statique
	 Réseau de neurones de type Hopfield d'ordre élevé
	 Réseau de neurones BAM (Hopfield/Hopfield d'ordre élevé)
	 Réseau de neurones de type MAM
	 Réseau de neurones de type MAM statique
	 Réseau de neurones de type Shunting

	Réseaux de neurones récurrents à retards
	Équations différentielles à retards
	Classification des équations différentielles à retard
	RNNs retardés : différents types de retards
	RNNs retardés : cas BAMNNs avec différents retards

	Périodicité
	Fonctions périodiques "P"
	Fonctions presque-périodiques "AP"
	Fonctions pseudo presque-périodiques "PAP"
	Fonctions pseudo presque-périodiques avec poids "WPAP"


	Existence de la solution pseudo presque-périodique avec poids d'un modèle de BAMNN avec retard mixte
	Etude mathématique dans les réseaux de neurones récurrents
	Quelques travaux sur la périodicité dans les modèles de réseaux de neurones de type BAM
	Présentation du BAM avec retard mixte ainsi que les hypothèses
	Existence de la solution WPAP
	Conclusion

	Application et simulation
	Utile de simulation : Simulink de matlab
	Présentation de Simulink de Matlab
	Construction d'un diagramme Simulink / Exemples

	Application numérique sous Simulink d'un BAM

	Conclusion générale
	Annexe
	Références
	Résumé
	Abstract

