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Résumé

Les modeéles mathématiques sont des outils incourtournables pour com-
prendre et anticiper la propagation des épidémies. En effet, la compréhension
de la maniére dont une épidémie se développe une fois qu’elle est apparue est
cruciale si on veut espérer la controler. Pour ce faire, divers modéles ont été
développés(déterministes, stochastiques,...). La crise sanitaire actuelle géné-
rée par le Covid — 19 ne fait pas exception et prouve une fois de plus 'im-
portance de la modélisation mathématique des épidémies.

Ce travail fournit une revue simple, compréhensive et tutoriel de la mo-
délisation de la propagation des épidémie. Une application sur les données
de Covid — 19 en Algérie est faite afin de prédire I’évolution temporelle de
la propagation de cette pandémie. Une simulation a été effectué en utilisant
le modeéle STR déterministe, et stochastique avec chaine de Markov a temps
discret et continu.

Mots clés : Epidémiologie mathématique, Chaine de Markov, Modélisa-
tion stochastique, Simulation, Epidémie, Covid — 19.

Abstract

Mathematical models are essential tools for understanding and anticipa-
ting the spread of epidemics. Indeed, understanding how an epidemic deve-
lops once it has appeared is crucial if we want to hope to control it. To do
this, various models have been developed (deterministic, stochastic,...). The
current health crisis generated by C'ovid—19 is no exception and proves once
again the importance of mathematical modeling of epidemics.

This work provides a simple, comprehensive and tutorial review of models
for modeling the spread of epidemics. An application on C'ovid — 19 data in
Algeria is made in order to predict the temporal evolution of the Covid — 19
pandemic in Algeria. A simulation has been carried out using the determi-
nistic STR model, and stochastic with discrete and continuous time Markov
chain in order to predict the temporal evolution of the C'ovid — 19 pandemy
in Algeria.

Key words : Mathematical epidemiology, Markov chain, Stochastic mo-
deling, Simulation, Epidemic, C'ovid — 19.
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OMS

Taille de la population total.

Nombre d’individus susceptibles .

Nombre d’individus décédés.

Nombre d’individus infectés non infectieux(exposés).
Nombre d'ndividus asymptomatiques.

Nombre d'ndividus infectés isolés.

Nombre d'ndividus susceptibles au moment .

Nombre d’infectieux asymptomatiques au moment .
Nombre d’individus ifectieux symptomatiques signalés
au moment g

Nombre d’infectieux symptomatiques non déclarés au
moment %,

Nombre d’individus asymptomatiques et non infectieux
au moment tg.

Nombre cumulé d'ndividus infectieux symptomatiques
déclarés a 'instant t.

Nombre d'ndividus infectés asymptomatiques.

Nombre d'ndividus infectés .

Nombre d'ndividus retirés.

Fraction des personnes inféctées asymptomatiques qui deviennent
des individus inféctées symptomatiques déclarées.
Ensembles.

Chaines de Markov.

Chaines de Markov a temps discret.

Chaines de Markov a temps continu.

Equations différentielles stochastiques.

Variable aléatoire indépendante identiquement distribuée.
Organisation Mondiale de la Santé.

L’ensemble des valeurs de X ().

Ensemble des entiers naturels.
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Taux d’incubation.

Taux d’infection(contagion).
Taux de guérison.

Taux de reproduction.

Taux de natalité.

Taux de mortalité.

Taux de retour a la classe susceptible.
Taux de naissance.

i Taux de mort.

IFR Taux de létalité réel.

CER Taux de létalité apparent.
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Fi(7) Taux d’apparition de nouveaux cas infectés dans le compartiment .
Vi(T) Taux de transmission des individus dans le i"™“compartiment.
r Taux de croissance.
[ Taux de mortalité due a une cause naturelle.
1 Taux de récupération de la sous-population d’incubation.
[lo1 Taux de mortalité chez les individus infectés asymptomatiques
a cause de la maladie (Covid — 19).
422 Taux de mortalité chez les individus infectés symptomatiques
a cause de la maladie (Covid — 19).
Y11 Taux de transition de la sous-population d’incubation a
la sous-population infectée asymptomatique.
Y12 Taux de transition de la sous-population d’incubation a
la sous-population infectée symptomatique.
Vo1 Taux de guérison de la sous-population infectée asymptomatique.
Va2 Taux de guérison de la sous-population infectée symptomatique.
7(t) Taux de transmission au moment ¢ (contamination).
V1 Taux auquel les asymptomatiques infectés devient des symptomatiques
déclarés.
Vg Taux auquel les asymptomatiques devient des symptomatiques non déclarés.
51 Taux d’infection d’individus infectés asymptomatiques.
[ Taux d’infection d’individus infectés symptomatiques.
v Taux d’élimination des cas infectieux asymptomatiques I(t).
1 Durée moyenne de la maladie.
% Durée moyenne pendant laquel les infectieux asymptomatiques

sont asymptomatiques.

% Durée moyenne d’apparition des symptomes chez les infectieux
symptomatoiques.
é Durée moyenne de la période exposée non infectieuse.
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Intervalle de temps.

Indice du temps.

Temps moyen passé par un individu a la sous-population
infectée asymptomatiques.

Temps moyen passé par un individu a la sous-population
infectée symptomatiques.

Temps de simulation.

Temps de retour a ¢ lorsque la chaine part de 7.

Temps de génération.

Temps de doublement.

Période de guérison.

Périoe d’incubation.

Date de début de modéle.

Distance de contact entre les individus susceptibles

et les individus infectés asymptomatiques.

Processus de comptage.

Processus stochastique.

Intensité du processus de poisson.

Matrice tridiagonal.

Matrice de transition.

Ensemble des valeurs de t.

Etats d'une chaine de Markov.

L’espace des etats du processus.

Classe de communication.

Pas de simulation.

Indices des algorithmes.

Loi uniforme sur 'interval [0, 1].

Distribution de bernoulli.

Tolérance numérique.

Nombre minimum d’itération.

Probabilité de transition de 1'état s a 1’état .
Probabilité d’une nouvelle infection.

Probabilité d’une nouvelle guérison.

Probabilité de transition pour une nouvelle infection.
Probabilité de transition pour un nouvel décé ou guérison.
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Introduction générale

Depuis le début de 'humanité, I’homme a utilisé les mathématiques pour
essayer de résoudre certains problémes auxquels il était confronté. En méme
temps, la contribution a la résolution des défis de la société et d’autres disci-
plines a été source d’inspiration pour de nombreux développements mathé-
matiques a travers 1’histoire [1].

Les épidémies sont, depuis la nuit des temps, une source de terreur et de

mort pour les hommes. Nous savons notamment que des paléopathologistes
ont découvert que, pendant la préhistoire, diverses tribus ont été éteintes a
cause de la propagation d'une variante de la peste. D’autres épidémies et
pandémies ont marqué ’histoire, par exemple la peste d’Athénes qui frappa
la ville éponyme en I’an 430 av. J-C, ou encore 1’épidémie de grippe de 1889.
Ces exemples ne forment qu’une partie de la liste d’épidémies qui ont frappé
depuis toujours.
La pandémie de la C'ovid — 19 fait désormais partie de ces événements mar-
quants. Elle restera certainement inscrite dans I’histoire de I’humanité du
fait de sa diffusion presque synchronisée a 1’échelle mondiale. Ce virus, né
en décembre 2019 & Wuhan, en Chine, s’est propagé a travers le monde es-
sentiellement des le début de I'année 2020. Il se propage de telle sorte que,
en septembre 2020, le million de victimes est atteint, et prés de 60 million
d’individus ont été déclarés infectés. Le virus impacte également 1’économie
mondiale. En effet, sa propagation exponentielle pousse les états a confiner
leurs populations, ce qui impacte directement les échanges internationaux, le
tourisme et I’économie en conséquence [8].

Dans ce mémoire, il est question de se concentrer sur la modélisation de
la propagation des épidémies dans le temps. Les maladies infectieuses sont
I'un des domaines ou les fondements théoriques ont été les plus développés
en épidémiologie. La modélisation mathématique des maladies infectieuses
est une science qui a une longue histoire.

Le premier modéle a été développé par Bernoulli en 1760 pour la variole.



A la fin du 19 éme siécle, grace a la bactériologie qui a révélé le mécanisme
de propagation de I’épidémie, les premiers modeéles ont été développé.

Ronald Ross peut-étre considéré comme le pére fondateur de la modé-
lisation actuelle en épidémiologie, dans ses études sur la relation entre le
nombre de moustiques et l'incidence de la malaria, il a formulé & partir de
1908 des modéles de transmission des maladies infectieuse. C’est lui en 1911
qui a publié le premier modéle dynamique de la transmission du paludisme,
il a prouvé qu’en dessous d’un certain seuil de population des moustiques, le
paludisme disparaissait.

En 1927 Kermack et Mc Kendrick ont développé une théorie plus géné-
rale que celle de Ross, mais en utilisant des idées similaires. Ils ont proposé
un modele d’épidémie composé d’individus guéris ayant une immunisation
permanente. Ils ont pu résoudre les équations différentielles qui régissent
I’évolution dans le temps du nombre de personnes susceptibles, infectées et
guéries, et sont parvenus & un remarquable théoréme concernant le seuil de
propagation d’une épidémie. Si le taux d’infection est inférieur a une valeur
critique, la maladie ne se propage pas.

En 1929, Soper a développé des modéles déterministes pour la rougeole,
en supposant que les opérations de transmission étaient analogues a ’action
de la loi de masse de la chimie. Les équations développées par Kermack et
McKendrick étaient également en accord avec cette loi qui allait devenir 1'un
des concepts les plus importants de I’épidémiologie théorique.

Les modéles déterministes, utilisant des équations différentielles ordi-
naires, ont été poursuivis principalement apres 1945 environ. En 1952, Mac-
donald a introduit un concept, qu’il a appelé taux de reproduction de base,
concernant le seuil de propagation, en référence au théoréme du seuil de Ker-
mack et Mc Kendrick.

Cependant, ce n’est qu’en 1975, lorsque le concept a été réintroduit par
Hethcote et par Dietz, qu’il a été largement utilisé. Vers 1945, I’approche sto-
chastique de la propagation des épidémies, qui avait été initiée plus tot, a été
développée par Bartlett. II a transformé le modéle épidémique de Kermack
et McKendrick en un modeéle stochastique en traitant le nombre d’individus
susceptibles et infectés comme des variables stochastiques [2].

Ce mémoire est structuré comme suit :



Dans le premier chapitre, nous donnons un apercu sur 1’épidémiologie et
la modélisation statistique, aussi bien que les objectifs d’application de la
modélisation statistique et les principaux parameétres utilisés dans la modéli-
sation mathématique des épidémies, de plus nous présentons un ensemble de
modeles déterministes les plus connus dans la littérature de I’épidémiologie
mathématique.

Le deuxiéme chapitre est divisé en deux parties, la premiére partie est
consacrée a l'introduction de certaines notions de base sur les processus
stochastiques et les chaines de Markov. Tandis que la deuxiéme partie est
consacrée a la formulation des modéles stochastiques a partir d’une chaine
de Markov a temps continu et discret.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons la pandémie actuelle C'ovid —
19, son mécanisme de transmission et ses paramétres, puis nous mettons l’ac-
cent sur quelques travaux portant sur sa modélisation mathématique.

Dans le quatriéme chapitre, nous appliquons le modéle SIR sur les don-
nées Covid — 19 en Algérie afin de prédire 1’évolution temporelle de la pro-
pagation de cette pandémie.

Ce travail se termine par une conclusion générale synthétisant les points
essentiels abordés dans ce mémoire.



Chapitre 1

Modélisation mathématique en
épidémiologie et modéles
déterministes

1.1 Introduction

Le mot «épidémiologie» est un mot d’origine grecque : «épi» veut dire
«au sujet de», «démos» veut dire «population» et «logos» veut dire «étude».
On peut donc traduire ce terme comme voulant dire «étude de ce qui touche
une populationy» [15].

L’épidémiologie mathématique ou la modélisation mathématique en
épidémiologie a vu le jour au XVIII siécle grace aux travaux du mathéma-
ticien Daniel Bernoulli qui portent sur la modélisation de la maladie de la
variole [17].

La modélisation mathématique des maladies infectieuses, d’abord outil
purement théorique, a commencé a étre mise en pratique avec le probléme
du SIDA dans les années 1980 et 'apparition de certaines maladies conta-
gieuses, comme le SRAS, la grippe aviaire, la malaria et d’autres. Récement,
la crise sanitaire mondiale du coronavirus Covid — 19 a fait émerger le role
de modélisation mathématique dans la prise des décisions politiques et sa-
nitaires. A nos jours, les modéles mathématiques sont des outils incontour-
nables pour comprendre et anticiper la propagation des épidémies. En effet,
la compréhension de la maniére dont une épidémie se développe une fois
qu’elle est apparue est cruciale si on veut espérer la controler. Pour ce faire,
divers modeles ont été développés (déterministes, stochastiques,...)[15].

Dans ce chapitre, nous donnons les différents concepts de base liés a la
modélisation mathématique en épidémiologie. Nous présentons également un



ensemble de modeles classiques dites déterministes les plus connus dans la
littérature de I'épidémiologie mathématique, ainsi qu’une interprétation avec
la présentation des principales propriétés de chaque modéle.

1.2 La modélisation mathématique en épidé-
miologie

La modélisation mathématique des maladies infectieuses est un outil pour
étudier la facon dont les maladies se propagent, prévoir la trajectoire future
d’une éclosion et aider a orienter la planification de la santé publique et la
lutte contre les maladies infectieuses. Les modéles utilisent des équations ma-
thématiques pour estimer le nombre de cas de maladie qui pourraient survenir
dans les semaines ou les mois & venir. Ils aident les chercheurs a simuler des
possibilités réelles dans un environnement virtuel. Bien que les modéles ne
puissent pas prédire ce qui se passera, ils peuvent nous aider a comprendre
ce qui pourrait se passer dans certains scénarios. Cela peut nous aider a pla-
nifier et a agir pour obtenir le meilleur résultat possible, elle commence par
la description du probléme a étudier, sa mise en équation différentielle sous
différentes hypothéses, son étude par des techniques mathématiques ou de
simulation et & la fin I'interprétation de son comportement par rapport aux
parameétres identifiés et estimés.

La modélisation mathématique se fait de fagon déterministe ou stochas-
tique & une échelle de temps continu ou discret.

— Les modéles déterministes a temps continu sont appropriés dans le cas
des grandes populations. Et la modélisation se fait sous forme d’un
systéme d’équations différentielles.

— Les modéles stochastiques intéressant pour de plus petites populations,
leurs étude mathématique est plus compliquée et la modélisation se
fait sous forme de systéme d’équations différentielles stochastiques, leur
étude se fait souvent par simulation [7].

Cette étape de modélisation mathématique de I’épidémiologie des maladies
transmissibles constitue un véritable outil de santé publique. Elle permet
de mettre a I’épreuve, sans perdre du temps ou du frais, les mesures de
lutte contre la propagation du maladie qui sont envisagées. Le modéle n’est
néanmoins pas la réalité et n’est pas supposé la reproduire en totalité. Il
doit donc reproduire au mieux les caractéristiques du phénomeéne étudié en
fonction des objectifs fixés dans le cadre de I’étude.

L’é¢tape de modélisation est ’étape la plus délicate, la plus longue et
souvent la plus périlleuse. En effet, il faut essayer de bien comprendre le



probléme initial (probléme réel) pour tenter de proposer un modéle adapteé.
La premiére tentative proposée ne répond que trés rarement aux attentes,
s’en suit alors plusieurs modifications, jusqu’a parvenir & un modéle final qui
regroupe et traduit un maximum de contraintes que le phénomeéne réel, d’ou
la notion « allers-retours » entre calculs mathématiques et données réels. Si
cette étape est négligée, si les contraintes ne sont pas bien posées, on aboutit
alors & une formulation mathématique qui ne correspond pas au probléme
étudié. La résolution du probléme mathématique fourni alors une solution
non adéquate au probléme concret.

1.2.1 Objectifs de la modélisation

La modélisation mathématique des épidémies vise plusieurs objectifs prin-

cipaux :

— Repérage des mécanismes par lesquels les maladies se propagent ;

— Evaluation de I'incidence réelle de 1’épidémie dans la population, ce qui
permet de mieux estimer le niveau d’immunisation de la population ;

— Prévision des besoins en ressources hospitaliéres pour adapter les me-
sures sanitaires telles que le confinement, la fermeture des écoles, com-
merces etc ...;

— Estimation de I'intérét des différentes mesures dans la limitation de la
propagation de I’épidémie;

— Comprendre les évolutions constatées ;

— Comparer des maladies ;

— Comparer 'effet de plusieurs méthodes de controle. Ceci peut-étre fait
de maniére théorique ou par des simulations pour différentes valeurs
des paramétres et différentes données ;

— Prédire I'étendue et la taille des épidémies.

— Comprendre comment controler la propagation de I’épidémie, par exemple,
réduire le nombre de susceptibles dans le modéle par la vaccination ou
encore la politique de confinement |7].

1.3 Définitions

Dans cette section, on définit certains termes reliés a I’étude des épidé-
mies.

Définition 1. Une maladie infectieuse est une maladie die a un agent in-
fectieux, comme une bactérie, un virus ou un parasite, qui s’ introduit dans le
corps par lalimentation, la respiration ou les fluides corporels (sang, sueur,



ete.). 1l s’y reproduit en grand nombre, puis va infecter d’autres individus, ce
qu’on appelle la contagion.

Définition 2. Un indiwvidu est dit infecté lorsqu’il est atteint d’une maladie
infectieuse.

On fait la supposition que lindividu infecté est contagieuzx, c’est-a-dire
qu il peut transmettre la maladie a d’autres individus, pendant toute la durée
des symptomes de la maladie. Un individu qui n’a pas encore été infecté est
dit susceptible, alors qu’un individu qui a €té atteint par la maladie et qui
n’est plus infecté est dit retiré. Ce retrait peut correspondre a une gquérison
ou a un déces.

Définition 3. Une épidémie désigne une augmentation inattendue du nombre
de cas d’une maladie dans une zone géographique spécifique.

La fievre jaune, la variole, la rougeole sont des exemples des épidémies.
Notamment, une maladie épidémique ne doit pas nécessairement étre conta-
gieuse. Par exemple, la fievre du Nil occidental et ['augmentation rapide des
taux d’obésité sont également considérées comme des épidémies. En termes
plus générauz, les épidémies peuvent faire référence a une maladie avec des
taux nettement supérieurs a la fréquence attendue dans une communauté ou
une région.

Définition 4. Une pandémie est déclarée par 'OMS, lorsque la croissance
d’une maladie est exponentielle. Cela signifie que le taux de croissance monte
en fleche et que les cas augmentent chaque jour plus que la veille.

En étant déclaré pandémie, le virus n’a rien a voir avec l'immunité de la
population ou la gravité de la maladie. Cela signifie qu’un virus couvre une
vaste zone, affectant plusieurs pays et populations.

1.4 Les modéles compartimentaux déterministes

Les modeéles déterministes ou compartimentaux permettent de classer les
individus en différents sous-groupes. Ils sont considérés parmi les modéles les
plus utilisés pour d’écrire le comportement des maladies infectieuses. Ainsi
les mode¢les déterministes tentent de décrire et d’expliquer ce qui se passe
sur la moyenne a 1’échelle de la population. Ils intégrent des grandes popu-
lations. En général ces modéles sont relativement faciles & mettre en place,
puisqu’ils nécessitent moins de données. Un autre aspect important vient du
fait qu’actuellement les logiciels informatiques exploitant ce type de modéles
sont largement disponibles et accessible.



Les modéles compartimentaux sont utilisés pour faciliter les calculs de
probabilité de contagion. Ces modéles divisent la population en classes épi-
démiologiques. Elles permettent d’estimer comment le nombre d’individus
dans chaque compartiment varie au cours du temps. Par abus de notation,
la lettre utilisée pour représenter un compartiment est également employée
pour représenter le nombre d’individus dans le compartiment.

1.4.1 Modéle déterministe simple de Hamer (modéle

ST)

Présentation du modéle

Le modéle de Hamer a été introduit pour la premiére fois par William
Heaton Hamer en 1906, appelé aussi modeéle ST7. Il s’agit du premier modéle
déterministe simple ou 'on considére que la population totale N peut-étre
décomposée en deux catégories les individus susceptibles d’étre infectés S, et
les individus infectés I qui sont atteints et qui sont donc contagieux. Pour
illustrer son modéle, Hamer posait au départ les hypothéses suivantes :

— Il n’y a ni décés ni guérisons (taille de population constante), et pour

toute instant ¢ on a :

N = S(t) + I(t);

— Un individu lorsqu’il est infecté, devient infectieux et il reste infectieux
jusqu’a la fin de sa vie;
— L’infection s’établit par contact direct entre les individus infectés et les
individus susceptibles.
Ce modeéle est alors d’écrit par le systéme d’équations différentielles suivant :

PO — _sswie)
dld&) (1.1)
= BS(OI(W).

Ou S est le taux d’infection ou taux de contagion qui désigne a la fois
que tous les contacts possibles n’ont pas nécessairement lieu, et que ceux-ci
ne sont pas toujours a l'origine d’un nouvel cas (un contact n’entrainant pas
forcément une contamination)[16|. La figure (1.1) donne le diagramme de
transmission de la maladie.
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FIGURE 1.1 — Diagramme de transmission du modéle ST.

Interprétation du systéme d’équations de ce modéle

Le systéme d’équations différentielles de ce modéle peut-étre interprété de
la fagon suivante, les dérivées dt permettent de connaitre la variation (c’est
a dire si c’est croissant ou décroissant) des fonctions S, I en fonction du
temps ¢, afin d’en décrire 1’évolution au cours du temps. Le terme S(t)I(t)
représente le nombre de contacts entre des personnes saines et des personnes
infectées. B étant le taux de transmission, il y a dés lors 55(¢)1(t) personnes
nouvellement infectées. Celles-ci se soustraient des personnes saines (premiére
équation du systéme (1.1)), et s’ajoutent aux personnes infectées (deuxiéme
équation du systeéme (1.1)).

Etude du modéle

On suppose que la population totale est constante et N = S(t) + I(t), on
obtient :

B — _BS(t)(N - S(t)),

dt
(1.2)

A0 — BI(t)(N - I(1)).

Il s’agit d’'un systéme d’équations différentielles de type logistique intro-
duit par Verhulst afin de d’écrire un modéle d’évolution des populations,
admettant comme solution :

N
Itt) = 14 (N —1)exp(—FNt)

Avec I(0) = 1 (Papparition d’une pandémie se traduit par l'introduction
d’un individu infecté dans une population saine a 'instant initial). Cette so-
lution est représentée par une sigmoide appelée courbe épidémique et qui
correspond au nombre total de cas a chaque instant. La figure (1.2), repré-
sente 1’évolution des populations S et I pendant une durée de temps de 15
semaines.

(1.3)
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FIGURE 1.2 — Modéle S1, évolution des populations S et I au cours du temps.

La population compte 1000 individus sains a l'instant ¢ = 0, dans la-
quelle on introduit un individu infecté. On remarque que la population va
progressivement passer de I'état S a ’état I. Ce modéle est trop simpliste,
en fait il ne correspond pas a la réalité en épidémiologie, d’ou la nécessité de
subdiviser la population totale en plus de compartiments.

1.4.2 Modéle SIS

Ce modéele est le plus simple pour décrire la propagation d’une épidé-
mie; il comprend deux classes d’individus : les individus infectés (I) et les
individus sains (). Le modéle comprend deux processus de transformations.
Dans le premier, un individu sain devient infecté par le contact avec d’autres
individus infectés. Ce processus se produit avec un taux d’infection constant
B et il est représenté par le diagramme de la figure (1.1).

Dans le second cas, un individu infecté devient spontanément sain. Plus
précisément, un individu infecté qui s’est remis de la maladie n’acquiert pas
d’immunité et redevient immeédiatement susceptible. Ce processus se produit
avec un taux de guérison constant v et il est représenté par le diagramme
donné dans la figure (1.3). Ce modéle est un modéle qui ne procure pas
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d’immunité, il correspond a certaines maladies comme la tuberculose.

] — S

FIGURE 1.3 — Diagramme de transmission du modéle 1.5.

Nous désignons par S(t) et I(t) le nombre de personnes susceptibles et
infectées & 'instant ¢t. Comme seules ces deux classes d’individus sont pré-
sentes, la somme de ces deux variables est égale au nombre total d’individus
N, S(t)+1(t) = N. Selon les régles de la loi d’action de masse, les équations
qui donnent 'évolution de S(t) et de I(¢) sont données par [6] :

as(t) _ —BSA)I(t) +~I(t),

d (1.4)
dg—ft) = BSOI() — 1)

Ce systéme d’équations différentielles peut-étre résolu numériquement par
la méthode d’Euler implicite.
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FIGURE 1.4 — Modéle SIS, évolution des populations S et I au cours du
temps.

La figure (1.4), représente 1’évolution du nombre de personnes infectées
en fonction du temps.

1.4.3 Modéle SIR

Présentation du modéle

Modele déterministe général de Kermack et MC Kendrick (modeéle STR).
Au début du XXe siécle, William Ogilvy Kermack et Anderson Gray McKen-
drick ont publié un modéle simple de la propagation des épidémies par contact
direct, appelé aussi modele STR. Par la suite, ils ont confronté leur modéle
avec les données de la diffusion de la peste de Bombay entre 1905 et 1906.
Ils partagent la population en trois catégories, les susceptibles S, les infectés
I et les retirés R, ce modéle ne contient que deux paramétres : 3 le taux d’in-
fection et v le taux de guérison, dont les valeurs sont estimées a partir des
données observées. La taille de la population totale est supposée constante
comme dans le modéle de Hamer
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N =8(t)+ 1(t) + R(t).

Ce modele differe du modele SIS par une caractéristique importante. Les
personnes infectées, aprés leur guérison, acquirent une immunisation perma-
nante, ce qui signifie qu’elles ne peuvent pas étre infectées a nouveau.

La figure (1.5), montre le diagramme de transmission de la maladie en
utilisant le modéle STR [16]. Ce modéle est formulé par le systéme d’équations
différentielles suivant :

958 _ _gsnr),

afls

MO _ g5y - 1), (L5)
O — 510

S|——| I |——R

FIGURE 1.5 — Diagramme de transmission du modéle STR.

Interprétation du systéme d’équations de ce modéle

Comme pour le modele ST, le systéme d’équation de ce modéle peut-étre
interprété de la fagon suivante : les dérivées dt permettent de connaitre la
variation (c’est a dire si c’est croissant ou décroissant) des fonctions S, I et
R en fonction du temps ¢, afin d’en décrire 1’évolution au cours du temps. Le
terme S(t)I(t) représente le nombre de contacts entre des personnes saines
et des personnes infectées. 5 étant le taux de transmission, il y a deés lors
BS(t)I(t) personnes nouvellement infectées. Celles-ci se soustraient des per-
sonnes saines (premiére équation du systéme (1.5)), et s’ajoutent aux per-
sonnes infectées (deuxiéme équation du systéme (1.5)). De méme, parmi les
personnes infectées, certaines vont guérir : vy étant le taux de guérison, il y a
vI(t) personnes nouvellement guéries qui s’enlévent des personnes infectées
(deuxieéme équation du systéme (1.5)) et s’ajoutent aux personnes retirées
(troisiéme équation du systéme (1.5)).

Etude du modéle

En faisant la somme des trois équations, on obtient :

13



d
5@+ 1)+ R(0)] =0,

ce qui signifie que la taille de la population est supposée constante dans le
temps.

Le résultat de la résolution numérique de ce systéme d’équations différen-
tielles pour une population initiale de 1000 personnes, le nombre d’infectées
a été introduit un seul infecté I(t = 0) = 1, le taux de transmission 5 = 0.7
et le taux de guérison v = 0.07 est donné dans la figure (1.6).

_S

R
08 T

0.7 r 7

0.5 7

Fopulation

0.3r b

0.2r b

D 1 L L L I L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Temps (semaines)

FIGURE 1.6 — Modéle STR, évolution des populations S I et R au cours du
temps.

Taux de reproduction et théoréme du seuil

De maniére purement mathématique, nous pouvons dire que les limites
des fonctions S(t), I(t) et R(t) existent lorsque ¢ tend vers +o00. De plus,
lim I(t) =0,
t—-+o0
c’est a dire que I'épidémie s’arréte forcément. Ce point de vue est pure-
ment mathématique, il prend en compte le cas extréme ou 1’épidémie s’ar-
réte puisque la population est totalement décimée. Il prend aussi en compte
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le cas ou la population est vaccinée ou immunisée (immunité naturelle ou
collective). C’est pourquoi, des mesures politiques sont prises pour arriver a
diminuer le temps avant 'arrét de ’épidémie. Pour cela, il est nécessaire de
réduire ce qu’on appelle le taux de reproduction Ry.

Définition 5. Le tauz de reproduction R est le nombre moyen de cas secon-
daires produits par un individu infectieuxr au cours de sa période d’infection.

Au début de I'épidémie, la valeur du taux de reproduction est Rg = /7,
puisque 1/~ représente la durée moyenne de la maladie et qu’au début, les
personnes rencontrées sont presque toutes saines.

.
—
o—— ./
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/.\

\ T
/
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FIGURE 1.7 — Réaction en chaine, pour Ry = 3.
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La figure (1.7), montre ce qu’on appelle réaction en chaine, pour Rg = 3,
le premier contaminé va contaminer 3 personnes, donc 4 personnes contami-
nées. Ces trois nouvelles personnes contaminées vont en contaminer chacune
trois autres, 9 nouvelles personnes sont contaminées. Il y a donc 13 personnes
contaminées au total. Ces 9 personnes vont a leur tour contaminer chacune
trois personnes pour un total de 40 contaminées; et ainsi de suite...

Théoréme 1. Si Ry > 1, alors I(t) croit, atteint son mazimum puis décroit
vers 0 quand t tend vers 400 : c’est une épidémie.

Sinon, 1(t) décroit directement vers 0 quand t tend vers +00 : il n’y a pas
d’épidémie.



C’est sur ce théoréme que se basent les scientifiques et les politiques lors-
qu’ils disent, pour I’épidémie de Covid — 19 notamment, qu’il faut a tout
prix réduire Ry pour le rendre le plus proche possible de 1. La figure (1.8),
représente deux cas un peu extrémes qui illustrent le théoréme du seuil sur
le modéle STR.

Population
=
in
Population
=
[

N . _/
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Temps (semaines) Temps (semaines)

Population
=
in
Population
=
[

e e e s

,—"”’-ﬂ
o 0
0O 10 20 30 40 SO 0 10 20 30 40 50

Temps (semaines) Temps (semaines)

FIGURE 1.8 — Ry = 16 pour le graphe de haut & gauche, Ry = 3 pour le
graphe de haut a droite, Rg = 1 pour celui d’en bas a gauche et Ry = 1 pour
le dernier graphe.

Effets du taux de transmission et guérison sur la courbe

1. Modification du taux de transmission : Ce taux peut-étre abaissé
par des mesures comme la distanciation sociale, le confinnement ou la
fermeture de certains lieux. La figure (1.9), représente une comparaison
du pic en modifiant le taux de transmission, le taux de guérison est fixé
a 0.1 tandis que le taux de transmission est de 0.9 pour la fenétre
graphique de gauche et de 0.2 pour celle de droite.
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FI1GURE 1.9 — Comparaison du pic en modifiant le taux de transmission.

On observe trés clairement que le pic de la courbe de I (en rouge) est
moins haut (0,7 contre 0,5) et que la courbe est plus étalée. De plus,
la courbe de S (en bleu) décroit beaucoup plus rapidement a gauche
qu’a droite.

2. Modification du taux de guérison : I’état d’un systéme de santé ou
Iexistence d’un traitement peuvent permettre d’augmenter ce taux. La
figure (1.10), représente une comparaison du pic en modifiant le taux
de guérison. Cette fois-ci, le taux de transmission est fixé a 0.8 tandis
que le taux de guérison est de 0.01 pour la fenétre graphique de gauche
et de 0.09 pour celle de droite.
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FI1GURE 1.10 — Comparaison du pic en modifiant le taux de guérison.

Comme précédemment, on voit clairement |'effet sur le pic de la courbe
de I (infectées, en rouge) : de plus de 90% de la population infectées a
70%.

3. Modification des deux a la fois : la combinaison de mesures permet-
tant de baisser le taux de transmission (mesures sanitaires) et d’aug-
menter le taux de guérison (mesures médicales et recherche) permettent
de modifier le pic de la maniére suivante. La figure (1.11), représente
deux situations différentes, la premiére (a gauche) peut-étre vue comme
une situation dramatique avec des taux de 0.9 (transmission) et 0.01
(guérison) contre une situation plus optimiste a droite, des taux de 0.2
(transmission) et 0.09 (guérison).
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FI1GURE 1.11 — Comparaison du pic en modifiant les deux taux a la fois.

L’effet sur le pic de la courbe de I (en rouge) est indiscutable : on passe
d’une hauteur de 0,9 (avec une courbe qui « descend lentement» ) & une
hauteur de 0, 5 (avec une courbe qui « descend » quasiment directement
et trés rapidement). En outre, le nombre de personnes saines (courbe
bleue) décroit tres rapidement vers 0 & gauche contrairement a la courbe
de S (en bleu) a droite qui reste au voisinage de 0, 1.

1.4.4 Autres extensions du modéle SIR

Le modéle STR était la base de plusieurs modéles mathématiques en
épidémiologie, il est réguliérement utilisé comme par exemple dans la grippe
A en 2009. Ce modéle a subi des changements par I’ajout des extensions (des
nouveaux compartiments) au modéle standard. Ces différentes extensions
ont tous les mémes principes de base déja énoncés mais elles comprennent
des degrés de complexité variés. Parmis les extentions du modéle STR, nous
citons : STRS, SIER, SIRI, SISR ou encore SIRD. Dans ce qui suit,
nous nous contentons par présenter deux de ces extensions a savoir le modéle

SEIR et le modéle SIRS.
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1.4.4.1 Modéle SEIR

Nous avons vu précédment que les trois principales classes d’individus sont
les personnes susceptibles, les personnes infectées et les personnes retirées,
mais d’autre classes peuvent également étre présentes. Par exemple dans ce
modele, en plus des personnes susceptibles, infectées et retirées on a une
autre classe présente, c’est la classe des exposées, dont les individus ne sont
pas contagieux, ce qui permet de prendre en compte la durée d’incubation
via un autre parameétre «, qui représente le taux d’incubation.

Le modéle SEIR est un peu plus élaboré par rapport au modéle STR.
En effet, ce dernier prend en compte trois hypothéeses de plus que le modéle
SIR, la démographie de la population en particulier. La population totale
N(t) évolue donc au cours du temps ¢. dans ce qui suit, nous donnons les
étapes de 1’évolution du modeéle STR vers le modele SEIR [6].

Etape 1

Dans cette étape, une nouvelle sous-population est ajoutée, les personnes
infectées non-infectieuses (exposées), qui ne sont donc pas contagieuses, re-
présentées par la fonction E(t) ; ce qui permet de prendre en compte la durée
d’incubation (via « le taux d’incubation) d’une maladie. En reprenant le
schéma et le systéme du modeéle STR (figure (1.5)), et en ajoutant un terme
+aE(t)(voir figure(1.12)), on obtient le systéme suivant :

TR

SI-2.E

FIGURE 1.12 — Diagramme de transmission du modele SETR.

Le systéme d’équations différentielles associé a ce diagramme est donné
par :

(B0 sswra,
PO s~ ap (),
%t) — B(t) —~I(2), (1.6)
%}Et) =71(t)
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Etape 2

Dans cette étape, le taux de natalité v de la population est aussi considéré.
Les personnes sont supposées naitre saines, on ajoute alors un terme v N (t)
a la premiére ligne (voir figure (1.13)), on obtient le systéme suivant :

%)

S SsL B TR

F1GURE 1.13 — Diagramme de transmission du modéle SETR.

([ BU_ gsw10) +vn ),
B _ 5w - ar0),
d;—g) — aB(t) —~I(b), (1.7)
dilt) =~I(1).

dt

Etape 3

Enfin, dans la troisiéme étape, on ajoute du taux de mortalité u de la po-
pulation. Une personne pouvant décéder quelque soit son état (S, E, I ou R),
et de cause non liée a I’épidémie, on retire donc ces personnes de chaque ligne
(soit —uS(t), soit —puE(t), soit —ul(t), soit —uR(t) selon la sous-population
considérée) (voir figure (1.14)) et on obtient le systéme suivant :

=[S E- TR
S S B

FIGURE 1.14 — Diagramme de transmission du modele SETR.

21



(1.8)

Apreés résolution numérique de ce systéme, pour un taux de natalité v =
0.008, un taux de mortalité © = 0.02, un taux d’incubation o = 0.75, un
taux de guérison v = 0.05 et un taux de transmission 5 = 0.8, le résultat est
donné dans la figure (1.15).

_S
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=
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o
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0.2r 7
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FIGURE 1.15 — Représentation graphique du modéle SEIR.

Pour cet exemple, le taux de mortalité est supérieur au taux de natalité.
Le pic des personnes infectées non-infectieuses (courbe verte) précede le pic
de la courbe (rouge représentant les personnes infectées infectieuses). De
plus, une fois le pic (de la courbe rouge, personnes infectées) passé, la courbe
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décroit ; simultanément, les courbes des personnes retirées (rouge) et saines
(bleue) croissent.

1.4.4.2 Modéle SIRS

Le modéle STRS est une variante du modeéle SIR ou un individu au
paravant immunisé peut perdre son immunisation et retourner dans la classe
des susceptibles (on parle d’'immunité partielle) [6]. Le modéle comporte les
trois processus suivants :

— Un premier selon lequel un individu susceptible peut-étre infecté au
contact d’un individu infectieux, qui se produit avec un taux de trans-
mission 3.

— Un deuxiéme ou un individu infecté peut guérir de maniére spontanée
avee un certain taux de guérison 7.

— Un dernier au cours duquel un individu guéri perd son immunité et
devient & nouveau susceptible, de maniére spontanée également, selon
un taux 9.

Le diagramme de transmission de ce modéle est donné dans la figure (1.16)
et les équations d’évolution des différentes classes sont donnés par :

B~ sst)1() +5R ()
%{” = BS(I(t) — 1), (19)
W) —1(6) - 5R0)

ST JR-2[S

FIGURE 1.16 — Diagramme de transmission du modele STRS.
avec N = S(t) + I(t) + R(t). La figure (1.17), montre I’évolution de ce

modéle dans le temps, pour un taux de transmission § = 0.8, un taux de
guérison v = 0.4 et un taux de retour a la classe susceptible § = 0.1.
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FIGURE 1.17 — Evolution du modéle STRS dans le temps.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné quelques notions de la modélisation
mathématique en épidémiologie. Puis, nous avons présenté quelques modéles
déterministes connus en épidémiologie. Dans le chapitre suivant nous nous
interéssons aux deuxiéme type de ces modéles a savoir les modeles stochas-
tiques.

24



Chapitre 2

Modélisation stochastique en
épidémiologie

2.1 Introduction

Le sujet de la modélisation stochastique des épidémies est vaste. Il existe
de nombreux types possibles de modéles épidémiques stochastiques. La dé-
cision de choisir un type de modéle ou d’en inventer un nouveau dépend de
la question spécifique a explorer et des données disponibles ou pouvant étre
obtenues [10]. Trois types de processus de modélisation stochastique sont
décrits dans la littérature :

1. Un processus basé sur les chaines de Markov en temps discret (CMT D),
2. Un processus basé sur les chaines de Markov en temps continu (CMTC'),
3. Un processus basé sur les équations différentielles stochastiques (EDS).

Ces processus stochastiques difféerent dans les hypothéses sous-jacentes
concernant le temps et les variables d’états. Dans un modéle CMTD, le
temps et les variables d’états sont discrétes. Dans un modele CMTC, le
temps est continu, mais les variables d’états sont discrétes. Enfin, le modéle
EDS est basé sur un processus de diffusion, ou les variables de temps et
d’états sont continues |[3].

Un premier modéle épidémique stochastique a été proposé par A.G. McKen-
drick en 1926, qui précede ses travaux avec Kermack sur les modéles détermi-
nistes. En 1928 et 1931, Reed et Frost, et Greenwood ont proposé des modéles
stochastiques en temps discret, qui procédaient par générations d’infectieux.
Le modéle Reed-Frost, n’a pas été publié a I’époque, mais a été présenté dans
des conférences en 1928. Bartlett, a étudié un modeéle STR stochastique en
temps continu, et cela a commencé une abondante littérature dont nous ne
mentionnons que quelques faits saillants. Le livre de Bailey (imprimé pour la
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premiére fois en 1957) traite a la fois des modeéles épidémiques déterministes
et stochastiques et l'estimation de leurs parameétres [10].

Dans ce chapitre, nous donnons les différents concepts de base sur les
perocessus stochastiques dont nous auront besoin pour la modélisation sto-
chastique des deux modeéle STR et SIS avec les chaines de Markov a temps
continu et discret.

2.2 Notions de base

2.2.1 Processus stochastique

Définition 6. Un processus stochastique {X (t)},t € T est un ensemble de
variables aléatoires, c’est-a-dire que pour tout t € T, X(t) est une variable
aléatoire [12]

L’indice t est souvent interprété comme étant le temps. L’ensemble des
valeurs que peut prendre (¢)}, noté S est appelé I'espace des états du proces-
sus, et I'ensemble T est appelé ’ensemble des indices du processus.

Lorsque t représente le temps et lorsque T est dénombrable, on dit que le
processus est a temps discret, alors qu’il est a temps continu si T est un
intervalle dans R.

Définition 7. (Processus de comptage)[12]

Un processus stochastique a temps continu {N(t),t > 0} est un processus
de comptage si N(t) représente le nombre total d’événements s’étant produits
Jusqu’au temps t.

Un processus de comptage posseéde donc les propriétés suivantes :

(i) N(t)>0;

(i) N(t) € IN;

(117) si0 < s <t, alors N(s) < N(t);

(iv) pour 0 < s < t, l'accroissement N(t) — N(s) correspond au nombre

d’événements se produisant dans l'intervalle [s, t].

2.2.2 Processus de Poisson

Soit X;, le nombre de fois oul se réalise un événement donné dans l'inter-
valle [0,t], Xo = 0. {X(t),5} est dit processus de Poisson sil satisfait aux
trois conditions suivantes :

i) Le processus continue est homogéne dans le temps c’est a dire :

P(X(t+s)— X(s)=k)=P(X(t) =k) =px(t),Vs >0,t >0,k € IN.
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Ceci veut dire que la probabilité d’avoir k£ événement dans un intervalle
de longueur ¢ ne dépend que de t et non pas de la position de I'intervalle
par rapport a l'axe tomporel.

ii) Le processus est a accroissement indépendant, ceci veut dire que pour
tout systéme d’intervalle disjoint, le nombre d’événements s’y produi-
sant sont des variables aléatoires indépendantes, en particulier :

P(X(t+s) = X(s) =k, X(s) = j) =P(X(t +5) = X(s) = k)P(X(s) = j)
=pi(t)p;(s), Vs > 0, > 0.

iii) La probabilité que deux événements ou plus se produisent dans un
petit intervalle At est négligeable par rapport a la probabilité qu’il y
ait un seul événemement :

o(At) si k> 2,
pe(At) = ¢ AAt sik=1,
1—=MAt sik=0.

A est appelé intensité du processus de Poisson (c’est le nombre moyen
d’événements par unité de temps).

2.2.3 Processus de naissance et de mort

Soit { X (), ¢ > 0} un processus stochastique a espace d’états N = {0, 1, ...}
et homogéne dans le temps, P(X(t 4+ s) = j | X(s) = i) = p;;(t) ne dépend
pas de s.

{X(t),t > 0} est dit processus stochastique de naissance et de mort si les
conditions suivantes sont satisfaites :

— piip1(A) =P(X(t+ At) =i+ 1| X(t) =1) = At +o(At), >0.

— pic1(A) =P(X(t+ At) =i — 1| X(t) =1) = At + o(At), > 1.

= pi(A) =P(X(t+At) =i | X(t) =1) =1—(\; + p;) At+o0(At),i > 0.

Ai >0, p; >0 sont les taux de transitions.
Ai © taux de naissance (croissance).
;- taux de mort (décroissance).

Le générateur infinitésimal du processus est donc une matrice dite tri-
diagonale A = (aij)zjeN vérifiant a;; = 0,]0 — j| > 2 apps1 = Ay Q-1 =
un,‘v’n 2 ]_, (CLOl = )\0) et iy = — Z Q5.

i#]
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—Xo Ao 0 0 0

o — (A4 ) A 0 0

A= 0 M2 — (A2 +p2) Ao 0
0 0 0
' ' —(Av+un) An

2.2.4 Chaine de Markov

L’état au temps t du processus ne dépend que de son état au temps t — 1.

PX(t)=7|X(t1)=11,..X[t—=1)=4d41)=P(X(@t)=J | X (t1) =is-1)-

La probabilité de passage d’un état ¢+ a un état j ne varie pas avec le temps.
Vi, 1<t<N P(X(t)=j|X(t1)=1)=C.

Les chaines de Markov homogénes dans le temps sont les chaines dont les
probabilités de transition P(X(¢) = j | X(s) = i) ne dépendent que de la
durée de 'intervalle [s,t] et non pas de la position relative a 1’axe tomporel :

P(X(t)=7/(X(s) =1) =pi;(t —s) oubien P(X(t+s) =7 | X(s) =1i) =
pij (t).

Les fonctions p;;(t) ainsi définies obeissent aux propriétés souivantes :

ijCE
Probabilités de transitions

Définition 8. Soit (X,,),5, une chaine de Markov a valeurs dans E, on
appelle probabilité de transition la donnée pour tout n > 0, pour tout (i,]) €

E? :

P(Xot1 =7 | Xy =1) = pij(n).
Une chaine de Markov est dite homogéne si p;;(n) ne dépend pas de l'instant
n:

Vn > 0,Y(i,5) € E* pi(n) = pij,

la définition précédente, veut dire que la probabilité de transition de ’état
1 a ’état 7 ne dépend pas de l'instant auquel la transition se fait.
Propriété de Markov
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Définition 9. Une suite de v.a. (X,),~, définie sur (2, A, P) a valeurs dans
un espace E diseret est appelé Chaine de Markov (C.M) si, pour tout n > 0,
pour toute suite (ig,iy,...,1,7) €léments de E telle que ,

P(Xo =1do,..., X, =1,) >0, nous avons :

P(XnJrl:j’Xn:@anl:Z‘nfla"wXO:iO):P(Xn+1:j‘Xn:i)'

L’indice de la variable étant simulé dans le temps, X,, est dite I'observa-
tion du processus a l'instant n.
L’indice 0 étant initial, 'état X, est dite ’état initial.
L’état j du processus a I'instant n+ 1 ne dépend pas du passé, ig, 41, ..., tn_1,
mais seul de I'état présent ¢. Cette propriété est appelée propriété de Markov.

Matrice de transition

Définition 10. On appelle matrice de transition associée a la chaine de
Markov (Xy),q la matrice P = (pij), ;cp carrée d’ordre Card(E) si E est

fint, telle que Y p;j =1, c’est donc une matrice stochastique.
jEE

Graphe de transition

Définition 11. Le graphe de transition est construit a partir de la matrice
de transition ainsi, les sommets sont les états et les arrétes orientées repré-
sentent les p;; > 0.

2.2.4.1 Classification des états d’une chaine de Markov

Classe irréductible
Soit (X,),o une chaine de Markov d’espaces d’états E.

Définition 12. Soient i,j € E. On dit que j est accessible a partir de i et
on note 1 — j Si

IneN:pli=P(X,=j|Xo=1)>0.

On dit que © et j communiquent si chacun est accessible a partir de l’autre.
On note alors i <— j.

Récurrence et transience

Définition 13. Soit i € E. La variable aléatoire T; = inf {n >1,X,, =i}
est appelée temps d’atteinte de i ou encore temps de retour a v lorsque la
chaine (X,),sq part de i. Par convention, lorsque pour tout n > 1, X,, # i,
on pose T; = +00.
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Définition 14. Un état @ € E est dit récurrent si partant de i on y revient
presque stirement en temps fini.
P(T; < +oo | Xog=1)=1.
L’état i est transitoire dans le cas contraire c.a.d lorsque.
P(T; = +o0 | Xo=1) > 0.

Autrement dit : un état 7 est transitoire si avec une probabilité strictement
positive on peut le quitter sans jamais y revenir.

Lemme 1. Vn € N,Vi,j € E.

Les états transitoires sont les états dans lesquels on ne passe qu’un nombre
fini de fois. Par opposition, on revient une infinité de fois dans un état ré-
current.

Définition 15. Une classe de communication C est dite absorbante si :

Z pU,VZ eC.

jeC

Lorsque C' est un singleton : C' = {i} l’état i est dit absorbant. p; = 1 (sur
le graphe on a une boucle sur l’état i avec la probabilité 1).

Etat périodique (périodicité)

Définition 16. Un état i est dit périodique de période d(i) si les temps de
retours a i sont d(i)-périodiques ot

d(i) = PGCD {n >1:p" > o},
st d(i) =1, Uétat i est dit apériodique.

Remarque 1. L’état i tel que p;; > 0 est nécessairement apériodique, car on
peut y retourner en tout temps entier.
La périodicité est une propriété de classe.

2.3 Les modeéles stochastiques

Les modéles stochastiques sont probabilistes et étudient d’avantage les
phénomeénes a I’échelle microscopique, les systémes évoluent d’une fagon aléa-
toire dans tous l'espace sans qu’aucune équation qui les dirige et sans qu’au-
cune prévision ne soit possible dans le temps.
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2.3.1 Formulation du modéle stochastique a partir d’une
chaine de Markov a temps discret : CMTD

Soient S(t),I(t) et R(t) des variables aléatoires discrétes représentant le
nombre d’individus susceptibles, infectés et retirés au temps t, respective-
ment. Pour ce type de modéle, le temps « t » est discret et a valeurs dans
I'ensemble T = {0, At,2A¢t,...}.

S(t),1(t), R(t) sont considérées comme des variables aléatoires discrétes sa-
chant que,

S(t), I(t), R(t) € {0,1,2,...,N}.

2.3.1.1 Modéle SIS

Pour le modeéle ST, nous avons N = S+ I, ce modéle est caractérisé par
une seule variable aléatoire I(t) car S(t) = N — I(t) [5].

Soit {I(t)},2, le processus stochastique associé a la fonction de probabilité
P(I(t) =1) = pi(t) pour i =1,...,N et t = 0, At, 2At...., de sorte que :

N
Zpi(t) =1, pi(t) >0, Vi,t.
=0

Notons p(t) = (po(t), pi(t)...,pn(t)) le vecteur de probabilité associé a
I(t). La propriété de Markov est respectée si :

P(I(t + At)/1(0), I(At), I(2A8), ..., I()) = P(I(t + At)/I(t)).

Cette propriété Markovienne, indique que la valeur future de I dépend uni-
quement de la valeur actuelle, et non de la trajectoire empruntée pour I’at-
teindre. Les deux états, actuel ¢ et futur ¢ + At sont liés par la probabilité
de transition suivante :

pi(t + At t) =PI(t + At) = j5/1(t) =1).

Lorsque cette probalité de transition ne dépend pas de t, le processus est
alors dit homogeéne dans le temps. Cette propriété s’explique par le coté au-
tonome du modéle déterministe, ¢’est pourquoi nous notons cette probabilité
de transition par pj;;(At).

Afin de réduire le nombre de transitions possibles nous supposons qu’au
cours de l'intervalle de temps At, le nombre d’infectés ne peut varier qu’au
plus d’un. Autrement dit, pour un At suffisament petit, si I(¢) = i, alors
I(t + At) ne peut-étre égal qu'a i — 1 ou i + 1. Cela peut-étre interprété par
le fait que, soit il y a une nouvelle naissance dans la classe I(i — i+ 1), une
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nouvelle infection 7(: — i + 1), un décés dans la classe I(i — i — 1), une
guérison I(i — i — 1) ou rien I(i — i) dans un intervalle de temps At.
Autrement dit, pour i € {0,..., N}, sij ¢ {i —1,i,i+ 1}, alors,

Revenant au modeéle SIS déterministe, nous avons vu dans le chapitre
précédent que I'évolution de S(t) et de I(t) sont données par le systéme :

A5 gswy1e) + 41(0),

d (2.1)
%ft) = BS(1() — 1)

[ étant le taux d’infection et v étant le taux de guérison, alors il y a deés
lors 5S(t)I(t) personnes nouvellement infectées et vI(t) personnes nouvelle-
ment guéries (ou mortes). Cela peut-étre interprété en terme de probabilités
de transitions comme suit :

Bs iAt  si J=1+1,
it j=i—1,
pji (At) = . . o
1—[Bsi+yilAt j=1i,
0 s Al A 144,

mais nous avons S(t) = N — I(t) d’ou, les probabilités de transitions du
modéle SIS sont données par :

BN — i) iAt i j=id 1,
iAt i1,
pji (At) = 7 o . =t
L—[B(N —d)i+vyi]At j=i,
0 si JAitlAi—144

Pour simplifier la notation et pour relier le processus épidémique SIS a un
processus de naissance et de mort, la probabitité de transition pour une
nouvelle infection est notée b; et pour un décé ou une guérison est noté d;.
Par substitution dans le systéme précédent, on trouve :

bi Jj=1i+1,
d; J=1—1,
(AL =
Psi (A0) 1—[b;+d] j=i,
0 JAIAIAI— 14
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En appliquant la propriété de Markov, les probabilités peuvent-étre ex-
primées a temps (¢t + At) par,

pi(t +At) = pi1(t)bi1 + piv1(t)digs + pi(t) (1 = [b; + i),
et d; = viAt.
D’ott une matrice de transition est formée lorsque les états sont ordonnés

de 0 a N.

Par exemple, 1'élément (1,1) de la matrice de transition de ’état zéro
a l'état zéro est donné par pop(At) = 1 et I'élément (N + 1, N + 1) qui
représente la probabilité de transition de I’état N a I'état N est donné par
pNN(At) =1- dN.
La matrice de transition du modéle SIS, P(At) est donnée par :

1 dq 0 0

0 1—(by+dy) do 0

. by 1 — (by + d2) 0
P(AL) = | . 0 by 0

0 : : - dy

0 : 0 - 1—dy

P(At) est une matrice stochastique car la somme de chaque colonne est égale
a 1. Par ailleurs, seul I’état 0 est absorbant les NV autres étant transitifs. Pour
un vecteur p(0) donné, nous pouvons maintenant écrire :

p(At) = P(AL)p(0).
Il s’ensuit par récurrence que :
p(t + At) = P(At)p(t) = P (At)p(0) pour t = nAt.

Le graphe donné dans la figure (2.1) représente la chaine de Markov ainsi
constitué.

1— (b +dy) 1— (b +dy) 1—dy

FIGURE 2.1 — Le graphe de transition pour le modéle SIS.
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On déduit du graphe que la chaine de Markov est irréductible. L’algo-
rithme de cette méthode est donné par :

Algorithme SIS CMTD
Debut
% Initialisation des parameétres ;
lire (8); % le taux d’infection;;
lire(y) ; % le taux de guérison;
lire(t_sim); % le temps de simulation ;
lire(At) ; % le pas de simulation lire(N) ; % la taille de la population ;
t =1; % indice
t(1) = 0; % la valeur initiale;
lire( (1)) ; % nombre initial des infectés;
S(1) = N — I(1); % nombre initial des susceptibles;
pour t =2 at_ sim a pas de At faire
Calculer la probabilité d’une nouvelle infection pl = 8S(¢)I(t)At;
Calculer la probabilité d’une guérison p2 = vI(t)At;
Calculer la probabilité qu’il n’y ait aucun changement 1 — (p1 + p2);
Générer une suite de v.a.did u ~ U([0,1]);
si 0 < u < pl alors
S(t+ At) = S(t) —1;
I(t+At)=1I(t)+1;
sinon
si pl <u < pl + p2 alors
S(t+ At) = S(t) + 1;
It+At)=1(t)—1;
sinon
S(t+ At) = S(t);
I(t+ At) = 1I(t);
fin si;
fin pour;
Fin.

Voici ci-dessous des simulations de ce modéle effectuées sous Matlab.
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FIGURE 2.2 — Simulation du modéle STS basé sur CMTD. = 0.01,y = 0.5,
N = 100, I(t = 0) = 5, temps de simulation 20 semaines et le pas de
simulation 0.01.

La figure(2.2), représente la simulation du modéle SIS. A partir de cette
figure, on remarque que quand on augmente le nombre total d’individus N
et qu’on choisit un pas de temps At infinitésimale, le modéle stochastique se
rapproche du modéle déterministe.

2.3.1.2 modéle SIR

Comme pour le modeéle STR déterministe, nous partageons la population
en trois compartiments : les individus susceptibles S, les infectés I, les retirés
R qui sont des variables aléatoires discrétes. Il y’a 2 variables aléatoires dé-
pendantes S(t) et I(t), puisque la variable aléatoire R(t) = N—S(t)—1(t) [3].
D’ou la probabilité associée a ce processus a deux variables, {S(t), I(t)},,
est donnée par :

psi(t) = P(S(t) = s, I(t) = 1),

les probabilités de transitions peuvent-étre définies sur la base des hypothéses
de la formulation déterministe SIR vue dans le chapitre précédent.

On discrétise le temps qui appartient dorénavant a {0, At, 2A¢t, - -- }.

Nous supposons que At peut-étre choisit suffisamant petit pour que dans
un intervalle de temps At il n’y ait au plus un changement d’étude (soit une
nouvelle infection, naissance, déces, ou une guérison). On aura : {(Sy,, I,)}.—,
chaine de Markov homogéne dans le temps, on a les transitions possibles sont :
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(s,i,r) — (s —1,i+1,7),
(s,i,r) — (s, —1,7),
(s,i,7) —> (s,4,71),

d’ott les probabilités de transitions sont données par :

BisAt si (k,j7) = (—1,1),
viAt k,7)=(0,—1),
P(stkitg) (Al) = ] . . ( ) B ( )
- /BZSAt - ’VZAt (k7j) - (Oa 0)7
0 sinon .

Ou At est choisi petit pour que toute les quantités soient comprise entre
0et 1.

Cependant, en appliquant la propriété de Markov, les différentes équa-
tions satisfaites par les probabilités p(s,i;t + At) peuvent-étre exprimée en
terme de probabilité de transition,

p(s,i,t+At) = p(s+1,i—1)(t)50G —1)(s+1)At +
p(s, i+ 1)(t)y(i + 1)At +
p(s,1)(t) [1 — (Bis + vi)] At. (2.2)

L’algorithme de cette méthode est donné par :
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Algorithme SIR CMTD

Debut
% Initialisation des parameétres ;
lire (8); % le taux d’infection ;
lire(y) ; % le taux de guérison;
lire(t _sim); % le temps de simulation ;
lire(At) ; % le pas de simulation lire(V) ; % la taille de la population ;
t =1; % indice
t(1) = 0; % la valeur initiale;
R(1) = 0; % la valeur initiale;
lire( 1(1)); % nombre initial des infectés;
S(1) = N — I(1); % nombre initial des susceptibles;
pour t =2 at sim a pas de At faire
Calculer la probabilité d’une nouvelle infection pl = 3S5(t)1(t)At;
Calculer la probabilité d’une guérison p2 = vI(t)At;
Calculer la probabilité qu’il n’y ait aucun changement 1 — (pl + p2);
Générer une suite de v.a.iid u ~U([0,1]);
si 0 < u < pl alors
S(t+ At) = S(t) —1;
I(t+ At)=1I(t)+1;
R(t+ At) = R(t) ;
sinon
si pl <u < pl+ p2 alors
S(t+At)=S5(t);
I(t+ At) =1I(t) —1;
R(t+ At) = R(t) + 1;
sinon
S(t+ At) = S(t);
I(t+ At) = 1(t);
R(t+ At) = R(t);
fin si;
fin pour;
Fin.
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FIGURE 2.3 — Simulation du modéle STR basé sur CMTD. = 0.01,y = 0.5,
N = 100, I(t = 0) = 5, temps de simulation 25 semaines et le pas de
simulation 0.01.

La figure(2.3), représente la simulation du modele STR avec deux mé-
thodes différentes a savoir : une méthode basée sur CMT D et une méthode
déterministe. De la méme facon que pour le modéle SIS, on constate que
quand on augmente le nombre total d’individus N et qu’on choisit un pas de
temps At infinitésimale, le modéle stochastique STR se rapproche du modéle
déterministe.

2.3.2 Formulation du modéle stochastique a partir d’une
chaine de Markov a temps continu : CMTC

On peut déduire les modéles basés sur les chaines de Markov a temps

continu a partir des modéles basés sur les chaines de Markov a temps discret.

Pour ce faire, on considére que le temps ¢ € [0, 4+o00| et il faut choisir un

pas de temps trés petit pour le modéle & temps discret. Autrement dit, dans

cette sous section, les variables aléatoires S(t), I(t) et R(t) sont considérées
comme des variables aléatoires discrétes i.e.

S(t), I(t), R(t) € {0,1,2,...,N},

et le temps t est continu.
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2.3.2.1 Modéle SIS

Le processus stochastique de ce modeéle dépend d’un ensemble de variables
aléatoires discrétes {I(t)},t € [0, 00][ et la probabilité associées [3],

p(t) = (po(t), -~ ,pn(t)), ou
pi(t) = P(I(t) = 1i).

Ce processus stochastique a la propriété de Markov. Les probabilités de tran-
sitions sont appelées probabilités de transitions infinitésimales car elles sont
valables pour un At suffisament petit, le terme o (At) est inclus dans la dé-

finition,
_ o(At)
i (T B O) |

Les probabilités de transitions pour ce modéle sont définies comme suit :

Bi(N —i)At + o (At) - j=1+1,

) ) At Fo(A) j=i-1,
Pit (A =9 1 T (Bi(N — i) + 7)ilt +o(AY)  j=1i,
o(Ay) sinon.

Pour simplifier la notation, on note :

tel que :
b; : repésente une naissance (nouvelle infection).
d; : représente un décé ou une guérison.

di + o (At i1,
pji (At) = (&7) J .

1— (b +d;)+o(Ay) j =1,

o (Ay) sinon.

En appliquant la propriété de Markov et les probabilités de transitions
infinitésimales :

pi (t + At) = pio1 (£)bi1 At + piga (U)dip1 At
pi(t) (1 — [b; + d;] At) + o (At) .

Les équations sont les méme que les équations CMT D sauf que o (At) est
ajouté.
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En soustrayant p;(t) et dévisant par At, et on laisant At — 0, on obtient :

dpi
T Pi—1bi1 + piy1dipr — pi [bs + di),
pour ¢ = 1,..., N et dc% = p1d;. Ces derniéres équations sont connues

sous le nom des équations différetielles de Chapman-Kolmogorov. La derniére
relation peut-étre donnée sous forme matricielle par :

dp

dat = Q(At)P

Ou p(t) = (po(t),...,pn(t)) et la matrice Q(At) qui est appelée matrice gé-
nératrice est donnée par :

0 d, 0 0

0 —(by+dy) do 0

- b, — (by + dy) 0
Q(At) = | . 0 by 0

1 : : . dy

0 : 0 . —dy

L’algorithme de cette méthode est donné par :
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Algorithme SIS CMTC

Debut
% Initialisation des parameétres ;
lire (8); % le taux d’infection ;
lire(y) ; % le taux de guérison;
lire(t _sim); % le temps de simulation ;
lire(N) ; % la taille de la population ;
j =1; % indice j
t(1) = 0; % la valeur initiale;
lire( (1)) ; % nombre initial des infectés;
S(1) = N — I(1); % nombre initial des susceptibles;
Tantque I(j) > 0 et t(j) <t_sim faire
Calculer b= 8S(j)I(j) et d = ~vI(j);
Calculer la probabilité d’une infection pl = _%:
Calculer la probabilité d’une guérison p2 = a%b ;
Générer deux suites de v.a.d.id ul, u2 ~U([0,1]);
si 0 < ul < pl alors
SG+1) = SG) — 1
IG+1)=1(t)+1;
sinon
S(j+1) = S(j) +1;
1G+1) = 1(7) — 1;

fin si;
t(j+ 1) = t(j) — 22
J=J+1

fin Tantque;

Fin.
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FIGURE 2.4 — Simulation du modeéle SIS basé sur CMTC'. = 0.01, v = 0.5,
N =100, I(t = 0) = 5, temps de simulation 25 semaines.

La figure (2,4), représente la simulation du modéle S5, par I'utilisation
d’une méthode basée sur CMT D, une méthode deterministe et une méthode
basée sur CMTC'. On remarque que les trois modeéles se rapproche comme

illustré dans la figure (2.4).

42



2.3.2.2 Modéle SIR

De la méme fagon que pour le modele SIS, on peut déduire le modéle
SIR basé sur les CMTC' a partir du modele STR basé sur les CMTD [4],
on considére que le temps ¢t € [0, +o0[, en choisissant un pas At trés petit
et on ajoutons aux probabilités de transitions le terme o (At) qui vérifie la
condition

O(At) — 0 )

lim Y

t—+o00

D’ou on obtient les probabilités de transitions infinitésimales suivantes :

BisAt 4 o(At) si (k,j)=(—-1,1),
ViAt + o( At k,j) = (0,-1),

P(s+hi+j) (A) = : (&%) : ( ) B ( )
1 — pisAt — yiAt + o(At) (k,j) = (0,0),
0 sinon .

Cependant, en appliquant la propriété de Markov, les différentes équations
satisfaisantes par les probabilités p(s, i, t4+At) peuvent-étre exprimé en terme
de probabilités de transitions :

p(s,i,t+At) = p(s+1,i—1)@)[BGE—1)(s+ 1)At + o (At)]
+p(s,i+ 1)(¢) [y(i + 1) At + o (At)]
+p(s,4)(t) [1 — (Bis + vi) At + o (At)] .

L’algorithme de cette méthode est donné par :
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Algorithme SIR CMTC
Debut
% Initialisation des parameétres ;
lire (8); % le taux d’infection ;
lire(y) ; % le taux de guérison;
lire(t _sim); % le temps de simulation ;
lire(N) ; % la taille de la population ;
j =1; % indice j
t(1) = 0; % la valeur initiale;
R(1) = 0; % la valeur initiale;
lire( 1(1)); % nombre initial des infectés;
S(1) = N — I(1); % nombre initial des susceptibles;
Tantque I(j) > 0 et t(j) <t¢_sim faire
Calculer b= 8S(5)I(j) et d =~vI(j);
Calculer la probabilité d'une infection pl =
Calculer la probabilité d'une guérison p2 = =+
Générer deux suites de v.a.i.id ul, u2 ~ U([0, ]) ;
si 0 < ul < pl alors
S@U+1)=50)-1;
1G+1) = 1()+1;
R(j+1) = R(j);
sinon
SU+1)=50);
1 +1) = 1) —1:
R(j+1) = R(j) +1;

i
b.

fin si;
(J +1) = 1(j) = s
J=73+1;

fin Tantque;

Fin.

La simulation est basée sur la méthode dite (Gillespie), c’est une mé-
thode stochastique qui permet de simuler I’évolution aléatoire d’un systéme,
en tenant compte des probabilités de réalisations des différents événements
possibles.
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FIGURE 2.5 — Simulation du modéle STR basé sur CMTC'. = 0.01, v = 0.5,
N =100, I(t = 0) = 5, temps de simulation 25 semaines.

La figure (2.5), représente la simulation du modéle SIR basé sur CMTC.
De haut en bas et de droite & gouche : ’évolution du nombre d’individus sus-
ceptibles (courbe bleu), infectés (courbe rouge) et retirés (courbe magenta)
en fonction du temps. L’évolution du nombre d’individus infectés (courbe
rouge). L’éxecution du programme de la simulaion de I’évolution du nombre
d’individus infectés & trois reprises.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné quelques notions de base tel que
les processus stochastiques, les chaines de Markov, puis nous avons présenté
quelque modeéles stochastiques tel que les modéles STR et SIS formulés &
partir de chaines de Markov a temps continu et discret.
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Chapitre 3

Modélisation mathématique du
Covid-19

3.1 Introduction

En décembre 2019, une épidémie de pneumonies d’allure virale inconnue
a été décelée dans la ville de Wuhan, la sixiéme ville chinoise avec 19 millions
d’habitants. Actuellement, des personnes du monde entier ont été touchées
par la maladie du coronavirus 2019 (Covid — 19), qui est la cinquiéme pan-
démie aprés celle de la grippe de 1918. La premiére date d’apparition des
symptomes du Covid — 19 était le premier décembre 2019. Les autorités chi-
noises ont informé 1’Organisation Mondiale de la Santé le 31 décembre 2019,
le 9 janvier 2020, la découverte d’un nouveau coronavirus est annoncé par
les autorités sanitaires chinoises et ’'OMS. Le 11 mars 2020, I’augmentation
rapide du nombre de cas en dehors de la Chine a conduit le docteur Te-
dros Adhanom Ghebreyesus, directeur général de I’OMS, a annoncer que la
flambée pouvait étre qualifiée de pandémie. A la mi-mars 2020, la région eu-
ropéenne de ’OMS était devenue I'épicentre de I'épidémie, notifiant plus de
40% des cas confirmés dans le monde. Au 28 avril 2020, la région concourait
a 63% de la mortalité mondiale due au virus.

Le premier cas de Covid — 19 en Afrique est apparu en février 2020 en
Egypte. 53 pays africains sur 54 sont désormais touchés par le coronavirus.
Depuis, plusieurs études trop alarmistes ont exploré la piste d'une "catas-
trophe africaine", qui, prés de trois mois aprés le début de la crise, n’a pas
eu lieu. Alors que I’Europe et les Etats-Unis ont dépassé le million de cas, le
nombre officiel de contaminations en Afrique s’éléve, a la mi-mai, & 75.530
cas enregistrés, selon le Centre pour la prévention et le controle des maladies
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de I’'Union africaine (CDC' Afrique). Les Etats-Unis et le Brésil sont les pays
ou la pandémie de Covid — 19 progresse le plus rapidement [15].

Apparue en décembre 2019, la maladie Covid — 19 avait contaminé plus
d’un million de personnes dans le monde au début du mois d’avril 2020,
preuve de la forte contagiosité de son virus, le Sars-CoV-2. La capacité
de transmission du coronavirus Sars-CoV-2 est évaluée a travers la me-
sure du paramétre Ry. Ce parameétre correspond au taux de reproduction
du virus est indique le nombre de personnes que contamine un cas positif
au Covid — 19. Plus ce parameétre est élevé, plus la maladie se transmet. La
diffusion de variants, d’abord I’Alpha venu d’Angleterre puis le Delta venu
d’Inde et I’Omicron d’Afrique du Sud ou encore le dernier variant en date le
sous-variant BA.2 d’Omicron ont changé la donné car ils étaient beaucoup
plus contagieux que la souche initiale du Sars-Cov-2 de 2020. En juin 2022,
le taux de reproduction du virus est estimé & 0,4 par 'OM S (une personne
contaminée en contamine moins d’une autre) ce qui confirme la régression de
I’épidémie, grace notamment a la vaccination.

Dans ce chapitre, nous donnons tout d’abord quelques définitions de base
sur le C'ovid — 19, puis nous présentons quelques modéles pour le calcul
du taux de reproduction. Dans un deuxiéme temps, nous nous introduisons
des travaux réalisés dans le domaine de la modélisation mathématique de
I’évolution de la pandémie Covid — 19 tel que les modéles détermninistes et
stochastiques.

3.2 Généralités sur le Covid-19

Les coronavirus est une grande famille de virus, divisés en quatres genres
& savoir a—coronavirus, —coronavirus, y—coronavirus et d —coronavirus. Le
SARS-CoV-2 est le nom officiel du dernier f—coronavirus identifié en 2020.

3.2.1 Période d’incubation

La période d’incubation ou l'incubation couvre la période entre la conta-
mination par le virus et ’apparition des premiers symptomes. Ce facteur
fournit des données précieuses sur la dynamique du transmission de la ma-
ladie et aide a mettre en oeuvre les mesures de controle appropriées, telles
que la recherche des contacts et I'estimation des temps d’isolement a domi-
cile pour les personnes qui ont été infectées par le pathogéne ou ont été en
contact avec une personne infectée. La période d’incubation des différents
variants de C'ovid — 19 varie de 1 a 14 jours. La durée médiane d’incubation
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du Covid—19 est de 5 jours. Cette durée est réduite avec la nouvelle variante
Omicron. Il faut distinguer la période d’incubation a la période de latence
qui est un autre facteur épidémiologique désignant la durée entre 'infection
et le début de la phase infectieuse. En général la période d’incubation est
plus longue que la durée de latence.

3.2.2 Période de contagiosité

Au début de I’épidémie de coronavirus ’organisation mondiale de la santé
a expliqué que c’est surtout juste avant que les personnes infectées déve-
loppent des symptémes (& savoir deux jours avant I'apparition de symp-
tomes) et au tout début de la maladie qu’elles sont les plus contagieuses.
Aujourd’hui, face au variant Omicron, les recherches n’ont pas démontré la
contagion des personnes avant leur diagnostic (test) ou leurs symptomes mais
plutét au cours de la premiére semaine. La période de contagiosité reste une
question qui a alimenté bien des discussions, notamment en épidémiologie.

3.2.3 Temps de génération T}

Le temps de génération correspond a la durée nécessaire pour qu'une per-
sonne récemment infectée en infecte une autre. Il existe plusieurs points de
vue sur sa définition, son utilité et les approches permettant de 'estimer.
C’est un paramétre primordiale dans la dynamique d’une maladie transmis-
sible, en effet la mise en place des mesures pour la maitrise de la transmis-
sion d'une maladie tel que l'identification des cas, isolement et quarantaine
sera plus facile pour une maladie avec une longue période de génération. Par
exemple deux maladies ayant un taux de reproduction similaire égal a 2, mais
un intervalle de génération différent (respectivement 3 et 9 jours), conduisent
a un nombre de cas cumulés sur une période de 9 jours de 14 nouveaux cas
pour la premiére maladie et de 2 pour la seconde. Le temps de génération
peut-étre calculé par la formule suivante :

période de contagiosité
2
Généralement, la plupart des études épidémiologiques se référent a 'in-
tervalle de génération comme la durée entre l'apparition des premiers symp-
tomes chez une personne infectée et 'apparition des symptomes chez un cas
secondaire infecté par ce premier cas.

T, = période d’incubation + (3.1)
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3.2.4 Temps de doublement T}

Le temps de doublement Ty est le temps nécessaire pour qu’une carac-
téristique du phénomeéne étudié voie sa valeur doubler. C’est une notion qui
s’applique a plusieurs domaines : la démographie, la médecine, I'épidémiolo-
gie, etc. En épidémiologie, dans le cas d'un virus pathogene, plus le temps de
doublement de sa reproduction est court, plus le risque d’invasion d’un or-
gane, d'un organisme ou d’une épidémie ou pandémie est élevé. Le temps de
doublement du nombre de personnes infectées est lié au taux de reproduction

de base R,.

3.2.5 Taux de létalité

Le taux de létalité (souvent dit létalité) est la proportion de déces liés
a une maladie ou & une affection particuliére, par rapport au nombre total
de cas atteints par la maladie ou concernés par la condition particuliére. Il
est plus fréquemment utilisé pour les infections sur des durées limitées et des
infections aigiies. Le taux de létalité peut nous servir a mesurer la gravité
de la maladie, & identifier les personnes a risque et a évaluer la qualité des
soins de santé. Deux indicateurs sont utilisés pour évaluer le pourcentage de
personnes infectées qui meurent suite a la maladie. Le premier est le taux
de létalité réel IFR (Infection fatality rate), qui est utilisé pour estimer la
proportion de décés parmi toutes les personnes infectées. Le second est le taux
de létalité apparent CFR (Case fatality rate), qui est utilisé pour estimer la
proportion de décés parmi les cas confirmés.

Le taux de létalité est souvent confondu avec un autre facteur épidémiolo-
gique, le «taux de mortalité», ce dernier mesure la probabilité qu'un individu
de la population meure a cause de la maladie ; pas seulement parmi ceux qui
sont infectés ou qui sont confirmés comme infectés. Il est calculé en divisant
le nombre de déces dus a la maladie par le nombre total des individus dans
la population.

3.2.5.1 Calcul du ratio de létalité réel (IFR)

La gravité effective d’'une maladie peut-étre décrite par le taux réel de
létalité (infection fatality rate)

Nombre de déces dus a la maladie
IFR = 00, ;
R Nombre des individus infectés 00 (3.2)

Une méthode pour calculer le nombre réel de personnes infectées consiste a
effectuer un controéle sérologique sur un échantillon aléatoire représentatif de
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la population afin de détecter 'exposition & un agent pathogéne. De nom-
breuses enquétes sérologiques de ce type ont étaient menés dans le monde.

3.2.5.2 Calcul du ratio de létalité apparent (CFR)

Le taux de létalité apparent CFR (Case fatality rate) est la proportion
de personnes chez qui une maladie a été diagnostiquée et qui y succombent ;
il s’agit donc d’une mesure de la gravité pour les cas détectés.

Nombre de décés dus & la maladie
CFR = Nombre total de cas détectés X 100. (3.3)

Les taux de létalité apparents fiables susceptibles d’étre utilisés dans le
but d’évaluer la létalité d’une épidémie que les mesures de santé publique
misent en oeuvre, ces derniers sont généralement obtenus a la fin d’une flam-
bée épidémique une fois que tous les cas ont été soit décédées ou rétablies.

3.2.5.3 Calcul du taux de létalité apparent (CFR) pendant une
épidémie

Le taux de létalité apparent des cas calculés a I'aide de la formule (3.3)
pendant une épidémie est une estimation conditionnelle, et cette valeur varie
en fonction de la notification tardive du cas ou du décés. Par conséquent, la
valeur estimée de ce facteur change considérablement au cours de I’épidémie
et, & mesure que la maladie progresse, elle est résolue et tend a stabiliser
la valeur finale estimée. La solution simple pour réduire le préjudice causé
par les retards dans la résolution des cas pendant I’épidémie est de limiter
I'analyse aux cas résolus; la nouvelle formule est donnée comme suit [15]

CFR — Nombre de décés dus a la maladie 100
~ Nombre total de cas détectés+Nonmbe des individus rétablis ( >
3.4

Cependant, cette méthode ne peut pas éliminer tous les écarts associés aux
retards de notification. Par exemple, les différences dans le temps requis pour
résoudre les cas peuvent biaiser cette estimation. Si les patients atteints de la
maladie meurent plus rapidement qu’ils ne guérissent, dans ce cas le taux de
létalité apparent (CFR) peut-étre surestimé, sinon, il peut-étre sous-estimé.

3.3 Taux de reproduction

Nous avons vu dans le chapitre 1 que le taux de reproduction de base
Ro, nous permet de suivre la progression de 1’épidémie et de détecter les
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changements dans la propagation du virus. Cet indicateur doit-étre interprété
en fonction du contexte de transmission. Par exemple, si 'infection est bien
controlée (c’est-a-dire quelques cas) et qu'une éclosion est observée, le taux
de reproduction augmentera. Cependant, si le nombre de cas est déja élevé,
une valeur élevée du taux de reproduction sera encore plus inquiétante.

3.3.1 Quelques méthodes pour le Calcul du taux de re-
production de base

Dans ce qui suit, nous donnons deux méthodes pour le calcul du taux de
reproduction Ry.

Méthode 1

En utilisant le temps de génération T, [15] : la premiére étape consiste
a calculer le taux d’accroissement (s’exprime souvent sous forme d’un pour-
centage : par exemple un taux de croissance de 20% par jour signifie que
la population est multipliée par 1; 2 chaque jour) de la courbe d’incidence
(courbe associée aux nombre de nouveaux cas détectés chaque jour). Le taux
de croissance est en général noté r et au passage, ce parameétre nous permet
de calculer le temps de doublement de 1’épidémie T); par la formule :
7, = "2 (3.5)

r

Si le temps de doublement est de 4, alors en 4 jours une personne infecté en
donnera 2 autres cas, puis 4 jours aprés en vont donner chacun 2, et ainsi
de suite. Apres 40 jours, donc 10 doublements, on aura eu 210 infections. Le
taux de reproduction de base est lié au produit entre le taux de croissance r
et le temps de génération T, par la formule :

Ro~rxT,+1. (3.6)

Méthode 2

En utilisant la matrice « Next generation » [11] C’est une méthode intro-
duite la premiére fois en 1990, c’est une méthode générale pour le calcul du
Ry dans le cas des modeéles avec des compartiments, englobant les situations
dans lesquelles la population est divisée en classes discrétes et disjointes.
Dans cette méthode, Ry est défini comme le rayon spectral (la plus grande
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valeure propre) d’une certaine matrice appelée «l’opérateur de la prochaine
générationy». La formation de cet opérateur consiste & déterminer deux com-
partiments, infectés et non infectés, a partir du modeéle. Supposons qu’il existe
n compartiments dont m sont infectées. On ordonne les compartiments de
sorte que les m premiers correspondent & des compartiments d’infectés. On
définit le vecteur z = (21, ...,x,), ol x; est la proportion de la population
dans le compartiment . Soit F;(Z) le taux d’apparition de nouveaux cas in-
fectés dans le compartiment 4.

Posons V;(z) = V" (z) + V7 (Z)

ou V" désigne le taux de transmission des individus dans le *™® comparti-
ment, et V™ est le taux de transfert des individus hors du :*™® compartiment.

Donc F;(z) — V;(Z) donne le taux de variation de z;. Notez que F; ne doit
inclure que les cas récemment apparues, et pas les termes qui décrivent le
transfert d’individus infectieux entre les compartiments infectés. Supposons
que les F; et les V; satisfaisaient les conditions décrites dans : On obtient
la matrice du prochaine génération F'V ! avec F et V sont définis comme
suit :

OF;(x oV (x
F=] ag(gjO)]i,j=1..‘m et F=]| ag(gj())]i,jzl...m

(3.7)

avec xo désigne 1'équilibre sans maladie (le point auquel aucune maladie
n’est présente dans la population). Ainsi le taux de reproduction de base Ry
est définit comme étant le rayon spectral de la matrice FV L.

3.4 Modéles mathématiques appliqués au Covid-
19

Le champ de I'épidémiologie mathématique a connu, au cours de la pan-
démie de C'ovid — 19, une production doublée d’une médiatisation exception-
nelle de ses travaux. Alors méme que les données et les connaissances sur
la maladie émergente étaient parcellaires, une grande diversité de modéles
a été développée et appliquée dans des délais inédits, dans 'objectif d’es-
timer le nombre de reproduction, la date de début de I’épidémie ou l'inci-
dence cumulée, mais aussi afin d’explorer différents scénarios d’interventions
non pharmaceutiques. Leurs résultats ont largement contribué a 1’épidémio
surveillance et éclairé la prise de décisions relatives aux politiques de santé
publique.
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3.4.1 Modéles déterministes
3.4.1.1 Modéle SIR

H. Ebraheem et al, ont développé un modeéle STR pour montrer 'effet
de I'incorporation de deux périodes dans le modéle STR simple. Ces délais
correspondent a la période d’incubation et la période de guérison telle qu’elle
apparait dans Covid — 19. Dans un premier temps, on considére le modéle
SIR classique :

Cast)
0 _ st
%’5} = BS()I(t) —AI(t), (38)

Par I'introduction de la période d’incubation 7y et la période de guérison
7o dans le systéme (3.8), on obtient le systéme suivant :

(dS(t)

= —B8S(t —m)I(t —m),

%it) =BS(t—m)I({t—7) — It —T7), (3.9)
\ %f):’y[(t—@).

Dans le systéme d’équations (3.9), un individu susceptible est supposé
interagir avec un individu infectieux et ne se déplace vers le compartiment
infecté qu’aprés un certain temps "période d’incubation". La période d’incu-
bation 7 n’est valable que lors du passage du compartiment des susceptibles
au compartiment des infectés. De méme, 75 est la période pendant laquelle
un individu infecté passe du compartiment infecté au compartiment des per-
sonnes guéris. Les variations des paramétres du modeéle constituent différents
cas correspondant & différentes situations. Les variations sont introduites en
fonction de ce qui est observé dans la littérature pour prédire quelles sont les
actions possibles du future.

Les auteurs ont montré que le modéle est bien adapté aux données pan-
démiques pour quatre pays (Allemagne, Italie, Koweit et Oman). L’étude
montre que l'allongement de la période de guérison entrainera une double
exposition et/ou une grande propagation de la maladie. Bien que le taux
de mortalité ne représente qu’une fraction mineure du nombre total de cas
infectés, il est important de l'inclure pour un nombre de reproduction plus
précis [15].
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3.4.1.2 Modéle SEIRU

Dans [13], Z. Liu et al ont dévlopé un modéle composé de cing comparti-
ments (susceptibles, infectieux asymptomatiques, infectieux symptomatiques
rapportés et non-rapportés, retirés de la chaine de transmission), huit para-
metres et conditions initiales estimées en ajustant le modéle aux données
(chinoises en particulier, méthode d’estimation par ajustement exponentiel
non détaillée) en faisant ’hypothése que le nombre cumulé de cas infectieux
symptomatiques rapportés croit de maniére exponentielle au cours du temps
et en utilisant des valeures approximatives pour certains parameétres. Dans ce
modeéle les infectieux asymptomatiques et les infectieux non déclarées peuvent
transmettre le virus, le systéme d’équation de ce modéle est donné par :

( %@ — (SO + U ),
di_i@ = 7()SWH[I(t) + U(t)] — aB(1),
di(t)
20O _ abe) - vite), (3.10)
O — vy 1(1) (),
| ) o),

Avec :
S(t0)250>0, E(to):E0>O,I(tQ):[Q>O, U(to):U0>O,R(t0):R0:0
Ou

— S(t) : le nombre d’individus susceptibles d’étre infécté au temps t.

— E(t) : le nombre d’individus asymptomatiques non infectieux (exposé)
au moment ¢.

— I(t) : le nombre d’individus asymptomatiques mais infectieux au mo-
ment .

— R(t) : le nombre d’individus infectieux symptomatiques déclarés au
moment ¢ (c’est-a-dire les individus infectieux symptomatiques présentant
des symptomes graves).

— U(t) : le nombre d’individus infectieux symptomatiques non déclarés au
moment ¢ (c’est-a-dire les individus infectieux symptomatiques présentant
des symptomes légers ou nuls).

Les paramétres de ce systéme et leurs interprétations sont donnés dans le

tableau (3.1) :
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Paramétre

Interprétation

S

3=

210 |=

Date de début du modéle de I'épidémie (croit de maniére exponentielle).
Nombre de personnes susceptibles au moment t.

Nombere d’infecticux asymptomatiques au moment t;.

Nombere de cas ifectieux symptomatique signalé au moment ¢
Nombre d’ifectieux symptomatique non déclarés au moment
Nombre d’individus asymptomatiques et non infectieux au moment .
Taux de transmission au moment ¢ (contamination).

Taux auquel les individus asymptomatiques infectés devient

des individus symptomatiques déclarés.

Taux auquel les infectés asymptomatiques devient

des infectés symptomatiques non déclarés.

Fraction des personnes inféctées asymptomatiques qui deviennent

des personnes inféctées symptomatiques déclarées.

Durée moyenne pendant laquel les infectieux asymptomatiques

sont asymptomatiques.

Durée moyenne d’apparition des symptomes chez les infectieux
symptomatoiques.

Durée moyenne de la période exposée non infectieuse.

Durée moyenne d’apparition de symptomes chez les infectieux.

TABLE 3.1 — Les paramétres du modéele SETRU et leurs interprétations.

Dans le systéme d’équations de ce modéle, les individus asymptomatiques
non infectieux nouvellement infectés F(t) sont en incubation pendant une pé-
riode moyenne de é jours, les individus infectieux asymptomatiques I(t) sont
infectieux pendant une période moyenne de }J jours, les individus infectieux
symptomatiques déclarés R(t) sont infectieux pendant une période moyenne
de 717 jour, tout comme les individus infectieux symptomatiques non déclarés

U(t).

Nous supposons que les individus symptomatiques infectieux déclarés
R(t) sont déclarés et isolés immédiatement, et ne causent pas d’autres infec-
tions. Les individus asymptomatiques /(t) peuvent également étre considérés
comme ayant un état symptomatique de faible niveau, toutes les infections
sont contractées aupres des individus infectieux I(t) ou U(t).

La figure (3.1) représente le diagramme de ce modéle.
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+7(1)S()U(t)

S

retiré

FI1GURE 3.1 — Diagramme de transmission du modéle SETRU.

Le flux de sortie de la classe exposée E est décrit par le terme —aE(t),
cela signifie que le temps d’exposition suit une loi exponentielle, et la valeur
moyenne du temps d’exposition est é, le flux d’indivius quittant la classe [
est vI(t).

Nous supposons qu’une fraction f d’infectieux asymptomatiques deviennent
infectieuse symptomatiques déclarées et qu'une fraction 1 — f deviennent
infectieuse symptomatiques non déclarées, le taux d’élimination v des cas
infectieux asymptomatiques I(t) prend la forme suivante : v = v; + vy ou
vy = fo, et vg = (1—f).

Pendant la phase de croissance exponentielle, 7(t) = 7y est constant, la for-
mule de 7(t) est donnée par :

{T(t):’]’l 0<t<N, (3.11)

7(t) = mexp(—u(t — N)) N <t.
Le jour N correspond au jour ot les mesures publiques prennent effet, et u
est le rythme auquel elles prennent effet.

Le nombre cumulé de cas infectieux symptomatiques déclaré a l'instant ¢,
noté C'R(t) est donné par :

CR(t) = v / ' 1(5)ds. (3.12)

to

nous supposons que C'R(t) a la forme suivante lorsque 1'épidémie est dans la
phase initiale de croissance exponentielle :

CR(t) = x1exp (xat) — X3,

3.13
CR(ty) = 0 x1exp (x2to) — x3 =0, (3.13)

= to = = (1 (xa)) ~ (In(x1)). (3.14)
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Estimation des paramétres du modéle

Pour estimer les paramétres de ce modele, nous fixons f,v,n, a
— Etape 1 : puisque f, a,n, et v sont fixés, on sait que : v; = f-v et vy =

(1=1)-v.
— Etape 2 : en utilisant la relation (3.12), et 1’équation de C'R(t) donnée
par I’équation (3.13)on obtient :

CR'(t) =viI(t) = x1x2exp(xat) = vl(t),

et

exp (xaot)  I(t)
exp (xato) I (to)’
et donc :
I(t) = Ioexp (x2 (t — 1)) , (3.15)
De plus, en utilisant (3.15) a ¢t =t :

X1X2exp (x2to)  X3X2
fo -~ fu
— Etape 3 : afin d’évaluer les paramétres du modéle, nous remplacons
S(t) par Sy, et ce dérnier correspond & la population total du pays dans le
membres des droites du systéme. Ce qui équivalant & négliger la variation
des suceptibilités due a 1’épidémie, ce qui est cohérent avec le fait que
t — C'R(t) croit exponentiellement.
Il reste donc a éstimer ty, Ey et Uy a partir de systéme suivant :

E'(t) = 10So[L(t) + v(t)] — aE(?),
= I'(t) = aB(t) —viI(1), (3.17)
=U'(t) = vzf( ) = nU(t).

En utilisant la 2°™¢ équation du systéme (3.17), on obtient :

Iy =

(3.16)

S
‘Sw ‘:&

1
E(t)=—[I'(t) + vI(t)], (3.18)
o
et en utilisant 1’équation (3.15), on trouve,

I(t) = Inexp (xa(t — to)) et E(t) = Epexp (xz2 (t — to)). (3.19)

De méme a partir de la premiére équation du systéme (3.17), on trouve

U(t) = 55 [E'() + aE()] = 1(1),

7050
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et donc :
U(t) = Upexp (x2 (t — to)), (3.20)

Par substitution des valeurs de E(t), I(t) et U(t) dans le systeéme (3.17),

on obtient :
x2E2 = 1050 [1o + Up] — aEy,
X2]0 = OZEO - UI(), (321)
x2Up = Ualy — nU.

Nous fixons ici 7y de telle sort que la valeur y, devienne la valeur propre do-
minante de I’équation linéarisée (3.21), et (Fy, Io, Up) est le vecteur propre
positif associé & cette valeur propre dominante ys. Ainsi, nous appliquons
implicitement le théoréme Perron Frobrnius. De plus, la solution a crois-
sance exponentielle (E(t), I(t), U(t)) que nous considérons (qui débute trés
proche de (0,0,0)) suit la direction du vecteur propre positif associé¢ a la
valeur propre dominante s, a partir des 2°m¢ et 3°™¢ équations du systéme
(3.21) nous obtenons :

v
e rv =
o X2+ 1

par substitution dans la premiére équation du systéme (3.21), on obtient :

Eo = I, (3.22)

aobeta) B (et+U)Ketae)let+n)
So [Lo + U] aSo (X2 + 1 + v2)

, (3.23)

L’éstimation du taux de reproduction R,

Pour I'éstimation du taux de reproduction, les auteurs ont utilisé la mé-
thode de la matrice « Next generation ». Puisque nous sommes préoccupés
seulement par les populations qui propagent l'infection, nous n’avons besoin
que des classes exposées F, infectées I et U.

0O _ 18, 11(t) + U(t)] — aB(t),
WO g, I(t) — U (1), (3:24)
40 _ aB(t) - vl (t),

la matrice correspondante au systéme (3.24) est :

—a 7Sy TS)
A= 0 —n v
« 0 —wv

Cette matrice peut-étre réécrite comme suit : A = F — V, tel que :
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a 75y TS
F=10 0 Vg et V =
a 0 0

co o
o3 o
SN =)

Par conséquent, la matrice "Next generation" est donnée par :

0 ™o TS

n v
FV'l=100 = (3.25)

10 0

Le taux de reproduction de base R est défini comme étant le rayon spectral
de la matrice FV 1L S
v
Ry = 7% (1 . _2) |
v n

en utilisant (3.23), on obtient :

Ro = (X2+U)(X2+Oé)(X2+Tl)§(1_’_2)’
aSoy (x2 + 1+ v2) v n

et en utlisant vy = (1 — f).v, on obtient :

(et v) (xe+ @) (x2+ 1) (1—fv
Ry = o s 7+ ) (1 R ) . (3.26)

Le modéle SETRU a été appliqué sur les données pandémiques pour quatres
pays (Chine, Corée du Sud, Espagne et Italie). L’étude a montré que contrai-
rement aux pays européen (Espagne et Italie), pour les pays asiatique (la
Corée du Sud et la Chine), I’'épidémie s’est atténuée rapidement, en raison
des importantes mesures mises en place pour restreindre la propagation de
cette derniere.

3.4.2 Modéle SIRU

Les mémes auteurs qui ont proposé le modéle SETRU, ont proposé un
autre modele STRU dans [14]. Ce modéle et le méme que le modéle SETRU
mais sans le compartiment exposé F, & savoir ce modéle comprend quatres
classes d’individus.

1 S(t) Le nombre d’individus susceptibles a l'infection au temps ¢.

2 I(t) Le nombre d’individus asymptomatiques infectieux a 'instant ¢.
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3 R(t) Le nombre d’individus infectieux asymptomatiques déclarés a I'ins-
tant ¢ (c’est-a-dire les individus infectieux symptomatiques présentant des
symptoes graves).

4 U(t) Le nombre d’individus infectieux symptomatique non déclarés au
moment ¢ (c’est-a-dire individus infectieux symptomatiques présentant des
symptomes légers ou aucun ).

Le systéme d’équations de ce modéle est donné par :

~

B S

dg — J'(t t Ut) —vl(t),

B _ Rty = wi1(1) - nR(), 20
n

W — U'(t) = vpI(t) — nU(t).

Avec les conditions initiales :

S (to) =

So >O,I(t0):]0>0,R<t0):R0 =0, et U(to) =Uy = 0.

Les parameétres de ce systéme sont représentés dans le tableau (3.2).

Parameétre | Interprétation

to Date de début du modéle de I'épidémie
(croit de maniére exponentielle).

So Nombre de personnes susceptibles au moment t.

Iy Nombere d’infectieux asymptomatiques au moment .

Ry Nombere de cas ifectieux symptomatique signalé au moment ¢

Uy Nombre d’ifectieux symptomatique non déclarés au moment ¢,

7(t) Taux de transmission au moment ¢ (contamination).

vy Taux auquel les individus asymptomatiques infectés devient
des individus symptomatiques déclarés.

Vo Taux auquel les infectés asymptomatiques devient
des infectés symptomatiques non déclarés.

f Fraction des personnes inféctés asymptomatiques qui deviennent
des personnes inféctés symptomatiques déclarés.

% Durée moyenne d’apparition des symptomes chez les
infectieux symptomatoiques.

% Durée moyene d’appartition de symptémes chez les infectieux.

TABLE 3.2 — Les paramétres du modéle STRU avec leur interprétations.

La figure (3.2) représent le diagramme du modéle.
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FIGURE 3.2 — Diagramme de transmission du modele STRU.

Les individus infectieux asymptomatiques I(t) sont infectieux pendant

une période moyenne de % jours, les individus infectieux symptomatiques
déclarés R(t) sont infectieux pendant une période moyenne de %} jour, tout
comme les individus infectieux symptomatiques non déclarés U(t).
Nous supposons que les individus symptomatiques infectieux déclarés R(t)
sont déclarés et isolés immédiatement, et ne causent pas d’autres infec-
tions. Les individus asymptomatiques I(t) peuvent également étre considérés
comme ayant un état symptomatique de faible niveau, toutes les infections
sont contractées auprés des individus infectieux I(t) ou U(¢), une fraction f
d’infectieux asymptomatiques deviennent infectieux symptomatiques décla-
rés et qu'une fraction 1 — f deviennent infectieuse symptomatiques non dé-
claré, le taux d’élimination v des cas infectieux asymptomatiques I(¢) prend
la forme suivante : v = vy + vy ou vy = fv, et vo = (1 — f).

Résolution du probléme

Pendant la phase de croissance exponentielle, 7(t) = 7 est constant,
on utilise ensuite un taux de transmission décroissant en fonction du temps
7(t) pour intégrer les effets des mesures fortes prises par les autorités pour
controler les épidémies car les effets réels de ces mesures sont complexes, la
formule de 7(¢) pendant cette phase est :

T(t)=7 0<t<N,
7(t) = mexp(—p(t — N)) N <t.

Le jour N correspond au jour ou les mesures publiques prennent effet, et u
est le rythme auquel elles prennent effet.

Au début de I’épdemie, nous supposons que tous les éléments infectés du sys-
téme croissent de maniére exponentielle alors que le nombre de personnes sus-
ceptibles sont inchangées pendant une période de temps relativement courte
t € [t1,t3], ce qui correspond & un taux de transmission constant 7y, par
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conséquant nous supposons que :
I(t) = LX) R(t) = Ryt U(t) = Uyexst=1), (3.28)

nous déduisons que le nombre cumulatif de rapports satisfait :

CR(t) = CR(t;) + / t v 1(6)do, (3.29)

t1

en remplace I(t) par la formule exponentielle on trouve :

CR(t) = CR(t;) + Ul—h(em(t*tﬂ —1), (3.30)

X2

il est donc logique que :
CR(t) — CR(t)) = Xlexz(t—tl)—xg,(3.31)

en identifiant (3.30), (3.31), nous déduisons :

vl
Xi=X3=—. (3.32)
X2

De plus, en supposant que le nombre de susceptibles S(t) reste constant S
sur U'intervalle de temps ¢ € [t1, 5], 'équation de I, R et v du premier modéle
devienne :

I'(t) = Si[I(t) + U(t)] — vl(t),
R'(t) = v I(t) — nR(¢), (3.33)
U'(t) = vaI(t) = nU (1),
en utilisant les expressions de I(t), R(t) et U(t) dans (3.28), on obtient :
xoli = 1S [+ v1] — vl

X2 = vily —nRy,
x2Ui = valy — nUy,

r (%1
R = I,
1 Yo+ 1 1 (3.34)
Vg
= U= X2+7]Ih
S (x2 +v)[;
(! Sill 4+ Uy

A partir de la relation (3.32), on déduit :
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I = X2X3’

U1

par substitution dans le systéme (3.34), on trouve

R, = X2x3.
Xv22—;g>,(3
Ul = Shatm (3.35)
- Gt
1 S1(v2+n+x2)

La valeur du taux de reproduction est donnée par :

Ro = ( m5L ) <1+ @) . (3.36)
V1 + Vg n

3.4.2.1 Modéle SEIR

Zhihui et al. [15] ont construit un modéle épidémique de type SEIR pour
le Covid — 19 intégrant I'impact des contacts entre les individus susceptibles
et les infectés asymptomatiques/ symptomatiques. Le modéle est donné par
le systéme suivant :

(AW _ 4 HO-ASOIA0D _ SU-dSOIO. ) 6

dgt(t) : 51(1—15%5154%?1]_?(052(1j$g%§)lf?g))hi(? + + + )E(t)
dfd,f(t)__ 1B (A—d)hila(t) | 1+B2(1—d)hal(t) T M1 T 711 T Y12 ;
== = Bt) — (1 + por +21)1a(?), (3.37)
%t) = Y2 E(t) — (0 + pa2 + 722) (1),

[ D — 1 B(t) + o a(t) + ye2 (t) — pR(2).

Avec les conditions initiales :
S(to) = S() > O,]A (to) > O,I(to) > O,R(to) = Ry.

Les paramétres de ce systéme et leurs définitions sont donnés dans le
tableau (3.3).
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Parameétre | Interprétation

S Nombre d’individus susceptibles.

I Nombre de cas infectés asymptomatiques.

1 Nombre de cas infectés symptomatiques.

R Nombre de cas retirés.

E Nombre d’individus éxposés.

A Vague de la sous-population susceptibles.

ot Taux d’infection d’individus infectés asymptomatiques.

o Taux d’infection d’individus infectés symptomatiques.

hq Temps moyen passé par un individu a la sous-population infectée
asymptomatiques.

ha Temps moyen passé par un individu a la sous-population infectée
symptomatiques.

Ju Taux de mortalité due a une cause naturelle.

[ Taux de récupération de la sous-population d’incubation.

fo1 Taux de mortalité chez les individus infectés
asymptomatiques a cause de la maladie (Covid — 19).

[h22 Taux de mortalité chez les individus infectés
symptomatiques a cause de la maladie (Covid — 19).

Y11 Taux de transition de la sous-population d’incubation a
la sous-population infectée asymptomatiques.

Y12 Taux de transition de la sous-population d’incubation a
la sous-population infectée symptomatiques.

Vo1 Taux de guérison de la sous-population infectée asymptomatiques.

Y22 Taux de guérison de la sous-population infectée symptomatiques.

d Distance de contact entre les individus susceptibles et les individus
infectés asymptomatiques.

TABLE 3.3 — Les paramétres du modéele SETR et leurs interprétations.

Le compartiment I, désigne les personnes infectées asymptomatiques.
Les principales résultats de ce travail montrent que les contacts entre les
individus infectés sains et les personnes asymptomatiques/ symptomatiques
joue un role important dans le controle du Covid — 19. De plus, les résul-
tats révelent que le temps passé a l'extérieur (sans respect des mesures du
confinement) des individus infectés symptomatiques/asymptomatiques n’a
aucune influence sur le controle théorique du Covid — 19. Ainsi cette étude
donne quelques méthodes théoriques pour controler le Covid — 19 et quelques
gestions raisonnables pour les décideurs politiques. Cependant, elle utilise la
distance de contact moyenne dans les processus de modélisation et ne consi-
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dére pas les effets temporels et spatiaux sur la distance de contact. D’autre
part, ce modeéle considére la transmission respiratoire et la transmission par
contact uniquement dans les processus de modélisation, et ne prend pas en
compte la transmission par aérosol.

3.4.3 Modéles stochastiques
3.4.3.1 Le modéle SIRD

Le modeéle STRD est réalisé pour décrire la propagation d’épidémie de
Covid — 19, on considére une population fixe (pas de naissances ni de déceés)
de N individus répartis en quatres compartiments susceptibles S, infectés
I, retirés R et morts D, en principe, il est également possible d’inclure la
dynamique dite vitale en introduisant des taux de natalité et de mortalité,
les effets peuvent-étre considérés comme négligeables [9].

Nous supposons que le nombre d’individus de chaque classe évolue dans
le temps t € [0, 00[ & cause de deux mécanismes : les individus susceptibles
devient infectés et les individus infectés guérissent ou meurent.

Pour décrire le mécanisme d’infection, nous supposons que le taux de
nouveaux cas infectieux est proportionnel au nombre d’individus susceptibles
S(t) multiplié par la fraction de personnes infectées % Le facteur de pro-
portionnalité est noté par 8 > 0 qui représente le nombre moyen de contacts
d’une personne par unité de temps qui résultent en une infection d’un indi-
vidu susceptible.

En ce qui concerne le mécanisme de récupération, nous supposons qu’un in-
dividu infecté a une probabilité « € [0, 1] de mourir et 1 — o de guérir.

De plus, soit 71 le temps d’incubation qui, dans ce modeéle, est le temps apreés
lequel un individu ayant contracté le virus est infecté et devient contagieux,
Ty et 73 respectivement le taux de guérison et de mort, comptés aprés la
période d’incubation. Dans un premier temps, nous supposerons que 7, To,
73 sont constants; dans un second temps, cette hypothése sera-étre relachée
pour simuler des effets comme ceux lies au verrouillage

Considérons (S, I, R, D) comme quatre variables aléatoires qui prennent des
valeurs dans N* et dépendent du temps ¢. L'épidémie est déclenchée par un
petit nombre d’individus infectés Iy, c’est-a-dire qu’au temps ¢ = 0 nous
avons :

(S,],R,D) = (N_-[07[U7070)7

avec Iy < Sj.
Nous divisons l'ensemble (5,1, R, D) en trois sous-ensembles dans chacun
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desquels sera défini un processus stochastique. Le premier ensemble est (S, I),
correspondant au mécanisme d’infection. Nous considérons les deux variables
aléatoires comme non synchronisées dans le temps. En particulier, on définit,

I(t) = I(t+7),
et nous considérons le nouvel ensemble (S, I ) et supposons qu’au temps t les
variables aléatoires prennent les valeurs (s,1i), ¢’est-a-dire
(S(8),1(t)) = (s,14).
Aprés une petite période de temps At > 0, At < min7;, I’état du systéme
change en

(S(t LA, T+ At)) = (s+m,i+n),

tel que m,n € {—1,0,1}.
D’ou nous définissons une chaine de Markov & temps continu dont la proba-

bilité de transition peut s’écrire comme suit

ﬁs%At{ro(At)- (m,n) =(-1,1),
Plsi)—s(stmitn) (A1) = ¢ 1= (Bsi)At+0(A)  (m,n) = (0,0),
o(Ay) sinon.

Le deuxiéme ensemble de variables aléatoires est (I, R), couplé au premier.

On définit

~I(t) =I(t+7 +m),
R(t) = R(t+ 1 + 72),

supposons qu’a l'instant ¢ les variables aléatoires I , R prennent les valeurs

(i,7), c’est-a-dire que

(f(t), ﬁz(t)) — (i,r).

Aprés une petite période de temps At > 0, I’état du systéme change en

(f(t + At),fi(t + At)) = (i+n,r+u),
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Avec n,u € {—1,0,1}. De plus, étant donné qu'une guérison au temps
t+71+72 est liée a une infection dans l'intervalle passé [t+71, t+71 + At], nous
devons connaitre les valeurs prises par la variable aléatoire I en ¢ et t + At.
Dans ce cas, un processus stochastique non-markovien a temps continu est
défini avec la probabilité de transition.

(1—a)At+o(At)- (n,u) = (—1,1),
p(z‘,r)—>(i+n,r+u)(At) = 1(_A ()1 - a)At +o (At) (TL, u) = (07 0)7

Enfin, le troisiéme ensemble de variables aléatoires est (I, D), qui est égale-
ment couplé au premier ensemble. Maintenant, nous définissons

~ ~

I(t)y=1(t+ 7 +713),D(t) = D(t+ 7 + 73),

et on considére le couple (.f ,ﬁ) , supposons qu’a l'instant t les variables
aléatoires prennent les valeurs (i, d), soit,

A

(i), D)) = Gi,a),
Aprés une petite période de temps At > 0, I’état du systéme change en
(f(t + At),D(t + At)) = (i +n,d+v),

oun,v € {—1,0,+1}. De plus, étant donné qu'un décés au temps t + 71 + 73
est lié a une infection dans l'intervalle passé [t + 71, ¢+ 7 + At], nous devons
connaitre les valeurs prises par la variable aléatoire I en t et ¢ + At. Dans
ce cas, un processus stochastique non-markovien a temps continu est défini
avec la probabilité de transition

aAt + o (At) - (n,v) = (—=1,1),
Plid)—(itnd+o) (A) = ¢ (L= )AL +0 (L) (n,v) = (0,0),
o(Ay) sinon.

Algorithme de la métode de simulation [9]

Une simulation efficace du modéle STRD peut-étre réalisée par une ap-
proche Monte-Carlo.
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L’état du systéme est représenté par un vecteur aléatoire dépendant du
temps

X(t) = (Xi(t), Xa(t), ..., Xn(t) € FV,

pour t > 0, ot F' = {—1,0,1,2} et N est la taille de la population. Nous
indiquons par X;(t) € D pour i =1, ..., N la trajectoire d'un individu dans le
temps, c’est-a-dire I’évolution temporelle des états pris par le :*™° individu.
F' est un ensemble d’étiquettes ou 0 représente un individu susceptible, 1 un
individu infecté, 2 un individu guéri et —1 un individu mort.

Pour fixer les personnes infectées initiales, au temps ¢ = 0 un nombre
Iy d’individus sont aléatoirement étiquetés par 1, tous les autres sont sus-
ceptibles donc étiquetés par 0. On note que le processus pur des rencontres
est markovien, qu’il conduise & une infection ou non. Par conséquent, pour
chaque individu infecté, un temps de contact ¢ est déterminé selon la distri-
bution exponentielle du parameétre d’échelle 3, soit

L
8

¢ étant un nombre aléatoire uniformément distribué dans [0, 1].

t= log &,

Supposons que le plus petit temps de contact soit celui du j°™¢ individu,
tj1 (le second indice indique le premier pas temporel de I'individu j). A ce
moment-1a, un autre individu ¢ est choisi au hasard. S’il appartient a la classe
susceptible, le contact est effectif aprés I'incubation, c¢’est-a-dire une période
de temps 7y, I'individu ¢ change son état en infectieux,

Xi(t%l + ’7'1) =1.

A Tlinstant t;, + 71, soit d = —1 ou d = 2 du nouvel infecticux est établi lui
aussi. conformément & une distribution de Bernoulli de probabilité a, c’est-a-
dire d «~ B(1, ). Si la possibilité est de guérir, alors aprés un temps 7, I’état
de l'individu passe de contagieux a guérison; si la possibilité est de mourir
aprés un temps 73 'état du 7™ individu passe de contagieux a mort :

Xi(t]"l—i—Tl—i-Tg):Z si dIQ,
Xi(tj71+71+72):—1 Si d:—l,

Aprés le choix de I'individu 4, 'individu j continue & étre infecté & moins
qu’il ne se soit rétabli ou qu’il ne soit décédé entre-temps. Un autre temps
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d’infection aléatoire t;9 est généré selon ¢t = —% log &, et on définit
tp=tj1+ 12

Une fois encore, nous déterminons l'individu infecté ayant associé le mini-
mum de temps et on itére la procédure. L’algorithme se termine lorsqu’il n’y
a plus d’individus susceptibles.

Afin d’enregistrer I’évolution temporelle du systéme, on fixe une grille
temporelle et & chaque instant de cette grille on compte le nombre d’indi-
vidus dans les différentes classes. De plus, pour réduire le bruit statistique,
une procédure de moyennage est appliquée comme suit. Nous effectuons la
simulation entiére k fois. Soit T,,r = 1,2,..., k, 'instant ou 'on compte le
nombre d’individus dans les différentes classes.

L’algorithme se termine a la r*™¢ simulation. Nous définissons

T+ T+ .+ T,
k )
la moyenne des temps de processus final. Aprés avoir introduit I’erreur comme

my

€k = |Mpp1 — Myl
comme critére d’arrét, nous adoptons
er < tol, k> Npn.

Ici, tol est une tolérance numérique et N,,;, est le nombre minimum d’ité-
rations qui sont nécessaires pour éviter les arréts prématurés de la procédure.

3.4.3.2 Modele SAILRD

Les mémes auteurs [9] ont dévéloppé un autre modéle présenté comme le
modéle STRD avec deux autres compartiments de plus : la classe A des indi-
vidus asymptomatiques et la classe L des individus infectés isolés. Ce modéle
est appelé SAILRD, les hypothéses de ce modéle sont résumées ci-dessous.

— Nous supposons que si un contact effectif se produit entre un individu
infecté (symptomatique ou non) et un individu susceptible, ce dernier de-
vient infecté, avec ou sans symptoémes, et infectieux en méme temps.

— Nous supposons qu'il existe une probabilité n € [0,1] d’étre asympto-
matique et par conséquent, que 1 — 7 est la probabilité de présenter des
symptomes une fois qu’un individu a été infecté. De plus, nous supposons
qu’aprés un certain temps 7y, un individu symptomatique est reconnu et
isolé dans une sous-classe, appelée L d’individus solitaires de I.
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— Les individus solitaires ne sont plus infectieux. Les individus asympto-
matiques guérissent apres un temps 7. Les individus solitaires symptoma-
tiques peuvent mourir avec une probabilité a dans un temps 74, ou guérir
avec une probabilité 1 — a en un temps 73.

— Enfin, les individus éliminés deviennent immunisés contre C'ovid — 19
pour une courte période de temps ou pour toujours. Soit A € [0, 1] la pro-
babilité que C'ovid — 19 confére une immunité de courte durée 75 immunité
de durée 5, aprés quoi les individus récupérés reviennent dans la classe des
personnes susceptibles, et en principe peuvent subir une réinfection.

Notez que les personnes appartenant & la classe A et I peuvent-étre in-

fectées. De plus, une personne qui s’est infectée a la suite d’'un contact avec
un individu asymptomatique peut appartenir a la classe A ou I. Nous consi-
dérons (S, A, I, L, R, D) comme une variable aléatoire & six dimensions qui
peut prendre des valeurs dans N® et dépend du temps ¢ > 0. Maintenant,
nous divisons ’ensemble des variables aléatoires en plusieurs sous-systémes
couplés.

— Le premier ensemble est (S, A, I') correspondant au mécanisme d’infec-
tion. Nous supposons qu’au moment ¢, les variables aléatoires prennent les
valeurs (s, a,1), c’est-a-dire

(S(t), A1), 1(t)) = (s, a,1),

aprés une petite période de temps At > 0, At < min 7;, 'état du systéme
change en

(S(t+ At), A(t+ At), I(t + At)) = (s+m,a+ k,i+n),
avec m, k,n € {—1,0,1}.

La probabilité de transition est donnée par :

p(s,a,i) — (s +m,a+k,i+n)(At)

=P ((S(t+ At), A(t + At), I(t + At)) = (s + m,a + k,i +n)

|(S(2), A(t), 1(t)) = (s, a, 7).
De cette fagon, nous définissons une chaine de Markov continue dans le
temps avec des probabilités de transitions qui peut s’écrire comme suit :

nBsw At + o (At) - (m, k,n) = (-1,1,0),
Ds.ai (A= ) (B mBsxAt+o(A)  (m.kn) = (~L,0,1),
ek L~ (Bs2)At+0(d)  (m.k.n) = (0,0.0).
o(Ay) sinon.
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— Dans ce modéle, nous supposons que tous les individus infectés seront
isolés aprés un temps 71, considérons (I, L). Nous fixons

Ity = I(t+mn),
i(t) = L(t+mn).

Dans ce cas, un individu infecté seul au temps t+ At +7; est lié & une infec-
tion symptomatique dans U'intervalle passé [¢,t + At]. En ce qui concerne
la probabilité de transition

Pt —seinass(A0) = P (1(¢+ A1), Lt + M) = (i 4 m. + 5)
[(Z(1), L(1) = (i,0),
avec I(t) = f,I(t+At) = f+ 1.

Pour f non négatif, nous avons

1 (n7.]>:(_]"1)’
p(i,l)—>(i+n,l+j)(At) - { 0 sinon.

— On considére maintenant la paire de variables aléatoires (L, R). Pour
définir le processus de guérison, nous définissons
(t) = Lt+m+713),
(t) = R@t+m+m),

et en supposant que,

(L(t), R(t)) = (I,7).
Aprés une petite période de temps At > 0, I'état du systéme change en

(L(t + AL, R(t + At)) = (I+j,7+u),

avec j,u € {—1,0,1}. De plus, puisque dans ce cas une guérison au temps
t+ At + 71+ 73 est liée a une infection avec des symptomes dans l'intervalle
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passé [t,t + At], nous devons connaitre les valeurs prises par la variable
aléatoire I en t et t + At. Ceci est également équivalent & connaitre les
valeurs prises par la variable aléatoire L a t + 7 et t + At + 71. Dans ce
cas, la probabilité de transition est définie comme suit

P s (D) = P (Lt + A1), R(t + A1) = (L +jr + )

[(L(t), B(t)) = (I,7),

avec L(t+7) = f,Lt+At+n)=f+ 1.
De cette facon, un processus stochastique non-markovien continu dans le
temps est défini, dont la probabilité de transition peut s’écrire comme suit

(1_Q)At+0<At) (],U) = (_171)7
P —s(@+ir+u) (AL) = 1(_A ()1 —a)At +o(Ay) (j, u) = (0,0),

— Avec les mémes arguments, un processus de mort est décrit par (L, D),
avec

E(t) = L(t+71+7'4),
D(t) = D(t+T1+T4).

Dans ce cas, un décés au temps t + At 4+ 7 + 74 est lié & une infection avec
des symptomes dans l'intervalle passé [t, t+ At] et donc le gain d’une unité
a la variable L en [t + 7,t + At + 71]. La probabilité de transition

Pty () = p ((ﬁ(t +AL), D(t+ At))> =(+j,d+v)
(L), D(1)) = (I, ),

avec L(t+m) = f,Lt+At+7n)=f+1,
pour un certain nombre entiers non négatifs f , est donné par

@At + 0 (Ay) (j,v) = (=1,1),
Pld)—s (1+jdto)(AL) = ¢ (1= a)At+0(4A)  (4,v) = (0,0),
o(Ay) sinon.
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— Un autre processus est la guérison d’un individu asymptomatique. Consi-
dérons (A, R), nous définissons

(t) = A(t+m),

Dans ce cas, une guérison au temps t + 7 + At est liée a une infection
asymptomatique dans l'intervalle passé [t,t + At]. La probabilité de tran-
sition est donnée par

[(A(?), R(t)) = (a,7),
avec A(t) = f, A(t + At) = f + 1,
pour un certain nombre d’entiers non négatifs f , on lit

L (ku) =(=11),

p(a,r)*)(a+k,r+u)(At) = { 0 Sinon.

— Le dernier processus est celui qui implique un individu éliminé qui re-
vient dans la classe des personnes susceptibles aprés un certain temps.
Pour définir le processus, on définit

() = S(t+s),
(t) = R(t+5)

Supposons qu’au temps ¢ la variable aléatoire bidimensionnelle (S’ , R) prend
la valeur (s,7). Aprés une petite période de temps At > 0, I’état du sys-
téeme change en
(S(t+ At), R(t + At)) = (s +m, 7 +u),

avec m,u € {—1,0,1}. De plus, étant donné que dans ce cas un individu
guéri peut revenir dans la classe des personnes susceptibles aprés un certain
temps 7s, il est nécessaire de connaitre les valeurs prises par la variable
aléatoire R aux temps t et t + At. Dans ce cas, la probabilité de transition

~

Pl (eimarin(A8) = p (S(E+ A, R(E+ A1) ) = (s +m.r+u)
(S(1), R(1)) = (s.7),
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avec R(t) = f,R(t + At) = f + 1, pour un certain nombre d’entiers non
négatifs f , est donné par

A+ o0(Ay) (m,u) = (—1,1),
Plsr)—s(s+mrtuw) (A) = ¢ (L=XA)+0(Ay)  (m,u) = (0,0),
o(Ay) sinon.

Le principal avantage de I’adoption d’'un modéle stochastique réside dans la
possibilité d’ajouter facilement des caractéristiques plus sophistiquées. En ef-
fet, les délais sont supposés constants mais il est possible de considérer a leur
tour les temps 7; comme des variables aléatoires obéissant & des distributions
de probabilité appropriées.Cependant, en moyenne nous obtenons les mémes
résultats.

Algorithme de la méthode de simulation [9]

De la méme maniére que le modéle STRD, le modéle SAI(L)RD peut-
étre simulé. Nous avons maintenant

X(t) e EV,

ou F ={-1,0,1,2,3,4}. —1 représente une personne morte, 0 un indi-
vidu susceptible, 1 un individu infecté, 2 un individu guéri, 3 un individu
asymptomatique, 4 un individu infecté seul.

Méme dans ce cas, au moment ¢t = 0, nous sélectionnons aléatoirement
Iy individus que nous qualifions d’infectés, c’est-a-dire par 1. Un temps de
contact t est déterminé selon t = —%logf, pour chaque individu infecté.
Supposons que le temps de contact minimum soit celui du 7 individu, ;.
A ce moment, un autre individu ¢ est choisi aléatoirement. Maintenant, &
la différence du modéle SIRD, si ce dernier est susceptible son état évolue
comme suit : on détermine la symptomaticité s € {1,3} par une distribution
de Bernoulli ayant une probabilité n € [0,1]. Si s = 3, 'individu est asymp-
tomatique et au bout du temps 7 il guérira, donc

Xi(tj,l + ’7'2) = 2.
Si s = 1, la personne est infectée de maniére symptomatique et aprés le temps
71 elle sera isolée, c’est-a-dire

Xi(t]ﬂ + ’7'1) =4.
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De plus, soit d = —1 ou d = 2 d’un tel individu est établi selon une Bernoulli
avec une probabilité «. Si la possibilité est de guérir alors aprés un temps 73
I’état de I'individu passe de contagieux a guéri; si la possibilité est de mourir
alors aprés un temps 74 1'état de I'individu passe de contagieux & mort. Cette
évolution peut étre décrite comme suit

Xi(tj’l—i-Tl—i-Tg):z si d:2,
Xi(th —|—7'1 —|—7'4) = —1 Si d = —1

Enfin, il y a aussi la possibilité qu'un individu guéri perde son immunité,
revenant ainsi dans la classe susceptible. Nous prenons cela en compte en
générant un nombre aléatoire selon une distribution de Bernoulli de para-
métre A € (0,1). De plus, si 'immunité est perdue on a deux possibilités :
si Iindividu a souffert d’une infection asymptomatique, nous fixons la valeur
suivante .

Xi(tj1+ 1 +15)=0;

si il souffrait d’une infection symptomatique, nous fixons
Xi(tji+7m+m+715)=0.

Aprés le choix de l'individu ¢, I'individu j continue & infecter, sauf si
qu’il ne se soit rétabli entre-temps sans perdre son immunité ou qu’il ne soit
décédé. Un autre temps d’infection aléatoire ¢ 5 est généré selon ¢ = —% log €,
et nous fixons a

ty =11 +12.

De nouveau, nous déterminons l'individu infecté ayant associé le temps mi-
nimum et itérons la procédure. L’algorithme se termine lorsque tous les in-
dividus ne peuvent plus changer leur état plus longtemps.

Pour réduire le bruit statistique, nous avons adopté la méme technique
que le modele SIRD.

3.5 Conclusion

Danc ce chapitre, nous avons donné des notions et définitions de base sur
le Covid—19. Puis nous avons présenté quatre modeéles déterministes : modéle
SIR, SEIRU, SIRU et SEIR, ainsi que deux modéles stochastiques STRD,
SAILRD avec l'algorithme de la méthode de simulation pour chaqu'un.
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Chapitre 4

Implémentation et Application

4.1 Introduction

L’Algérie a été touchée par I'épidémie de SRAS — CoV — 2 en février
2020, le premier cas a été signalé le 25 février 2020 un ressortissant italien a
été notifié dans une base de vie a Hassi Messaoud dans la wilaya de Ouargla.
A partir du 02 mars 2020 un foyer a été détecté dans la wilaya de Blida
pour donner suite & une alerte lancée par la France aprés la confirmation au
Covid — 19 de deux citoyens Algériens résidant en France ayant séjourné en
Algérie. Depuis 1’épidémie s’est étendue a I’ensemble du territoire national
avec une nette prédominence dans les wilayas du nord. Le début de confine-
ment le 21 octobre 2020.

Depuis, une réunion de coordination hebdomadaire sur le C'ovid — 19 se
tient entre le bureau OMS-Algérie et le bureau régional OMS(AFRO) tous
les lundis.

Le 30 novembre 2020, le premier ministre a décidé des nouvelles mesures
de confinement au titre du dispositif de gestion de la crise sanitaire liée
la pandémie de Covid ces mesures ont été prise pour arréter la croissance
exponentielle du nombre de cas, comme observée précédemment en chine,
résument comme suit : confinement partiel & domicile, pour les services aé-
riens de transport public de passagers, pour les mosquées, pour les activités
commerciales

Le 01 décembre 2020, une réunion sur le Mécanisme COVAX a été or-

ganisée au Ministére de la Santé par la Directrice Générale de la Pharmacie
et des Equipements de Santé laquelle ont participé le Directeur Général de
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I'Institut Pasteur d’Algérie et les équipes techniques de ’OMS et de 'UNI-
CEF. Cette réunion a permis de faire le point sur le processus d’engagement
du pays dans le Mécanisme COVAX et les activités d’assistance technique qui
seront soutenues par ’'OMS et 'UNICEF, ainsi que de définir les prochaines
étapes de la préparation a lades vaccins contre la C'ovid — 19.

Le 16 décembre 2020, le Premier Ministre a décidé au titre du dispositif
de gestion de la crise sanitaire liée a la pandémie de C'ovid — 19, de nouvelles
mesures applicables & compter du 17 décembre 2020 et pour une durée de 15
jours.

Un premier lot de 364800 doses de vaccins anti Covid — 19 a été ré-
ceptionné samedi 3 avril 2021 & 'aéroport international d’Houari Boume-
diene, dans le cadre de la coalition internationale du vaccin contre le C'ovid —
19(Covaz).

La réouverture partielle des frontiéres aériennes est effective depuis le
premier juin 2021 pour 9 pays. Les voyageurs doivent présenter a laembar-
quement un test RT-PCR COVID négatif datant de moins de 36 heures et
devront réaliser un test antigénique a leurs frais a 'arrivée.

L’Institut Pasteur d’Algérie (IPA) a annoncé jeudi 20 janvier 2022 lenregis-
trement daun total de 400 cas du variant Omicron du SRAS-CoV-2 jusqu’a
ce jour.

Le 25 janvier 2022, le Gouvernement a décidé au titre du dispositif de
gestion de la crise sanitaire liée a la pandémie de Covid — 19, de reconduire
les mesures du dispositif actuel de protection et de prévention pour une pé-
riode de 10 jours, & compter du 25 janvier 2022.

Le nombre de cas confirmés atteints a ce jour est 2.666.128 avec le nombre
de morts 6.875.

Dans ce chapitre, nous voulons appliquée a I’épidémie de SRAS—COV —2
en Algérie la simulation numérique, en utilisant le logiciel MATLAB, pour
étudier la propagation de Covid — 19 en Algérie avec le modéle STR dé-
terministe, stochastique avec chaine de Markov & temps continue et discret.
L’objectif de notre étude, étant de prédire ’évolution temporelle de la pandé-
mie en Algérie pour différentes périodes a partir de 01 Novembre 2021 jusqu’a
14 février 2022 | en se basant sur des indicateurs épidémiologiques comme
la date du pic épidémique (date dans laquelle le nombre de cas quotidien
atteint sa valeur maximale) et la taille finale de ’épidémie (le nombre final
des cas infectés).
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4.2 SIR

Le modéle STR décrit dans les deux premiers chapitres est I'un des mo-
déles compartimentés les plus simples. Le modéle se compose de trois com-
partiments : .S pour le nombre d’individus susceptibles, I pour le nombre
d’individus infectieux et R pour le nombre d’individus guéris ou décédés.
Ce modéle est raisonnablement prédictif pour les maladies infectieuses qui se
transmettent d’humain & humain, et ol1 la guérison confére une résistance du-
rable, comme le C'ovid—19. Le modeéle SIR peut-étre exprimé par le systéme
d’équations différentielles ordinaires suivant :

ds(t) _ —BS()I(¢),

aflh

— = BSMI() —1(2), v
%tt) =1(t),

ou 3 et 7 correspondent au taux de transmission et de guérison respecti-
vement.

7 est défini comme I'inverse de la durée de récupération d (y = ). Sachant
que la taille de la population totale (N = S + I + R) est indépendant du
temps. La population de I’Algérie est estimée & 45431667 habitants selon les
rapports des Nations Unies (Worldmeter 2022) qui est la valeur N pour la
modélisation STR.

Initialement, en 1’absence d’infection, nous avons I + R = 0 et S ~
N. Nous obtenons I’équation suivante a partir de la deuxiéme équation du
systéme (4.1) :

W 15 - ). (4.2)

dt
I'intégration de 1’équation (4.2), donne 1'équation
] = Ioe(ﬁN—’Y)‘

Nous pouvons calculer la valeur de la quantité 5N —~ a partir des données
log-plot et pour le meilleur ajustement de ligne, nous pouvons utiliser, par
exemple, la méthode du moindre carrés. Supposons pour la suite que

BN —~y=C. (4.3)
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4.2.1 Estimation de [ et ~

A partir de la troisiéme équation du systéme (4.1) et pour I est une
constante I(t) = Iy, on obtient I’équation :

dR(t) _
= o (4.4)

par U'integration de 1’équation (4.4), on trouve,

R(t) = ~tlp. (4.5)

Supposons que le temps de guérison est t = T jours et R(T) = I, par
substitution dans I’équation (4.5), on trouve,

1
~ —. 4.6
Y=g (4.6)
A partir de I’é6quation (4.3), on trouve,
C+7
o~ . 4.7
[Pk (4.7

Supposons maintenat que le temps change et posons dt = «, par substi-
tution dans la troisiéme équation du systéme (4.1), ontrouve,

R(t + «)

o = VI(t)? (4'8)

d’ou

(4.9)

4.2.2 Estimation de /[,,,, et Sy

Soit I,,4. le nombre d’individus infectés au pic de I’épidémie et soit S,
le nombre d’individus susceptibles restant aprés la fin de ’épidémie. Si on
divise la deuxiéme équation du systéme (4.1) par la premiére équation du
systéme (4.1), on obtient I’équation :

dl vy
—=-14+—= 4.10
par l'intégration de 1’équation précédente on trouve,
[:—S+%MS%H; (4.11)
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ou ¢ est une constante. Nous savons qu’au début de I’épidémie S ~ N, nous
supposons que lorsque t = 0, [ ~ 0 et S ~ N. Par substitution dans
I’équation (4.11), on trouve

N+ %ln(N) te=0

=c=N — %ln(N),

par substitution dans I’équation (4.11), on trouve,

v, N
I=(N-95)+ Eln(g) (4.12)

A partir de cette relation, on peut déterminer la formule qui permet de
calculer 1,,,4..

A partir de la deuxiéme équation du systéme (4.1) et pour % = 0, on
trouve "

S=-. 4.13
3 (4.13)

Par substitution de la valeur de S dans I'équation (4.12), on trouve

Yy, 7, NB

Iar = (N — =) + =In(—). 4.14
( ﬁ) 3 ( S ) (4.14)

Nous nous intéréssons maintenant a Sy, = lim S(¢) le nombre d’individus
t—00

susceptible restants apreés la fin de I'infection. On note qu’a la fin de I'infection
t tend vers l'infini (c0), et donc, I = 0. On peut réécrire I'équation (4.12)
comme suit :

(N — Swo) + %ln(%) = 0. (4.15)

La valeur de S, peut-étre obtenue par la résolution numérique de la
relation (4.15).

4.2.3 Estimation de R,

Ry est le nombre de reproduction de base, est défini comme le nombre
moyen de personnes infectées par une personne. Mathématiquement, il re-
présente le rapport de transmissionet sur le taux de guérison (voir chapitre

1).

Ro =

p
> (4.16)
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Il est a noter aussi qu’il est possible d’utiliser la relation suivante pour
calculer la valeur de Ry,

1 N
I = (N — —)in(— 4.1
e = (N = Z0)in( ). (417)
ou encore,
1 N
N — —In(—) = 4.1
(V = 5.) + - In(5=) =0, (115)
d’ou (N)
In(=
S
= 2= 4.1
Ro=g 7N (4.19)

4.2.4 Simulation

L’objectif de notre étude, est de prédire 1’évolution temporelle de la pan-
démie Covid — 19 en Algérie a partir du mois de Janvier 2022, en se basant
sur des données qui représente I’évolution du nombre quotidien de nouveaux
cas confirmés et nouveaux décés par Covid — 19 du 01 Novembre 2021 au
14 février 2022 en Algérie. La figure (4.1), représente I’évolution du nombre
quotidien de nouveaux cas confirmés, nouveaux cas guéris, nouveaux décés
et le nombre total de patients hospitalisés en soins intensifs pour Covid — 19
dans la période allant du 1 novembre 2021 au 14 février 2022 en Algérie.
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FIGURE 4.1 — Evolution de I’épidémie Coovid — 19 du 1 novembre 2021 au 14
février 2022 en Algérie.
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La figure (4.2), donne I’évolution du nombre total quotidien de cas confir-
més, cas guéris et décés par Covid — 19 dans la période allant du 1 novembre
2021 au 14 février 2022 en Algérie.

Nombre total de cas
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3 X 10°
—Total confirmés
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2 =
1.5
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O 1 1 1 1 L |
0 20 40 60 80 100

120

FIGURE 4.2 — Evolution du nombre total de cas entre le 1 novembre 2021 et
le 14 février 2022 en Algérie.

L’évolution quotidienne du taux de létalité réel et de celui de létalité
apparent sont donnés dans la figure (4.3).
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FIGURE 4.3 — Evolution du taux de létalité ICF et CFR .
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Dans ce qui suit, nous allons appliquer le modéle simple SIR pour estimer
les paramétres liés a la courbe épidémique Covid — 19 pour I’Algérie.

L’éstimation des valeurs de la quantité C' = BN —~ donnée par I'équation
(4.3), du taux de transmission [, du taux de guérison v et du nombre de
reproduction de base Ry = % sont illustrés dans les deux figures (4.3) et
(4.4). Il est a noter que pour I’éstimation de ces différents paramétres, nous
avons calculé la moyénne de leurs évolutions quotidiénne entre le 60 éme et
le 80 éme jours, date qui correspond a la période allant du 30/12/2021 au

19/01/2022.

1200 Estimation de la quantité Betta*N-gamma= 20501.953

1200 -
1000 -
800 - *
600 |- M

4004 + . * * *

200 | 1 | | 1 | 1 | | |
60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80

FIGURE 4.4 — Estimation de la valeur de la quantité N3 — 1.
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Taux de guérison gamma= 0.045533 Taux de transmission betta= 0.056121

0.15 N \
0.0523595 “ /
0.1 0.0523594 \ \ / \
\ Vo
0.0523593 \ Vo
0.05 L
0.0523592 Y
0
60 65 70 75 80 60 65 70 75 8

Taux de reproduction= 1.2325
T T T

60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 8

FIGURE 4.5 — Estimation de la valeur du taux de transmission 3, du taux de
guérison 7y et le nombre de reproduction de base Ry.

Pour la simulation et la mise en oeuvre pratique de notre application,
nous supposons que le nombre de la poupulation initiale est N = 45.431.667
ce qui correspend aux nombre de la population Algérienne. Nous supposons
aussi que le nombres initial des indivudus infectés est Iy = 4504 ce qui
correspond au total de nombre des cas C'ovid — 19 confirmés en Algérie entre
le 15/12/2021 et le 30/12/2021. Il est a noter que cette période peut-étre
vue comme la date du début de la troisiéme vague de Covid — 19 en Algérie.
En effet, le 30/12/2021 douze (12) nouveaux cas du variant Omicron de la
pandémie du Coronavirus ont été détectés en Algérie, ce qui porte le total
des cas confirmés de ce variant au nombre de 16 cas.

Pour un taux de guérison v = 0.0455331, un taux de transmission § =
0.0561215 et un nombre de reproduction de base Ry = 1.2325, la simula-
tion de I’évolution de 1’épidémie par l'application du modele STR basé sur
CMTD, du modele STR déterministe et du modéle STR basé sur CMTC
pour les 1000 prochains jours sont données dans les figure (4.6) et (4.7).
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FIGURE 4.7 — Simulation du modéle SIR basé sur CMTC.

Le modeéle STR a montré que le pic de I’épidémie peut-étre atteint aprés
une période de 251 jours & compter du début de I'épidémie pour le modéle
deterministe et de 263 jours pour le modéle basé sur CMTD. Tandis qu’il
est de moins de 200 jours pour le modele basé sur CMTC'. Le pic de cas
infectés théorique peut-étre calculé a partir de la relation (4.14), sa valeur
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est de 1.123.148 cas, ce qui représente presque 2.5% de la population totale.
A partir des deux figures (4.6) et (4.7), on peut constater que le pic des cas
confirmés pour le modeéle déterministe est de 1.124.192 cas, qui est une valeur
qui reste grossierement proche de la valeur théorique. Tandis que ce pic est
de plus de 4 millions et de 2 millions de cas pour les modéles stochastiques
basé sur CMTD et CMTC réspéctivement. Donc, il est clair que la modéle
stochastique basé sur CMT D n’est pas adapté aux données Algériénne. Par
contre le deuxiéme modeéle stochastique peut-étre accepté. En effet, comme
sont nom l'indique ce modéle reste un modéle stochastique et il est préférable
de simuler le modéle a deux ou trois reprises et de faire la moyenne des
résultats obtenus dans les trois simulations. La simulation de nombres de
cas confirmés deux fois de suite, donne une valeur égale a 1.395.421 qui est

grosiérement proche de la valeur théorique du pic de cas confirmés (voir
figure(4.8)).

Nombre infectés
o
N

o

-
O

1000 2000 3000
Temps

O

FIGURE 4.8 — Simulation de nombres de cas confirmés basé sur CMTC deux
fois de suite.
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Enfin, pour I'éstimation des parameétres on s’est baser sur les données
fournies par le ministére de la santé algériénne. Il est a noter que les résultats
obtenues restes loin des résultats réels. Cela peut-étre interprété par aux
moins deux choses différentes. D'un coté le nombre de cas confirmés ne peut
pas dépasser 2500, chiffre qui correspend aux nombres maximum de tests
efféctués par jour. De 'autre coté, nous restons convaincu que la décision qui
a été prises par le gouvernement Algérien, qui consiste a fermer les écoles et
les campagnes de vaccination organisées durant cette période ont beaucoup
joué pour stopper la troisiéme vague de I'épidémie.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons estimé quelques donnés associés a la propa-
gation du Covid — 19 en Algérie :taux de reprouction, taux de transmission,
taux de guérison avec I,,.., et S, puis on a réalisé une simulation en se ba-
sant sur les données du 01 novembre 2021 au 14 février 2022 du Covid — 19
en Algérie. Cette simulation a été effectué en utilisant le modéle STR déter-
ministe, et stochastique avec chaine de Markov & temps discret et continu
afin de prédire I’évolution temporelle de la pandémie Covid — 19 en Algérie.
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Conclusion

4.4 Conclusion

Nous avons abordé dans ce mémoire différentes approches sur la fagon
de modéliser la propagation d’épidémie, aussi bien avec des modéles déter-
ministes que stochastiques. Nous nous sommes en particulier intéressés aux
modeéles stochastiques, qui sont parmi les moins étudiés dans le domaine épi-
démiologique. La modélisation, qu’elle soit déterministe ou probabiliste, fait
ressortir un parameétre de seuil Ry.

La modélisation mathématique est de plus en plus utilisée en épidémio-
logie comme un outil essentiel d’aide a la décision sanitaire. Dans ce travail,
nous avons présenté d’une part, des outils mathématiques pour étudier théo-
riquement et numériquement certains phénoménes épidémiologiques a savoir
la diffusion et la propagation d’épidémie. En effet, en premier chapitre nous
avons donné quelques notions de la modélisation mathématique en épidé-
miologie, on a définit le taux de reproduction Ry. Puis, nous avons présenté
quelques modéles déterministes connus en épidémiologie ST, SIS, SIR ainsi
que le modele SETR, et SIRS. Dans le deuxiéme chapitre nous avons don-
ner quelque rapppel sur les processus stochastiques et aux deuxiéme type
de ces modeles a savoir les modéles stochastiques tel que le modele STR et
S1S formulés a partir de chaines de Markov a temps continu et discret. Au
niveau de troisiéme chapitre, nous avons rappelé le principe et principaux pa-
ramétres d’un ensemble de modéles mathématiques appliqués au Covid — 19.
Et d’autre part, nous avons présenté quatre modeles déterministes : modele
SIR, SEIRU, SIRU et SEIR, avec I'estimation des paramétres de modéles,
ainsi que deux modéles stochastiques SITRD, SAILRD avec leurs algorithme
de simulation. Finalement, nous nous sommes intéressés a la modélisation et
I’étude de I’évolution du Covid — 19 en Algérie, en utilisant deux approches
déterministes et stochastiques. Plus précisement, ces deux modéles mathéma-
tiques : le modéle STR déterministe et stochastique avec chaine de Markov
a temps continu et discret ont été utilisés pour simuler numériquement la
propagation du C'ovid — 19 en Algérie. C’est 'objectif du dernier chapitre.
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4.5 Perspectives

En terme de perspectives, il est souhaitable d’envisager plusieurs vois de
développement : une étude sur les modeéles stochastiques avec les équations
differentielles stochastiques, proposer un modéle spécifique pour le cas de
I’Algérie.
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