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Introduction

Nous nous proposons dans ce mémoire de vous faire découvrir un domaine qui a

connu de grands développements ces 30 dernières années : la théorie de l�itération de

polynômes et fractions rationnelles d�une variable complexe, avec des expérimentations

graphiques sur des polynômes cubiques à coe¢ cients réels.

L�intérêt porté au sujet date du siècle dernier, avec la méthode de Newton pour la

recherche des racines d�un polynôme. C�est entre 1918 et 1920 que P. Fatou et G. Julia

([11] et [15]) publient une série d�articles qui posent les bases modernes de la théorie

de l�itération de fractions rationnelles d�une variable complexe, en s�appuyant sur de

nouveaux théorèmes de P. Montel ([16]) sur les familles normales. Depuis l�important

article de synthèse de H. Brolin ([4]) paru en 1965, puis les expérimentations informatiques

de B. Mandelbrot, ce sujet a connu un grand développement, notamment sous la houlette

de A. Douady ([8] et [9]) et Devaney ([6] et [7]).

Dans le présent travail, on s�intéresse à la localisation des ensembles invariants de

polynômes P . Ces transformations sont de degré trois, dé�nies et à valeurs dans la sphère

de Riemann (eC = C[f1g) [1]. Les ensembles invariants peuvent être des points �xes, des
cycles ou encore des bassins d�attraction (ainsi que leur frontière, aussi appelée ensemble

de Julia, notée J(P )) du polynôme P .

Pour mener à bien cette étude et, par conséquent, cerner le comportement itératif de

P , on construit un algorithme exploité sous Matlab qui permet de :

1) Déterminer tous les points �xes �nis (ainsi que leurs nature : attractif, répulsif ou

indi¤érent) du polynôme P considéré.
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Introduction

2) Approcher la frontière J(P ) des bassins d�attraction de P , par un ensemble formé

d�un nombre �ni de points du plan complexe.

Signalons aussi que nous traitons à part le cas où le point à l�in�ni, qui est un point �xe

particulier du polynôme. Nous testons en�n notre algorithme sur une dizaine d�exemples,

avec, dans chaque, cas l�illustration graphique de la frontière J(P ).

Ce mémoire est organisé de la manière suivante:

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques dé�nitions et notions fondamentales :

système dynamique (continu et discret), attracteur, stabilité, sensitivité aux conditions

initiales et chaos.

Le deuxième chapitre constitue le noyau de notre travail, où on fait une étude purement

théorique sur l�itération des polynômes en général, avec un rappel sur familles normales,

pour qu�on puisse dé�nir l�ensemble de Julia et l�ensemble de Fatou. L�accent sera mis

aussi sur la notion de points critiques qui jouent un rôle principal dans la théorie des

itérations. Les propriétés géométriques et topologiques des deux ensembles précédents

sont présentées.

En�n, dans le dernier chapitre, nous présentons les résultats numériques et graphiques

obtenus en exécutant notre programme (en langage Matlab) sur certains exemples de

polynômes cubiques qui nous ont paru représentatifs.

Nous terminons notre travail par une conclusion incluant quelques perspectives de

recherche.
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CHAPITRE

1 Généralités sur les

systèmes dynamiques

Le présent chapitre est consacré aux rappels des dé�nitions et principales notions

liées à la théorie des systèmes dynamiques.

1.1 Dé�nition d�un système dynamique

Dé�nition 1.1.1 (générale) C�est tout système, processus, objet, ... qui évolue dans le

temps (c.-à-d. que son état change avec le temps).

Exemple 1.1.1 � Cotation d�un produit en bourse,

� Evolution de la population d�un pays, ou d�une espèce animale,

� Réaction chimique . . . etc

Dé�nition 1.1.2 (Mathématique)

Soient X un espace métrique (en pratique, on prend généralement X � Rn), et T = R;

Z ou N:
f : X � T �! X

(x; t) 7�! f(x; t)
et f est continue sur X � T

Le triplet (X;T; f) est appelé "syst�eme dynamique" si les deux conditions suivantes
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1.1. Dé�nition d�un système dynamique

sont véri�ées:

1) 8x 2 X; f(x; 0) = x

2) 8x 2 X; 8t1; t2 2 T

f(f(x; t1); t2) = f(x; t1 + t2)

Appellations

� X : Espace de phases (ou espace d�états).

� T : Espace temporel (ou espace temps ).
� f : �ot (ou fonction d�évolution) du système.

On dit que f modélise l�évolution, dans le temps, du système dynamique étudié.

� Si T = R, le système dynamique (X;T; f) est dit "Système dynamique continu".

� Si T = Z ou T = N; le système dynamique (X;T; f) est dit "Système dynamique

discret".

Exemple 1.1.2 Soit le problème de Cauchy suivant:8<:
:
y = y

y(0) = x, x 2 R �xé
La solution du problème est yx(t) = x:et:

Posons
f : R� R �! R

(x; t) 7�! yx(t)

Il est clair que f est continue sur R� R:

Montrons que (R;R; f) est un système dynamique.

1) 8x 2 R; f(x; 0) = x:e0 = x

2) 8x 2 R; 8t1; t2 2 R

f(f(x; t1); t2) = xe
t1 :et2

= xe(t1+t2)

= f(x; t1 + t2)

Donc la solution du problème de Cauchy engendre bien un système dynamique continu.
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1.2. Notion d�orbite

1.2 Notion d�orbite

Soit (X;T; f) un système dynamique

Dé�nition 1.2.1 Soit x 2 X; on appelle orbite (ou trajectoire) issue de x; l�ensemble

noté �(x); dé�ni par

�(x) = ff(x; t) j t 2 Tg � X

Orbite positive : �+(x) = ff(x; t) j t 2 T \ R+g:

Orbite négative : ��(x) = ff(x; t) j t 2 T \ R�g:

1.2.1 Etat inverse d�un état donné

Soit (X;T; f) un système dynamique et x quelconque dans X:

Alors: 8t 2 T f(f(x; t);�t) = f(x; t� t) = f(x; 0) = x

D�où l�état inverse de f(x; t) est f(x;�t):

1.2.2 Ensemble-limite positif

Soit (X;T; f) un système dynamique, x �xé dans X

On appelle ensemble-limite positif de x; noté !(x); l�ensemble

!(x) = fy 2 X= 8" > 0;9t0 2 R+; 8t � t0 / d(f(x; t); y) < "g

i.e. : 9 (tn)n2N dans T \ R+ croissante telle que:

lim
tn�!+1

f(x; tn) = y

Remarque 1.2.1 On dé�nira de même un ensemble-limite négatif, en considérant une

suite (tn)n2N décroissante (vers �1).
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1.3. Système dynamique engendré par une application

1.3 Système dynamique engendré par une applica-

tion

1.3.1 Flot engendré par un homéomorphisme

X � Rn h : X �! X

h est un homéomorphisme () h est continue + bijective + h�1 continue

Posons pour t 2 Z; f(x; t) = ht(x)

avec ht =

8>>><>>>:
t foisz }| {

h � ::: � h si t � 0
jtj foisz }| {

h�1 � ::: � h�1 si t � 0

f : X � Z �! X

(x; t) 7�! ht(x)

� x 7�! f(x; :) est continue sur X.

� t 7�! f(:; t) est continue sur Z (topologie discrète de Z).

1) 8x 2 R; f(x; 0) = h0(x) = x

2) 8x 2 R; 8t1; t2 2 Z

f(f(x; t1); t2) = h
t2(ht1(x)) = ht1+t2(x) = f(x; t1 + t2)

Ainsi on vient de dé�nir un système dynamique discret, engendré par l�homéomorphisme

h:

Exemple 1.3.1 X = R2;

h : R2 �! R2

(x; y) 7�! (
1

2
x;
2

3
y)

Il est clair que h est linéaire et h est (continue + bijective + h�1 continue). Donc h

est un homéomorphisme. La fonction d�évolution s�écrit alors:

f(x; y; t) = ht(x; y) = ((
1

2
)tx; (

2

3
)ty)
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1.3. Système dynamique engendré par une application

1.3.2 Flot engendré par une fonction continue

X � Rn; g : X �! X; g est continue.

Posons pour n 2 N; f(x; n) = gn(x)

f : X � N �! X

(x; n) 7�! gn(x)
; gn =

n foisz }| {
g � ::: � g , g0 = IdX

� x 7�! f(:; t) est continue sur X.

� t 7�! f(x; :) est continue sur N (topologie discrète de N).

Avec ces dé�nitions, on vient de dé�nir un système dynamique discret, engendré par

une application continue.

8x 2 X; 8n 2 N

xn+1 = f(x; n+ 1) = g
n+1(x)

= gn(g(x))

= f(g(x); n)

= gn(g(x))

= g(gn(x))

= g(f(x; n)) = g(xn)

Donc xn+1 = g(xn)

Autrement dit, l�étude d�un système dynamique discret, engendré par une fonction

continue g; revient simplement à l�étude des itérés de l�application (i.e. g).

Ce type du système sera l�objet de toute la suite, et on va confondre g et f:

Dans la suite du chapitre, on travaillera sur un système dynamique discret (X;N; f)

où X � Rn; et f une application continue.

7



1.4. Systèmes dynamiques discrets et leurs singularités

1.4 Systèmes dynamiques discrets et leurs singular-

ités

Dans cette section, on va introduire quelques dé�nitions et propriétés des systèmes

dynamiques discrets.

Dé�nition 1.4.1 Un point x 2 X est dit point �xe d�une application continue (i.e. d�un

système dynamique discret (X;N; f)); si et seulement si f(x) = x.

Dé�nition 1.4.2 Un point � 2 X est appelé périodique de période k si et seulement si

fk(�) = � et pour tout h < k; fh(�) 6= �: En particulier si k = 1 alors � est un point

�xe.

Notation 1.4.1 Nous notons par

perk(f) : l�ensemble des points périodiques de période k ( k � 1):

per(f) : l�ensemble de tous les points périodiques c.-à-d.

per(f) = fx 2 Xj9k 2 N�; x 2 perk(f)g:

Dé�nition 1.4.3 un système dynamique discret (X;N; f) est dit régulier si et seulement

si l�ensemble des points périodiques est dense dans X autrement dit:

8x 2 X;8� > 0;9� 2 per(f) = jx� �j < �

Dé�nition 1.4.4 Si y = fn(x); nous disons que :

F y est le successeur (ou: conséquent) d�ordre n de x:

F x est le prédécesseur d�ordre n de y :

Dé�nition 1.4.5 Soit A une partie non vide de X.

On dit que A est invariant par f si f(A) = A; de plus on dit que A est complètement

invariant par f si f(A) = A = f�1(A).

On dit que A est positivement invariant par f si f(A) � A:
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1.4. Systèmes dynamiques discrets et leurs singularités

Notons que l�adhérence de A (notée A) véri�e:

Proposition 1.4.1 Si A est positivement invariant alors sa fermeture A est elle aussi

positivement invariante.

Démonstration. Si f(A) � A alors f(A) � A. Par la continuité de f; on a f(A) �

f(A), d�où la conclusion.

Dé�nition 1.4.6 (X;N; f) est transitif si et seulement si pour chaque couple d�ensembles

non-vides et ouverts (A et B) � X, il existe un entier k tel que fk(A) \B 6= ;.

Dans la littérature, ils existent plusieurs dé�nitions de la notion de transitivité, mais

elles sont toutes équivalentes, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 1.4.2 (voir [13]) Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) (X;N; f) est transitif ;

2) Pour tout ensemble ouvert non-vide A � X ,

[
n2N
fn(A) = X

3) Pour tout couple de points x1; x2 2 X, et pour toutes boules ouvertes centrées en

x1 et x2; B(x1) et B(x2), il existe x 2 B(x1) et n0 2 N tels que:

fn0(x) 2 B(x2).

Proposition 1.4.3 Soit (X;N; f) transitif, alors f(X) = X.

Démonstration. Soit x 2 X, nous allons prouver que quelle que soit la boule ouverte

B(x), centrée en x, il existe B(x) \ f(X) 6= ?.

Supposons que B(x) \ f(X) = ; ; et soit U un ouvert disjoint de B(x). Alors, par la

transitivité:

Il existe n > 0 tel que ; ; 6= B(x) \ fn(U) � B(x) \ f(X) = ;.

9



1.5. Attracteurs

1.5 Attracteurs

Dans la littérature, on trouve plusieurs dé�nitions d�un attracteur. En général, un

attracteur est dé�ni comme une sous-partie fermée de l�espace des phases qui "attire"

toutes les orbites qui lui sont proches.

La dé�nition suivante, prise dans Guckenheimer-Holmes [13], est celle qui sera

adoptée dans le cadre de notre travail.

Dé�nition 1.5.1 Soit (X;N; f) un système dynamique discret. Une sous-partie A de X

est appelée "Attracteur" si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

1. A est fermée;

2. A est positivement invariante;

3. A est attractive, c�est-à-dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :

(a) U est positivement invariant;

(b) U est attiré par A : 8u 2 U ; lim
n�!+1

d(fn(u); A) = 0.

Tout voisinage ouvert qui satisfait les conditions (3:a) et (3:b) est appelé voisinage

attiré par A. Il faut remarquer que bien qu�il existe un voisinage attiré U par A, on ne

peut pas a¢ rmer qu�il est unique, en e¤et A peut admettre plusieurs voisinages attirés

par lui-même. On appelle bassin (ou domaine) d�attraction B(A) de A le plus grand de

ces voisinages attirés, i.e.

B(A) = [fU 2 P(X) : U est un voisinage attiré par Ag:

Proposition 1.5.1 Soit A un attracteur et soit D1(A) la collection de toutes les orbites

qui sont dé�nitivement capturées par A, i.e.:

D1(A) = fy 2 X : lim
n�!+1

d(fn(y); A) = 0g;

où d(x;A) = sup
y2A
(d(x; y)). Alors, D1(A) est le bassin d�attraction de A:

c.-à-d. B(A) = D1(A).

Démonstration. Nous allons prouver que D1 est f -positivement invariant. Pour

y 2 D1 on a

0 = lim
n�!+1

d(fn�1(f(y)); A) = lim
n�!+1

d(fn(f(y)); A)

10



1.6. Stabilité, instabilité et sensitivité aux conditions initiales

Donc, f(y) 2 D1(A). Le fait que D1(A) soit un voisinage attiré par A est une

conséquence immédiate de la dé�nition. Donc D1(A) est un voisinage attiré par A d�où

D1(A) � B(A). L�implication inverse est évidente.

Remarque 1.5.1 Un point p isolé est un attracteur selon la dé�nition 1.5.1 si et seule-

ment s�il est contenu dans un voisinage U positivement invariant tel que toutes les orbites,

qui ont leur état initial dans U; convergent vers p.

1.6 Stabilité, instabilité et sensitivité aux conditions

initiales

On introduit, dans ce paragraphe, les notions de stabilité d�une orbite, ainsi que la

sensitivité aux conditions initiales ([7]).

Dé�nition 1.6.1 L�orbite d�état initial x est stable si et seulement si:

8� > 0; 9� = �(x; �) > 0 tel que

8y 2 X; [d(x; y) < � =) 9n 2 N; d(fn(x); fn(y)) < �]

Le point x est appelé point stable. On dira qu�un système dynamique discret est stable

si toutes ses orbites positives sont stables.

Dé�nition 1.6.2 L�orbite d�état initial x est instable si et seulement si:

9� = �(x) > 0 tel que

f8� > 0; : 9y 2 X 9n 2 N; [d(x; y) < � et d(fn(x); fn(y)) � �]g

On dira qu�un système dynamique discret est instable si toutes ses orbites positives

sont instables.

Dé�nition 1.6.3 Un système dynamique discret est dit sensible aux conditions initiales

si et seulement si 9� > 0 tel que

8x 2 X; f8� > 0; : 9y 2 X; 9n 2 N[d(x; y) < � et d(fn(x); fn(y)) � �]g:

11



1.7. Dé�nition topologique du chaos

Maintenant la constante � est indépendante du point x et est une caractéristique

globale du système.

D�un point de vue intuitif, un système est sensible si pour chaque état x il existe des

points arbitrairement voisins de x dont les orbites respectives sont séparées d�au moins

� pendant l�évolution du système. Nous soulignons que tous les points voisins de x ne

sont pas forcément séparés pendant l�évolution du système, mais il su¢ t qu�il en existe

au moins un dans chaque boule ouverte de centre x.

La sensitivité aux conditions initiales est une notion centrale dans la théorie du chaos

car elle illustre l�idée intuitive que des petites erreurs dans les mesures expérimentales

peuvent amener une divergence au cours du temps: le système est imprévisible.

1.7 Dé�nition topologique du chaos

Un rôle très important dans la théorie moderne des systèmes dynamiques est joué

par les phénomènes chaotiques. Malheureusement, pour les systèmes dynamiques discrets,

il n�existe pas une dé�nition universellement acceptée. Plusieurs notions di¤érentes ont

été introduites pour essayer de caractériser ce comportement, comme l�entropie ou les

exposants de Lyapunov. Ici, nous présentons la dé�nition (topologique) proposée par

Devaney ([7]) qui est une des plus utilisées dans la littérature.

Dé�nition 1.7.1 Un système dynamique discret est chaotique si et seulement si les

deux conditions suivantes sont remplies :

1. il est régulier (i.e. il a un ensemble dense d�orbites périodiques).

2. il est transitif.

Exemple 1.7.1 Dans (Holmgren [14]), il a été montré que le système ([0; 1];N; f) est

chaotique, où f est dé�nie par:

f : [0; 1] �! [0; 1]

x 7�! 4x(1� x):

12



CHAPITRE

2 Systèmes dynamiques

holomorphes

L�étude des systèmes dynamiques holomorphes est intimement liée aux notions de

point �xe et de cycle. Nous devons donc traiter ces concepts, et par là même, la notion

de bassin d�attraction, avant de présenter l�ensemble de Julia et ses propriétés.

Avant d�aborder ces concepts, il est nécessaire de rappeler quelques dé�nitions et

théorèmes issus de la topologie ainsi que de l�analyse complexe.

2.1 Préliminaires et notations

La dé�nition suivante ([17]), nous donne un aperçu sur les fonctions holomorphes.

Dé�nition 2.1.1 Soit U un ouvert de C. Une fonction f : U �! C est dérivable au

sens complexe en z 2 U si la limite

f 0(z) = lim
h�!0

f(z + h)� f(z)
h

existe. Si cette limite existe pour tout point z de U et si la fonction f 0 : U �! C comme

elle est dé�nit, continue sur U , on dit que f est holomorphe sur U .

13



2.1. Préliminaires et notations

2.1.1 Rappels sur la sphère de Riemann

Dans cette partie, on fait une construction rigoureuse de la sphère de Riemann. L�idée

est d�ajouter un point à l�espace localement compact C pour le rendre compact. NotonseC l�ensemble
eC = C [ f1g

où 1 est juste le nom donné au point ajouté. Pour justi�er ce nom, on construit une

topologie sur ce qui n�est, pour le moment, qu�un ensemble.

Considérons la sphère � : x2+ y2+ (z� 1
2
)2 =

1

4
sur R3; c�est-à-dire la sphère centrée

n(0; 0;
1

2
), de rayon

1

2
et tangente au plan xy à l�origine (voir �gure 2.1.1). Cette sphère

est appelée sphère de Riemann ([1]). Le plan xy est associé au plan complexe. Le point

N(0; 0; 1) est le pôle nord de � alors que le pôle sud est l�origine (dans R3).

Figure 2.1.1: Sphère de Riemann

Traçons maintenant une droite partant du point N et passant par un point z du plan

xy. Cette droite intercepte � en un unique point P (a; b; c). Cette procédure amène donc

une correspondance biunivoque entre les points du plan complexe et les points de �nfNg.

Si on associe le point N à 1, la correspondance est maintenant entre le plan complexe

étendu, C [ f1g, et la sphère �. La correspondance projette en fait les points de la

14



2.1. Préliminaires et notations

sphère sur le plan complexe. Cette projection est conforme c�est-à-dire qu�elle préserve

les angles.

La topologie de eC
On considère � une topologie dé�nie sur C; on établit la topologie � 0 dé�nie sur eC

comme suite:

U est ouvert de eC ()
8<: U \ C ouvert de C si 1 =2 U

U = {KeC j K est compact de C si 1 2 U
Les axiomes relatifs aux réunions et intersections d�ouverts se véri�ent immédiatement.

Cette topologie dans eC permet de dé�nir les notions de limite et de continuité.

2.1.2 Les systèmes dynamiques holomorphes et leurs singular-

ités

Soit (eC;N; f) un système dynamiques holomorphe.
Dé�nition 2.1.2 :Caractérisation des points �xes

Un point z0 2 eC est dit �xe sous une application f , f(z0) = z0.

On s�intéresse alors à la valeur de la dérivée (si elle existe) au point �xe z0 et le nombre

� = f 0(z0) nous permet de classer les points �xes en 3 catégories:

1. Attractif : Un point �xe est dit attractif quand 0 � j�j < 1.

Lorsque � = 0, alors on dit que le point �xe est super-attractif.

2. Répulsif : Un point �xe est dit répulsif si j�j > 1.

3. Neutre : Un point �xe est dit neutre (ou indi¤érent) lorsque j�j = 1.

Dé�nition 2.1.3 Soit k un entier supérieur ou égal à 2. Un ensemble de k points

fz�1 ; z�2 ; :::; z�kg est dit cycle d�ordre k si:

� f(z�1) = z�2
� f(z�2) = z�3

15



2.1. Préliminaires et notations

.

.

� f(z�k) = z�1
De plus fk(z�i ) = z

�
i ; 8i = 1; k

f j(z�i ) 6= z�i ; 8i = 1; k 8j = 1; k � 1

Multiplicateur d�un cycle d�ordre k :

� = j
kY
j=1

f 0(z�j )j

Dé�nition 2.1.4 On dé�nit le bassin d�attraction du point �xe attractif z0 ([4]) cor-

respondant à la fonction holomorphe f, noté Af (z0), ou plus simplement A(z0), comme

l�ensemble des points z 2 eC, tels que fn(z) ! z0.

En d�autres termes, le bassin d�attraction du point z0 est l�ensemble des points z de eC
pour lesquels la suite des itérés de la fonction f converge vers z0. Remarquons qu�il faut

que les itérés de f au point z soient dé�nis pour tout entier positif n.

2.1.3 Conjugaison topologique

La notion de conjugaison topologique entre les systèmes dynamiques discrets est

utilisée pour identi�er les systèmes qui ont le même comportement qualitatif.

Dé�nition 2.1.5 Un système dynamique (eC;N; f) est topologiquement conjugué avec le
système dynamique (eC;N; g) s�il existe un homéomorphisme � : eC �! eC telle que
g = �� f ���1, c.-à-d. telle que le diagramme suivant commute :

eC f�! eC
� # # �eC g�! eC

Dans ce cas-là, le système (eC;N; g) est appelé facteur du système (eC;N; f).
16



2.1. Préliminaires et notations

Plusieurs comportements dynamiques (relatifs à des questions de topologie et de

théorie des ensembles) sont hérités par les systèmes facteurs. En particulier on a les

relations suivantes:

(eC;N; f) (eC;N; g)
Régulier () Régulier

Transitif () Transitif

Chaotique () Chaotique

La conjugaison topologique donne une relation d�équivalence sur l�ensemble de tous les

systèmes dynamiques discrets. Si deux systèmes dynamiques discrets sont topologique-

ment conjugués alors l�orbite positive d�état initial z0 2 eC est en correspondance (point
par point) avec l�orbite positive d�état initial �(z0) en eC ; nous avons

8n 2 N; fn(z) = ��1[gn(�(z))]

Soit z� un point �xe de f donc on a:

� g � �(z�) = � � f(z�)() g(�(z�)) = �(f(z�))

() g(�(z�)) = �(z�) (car z� est un point �xe de f)

On voit immédiatement que �(z�) est un point �xe de g:

� De plus, si � est un di¤éomorphisme, on a:
(g � �)0(z) = (� � f)0(z)() �0(z)g0(�(z)) = f 0(z)�0(f(z))

Pour z = z�

�0(z�)g0(�(z�)) = f 0(z�)�0(f(z�))() �0(z�)g0(�(z�)) = �0(z�)f 0(z�):

Si �0(z�) 6= 0 alors

g0(�(z�)) = f 0(z�)

Donc les points �xes (z�de f) et (�(z�) de g) sont de même nature,

Autrement dit, l�étude de la nature des points �xes de f revient simplement à l�étude

de la nature des points �xes de g: Notons que ces observations sont valables aussi pour

les cycles
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2.1. Préliminaires et notations

Exemple 2.1.1 Soit le système dynamique discret (eC;N; P ) tel que:
P (z) = az2 + bz + c; (a; b; c) 2 C� � C2;

Le système (eC;N; P ) est topologiquement conjugué avec le système dynamique (eC;N; Q)
tel que

Q(z) = z2 + � / � =
4ac+ 2b� b2

4
2 C:

En e¤et:

Posons �(z) = az +
b

2
; il est clair que � est un homéomorphisme.

Q(z) = (� � P � ��1)(z)

On a: ��1 : C �! C

w �! ��1(w) =
w

a
� b

2a
Donc

Q(z) = (� � P )(z
a
� b

2a
)

= �(a(
z

a
� b

2a
)2 + b(

z

a
� b

2a
) + c

= �(
z2

a
� b2

4a
+ c)

= z2 � b
2

4
+ ac+

b

2

= z2 +
4ac+ 2b� b2

4

On remarque que si on travaille avec le système dynamique (eC;N; P ); il nous faut
manipuler 3 paramètres, cependant, le système dynamique (eC;N; Q) est représenté par un
seul paramètre.

Donc on peut exploiter la conjugaison topologique dans le sens de la réduction du

nombre de paramètres.

18



2.1. Préliminaires et notations

Exemple 2.1.2 Soit le système dynamique discret (eC;N; P ) tel que:
P (z) = az3 + bz2 + cz + d; (a; b; c; d) 2 R� � R3;

Posons �(z) =
p
jajz + b

3
p
jaj
; il est clair que � est un homéomorphisme.

Q(z) = (� � P � ��1)(z)

On a: ��1 : C �! C

w �! ��1(w) =
1p
jaj
w � b

3
p
jaj

Donc Q(z) = (� � P )( 1p
jaj
z � b

3
p
jaj
)

Q(z) = �z3 + pz + r

Où le signe de z3 est le même que celui de a;

p = � b
2

3a
+ c; r =

p
jaj( b

3a
+
2b3

27a2
� bc
3a
+ d):

Alors (eC;N; P ) et (eC;N; Q) sont topologiquement conjugués par la transformation in-
versible �, et grâce à cette conjugaison l�espace des paramètres passe de quatre

(i.e.: a, b, c et d) à deux (i.e.: p et r ).

2.1.4 Familles normales de fonctions holomorphes

Nous allons maintenant présenter les résultats sur les familles normales de fonctions

holomorphes. Le premier théorème important de cette section est le théorème de Montel.

Il nous donnera un critère simple pour déterminer la normalité d�une famille de fonc-

tions holomorphes. L�autre résultat important de cette section est le critère fondamental

de normalité, résultat également développé par Paul Montel [16]. Le critère fondamental

de normalité a conduit à plusieurs résultats par la suite. Avant de présenter ces deux

résultats, nous présentons tout d�abord la dé�nition de famille normale de fonctions holo-

morphes.
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2.1. Préliminaires et notations

Dé�nition 2.1.6 : Soit 
 un ouvert de C. Une famille F de fonctions holomorphes sur

un domaine 
 est normale dans 
 si pour chaque suite de fonctions ffng � F , il existe:

F Soit une sous-suite qui converge uniformément sur chaque compact de 
 vers une

fonction f 6=1.

F Soit une sous-suite qui converge uniformément sur chaque compact de 
 vers 1.

Remarque 2.1.1 : Dans le cas où la sous-suite ffnkg converge uniformément vers 1,

cela signi�e que pour chaque compact K � 
 et pour chaque constante M > 0, il existe

NM;K tel que si k > N , alors jfnk(z)j > M pour tout z 2 K.

Exemple 2.1.3 : Considérons la famille F := ffng := fz(�1)
n:n jn = 1; 2; 3; :::g sur

BC(0; 1)nf0Cg. Alors la sous-suite f2n�1 converge uniformément vers 1, par-contre la

sous-suite ff2ng converge uniformément vers 0.

Maintenant qu�on a présenté la notion de famille normale sur un domaine 
, il serait

également intéressant d�avoir un concept de normalité en un point en particulier. La

prochaine dé�nition présente ce concept. On verra ensuite qu�une famille de fonctions est

normale dans un certain domaine si et seulement si elle est normale en tout point de ce

domaine.

Dé�nition 2.1.7 La famille de fonctions holomorphes F est dite normale au point z0 2 


s�il existe un ouvert U de 
 contenant z0 tel que F est une famille normale sur U .

Remarque 2.1.2 : On dit qu�une famille de fonctions holomorphes F est normale en le

point 1 si la famille G := fg : g(z) = f(1
z
); f 2 Fg est normale en z = 0. Ainsi, on peut

étendre la dé�nition de famille normale et considérer un domaine 
 � eC.

Théorème 2.1.1 (voir [18]) Une famille F de fonctions holomorphes est normale dans

un domaine 
 si et seulement si elle est normale en chaque point de 
:
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2.1. Préliminaires et notations

Exemple 2.1.4 : Soit F := ffn(z) = nz j n = 1; 2; 3; :::g: Alors fn(0) ! 0 mais

fn(z) ! 1 pour z 6= 0, c�est-à-dire que la famille F ne peut être normale dans aucun

domaine contenant l�origine.

Le théorème 2.1.1 n�est pas un résultat très surprenant. Il nous o¤re un critère pour

déterminer si une famille de fonctions n�est pas normale, mais il est peu utile pour montrer

qu�une famille est normale. Le théorème de Montel nous fournira justement un critère

plus simple pour s�assurer qu�une famille de fonctions est normale.

Théorème 2.1.2 (Paul Montel [16]) Soit F := ffn(z)g est une famille de fonctions

holomorphes dé�nies sur un domaine U: Supposons qu�il existe a; b; c 2 eC tel que
[ [
f2F
f(U)] \ fa; b; cg = ?

Alors la famille F est normale dans U:

Il est intéressant de voir qu�une condition sur les images d�une famille, pourrait garantir

la normalité. Dans cette section, nous employons le théorème de Montel pour construire

quelques propriétés de base de l�ensemble de Julia.

Exemple 2.1.5 Soit P : eC �! eC
z 7�! z2

Posons U = BC(0; 1), on a [
n�0
P n(U) � U; donc les conditions du théorème précédent

sont véri�ées, ce qui donnent la normalité de la famille F := fP n(z)g sur U:
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2.2. Ensemble de Julia et Fatou

2.2 Ensemble de Julia et Fatou

Dans le cadre de l�itération de polynômes et de fractions rationnelles complexes, en-

tre 1918 et 1920, Fatou et Julia ([11] et [15]) développent une théorie intéressante. Ils

analysent la dynamique à la fois locale, au voisinage des points périodiques par exem-

ple, et globale, en dégageant la dichotomie entre l�ensemble de Julia (�l�ensemble où le

comportement est chaotique�) et son complémentaire. Ils perçoivent également la néces-

sité de comprendre la dynamique d�un polynôme et découvrent l�incroyable diversité des

comportements asymptotiques.

On travaille maintenant sur une fonction polynômiale P : eC! eC de degré n � 2:
On dé�nira donc l�ensemble de Julia J(P ) et l�ensemble de Fatou F (P ) d�un point de

vue dynamique. On présentera également les caractéristiques les plus importantes de ces

ensembles tel le fait que l�ensemble de Julia est un compact.

Dé�nition 2.2.1

1) J(P ) est l�ensemble des points z en lesquels la famille

F := fgn(z) = P n(z) =
n foisz }| {

P � P � ::: � P (z) jn = 1; 2; 3; :::g

n�est pas normale (au sens de Montel).

2) F (P ) est l�ensemble des points z pour lesquels la famille

F := fgn(z) = P n(z) =
n foisz }| {

P � P � ::: � P (z) jn = 1; 2; 3; :::g

est normale.

Remarque 2.2.1 : Par dé�nition, J(P ) et F (P ) forment une partition de eC.
Les principales propriétés de J(P ) sont données ci-après. Pour plus de détails, voir

([2], [4] et [7]).
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2.2. Ensemble de Julia et Fatou

Proposition 2.2.1 : L�ensemble J(P ) est un compact.

Démonstration. : On voit immédiatement que:

F (P )=fz 2 eC tel qu�il existe un ouvert V voisinage de z avec la famille fP ng est

normale dans V g

est un ouvert, donc J(P ) est fermé.

Comme le degré de P est supérieur à 2, on a:

lim
jzj!+1

jP (z)j
jzj = +1 =) 8" > 0;9 � 2 R+tel que:

8jzj > � =) jP (z)jjzj > ":

Donc on peut trouver r 2 R+ tel que jP (z)j > 2jzj si jzj > r (c.-à-d. r = �; " = 2)

d�où jP n(z)j > 2nr si jzj > r. Ainsi, P n(z)!1 uniformément sur l�ouvert

V = fjzj > rg.

Par dé�nition,fP ng est normale sur V , donc V � eC n J(P ).
On obtient alors que J(P ) est borné, et par suite compact.

Proposition 2.2.2 : L�ensemble J(P ) est non vide:

Démonstration. : Supposons que J(P ) = �. Alors, pour chaque r > 0, la famille

fP ng est normale sur le disque ouvert B(0; r) de centre l�origine et de rayon r. Comme

P est un polynôme, on peut choisir r assez grand pour que B(0; r) contienne un point z

pour lequel jP n(z)j ! +1 et également un point �xe w pour P , avec:

P n(w) = w; 8 n 2 N.

Une sous-suite de fP ng ne peut alors pas converger uniformément soit vers une fonction

analytique bornée soit vers 1 sur tout compact de B(0; r) qui contient à la fois z et w,

ce qui contredit la normalité de fP ng.

D�où le résultat.

Théorème 2.2.1 : L�ensemble des points répulsifs et neutres est un sous ensemble de

J(P ):
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2.2. Ensemble de Julia et Fatou

Preuve. : C�est su¢ sant de prendre des points �xes d�ordre 1.

1) Soit � un point �xe répulsif d�ordre 1, on pose � = 0 pour simpli�er. Au voisinage

de 0, on a le développement:

P (z) = a1z + a2z
2 + ::: tel que ja1j > 1; (car jP 0(0)j > 1):

Alors P n(z) = an1z + ::: et lim
n!1
jan1 j =1:

Ce qui prouve que fP ng ne peut être normale en (� = 0).

2) On pose � = 0 un point �xe neutre d�ordre 1, pour simpli�er:

De plus

P (z) = z+ apz
p + ::: , ap 6= 0; p � 2

D�ailleurs P n(z) = z+ napzp + :::

et fP ng ne peut être normale en 0.

Donc l�ensemble des points répulsifs et neutres est un sous ensemble de J(P ):

Théorème 2.2.2 : L�ensemble J(P ) est complètement invariant par P:

(i.e.: P (J(P )) = P�1(J(P )) = J(P ) ):

Preuve. :Il est équivalent de montrer que l�ensemble de Fatou F (P ) est complétement

invariant par P .

Soit V un ouvert de F (P ) avec fP ng normale sur V; considérons � 2 V :

fP nkg converge uniformément sur un voisinage de �; de plus fP nk+1g et fP nk�1g

converge uniformément sur un voisinage de P (�) et les antécédents de (�) respectivement.

Donc la famille fP ng est normale au points �; P (�) et les antécédents de (�):

D�où le résultat: F (P ) est complétement invariant par P .

De plus, on a (cf. [4] et [7]) les trois résultats suivants

Proposition 2.2.3 Pour tout entier strictement positif k; J(P k) = J(P ) :

Proposition 2.2.4 L�ensemble J(P ) est d�intérieur vide.
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Théorème 2.2.3 L�ensemble J(P ) est un ensemble parfait.

On peut maintenant résumer le résultat principal de cette section, que J(P ), l�ensemble

des points de non-normalité de la famille fP ng et le même que J(P ), l�adhérence de

l�ensemble des points périodiques répulsifs et indi¤érents du polynôme P:

2.3 Les points critiques

Les points critiques des fonctions inverses fP�n(z)g sont de grande importance dans

la détermination de J(P ). Par conséquent nous devons discuter leur rapport avec la

théorie des itérations.

Dé�nition 2.3.1 Si l�équation P n(z) � c = 0 a une racine multiple, alors c s�appelle

un point critique de la fonction inverse P�n(z). On dénotera dorénavant l�ensemble des

points critiques par D:

Lemme 2.3.1 Les points critiques de P�n(z) sont les points critiques de P�1(z) et de

leurs successeurs d�ordre 1, 2, 3, ..., n� 1:

Preuve. On donne une autre expression à l�équation:

P n(z)� c = 0

par 8<: P n�1(x)� c = 0 ...(I)

x = P (z) ...(II)

Si l�équation (II) a une solution multiple () x est un point critique de P�1(z):

Par l�équation (I), on voit immédiatement que les successeurs de l�ordre n� 1 de ces

points sont les points critiques de P�n(z) (car c = P n�1(x)).

On divise l�équation (I) de la même manière que l�équation P n(z) � c = 0; répétant

cette procédure (n� 1) fois et le lemme est démontré.
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2.3. Les points critiques

Lemme 2.3.2 Soit P de degré d et N le nombre de points critiques de P�1(z); alors:

On a l�inégalité suivant:

N � d� 1

Remarque 2.3.1 Il est facile de voir que les points critiques de P�1(z) sont les suc-

cesseurs d�ordre 1 des zéros de P 0:

En e¤et

Soit c un point critique de P�1(z); donc l�équation P (z) � c = 0 admet une racine

multiple qu�on note par z�; alors

P (z)� c = 0() 9z� 2 eC=P (z)� c = (z � z�)k:P1(z); k � 2
Où P1 est un polynôme non nul en z�.

On a alors:

P (z) = (z � z�)k:P1(z) + c() P 0(z) = k(z � z�)k�1:P1(z) + (z � z�)k:P 01(z)

() P 0(z�) = 0

On voit bien que z� est un zéro de P 0 et qu�il véri�e P (z�) = c; d�où l�inégalité du

lemme (2.3.2).

Dans ce mémoire, on rappelle qu�un domaine de eC est un ensemble ouvert et connexe.
Pour voir le lien entre les points critiques et les points (�xes et cycles) attractifs de P; on

introduit les dé�nitions suivantes:

Dé�nition 2.3.2 1) On dé�nit le bassin immédiat d�attraction du point �xe attractif z0,

correspondant à la fonction holomorphe f, noté A�(z0), comme le domaine maximal (au

sens de l�inclusion) de normalité de ffng qui contient z0.

2) Soit f�1; �2; :::; �kg un cycle d�ordre k c.-à-d.:

� P (�1) = �2
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2.3. Les points critiques

� P (�2) = �3
.

.

� P (�k) = �1
On dé�nit le bassin immédiat d�attraction du cycle f�kg dé�ni précédemment, noté

A�(f�kg) = [
k
A�k(�k), où A

�
k(�k) est le bassin immédiat d�attraction au point �k; pris

comme point �xe attractif d�ordre k de P: Le bassin total d�attraction A(f�kg) du cycle

est dé�ni par:

A(f�kg) =
n
z 2 eC j f�kg est l�ensemble limite de fP n(z)g o :

De la dé�nition de A(z0); il est évident de remarquer que: z 2 A(z0) =) P n(z) ! z0;

pour cela le théorème suivant nous donne un résultat entre A(z0) et J(P ):

Théorème 2.3.1 Soit w un point �xe attractif de P , alors @A(w) = J(P ). Ceci est

encore vrai pour w =1:

Pour montrer ce théorème, il faut énoncer le lemme suivant:

Lemme 2.3.3 (voir [7])

Soit f une fonction holomorphe, et soient w 2 J(f) et U un voisinage de w. Alors

W �
1
[
k=1
fk(U) est C tout entier, sauf peut-être un point. Un tel point exceptionnel n�est

pas dans J(f), et est indépendant de w et de U .

Preuve du théorème. Si z 2 J(P ) alors P n(z) 2 J(P ) pour tout n et ne peut pas

converger vers un point �xe attractif, donc z =2 A(w). Toutefois, si U est un voisinage de

z, l�ensemble P n(U) contient des points de A(w) pour un certain n par le Lemme 2.3.3,

donc il y a des points arbitrairement proches de z qui sont itérés sur w. Donc z 2 A(w)

et z 2 @A(w).

Supposons que z 2 @A(w) mais z =2 J(P ). Alors z a un voisinage ouvert connexe V

sur lequel fP ng admet une sous-suite convergente soit vers une fonction analytique, soit

vers 1. Cette sous-suite converge vers w sur V \ A(w), qui est ouvert et non-vide, et
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2.3. Les points critiques

donc sur V , car une fonction analytique est constante sur un connexe si elle est constante

sur tout ouvert. Tous les points de V sont envoyés sur A(w) par des itérés de P , donc

V � A(w) ce qui contredit le fait que z 2 @A(w):

Exemple 2.3.1 Avec l�exemple P (z) = z2, on retrouve pour ensemble de Julia le cercle

unité, qui est la frontière de A(0) et de A(1).

Le théorème suivant ([4]) établit l�in�uence d�un cycle attractif sur les points critiques.

Théorème 2.3.2 Si f�kg est un cycle attractif =) Il existe au moins un point critique

c de P�1 tel que c 2 A�(f�kg):

Remarque 2.3.2 Ce théorème constitue un outil très puissant pour savoir, si un polynôme

admet des cycles attractifs.

En e¤et: d�après le théorème précédent on a : s�il existe aucun point critique c de P�1

tel que c 2 A�(f�kg); alors P n�admet aucun cycle attractif.

Il est évident que les points �xes neutres doivent être considérés en tant que points

exceptionnels dans la théorie d�itération. En caractérisant l�ensemble de Julia, cependant,

nous ne pouvons pas omettre les points �xes neutres, qui ont la même in�uence sur

la structure de l�ensemble de Julia que les points �xes attractifs et répulsifs. Dans ce

contexte, on a le théorème:

Théorème 2.3.3 (voir [4]) Soit � un point �xe indi¤érent de P; alors:

1) Il existe un bassin d�attraction A(�) qui est une réunion de domaines dans lesquels

la suite fP ng est normale et pour chacun d�eux � est un point frontière.

2) A�(�) contient au moins un point critique de P�1(z):

3) Le nombre des points �xes neutres est �ni.

Le théorème suivant ([4]) nous précise la nature des points de l�ensemble de Julia
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2.4. La structure de l�ensemble de Julia

Théorème 2.3.4 Si z� un point �xe (répulsif ou indi¤érent) de P:

Supposons H = fz 2 C;9n 2 N tel que P n(z) = z�g = ensemble des antécédents de z�

(par P ), alors H = J(P )

2.4 La structure de l�ensemble de Julia

A ce stade, on connaît les principales propriétés topologiques et itératives de l�ensemble

de Julia, cependant, dans cette section on établit les propriétés géométriques de cet en-

semble.

L�ensemble de Julia peut avoir di¤érentes formes (courbe continue, discontinue, con-

nexe, convexe, . . . , etc). Il peut aussi être constitué d�une in�nité de courbes de Jordan;

on rappelle ci-après la dé�nition de ce dernier type de courbe.

Dé�nition 2.4.1 Toute courbe � � eC fermée continue sans point double, de longueur

�nie ou non est appelée une courbe de Jordan.[17].

Le théorème suivant ([17]), nous montre comment une courbe de Jordan décompose

la sphère de Riemann eC:
Théorème 2.4.1 (Théorème de Jordan)

Une courbe de Jordan dans eC partage le plan en deux ouverts connexes ayant la courbe
considérée comme une frontière commune. L�ouvert connexe qui est borné [i.e. tel que

tous ses points z satisfont jzj �M où M est une constante strictement positive] est appelé

l�intérieur de la courbe; l�autre ouvert est appelé l�extérieur de la courbe.

Après cet aperçu sur la courbe de Jordan, les deux théorèmes suivants ([4]) sont

énoncés pour des fractions qui admettent au moins deux points �xes attractifs, mais ces

théorèmes sont aussi valables pour les polynômes.
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2.4. La structure de l�ensemble de Julia

Théorème 2.4.2 Si P admet deux points �xes attractifs �; � tels que:

A�(�) = A(�) et A�(�) = A(�)

Alors J(P ) est une courbe de Jordan.

Théorème 2.4.3 Si les assertions suivantes sont véri�ées:

1) Le nombre de points �xes attractifs est supérieur ou égal à 2;

2) Un et un seul d�entre eux, �; véri�e A�(�) = A(�);

3) J(P ) \D = ?;

Alors J(P ) est formé d�une in�nité de courbes de Jordan.

Remarque 2.4.1 Fatou [11], a montré que J(P ) est une courbe de Jordan si P a un

point �xe attractif � et un point �xe indi¤érent � tels que A�(�) = A(�) et A�(�) = A(�):

Dans ce cas, � doit satisfaire: P 0(�) = 1 et P 00(�) 6= 0:

En ce qui concerne le point à l�in�ni, il y a plusieurs résultats [4] qui donnent une

caractérisation de son bassin d�attraction.

Théorème 2.4.4 Si P est un polynôme de degré d � 2; alors

i) z =1 est un point �xe attractif d�ordre 1.

ii) c =1 est un point critique de P�1(z) d�ordre (d-1).

iii) A�(1) = A(1):

Preuve. i) Soit P (z) = a0zd + a1zd�1 + :::+ ad�1z + ad:

Montrons que � = 1 est point �xe de P d�ordre 1, c.-à-d. P (�) = � : il su¢ t de

prouver, en utilisant la conjugaison topologique énoncée au paragraphe (2.1.3), que � = 0

est un point �xe d�une fraction rationnelle Q reliée à P de la manière suivante :

Pour cela, posons z =
1

!
alors

P (z) = z () P (
1

!
) =

1

!
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2.4. La structure de l�ensemble de Julia

() a0
1

!d
+ a1

1

!d�1
+ :::+ ad�1

1

!
+ ad =

1

!

() a0 + a1! + :::+ ad�1!
d�1 + ad!

d

!d
=
1

!

() ! =
!d

a0 + a1! + :::+ ad�1!d�1 + ad!d
= Q(!)

On remarque que � = 0 est un point �xe d�ordre 1 de Q:

D�où le résultat: 1 est un point �xe d�ordre 1 de P:

� =1 est attractif;

En e¤et lim
jzj!+1

jP (z)j = +1 =) 8" > 0;9 � 2 R+tel que: 8jzj > �; jP (z)j > "

Ce qui prouve que � =1 à un bassin d�attraction.

ii) On utilise ici la notion de conjugaison topologique, l�homéomorphisme est

� : eC �! eC
z �! �(z) =

1

z
Posons Q(z) = (� � P � ��1)(z)

= (� � P )(��1(z))

= �(
a0
zd
+

a1
zd�1

+ :::+
ad�1
z
+ ad)

= �(
a0 + a1z + :::+ ad�1z

d�1 + adz
d

zd
)

=
zd

a0 + a1z + :::+ ad�1zd�1 + adzd
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2.4. La structure de l�ensemble de Julia

Pour que z =1 soit un point critique de P�1; il su¢ t que z0 = 0 soit un point critique

de Q�1 , i.e. l�équation Q(z)� z0 = 0 admet une racine multiple.

D�après la remarque qui suit le (Lemme 2.3.2), les points critiques de Q�1 sont les

successeurs d�ordre 1 des zéros de Q0; alors

Q(z)� z0 = 0 () z0 = Q(z)

() z0 =
zd

a0 + a1z + :::+ ad�1zd�1 + adzd

Nous dérivons les deux membres, on obtient

Q0(z) =
d:zd�1(a0 + a1z + :::+ ad�1z

d�1 + adz
d)

(a0 + a1z + :::+ ad�1zd�1 + adzd)2

�z
d(a1 + :::+ (d� 1)ad�1zd�2 + d:adzd�1)
(a0 + a1z + :::+ ad�1zd�1 + adzd)2

= 0

On obtient �nalement, après simpli�cations:

Q0(z) =
zd�1(da0 + (d� 1)a1 + :::+ ad�1zd�1)
(a0 + a1z + :::+ ad�1zd�1 + adzd)2

= 0

On conclut �nalement que z = 0 est une racine d�ordre (d� 1) de Q0(z) = 0:

Par ailleurs, il n�existe aucun point z �ni tel que P (z) =1 ; en fait le seul antécédent

par P du point à l�in�ni est le point à l�in�ni lui-même.

iii) A�(1) est le domaine maximal (aux sens de l�inclusion) de normalité de fP ng qui

contient 1.

Donc on cherche des z 2 eC où il existe une sous suite jP nk(z)j �! 1; et on a: s�il
existe une sous suite divergente alors la suite elle-même diverge.

Alors

A�(1) = fz 2 eC; tels que fn(z)!1:g = A(1)

D�où le résultat.

Notation 2.4.1 Notons par D1 l�ensemble des points critiques �nis de P�1(z):

L�ensemble D1 nous permet de préciser certaines propriétés topologiques de l�ensemble

de Julia et de A(1): En fait, on a les théorèmes suivants ([4]):
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2.4. La structure de l�ensemble de Julia

Théorème 2.4.5 La frontière J(P ) est connexe () A(1) \D1 = ?:

Corollaire 2.4.1 Si D1 � J(P ); alors J(P ) est un ensemble connexe et A(1) est sim-

plement connexe.

Théorème 2.4.6 Si un polynôme P a un point �xe � �ni d�ordre 1 tel que D1 � A�(�);

alors J(P ) est une courbe de Jordan.

Dé�nition 2.4.2 Un ensemble est dit totalement discontinu si tous ses points sont isolés.

Autrement dit, toutes ses composantes connexes sont réduites à des singletons.

Le théorème suivant donné par P. Fatou (voir la référence de [4]), montre que l�ensemble

J(P ) peut avoir cette structure sous certaines conditions.

D�une façon plus précise, si l�on note �1(resp. �2) la mesure de Lebesgue dans R (resp.

R2), on a le théorème suivant ([4]) concernant la mesure de J(P ) :

Théorème 2.4.7 Si P est un polynôme tel que D1 � A�(1); alors:

i) J(P ) est totalement discontinu.

ii) �2(J(P )) = 0:

iii) �1(J(P )) = 0 si J(P ) � L où L est une ligne droite.
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CHAPITRE

3 Détermination et tracé de

l�ensemble de Julia de

polynômes cubiques

A l�aide des résultats exposés dans le chapitre précédent, on détermine ici l�ensemble

de Julia de polynômes cubiques à coe¢ cients réels.

Pour cela, il est d�abord nécessaire de rappeler quelques théorèmes issus de la théorie

de l�itération de polynômes holomorphes cubiques:

P : eC �! eC
z �! P (z) = az3 + bz2 + cz + d; (a; b; c; d) 2 R� � R3:

Dans le paragraphe (2.1.3), relatif à la Conjugaison topologique, on a montré que

(eC;N; P ) et (eC;N; Q) sont topologiquement conjugués, où:
Q(z) = �z3 + pz + r , le signe de z3 est le même que celui de a;

p = � b
2

3a
+ c et r =

p
jaj( b

3a
+
2b3

27a2
� bc
3a
+ d):

Autrement dit, l�étude du comportement itératif du polynôme P; peut être ramenée à

celle de Q:
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3.1. Équation du troisième degré (Méthode de Cardan).

Dans la suite du mémoire, on aura besoin de résoudre quelques équations du troisième

degré, pour cela on fait un appel à une méthode directe de résolution (méthode de Cardan).

3.1 Équation du troisième degré (Méthode de Car-

dan).

Dans ce paragraphe, nous allons donner les formules de Cardan de façon à pouvoir ré-

soudre des équations du troisième degré. Ensuite, nous utiliserons les nombres complexes

pour trouver les trois racines de l�équation (Q(z) = 0).

3.1.1 Établissement de formules générales (Formules de Car-

dan)

Soit à résoudre l�équation

z3 + pz + q = 0 (3.1.1)

On s�arrange pour que le signe de z3 soit positif.

Posons z = u+ v; on obtient:

(u+ v)3 + p(u+ v) + q = 0

Ce qui donne en développant:

u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 + pu+ pv + q = 0

Qui se factorise sous la forme:

u3 + v3 + (u+ v)(3uv + p) + q = 0

Posons

3uv + p = 0

On obtient alors
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3.1. Équation du troisième degré (Méthode de Cardan).8<: u3 + v3 + q = 0

3uv + p = 0

Qui se met sous la forme:8<: u3 + v3 = �q

u3v3 = �p
3

27
u3 et v3 sont donc racines de l�équation (3.1.1) :

X2 + qX � p
3

27
= 0

Dont le discriminant est :

� = q2 +
4p3

27
Nous distinguerons alors trois cas selon que le signe (+, nul, -) de �.

Avant de donner les solutions, un petit rappel sur les racines cubique d�un nombre

complexe est nécessaire.

On dé�nit le nombre complexe j par :

j = e
2i�
3 = �1

2
+ i

p
3

2
j véri�e les deux propriétés suivantes :

j3 = 1

j2 + j + 1 = 0

Si on connait une racine cubique r d�un nombre complexe c, alors il est aisé de voir

que les trois racines cubiques de c sont :

r j:r j2:r

Premier cas : si � positif

Les calculs faits dans ce paragraphe sont aussi valables pour � nul et le résultat,

dans ce cas, sera alors simpli�é dans le paragraphe suivant:

La résolvante de Cardan a alors pour racine :8><>:
u3 =

�q +
p
�

2

v3 =
�q �

p
�

2
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3.1. Équation du troisième degré (Méthode de Cardan).

D�où on déduit que:8>><>>:
u =

3

r
�q +

p
�

2

v =
3

r
�q �

p
�

2

ou

8>><>>:
u = j:

3

r
�q +

p
�

2

v = j2:
3

r
�q �

p
�

2

ou

8>><>>:
u = j2:

3

r
�q +

p
�

2

v = j:
3

r
�q �

p
�

2

Nous en déduisons trois valeurs possibles pour z :

z1 =
3

r
�q +

p
�

2
+

3

r
�q �

p
�

2

z2 = j:
3

r
�q +

p
�

2
+ j2:

3

r
�q �

p
�

2

z3 = j
2:

3

r
�q +

p
�

2
+ j:

3

r
�q �

p
�

2

Deuxième cas : si � nul

Dans le paragraphe précédent, faisons � = 0 dans la formule donnant z1, on obtient:

z1 = 2
3

r
�q
2

� = 0 se traduit par:

q2 +
4p3

27
= 0() 27q2

4p3
= �1

() 27q3

8p3
= �q

2

() 3

r
�q
2

=
3q

2p
On en déduit :

z1 =
3q

p

En faisant � = 0 dans la formule donnant z2 et z3 du paragraphe précédent, on

obtient:

z2 = z3 = (j + j
2): 3
r
�q
2

Comme on a j + j2 = �1; on obtient:

z2 = z3 = �
3q

2p
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3.1. Équation du troisième degré (Méthode de Cardan).

En résumé, les trois racines sont:

z1 =
3q

p

z2 = z3 = �
3q

2p

Troisième cas : si � strictement négatif

La résolvante de Cardan a alors pour racine :8>><>>:
u3 =

�q + i
p
j�j

2

v3 =
�q � i

p
j�j

2

D�où on déduit que:8>>>><>>>>:
u =

3

s
�q + i

p
j�j

2

v =
3

s
�q � i

p
j�j

2

ou

8>>>><>>>>:
u = j:

3

s
�q + i

p
j�j

2

v = j2:
3

s
�q � i

p
j�j

2

ou

8>>>><>>>>:
u = j2:

3

s
�q + i

p
j�j

2

v = j:
3

s
�q � i

p
j�j

2

Ci-dessus u et v s�expriment comme racines cubiques d�un nombre complexe. Comme

un nombre complexe a trois racines cubiques, il est important de choisir des valeurs de u

et v qui soit conjuguées de façon à véri�er la relation:

3uv + p = 0:

Pour simpli�er les choses, on peut aussi simplement, pour un nombre w complexe

donné, adopter la convention :

3
p
w = 3

p
jwje

arg(w)

3
i

Nous en déduisons trois valeurs possibles pour les racines:

z1 =
3

s
�q + i

p
j�j

2
+

3

s
�q � i

p
j�j

2

z2 = j:
3

s
�q + i

p
j�j

2
+ j2:

3

s
�q � i

p
j�j

2

z3 = j
2:

3

s
�q + i

p
j�j

2
+ j:

3

s
�q � i

p
j�j

2

38



3.2. La méthode de recherche des points de J(P )

Résumé

� < 0 L�équation (3.1.1) admet 3 racines réelles.

� = 0 L�équation (3.1.1) possède deux solutions réelles: une simple et une double.

� > 0 L�équation (3.1.1) possède une solution réelle et deux complexes conjuguées.

3.2 La méthode de recherche des points de J(P )

La recherche des points de J(P ) est bien expliquée par le théorème 2.3.4, donc il

su¢ t de chercher un point �xe répulsif (ou indi¤érent) z�, et de trouver ses antécédents.

Donc la recherche des points de J(P ); peut être illustrée par l�arbre à 3 branches

suivant:

Remarques 3.2.1

1) La recherche des antécédents d�un point par P , revient à résoudre une équation

polynômiale cubique, d�où la présentation des formules de Cardan dans la section précé-

dente.
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3.3. Expérimentations théoriques et graphiques

2) L�ensemble J(P ) est mieux approximé si le nombre d�antécédents trouvé est grand.

Ce dernier est limité par la place-mémoire de la machine utilisée, ainsi que par le

programme exploitant l�algorithme d�obtention des points de J(P).

3.3 Expérimentations théoriques et graphiques

Dans cette section, on applique le procédé, exposé à la �n du chapitre précédent, à

di¤érents polynômes cubiques complexes. Dans chaque cas, on donne des exemples, assez

di¤érents les uns des autres, qui ont été choisis pour rendre compte de la complexité de

la frontière J(P ) ainsi que des diverses formes sous lesquelles elle peut se présenter.

3.3.1 Premier cas P (z) = z3 (p = r = 0)

Points �xes

Les points �xes de ce polynôme sont z1 = 0: attractif; et z2; z3 = �1; tous deux

répulsifs, représentés par des étoiles (*) dans la �gure (3.3.1), ainsi que le point à l�in�ni

(super-attractif).

Points critiques

P�1 admet un point critique �ni c1 = 0 indiqué par le symbole (+).

Structure de J(P )

D�après la Proposition 2.2.1, J(P ) est compact.

Le seul point critique coïncide avec le point �xe attractif, donc c1 =2 A(1); d�après le

théorème 2.4.5 J(P ) est connexe, et la frontière J(P ) est une courbe de Jordan, d�après

le théorème 2.4.6.

J(P ) sépare les bassins immédiats d�attractions de z1 et de celui de l�in�ni.

Le plan complexe est par conséquent formé de trois ensembles invariants A�(0), A�(1)

et J(P ):

D�après le théorème 2.3.1, on a @A(0) = J(P ); donc la frontière J(P ) est le cercle

unité.
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3.3. Expérimentations théoriques et graphiques

La frontière J(P ); approchée par Cinq milles (5000) points, est représentée en �gure

3.3.1.

Figure 3.3.1 (P (z) = z3)

Important: la détermination de J(P ) permet, en considérant (J(P )\R); de déduire

le comportement itératif de la fonction réelle f(x) = x3 (A(0) = A�(0) =]�1; +1[): Cette

observation reste, bien sûr, valable pour tous les exemples de ce chapitre.

3.3.2 Deuxième cas P (z) = �z3 + pz

Premièrement, on considère le polynôme P (z) = �z3 + pz; avec la conjugaison

topologique d�homéomorphisme �(z) = iz; il su¢ t de considérer le polynôme:

P (z) = z3 + pz

� P admet 3 points �xes d�ordre 1: z1; z2 et z3:

P (z) = z =) z(z2 + (p� 1)) = 0
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3.3. Expérimentations théoriques et graphiques

=)
�

z1= 0

z2; z3 = �
p
1� p

� P�1 admet 2 points critiques �nis c1 et c2:

P 0(z) = 0 =) 3z2 + p = 0

=) z3;4 = �
r
�p
3

c1 = P (z3) et c2 = P (z4)

Donc les points critiques sont c1;2 = �
2p

3

r
�p
3

La plupart des théorèmes (théorème 2.4.3, 2.4.5, 2.4.6 et 2.4.7) qui donnent la structure

de l�ensemble de Julia, se basent sur les points critiques; pour cela les deux lemmes suivants

tirés de ([4]), nous donnent une localisation des points critiques selon la valeur de p.

Lemme 3.3.1 Si jpj � 1 alors c1, c2 2 A�(0):

Preuve. On a z1 = 0 est point �xe attractif si jpj < 1, et si jpj = 1 alors z1 = 0 est

point �xe neutre donc les deux théorèmes (2.3.2 et 2.3.3) nous assurent qu�il existe au

moins un point critique c de P�1 tel que c 2 A�(0):

Comme A�(0) est symétrique par rapport à l�origine alors c1, c2 2 A�(0):

Lemme 3.3.2 Les points critiques c1, c2 2 A(1)() jpj > 3

A l�aide de ce lemme et du théorème 2.4.7, on peut dire jpj > 3 =) J(P ) est totalement

discontinu.

Dans ce cas du polynôme Brolin ([4]), nous donne une localisation de l�ensemble de

Julia.

Théorème 3.3.1 L�ensemble J(P ) � fz / jzj �
p
1 + jpjg:

Le théorème suivant ([4]) exprime bien la structure de l�ensemble de Julia dans le cas

étudié.
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Théorème 3.3.2 1) Si jpj � 3 =) J(P ) est connexe.

2) Si jpj < 1() J(P ) est une courbe de Jordan.

3) Si jpj = �3 =) J(P ) est le segment [�2; 2].

4) Si jpj = 3 =) J(P ) est le segment [�2i; 2i].

5) Si jpj > 3 =) J(P ) est totalement discontinu et �1(J(P )) = 0.

6) Si p < �3 =) J(P ) est dans une droite réelle, de plus J(P ) � [�z2; z2].

7) Si p > 3 =) J(P ) est dans une droite imaginaire, de plus J(P ) � [��1; �1] où

�1 =
p
�p� 1:

Démonstration. 1) Si jpj � 3; par le lemme (3.3.2) c1, c2 =2 A(1); et par conséquent,

du théorème 2.4.5, J(P ) est connexe.

2) Le polynôme P a un seul point �xe attractif si et seulement si jpj < 1; et par

le lemme (3.3.1) c1, c2 2 A�(0) pour jpj < 1; et le résultat découle directement avec

l�application du théorème 2.4.6.

3) Si p = �3 alors c1; c2 2 J(P ) (car c1 = �2; c2 = 2 sont des points �xes répulsifs).

De plus on a [�2; 2] est positivement invariant et l�équation z3 � 3z + t = 0 tel que

t 2 [�2; 2] admet 3 racines réelles (car le discriminant est négatif).

Donc J(P ) � [�2; 2], et d�après le théorème 2.4.5 J(P ) est connexe, ce qui nous

permettre de dire que J(P ) = [�2; 2].

4) la démonstration du résultat est analogue au cas p = �3:

5) Supposons que jpj > 3; avec le lemme 3.3.2: c1, c2 2 A(1):

Selon le théorème 2.4.7 on a J(P ) est totalement discontinu.

Pour montrer que �1(J(P )) = 0; il faut d�abord prouver (6) et (7).

6) Si p < �3 alors z2 =
p
1� p est un point �xe répulsif, posons donc:

H = fz 2 C;9n 2 N tel que P n(z) = z2g = ensemble des antécédents de z2 (par P ).

Considérons l�équation

z3 + pz =; x 2 R:::::::::::::::::::::::::::(E)

Si jxj <
p
1� p; avec les formules de Cardan, on conclut que (E) a trois racines réelles.
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Avec le théorème 3.3.1, on a J(P ) � fz / jzj �
p
1� pg , et puisque les équations

P n(z) = z2; n 2 N

ont trois racines réelles, on voit immédiatement que H � [�z2; z2]:

On a, avec le théorème 2.4.3, H = J(P ); et le résultat J(P ) � [�z2; z2] découle

directement.

7) On peut procéder de la même façon qu�en (6).

Comme (6) et (7) sont véri�és, avec le théorème (2.4.7), on a bien que �1(J(P )) = 0:

Exemple 3.3.1 (J(P) est connexe)

Soit P (z) = z3 +
3

4
z (ici, jpj < 1; cas n� = 2 du théorème 3.3.2)

Points �xes

Les points �xes de ce polynôme sont z1 = 0 : attractif; et z2; z3 = �
1

2
: répulsifs,

représentés par des étoiles (*) dans la �gure (3.3.2), ainsi que le point à l�in�ni (super-

attractif).

Points critiques

Les points critiques sont c1, c2 = �
1

4
i; comme ils sont indiqués par des (+).

Les successeurs de ces points critiques convergent vers le seul point �xe attractif z1, il

n�y a pas d�autres cycles attractifs, à part z1 et le point à l�in�ni, en vertu du théorème

2.3.2.

Structure de J(P )

D�après la Proposition 2.2.1, J(P) est compact.

J(P) est connexe, et est une courbe de Jordan, d�après le théorème 3.3.2. Il sépare les

bassins immédiats d�attractions de z1 et de celui de l�in�ni.

Le plan complexe est par conséquent formé de trois ensembles invariants A�(0), A�(1)

et J(P ):

La frontière J(P ); approchée par Cinquante milles (50 000) points, est représentée en

�gure 3.3.2
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Figure 3.3.2 (P (z) = z3 +
3

4
z)

Exemple 3.3.2 (J(P ) est formé d�une in�nité de courbes de Jordan)

Soit P (z) = z3 +
3

2
z (ici, jpj < 3; cas n� = 1 du théorème 3.3.2)

Points �xes

Les points �xes de ce polynôme sont z1 = 0 : répulsif; et z2; z3 = �
p
2

2
i : attractifs,

représentés par des étoiles (*) dans la �gure (3.3.3), ainsi que le point à l�in�ni (super-

attractif).

Points critiques

Les points critiques sont c1, c2 = �
p
2

2
i; comme ils sont indiqués par des (+), dans ce

cas, les deux points critiques coïncident avec les deux points �xes attractifs z2; z3.

Structure de J(P )

D�après le théorème 3.3.2, J(P ) est connexe, mais n�est pas une courbe de Jordan.
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Il s�ensuit, en utilisant le théorème 2.4.3, sachant A�(1) = A(1); que J(P ) formé

d�une in�nité de courbes de Jordan dont chacune fait partie du bassin d�attraction de z2

ou de z3 , on a représenté cette frontière par deux cents milles (200 000) points, dans la

�gure 3.3.3 ci-dessous

Figure 3.3.3 (P (z) = z3 +
3

2
z)
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3.3.3 Troisième cas P (z) = z3 + r

Classi�cation des points �xes

� Si jrj < 2
p
3

9
alors d�après les formules de Cardan (calcul du discriminant, paragraphe

3.1), P (z) = z3 + r a 3 points �xes q1; q2 et q3 tels que:

q3 < 0 < r < q2 < q1 si 0 < r <
2
p
3

9
(3.3.1)

q3 < q2 < r < 0 < q1 si �
2
p
3

9
< r < 0 (3.3.2)

Dans ce cas, q1 et q3 sont répulsifs et q2 est attractif.

� Si jrj = 2
p
3

9
alors deux points �xes coïncident, et ces points sont indi¤érents et

l�autre point �xe est répulsif.

� Si jrj > 2
p
3

9
on a seulement un point �xe réel à savoir:

q3 < 0 si r >
2
p
3

9

q1 > 0 si r <
2
p
3

9
Les points �xes sont toujours répulsifs, de plus P�1(z) a un seul point critique c1 = r:

Concernant le point critique c1, Brolin ([4]) a établi les résultats:

Lemme 3.3.3 Le seul point critique c1 2 A(1)() jrj >
2
p
3

9
:

Preuve. (=) Soit r > 2
p
3

9
; on a vu précédemment que le seul point �xe réel est

strictement négatif, donc P (x) > x 8x > 0:

Puisque c1 = r alors P n(c1) �! +1; donc c1 2 A(1):

Soit r < �2
p
3

9
; de la même manière on montre que P n(c1) �! �1; c.-à-d. c1 2

A(1):

=)) Pour montrer cette implication on montre que si jrj � 2
p
3

9
alors c1 =2 A(1):

Si jrj < 2
p
3

9
; avec (3.1.1) et (3.1.2), on conclut que pour chaque n 2 N; P n(c1) 2

[q1; q3]:
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Donc c1 =2 A(1):

Théorème 3.3.3 (voir [4])

1) Si jrj � 2
p
3

9
() J(P ) est une courbe de Jordan..

2) Si jrj > 2
p
3

9
=) J(P ) est totalement discontinu et �2(J(P )) = 0.

Exemple 3.3.3 (J(P) est une courbe de Jordan)

Soit P (z) = z3 +
1

3
(ici, p <

2
p
3

9
; cas n� = 1 du théorème 3.3.3)

Points �xes

Les points �xes de ce polynôme sont donnés par les formules de Cardon comme suit:

z1 = 0:3949 :attractif, z3 = 0:7422 : répulsif; z3 = �1:1372 : répulsif; représentés par

des étoiles (*) dans la �gure (3.3.4), ainsi que le point à l�in�ni (super-attractif).

Points critiques

Le seul point critique est c =
1

3
; il est indiqué par un plus(+) dans la �gure (3.3.4).

Les successeurs du point critique convergent vers le seul point �xe attractif z1, il n�y a

pas d�autres cycles attractifs, à part z1 et le point à l�in�ni, en vertu du théorème 2.3.2.

Structure de J(P )

D�après la Proposition 2.2.1, J(P) est compact.

J(P) est connexe, et est une courbe de Jordan, d�après le théorème 3.3.3. Il sépare les

bassins immédiats d�attractions de z1 et de celui de l�in�ni.

Le plan complexe est par conséquent formé de trois ensembles invariants A�(z1), A�(1)

et J(P ):

La frontière J(P ); approchée par Cinquante milles (50 000) points, est représentée en

�gure 3.3.4
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Figure 3.3.4 (P (z) = z3 +
1

3
)

Exemple 3.3.4 (J(P) est totalement discontinu)

Soit P (z) = z3 +
1

2
(ici, p >

2
p
3

9
; cas n� = 2 du théorème 3.3.3)

Points �xes

Les points �xes de ce polynôme sont z1 = �1:1915 : répulsif; z2 = 0:5957 + 0:2544i :

attractif; z3 = 0:5957 � 0:2544i : attractif, indiqués par des étoiles (*) dans la �gure

(3.3.5), ainsi que le point à l�in�ni (super-attractif).

Points critiques

Le seul point critique est c =
1

2
; marqué par un plus(+), les successeurs du point

critique convergent vers le point à l�in�ni, donc il n�y a pas de cycle attractif à part le

point à l�in�ni.

Structure de J(P )

D�après la Proposition 2.2.1, J(P) est compact.
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J(P) est totalement discontinu et �2(J(P )) = 0, d�après le théorème 3.3.3

La frontière J(P ); approchée par Deux cents milles (200 000) points, est représentée

en �gure 3.3.5

Figure 3.3.5 (P (z) = z3 +
1

2
)

Pour rendre compte de la complexité de la frontière J(P ), la �gure 3.3.6 montre dans

la première image, l�ensemble J(P ) ainsi que trois agrandissements successifs de la région

rectangulaire R = [�1:225;�0:85]� [�0:2; 0:2] repérée dans la dite-image .
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Figure 3.3.6 (Zooms successifs de la �gure 3.3.5)

3.3.4 Quatrième cas P (z) = �z3 + r

Le polynôme P (z) = �z3 + r a pour chaque r un seul point �xe réel q :

q est attractif si jrj < 4
p
3

9
; neutre si jrj = 4

p
3

9
et répulsif si jrj > 4

p
3

9

La fonction inverse P�1(z) a seulement un point critique �ni c1 = r et nous avons le

lemme suivant:

Lemme 3.3.4 (voir [4])

Si c1 2 A(1)() jrj >
4
p
6

9

Ainsi que le théorème suivant:
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Théorème 3.3.4 (voir [4])

1) Si jrj � 4
p
6

9
alors J(P ) est connexe.

2) L�ensemble J(P ) est une courbe de Jordan() jrj < 4
p
3

9
.

3) Si jrj > 4
p
6

9
=) J(P ) est totalement discontinu et �2(J(P )) = 0.

Exemple 3.3.5

P (z) = �z3 + 4
p
3

9
(ici, r =

4
p
3

9
; cas n� = 1 du théorème 3.3.4)

Points �xes

Les points �xes de ce polynôme sont z1 = 0:5774 : neutre; z2; z3 = �0:2887�1:1180i :répulsifs,

représentés par des étoiles (*) dans la �gure (3.3.7), ainsi que le point à l�in�ni (super-

attractif).

Points critiques

Le seul point critique est c = r =
4
p
3

9
; marqué par un plus(+).

L�ensemble des conséquents de c est fP n(c); n = 1; 2; :::g convergent vers le point �xe

réel z1:

En e¤et:

Posons les deux suites (un)n2N et (vn)n2N dé�nies par:8<: un = P
2n(c)

vn = P
2n�1(c)

On a: c > P 2(c) > P 4(c) > ...> P 2n(c) > ... > z1; Donc la suite un est décroissante

et minorée par z1; d�où un �! z1:

On a: P (c) < P 3(c) < P 5(c) < ...< P 2n+1(c) < ... < z1; Donc la suite un est

croissante et majorée par z1; d�où vn �! z1:

Structure de J(P )

D�après la Proposition 2.2.1, J(P) est compact.

J(P) est connexe, mais n�est pas une courbe de Jordan d�après le théorème 3.3.4.
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Huit cents milles (800 000) points, représentés en �gure (3.3.7) donnent une approxi-

mation de J(P ):

Figure 3.3.7 (P (z) = �z3 + 4
p
3

9
)

La propriété de connexité (et de continuité) de la frontière J(P ) n�est pas visible sur

la �gure malgré le nombre relativement élevé de points qui composent J(P ).

Exemple 3.3.6

P (z) = �z3 + 6
5
(ici, r >

4
p
6

9
; cas n� = 3 du théorème 3.3.4)

Points �xes

Les points �xes de ce polynôme sont z1 = 0:7604 : répulsif; z2; z3 = �0:3802 �

1:1973i :répulsifs, représentés par des étoiles (*) et des �èches ( �) dans la �gure (3.3.8),

ainsi que le point à l�in�ni (super-attractif).

Points critiques
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Le seul point critique est c = r =
6

5
; marqué par un plus (+) et par ((=), ses itères

convergent vers le point à l�in�ni, donc il n�y a pas d�autre cycle attractif (sauf le point à

l�in�ni).

Structure de J(P )

D�après la Proposition 2.2.1, J(P) est compact.

J(P ) est totalement discontinu et �2(J(P )) = 0, d�après le théorème 3.3.4.

Huit cents milles (800 000) points, représentés en �gure 3.3.8 donnent une approxi-

mation de J(P ):

Figure 3.3.8 (P (z) = �z3 + 6
5
)

Dans ce cas eC = J(P ) [ A�(1); autrement dit, la frontière J(P) n�entoure aucun

domaine.

54



3.3. Expérimentations théoriques et graphiques

3.3.5 Cinquième cas P (z) = �z3 + pz + r; p 6= 0; r 6= 0

Dans les trois derniers cas, Brolin [4] a donné des lemmes pour bien localiser les

points critiques « D1 � A(1) ou D \ A(1) = ? » et à l�aide des résultats (théorème

2.4.3, théorème 2.4.5, théorème 2.4.6 théorème 2.4.7 et la proposition 2.1.2) annoncés

dans le chapitre précédent, on a pu déterminer la structure de l�ensemble de Julia.

Cependant, dans ce cas n�allons pas énoncer les conditions détaillées dans lesquelles

D1 � A(1) ou D \ A(1) = ?;

On va donner des résultats généralisés à savoir :

Le théorème suivant ([4]), nous donne une structure de l�ensemble de Julia sous des

conditions très particulières.

Théorème 3.3.5 Soit P (z) = z3 � pz + r un polynôme où p > 0 et r est réel alors:

27r2 > 4(p+ 1)3 =) J(P ) est totalement discontinu et �2(J(P )) = 0.

Démonstration. Par hypothèse, l�équation:

z3 � (p+ 1)z + r = 0 (3.3.3)

a le discriminant � = r2 � 4

27
(p+ 1)3 positif.

Donc les formules de Cardan (paragraphe 3.1) nous assurent que l�équation (3.3.3)

admet une seule racine réelle, notée q:

Avec les formules de Cardan, q =
3

r
�r +

p
�

2
+

3

r
�r �

p
�

2
; il est clair que:

Si r > 0 alors q < 0 (3.3.4)

Si r < 0 alors q > 0 (3.3.5)

La fonction inverse P�1(z) admet deux points critiques, à savoir:

c1; c2 = �
2p

3

r
P

3
+ r
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Donc, on a les résultats suivants:

Si r > 0 alors c1; c2 > 0

Si r < 0 alors c1; c2 < 0

Pour la suite de la démonstration, on distinguera deux cas:

1ier cas: supposons r > 0 à l�aide de (3.3.4): P (z) > z; de plus si z est réel positif alors

P n(z) �! +1; ce qui nous assure que P n(c1) �! +1 et P n(c2) �! +1; autrement

dit c1; c2 2 A(1):

2�eme cas: supposons r < 0 à l�aide de (3.3.5): P (z) < z; de plus si z est réel négatif alors

P n(z) �! �1; ce qui nous assure que P n(c1) �! �1 et P n(c2) �! �1; autrement

dit c1; c2 2 A(1):

On conclut que dans les deux cas c1; c2 2 A(1); le résultat découle donc directement

du théorème 2:4:7:

Exemple 3.3.7

P (z) = z3 � 62

100
z +

4

5
(ici, 27r2 > 4(p+ 1)3; cas du théorème 3.3.5)

Points �xes

Les points �xes de ce polynôme sont z1 = �1:4710 : répulsif; z2; z3 = 0:7355 �

0:0537i :répulsifs, représentés par des étoiles (*) dans la �gure (3.3.9), ainsi que le point

à l�in�ni (super-attractif).

Points critiques

Les points critiques sont c1 = 0:6121 et c2 = 1:1758; repérés par des (+).

Structure de J(P )

D�après la Proposition 2.2.1, J(P) est compact.

À priori J(P) est formé d�une in�nité de composantes connexes, ce qui n�est pas vrai

en e¤et

On a c1; c2 2 A(1) donc les successeurs des points critiques convergent vers le point

à l�in�ni, ce qui prouve le résultat.
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Autrement dit, la frontière J(P ) n�entoure aucun domaine donc la sphère de Riemann

est partagée en deux ensembles invariants.

J(P ) est totalement discontinu et �2(J(P )) = 0, d�après le théorème 3.3.5

Deux cents milles (200 000) points, représentés en �gure 3.3.9, donnent une approxi-

mation de J(P ):

Figure 3.3.9 (P (z) = z3 � 62

100
z +

4

5
)

La structure fractale est bien illustrée dans cette �gure: on voit la même image à

di¤érentes échelles.

Malgré le nombre relativement élevé de points qui composent J(P ); on ne remarque

pas l�appartenance des points �xes répulsifs z2; z3 = 0:7355� 0:0537i à J(P ):

Cette dernière remarque, nous montre la faiblesse de nos machines à approximer la

frontière J(P ).
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La plupart des résultats qui donnent des propriétés géométriques de l�ensemble de

Julia, se basent sur les points critiques, (D1 � A(1) ou D1 \ A(1) = ?), cependant

il existe des polynômes tel que D1 \ A(1) 6= ? et D1 \ {A(1) 6= ?; à savoir les deux
théorèmes suivants [4] établissent ce cas.

Théorème 3.3.6 Soit P un polynôme de degré trois, et P�1(z) admet deux points cri-

tiques c1 et c2 ,

c1 2 A(1) et c2 2 J(P ) =) J(P ) est formé d�une in�nité de points isolés.

Exemple 3.3.8

P (z) = z3 � 27
4
z +

15

4
(ici c1 2 J(P )) et c2 2 A(1); cas du théorème 3.3.6)

Points �xes

Les points �xes de ce polynôme sont z1 = �3; z2 =
5

2
; et z3 =

1

2
:répulsifs, représentés

par des étoiles (*) dans la �gure (3.3.10), ainsi que le point à l�in�ni (super-attractif).

Points critiques

Les points critiques sont c1 = �3; c2 =
21

2
; marqués par des (+), les itères de c2

convergent vers le point à l�in�ni.

Structure de J(P )

D�après la Proposition 2.2.1, J(P) est compact.

J(P ) est totalement discontinu, d�après le théorème 3.3.6.

Cinquante milles (50 000) points, représentés en �gure 3.3.10 donnent une approxi-

mation de J(P ):
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Figure 3.3.10 (P (z) = z3 � 27
4
z +

15

4
)

Dans ce cas, J(P) a toutes les propriétés d�un ensemble de Cantor.

Jusqu�ici, on a tracé les ensembles de Julia de polynômes cubiques à coe¢ cients réels,

mais notre programme, mis au point sous Matlab, marche aussi dans le cas où les coe¢ -

cients sont complexes. L�exemple suivant illustre ce cas.

Exemple 3.3.9

Soit P (z) = z3 +
12

25
z +

116

125
i

Points �xes

Les points �xes de ce polynôme sont z1 = 0:8i; z2; z3 = �1�0:4000i :répulsifs, représen-

tés par des étoiles (*) dans la �gure (3.3.11), ainsi que le point à l�in�ni (super-attractif).

Points critiques
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Les points critiques sont c1 = 0:8i = z1 c2 = 1:056i; marqués par un plus (+), les

successeurs du point c2 convergent vers un 2-cycle (attractif) formé des imaginaire purs

(1.043i) et (0.2928i); ils sont repérés par des (�):

Structure de J(P )

D�après la Proposition 2.2.1, J(P) est compact.

J(P ) est connexe, d�après le théorème 2.4.5.

Cinquante milles (50 000) points, représentés en �gure 3.3.11, donnent une approxi-

mation de J(P ):

Figure 3.3.11 (P (z) = z3 +
12

25
z +

116

125
i)

Commentaire:

Les exemples traités dans ce chapitre montrent que la frontière J(P ) peut présenter

des formes géométriques très di¤érentes (courbe de Jordan, discontinue, connexe, convexe,

. . . etc).

L�obtention des points de J(P ) nous permet, sachant qu�il constitue la frontière des

bassins d�attractions des points (�xes et cycles) attractifs du polynôme étudié, de prévoir le

60



3.3. Expérimentations théoriques et graphiques

comportement itératif de P en choisissant convenablement le point initial z0 de l�itération

zn+1 = P (zn); n = 0; 1; ::: :

De plus, la connaissance de (J(P )\R) permet l�étude de la dynamique de la fonction

réelle associée à P:
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté des ensembles de Julia de polynômes cubiques à

coe¢ cients réels. On a énoncé, en nous basant sur la théorie des systèmes dynamiques

holomorphes, les principales propriétés de ces ensembles.

Nous avons construit un algorithme de recherche des antécédents d�un point �xe répul-

sif (ou indi¤érent) par le polynôme P considéré. Ces antécédents approchent la frontière

invariante des bassins d�attractions des points �xes (et des cycles) attractifs de P (lorsque

ceux-ci existent), et cette frontière coïncide avec l�ensemble de Julia J(P ) de P:

Cette frontière nous permet de prévoir le comportement de la suite (P n(z))n2N pour

tout point z du plan complexe, et donc de déterminer tous les ensembles invariants de P .

Nous avons appliqué cet algorithme à di¤érents exemples de polynômes cubiques, en

traçant la frontière J(P ) correspondante à chacun d�eux.

Comme les théorèmes de ce mémoire ne s�appliquent qu�aux fractions rationnelles, la

suite logique de ce travail réside dans l�étude du comportement itératif d�autres types de

fonctions complexes telles que ez, sin(z); Log(z); etc.

En�n, la théorie des systèmes dynamiques discrets, mais non holomorphes, présente

assurément un éventail plus large de directions de recherche.
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Appendice

Programme en Matlab d�obtention de J(P );où Pest de
degré trois

L�algorithme suivant (sous Matlab) permet d�approximer l�ensemble J(P ); avec

un nombre n de points.

function Y = julia(a; b; p; q; n)% a; b; p; q sont les coe¢ cients du polynôme P et n

c�est le nombre des points qui constituent J(P ).

pt_�xe=roots([a b p-1 q]); % l�application roots cherche les racines d�un polynôme

for i=1:3

if abs(3*a*((pt_�xe(i))^2)+b*2*(pt_�xe(i))+p) >= 1

repulsif=pt_�xe(i);

end

end

antecedent=roots([a b p q-repulsif]);

for i=1:3

if abs(antecedent(i)-repulsif)<10^(-8)

j=i;

end

end

antecedent(j)=antecedent(3);

antecedent(3)=repulsif;

Y=[antecedent(1); antecedent(2)];
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Appendice

e=1;

i=0;

while length(Y)<=n

k=length(Y);

for j=e:k

t=roots([a b p q-Y(j)]); Y=[Y;t];

end

e=k+1;

if length(Y)>=n,break;end

end

rac=roots([3*a 2*b p]);

sucesseur=[a*(rac(1))^3+b*(rac(1))^2+p*rac(1)+q a*(rac(2))^3+b*(rac(2))^2+p*rac(2)+q]

plot(real(Y),imag(Y),�k.�,real(pt_�xe),imag(pt_�xe),�k*�,real(sucesseur),imag(sucesseur),�k+�)
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