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Résumé :
Un grand nombre d’études ont été consacrées à la modélisation d’écoulements de films fluides
viscoélastiques. L’intérêt du sujet tant pour son coté appliqué que pour son coté fondamental en
est la raison principale [7].

Dans le cadre de ce travail, une étude linéaire de stabilité de l’écoulement à surface libre d’un
film mince d’un fluide visqueux faiblement élastique est effectuée. Les équations gouvernant un
tel mouvement sont d’un formalisme mathématique particulièrement compliqué. Il s’agit en effet
d’équations aux dérivées partielles en temps et en espace et non linéaires. Comme aucun cadre
général n’existe pour ce genre de problème, des hypothèses simplificatrices sont formulées afin
d’obtenir des modélisations mathématiquement abordables.
Lorsque les effets visqueux l’emportent sur les effets inertiels, l’expérience montre que sur un film
de fine épaisseur (quelques millimètres), l’instabilité se manifeste par la croissance d’ondes dont la
longueur est grande devant l’épaisseur du film. Dans ces conditions, les champs hydrodynamiques
en présence peuvent être exprimés sous la forme d’une série asymptotique. Une équation d’évolu-
tion de l’épaisseur du film peut ainsi être obtenue par l’intermédiaire de l’équation cinématique.
Il s’agira ensuite de déterminer les conditions critiques au début de l’instabilité. La connaissance
de ces conditions intéresse particulièrement le secteur industriel où il est important de pouvoir
maitriser le déclenchement des instabilités afin d’éviter qu’elles n’altèrent la qualité du produit.
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Chapitre 1

INTRODUCTION :

Les écoulements de films minces de fluides sont devenus l’objet d’études depuis plusieurs
décennies et certains cas sont toujours un sujet d’actualité.
De ce fait, d’innombrables hypothèses ont été émises et diverses théories élaborées dans le but
d’expliquer et de comprendre les phénomènes interfaciaux rencontrés dans ce type d’écoulement.

Dans l’industrie, les films minces interviennent dans plusieurs domaines. Ils peuvent être utilisés
pour la conception de peintures, d’adhésifs ou lors du dépôt de couches de pellicules photogra-
phiques en infographie. On les rencontre également dans la nature tels que dans les coulées de
lave, de boue... Ils sont aussi présents en biologie, sur la paroi interne des poumons ou à la sur-
face des yeux par exemple ainsi que dans des situations physiques et industrielles comme lors du
processus de transfert de chaleur ou lors de la conception et de la rupture de barrages...

Un fluide en général peut être considéré comme étant un ensemble de particules matérielles, très
petites et libres de se déplacer les unes par rapport aux autres. C’est donc un milieu matériel
continu, déformable, non rigide et qui a tendance à s’écouler.

Figure 1.0.1 – Instabilités d’interfaces

Ils peuvent être classés en deux grandes catégories : newtoniens et non newtoniens.

4
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1- Les fluides newtoniens :
Ce sont des fluides pour lesquels les éléments du tenseur des contraintes visqueuses sont linéai-
rement proportionnels aux vitesses de déformation. La constante de proportionnalité est appelée
viscosité du fluide.

2- Les fluides non newtoniens :
Les fluides dont le comportement brise la loi de Newton (fig 1.0.2) sont dits non Newtoniens. On
distingue parmi ces fluides plusieurs catégories :

a- Fluides rhéofluidifiants (pseudo-plastiques) :
Dans ce type de fluide, la viscosité diminue avec l’augmentation de la contrainte appliquée . C’est
le cas du sang, des chaines polymériques liquides à longue chaine, des jus de fruits, des colles et
des ciments, des shampoings...

b- Fluides viscoplastiques :
Ce sont des cas particuliers des fluides rhéofluidifiants. Ils se distinguent par l’existence d’un seuil
de contrainte d’écoulement. En d’autres termes, aucun mouvement n’apparait au niveau du fluide
si ce dernier est soumis à une contrainte inférieure au seuil. On parle alors de fluide à seuil ou
viscoplastique.
Comme exemples de fluides viscoplastiques, on peut citer : les boues de forage, les pâtes à papier,
les vernis, les peintures , les polymères fondus ou en solution très concentrée...

c- Fluides rhéoépaississants :
Dans ces fluides, la viscosité s’accroit lorsque la contrainte augmente. Ce comportement est
observé dans les amidons dilués dans l’eau.

d- Fluides thixotropes :
Les fluides thixotropes sont des fluides ayant une mémoire de forme à courte et à grande échelle.
Le comportement à un instant t d’un fluide thixotrope dépend des contraintes subies dans un
temps antérieur (mémoire à courte échelle). Lorsque la contrainte est éliminée, le fluide retrouve
son état initial (mémoire à grande échelle). Comme exemples , on peut citer le ketchup, le yaourt
....
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Figure 1.0.2 – Exemple d’un fluide non newtonien.

e- Fluides viscoélastiques :
Les fluides complexes ou non newtoniens sont caractérisés par l’existence d’une propriété intrin-
sèque de la matière appelée temps de relaxation. Suivant le rapport de ce temps à l’échelle de
temps de la sollicitation qui définit le nombre de Déborah De, le comportement se rapprochera
de celui d’un solide (caractérisé par son élasticité) ou de celui d’un liquide (caractérisé par sa
viscosité). On considère qu’il s’agit d’un fluide purement visqueux quand De <�< 1 car les temps
nécessaires pour les modifications de structure du produit sont beaucoup plus faibles que le temps
caractéristique de la sollicitation. Le comportement est semblable à un solide élastique pour De
>�> 1 car la structure du matériau n’a « pas le temps » de s’adapter aux effets de la contrainte. La
viscosité n’est donc pas toujours la seule grandeur à observer. La plupart des matériaux possèdent
également des propriétés élastiques d’autant plus marquées qu’ils possèdent une organisation mo-
léculaire complexe, c’est pour cela que la viscoélasticité est très fréquente dans les solutions de
polymères et dans les polymères fondus.
La réponse du fluide à une déformation présente à la fois un aspect visqueux avec une partie de
la contrainte proportionnelle à la vitesse de déformation et un aspect élastique avec l’autre partie
de la contrainte proportionnelle à la déformation elle-même.

Ce qui nous intéresse et traiterons le long de ce mémoire est l’écoulement bidimensionnel
le long d’un plan incliné d’un film mince visqueux faiblement élastique.
Les équations gouvernant un tel mouvement sont d’un formalisme mathématique particulière-
ment compliqué. Il s’agit en effet d’équations aux dérivées partielles en temps et en espace et
non linéaire. Comme aucun cadre général n’existe pour ce genre de problème, des hypothèses
simplificatrices sont formulées afin d’obtenir des modélisations mathématiquement abordables.
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Lorsque les effets visqueux l’emportent sur les effets inertiels, l’expérience montre que sur un film
de fine épaisseur (quelques millimètres), l’instabilité se manifeste par la croissance d’ondes dont la
longueur est grande (en centimètre) devant l’épaisseur du film [3]. Dans ces conditions, les champs
hydrodynamiques en présence peuvent être exprimés sous la forme d’une série asymptotique. Une
équation d’évolution de l’épaisseur du film peut ainsi être obtenue par l’intermédiaire de l’équation
cinématique . Il s’agira ensuite de déterminer les conditions critiques au début de l’instabilité figure
(1.0.1). La connaissance de ces conditions intéresse particulièrement le secteur industriel où il est
important de pouvoir maitriser le déclenchement des instabilités afin d’éviter qu’elles n’altèrent
la qualité du produit.



Chapitre 2 Équations gouvernant
l’écoulement
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Chapitre 2

Équations gouvernant l’écoulement

2.1 Présentation du problème :

Dans ce chapitre, nous allons présenter le système d’équations qui gouverne l’écoulement laminaire[1]
et bidimensionnel d’un fluide viscoélastique et incompressible. Le fluide considéré est de faible
épaisseur, il sécoule sur un plan incliné d’un angle θ par rapport à l’horizontale et est soumis
seulement aux effets gravitationnels. L’écoulement est à surface libre, l’interface est en contact
direct avec l’air ou règne une pression égale à pa.
Dans ce qui suit la notation χα signifie la dérivation partielle de la grandeurχ par rapport à α.

9
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Figure 2.1.1 – Film mince d’un fluide viscoélastique en écoulement sur un plan incliné (configu-
ration 2D)

2.1.1 Équations de Navier-Stokes généralisées :

Les équations sont écrites dans un système de coordonnées cartésiennes (x,y) .Ce système d’axes
est aligné avec le plan, l’axe Ox est dans la direction et le sens de l’écoulement. L’axe Oy est
quant à lui normal au plan (voir Figure (2.1.1)).

Les équations régissant la dynamique d’un fluide en écoulement résultent de l’application des lois
et principes de la mécanique classique à savoir le bilan de la masse et le bilan de la quantité de
mouvement.

La conservation de la masse :
La conservation de la masse pour un fluide incompressible se traduit par la divergence nulle du
champ de vitesse ~v :

∇.−→v = 0 (2.1.1)

Si (u,v) représentent les composantes du champ de vitesse, l’équation (2.1.1) s’écrira comme suit :
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ux +vy = 0 (2.1.2)

Le bilan de quantité de mouvement:
Ce bilan exprime la variation de la quantité de mouvement par unité de volume comme la somme
des efforts volumiques et surfaciques appliqués.[4]

ρ.
D−→v
Dt

= ρ.~g+ ~divσ. (2.1.3)
1

Où ~g =(g sinθ,−g cosθ) est l’accélération de la pesanteur, ρ est la densité du fluide et σ le tenseur
des contraintes.
Le fluide viscoélastique considéré obéit à une loi de comportement de type Walters B” :

σij =−p.δij + 2µ.eij + τij (2.1.4)

Avec :

τij =−2.Γ0.
(∂eij

∂t
+vk.

∂eij

∂xk
− ∂vj

∂xk
.eik−

∂vi

∂xk
.ekj

)
(2.1.5)

µ étant la viscosité dynamique du fluide, p représente la pression et Γ0 le paramètre viscoélastique.
Les eij sont les éléments du tenseur des taux de déformation, ils ont pour expression :

eij = 1
2 .(

∂vi

∂xj
+ ∂vj

∂xi
) (2.1.6)

En remplaçant dans l’équation (2.1.3) l’expression (2.1.4) du tenseur des contraintes, on obtient
l’équation du bilan de la quantité de mouvement suivante :

ρ
D~v

Dt
=−−→∇p+µ.∇2~v+−→divτ +ρ.~g (2.1.7)

En projetant l’équation (2.1.7) sur l’axe (Ox), on trouve :
1 D

Dt : Dérivée particulaire
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ρ.
[
ut+u.ux+v.uy

]
=−px+µ.(uxx+uyy) + (τxx)x+ (τxy)y +ρ.g sinθ (2.1.8)

La projection de (2.1.7) suivant la normale (Oy) donne :

ρ.
[
vt+u.vx+v.vy

]
=−py +µ(vxx+vyy) + (τyx)x+ (τyy)y−ρ.g.cosθ (2.1.9)

Les composantes du tenseur τij sont données par les expressions suivantes :

τxx =−Γ0
[
2utx+ 2u.uxx+ 2.v.uyx−4u2

x−2uy(uy +vx)
]

(2.1.10)

τxy = τyx =−Γ0 [uty +vtx+uuxy +uvxx+vuyy +vvyx−2vxux−2uyvy] (2.1.11)

τyy =−Γ0
[
2vty + 2uvxy + 2vvyy−2vx(vx+uy)−4v2

y

]
(2.1.12)

2

Aux équations du mouvement (2.1.1) et (2.1.7) sont associées des conditions au niveau de la
paroi, solide et fixe, sur laquelle le fluide s’écoule ainsi qu’au niveau de l’interface fluide- air.

2.1.2 Conditions aux limites :

L’adhérence du fluide à la paroi solide d’équation y=0 s’écrit :

u= 0,v = 0 (2.1.13)

Au niveau de l’interface (fluide-air) d’équation y= h (x,t), nous avons deux types de conditions :
a) La condition cinématique :
L’équation qui traduit l’imperméabilité de la surface libre se déduit de la relation :

Df

Dt
= 0

où f = y−h(x,t) = 0 représente l’équation de l’interface.
En développant, on trouve :

v = ht+u.hx (2.1.14)
2voir liste des symboles
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b) Les conditions dynamiques :
La continuité des contraintes tangentielles s’écrit :

(σ.
−→
n).−→t = (σair).

−→
t (2.1.15)

La condition sur les contraintes normales est donnée par :

(σ.
−→
n).−→n − (σair.

−→
n).−→n =−γ.−→∇.−→n (2.1.16)

La normale à l’interface est donnée par −→n =
−−→
gradf

‖
−−→
gradf‖

.
On trouve après calcul :

−→n =−→n
 −hx√

1 +h2
x

,
1√

1 +h2
x


La tangente à l’interface, perpendiculaire à −→n , a pour expression :

−→
t =−→t

 1√
1 +h2

x

,
hx√

1 +h2
x


En remplaçant −→n et−→t par leur expression dans (2.1.15) et (2.1.16) on obtient :
La Condition Tangentielle :

−4µuxhx+µ(uy +vx).(1−h2
x) + Γ0hx[2utx+ 2uuxx+ 2vuyx−4u2

x−2uy(uy +vx)]
−Γ0hx[2vty + 2uvxy + 2vvyy−2vx(vx+uy)−4v2

y ]
−Γ0(1−h2

x)[uty +vtx+uuxy +uvxx+vuyy +vvyx−2vxux−2uyvy] = 0 (2.1.17)

La Condition Normale :
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p−pa = 1
(1 +h2

x)

[
2uux.h2

x−2µhx(uy +vx) + 2µvy

+ 2Γ0hx[uty +vtx+uuxy +uvxx+vuyy +vvyx−2vxux−2uyvy]
−Γ0h

2
x[2utx+ 2uuxx+ 2vuyx−4u2

x−2uy(uy +vx)]

−Γ0[2vty + 2uvxy + 2vvyy−2vx(vx+uy)−4v2
y ]
]
− γhxx

(1 +h2
x)3/2 (2.1.18)

La tension de surface est une caractéristique trés importante des fluides. Elle explique beaucoup de
phénomènes naturels, la stabilité des gouttes de pluie dans l’atmosphère, le pouvoir de certains
reptiles et insectes à se déplacer sur la surface de l’eau, la formation des bulles de savon, les
remontées capillaires dans les solides poreux...
La tension superficielle dépend du fluide , de la température et du milieu en contact avec ce
fluide.
Dans le tableau ci dessous sont données quelques valeurs du coefficient de tension superficielle γ
pour des fluides en contact avec de l’air :

Fluide Tempétature (C°) Tension de surface γ (10−3N m−1)
Acide acétique 20 27.6

Acide acétique (10,0 %) + Eau 30 54,56
Eau 100 58,85
Eau 50 69,91

polymethylmethacrylate 20 41,1
polystyrène 20 40,7

poly n-butyl methacrylate 20 31,2
Éthanol 20 22,27
Méthanol 20 22,6
Octane 20 21,8
Glycérol 20 21.7

Tableau N°1 : Tension superficielle pour différents fluides en contact avec l’air
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2.2 Écoulement de base :

L’épaisseur du film est dans ce cas constante et égale à hn et le champ des vitesses se réduit à sa
composante longitudinale −→v =−→v (u,0).
En régime stationnaire, les équations du mouvement s’écriront alors :

µ.uyy +ρg sinθ = 0 (2.2.1)

−py−ρg cosθ = 0 (2.2.2)

La résolution de ce système d’équations différentielles avec comme conditions :
-En y=0 , u=v=0
-En y=hn :uy = 0 et p = pa, nous donne la composante longitudinale du champ de vitesse U(y)
et la pression P (y) correspondant à l’écoulement non perturbé :

U(y) = ρg sinθ
µ

(hny−
y2

2 ) (2.2.3)

P (y)−Pa = ρg cosθ(hn−y) (2.2.4)

A partir de l’équation (2.2.3), on peut définir la vitesse moyenne de l’écoulement :

un = 1
hn

ˆ hn

0
u(y)dy = g sinθh2

n

3ν (2.2.5)

La relation entre la viscosité dynamique µ et cinématique ν est :

µ= ρ.ν

2.3 Adimensionnement :

Dans cette partie, nous allons utiliser certaines grandeurs spécifiques à l’écoulement pour
transformer les équations du mouvement (2.1.2), (2.1.8) et (2.1.9) et les conditions aux limites
(2.1.13)-(2.1.17) en un système d’équations adimensionnées. Cela nous permettra d’introduire des
nombres adimensionnels caractéristiques de l’écoulement tels que le nombre de Reynolds R et le
nombre de Weber W.
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2.3.1 Échelles caractéristiques :

Pour l’adimensionnement, on utilise les grandeurs caractéristiques suivantes :
L, une longueur d’onde suivant la direction de l’écoulement comme échelle des longueurs longi-
tudinales,
hn, l’épaisseur constante du film fluide correspondant à l’écoulement de base comme échelle des
longueurs suivant la normale au plan incliné,
L
un

comme échelle temporelle,
un comme échelle des vitesses longitudinales,
hn
L un comme échelle des vitesses normales,
ρν.
hn
un comme échelle des pressions ,

2.3.2 Équations adimensionnées :

En passant aux grandeurs sans dimension, les équations du mouvement (2.1.2 , 2.1.8, 2.1.9) et
les conditions aux limites correspondantes (2.1.13 - 2.1.17) s’écriront comme suit :
La condition d’incompressibilité :

ux+vy = 0 (2.3.1)

La composante longitudinale du bilan de la quantité de mouvement :

Rε
[
ut+uux+vuy

]
=−εpx+ (ε2uxx+uyy)

+RΓε ∂
∂x
[
−
(
2ε2utx+ 2ε2uuxx+ ε2vuyx−4ε2u2

x−2uy(uy + ε2vx)
)]

+RΓ ∂

∂y
[
−(εuty + ε3vtx+ εuuxy + ε3uvxx+ εvuyy + ε3vvyx−2ε3vxux−2εuyvy)

]
+3 (2.3.2)

La composante normale du bilan de la quantité de mouvement :

Rε2[vt+uvx+vvy] =−py + (ε3vxx+ εvyy)

−RΓε ∂
∂x [εuty + ε3vtx+ εuuxy + ε3uvxx+ εvuyy + ε3vvyx−2ε3vxux−2εuyvy]

−RΓ ∂

∂y [2ε2vty + 2ε2uvxy + 2ε2vvyy−2ε2vx(ε2vx+uy)−4ε2v2
y ]−3cotθ (2.3.3)

Concernant les conditions aux limites, on aura :
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La condition cinématique :

v = ht+u.hx (2.3.4)

La condition tangentielle :

−4ε2uxhx+
(
uy + ε2vx

)(
1− ε2h2

x

)
+ ΓRεhx[2ε2utx+ 2ε2uuxx+ 2ε2vuyx−4ε2u2

x

−2uy
(
uy + ε2vx

)
]

−ΓRhxε
[
2ε2vty + 2ε2uvxy + 2ε2vvyy−2ε2vx

(
ε2vx+uy

)
−4ε2v2

y

]
−ΓR

(
1− ε2h2

x

)[
εuty + ε3vtx+ εuuxy + ε3uvxx+ εvuyy + ε3vvyx−2ε3vxux−2εuyvy

]
= 0 (2.3.5)

La condition normale :

p−pa =
(
1− ε2h2

x

)[
2 R

ρhn
ε2h2

x.εuux−2εhx
(
uy + ε2vx

)
+ εvy

+ 2RΓhxε
[
εuty + ε3vtx+ εuuxy + ε3uvxx+ εvuyy + ε3vvyx−2ε3vtxux−2εuyvy

]
−RΓh2

xε
2
[
2ε2utx+ 2ε2uuxx+ 2ε2vuyx−4ε2u2

x−2uy
(
uy + ε2vx

)]
−RΓ

[
2ε2vty + 2ε2uvxy + 2ε2vvyy−2ε2vx

(
ε2vx+uy

)
−4ε2v2

y

]
−WRhxx

(
1− 3

2h
2
xε

2
)

(2.3.6)

Les équations (2.3.1) à (2.3.5) font intervenir les nombres sans dimension suivants :
- Le nombre de Reynolds R= ρhnun

µ qui représente le rapport entre les effets d’inertie et le effets
visqueux.
- Le nombre de Weber W = γ

ρhnu2
n
représentant l’effet de la tension surface.

- Le paramètre viscoélastique Γ = Γ0
ρh2

n
.

- Le paramètre ε= hn
L qui rend compte du caractère ondes longues des modes instables.
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Chapitre 3

Modélisation par l’approche ondes
longues

Un grand nombre d’études ont été menées durant plusieurs années sur la stabilité de l’inter-
face lors d’écoulements de films minces ce qui a donné naissance à divers modèles pour différentes
configurations et types de fluide.
Ce chapitre commence par une brève revue des études de stabilité disponibles dans la littéra-
ture. La seconde partie sera consacrée à l’approche suivie pour modéliser les instabilités qui se
manifestent lors de l’écoulement du film de fluide viscoélastique .
Tous les calculs ont été effectués à l’aide du logiciel de calcul formel Maple 16.

3.1 Brève revue des études antérieures :

3.1.1 Fluides Newtoniens :

3.1.1.1 Écoulements à couche unique :

Les premières études de stabilité concernant l’écoulement de films de fluides newtoniens
à une couche s’écoulant sur un plan incliné ont été menées par Benjamin et Yih. Leur étude a
permis de déterminer les conditions critiques d’instabilité. Ils montrent ainsi que la vitesse de
propagation de ces ondes est deux fois plus grande que la vitesse de base du liquide au niveau de
la surface libre. Sans rendre compte de l’inertie, les écoulements à une seule couche sont stables
pour des perturbations de type ondes longues (de longueur infini). Les instabilités qui gouvernent
ces écoulements sont des modes dits de surface, à grande longueur d’onde.[14]
Pour comprendre l’effet de la tension superficielle sur l’apparition des instabilités, Hooper et

19
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Boyd [8] ont effectué une étude asymptotique aux petites longueurs d’ondes en considérant un
écoulement de Couette infini.
Kelly et Waters, réussirent à réaliser un bilan énergétique afin de déterminer les mécanismes
responsables de ces instabilités [15].
Smith a proposé une explication concernant les mécanismes physiques régissant la croissance de
ces instabilités à grande longueur d’onde. Il décrit comment une perturbation superficielle produit
un mouvement au sein de la couche fluide et de quelle façon ce mouvement peut amplifier ou non
les perturbations de l’interface suivant l’importance relative de l’inertie et du gradient de pression
dans l’écoulement. Il retrouve par cette analyse les résultats de Yih [14] concernant la valeur du
nombre de Reynolds critique et la valeur de la vitesse de propagation de ces ondes [10].

3.1.1.2 Écoulements multicouche :

Les études de ce genre d’écoulement sont beaucoup plus intéressantes vu l’importance des
rapports de viscosité, de densité et de l’épaisseur des couches sur la stabilité du système.
Yih a proposé une étude sur la stabilité de l’écoulement bicouche de deux fluides newtoniens de
viscosités différentes, pour des écoulements de Couette et de Poiseuille. Son analyse consiste en une
étude asymptotique aux grandes longueurs d’ondes. Il montre que la différence de viscosité peut
être le précurseur de l’instabilité. Pour de faibles nombres de Reynolds, l’écoulement de Couette
sera en permanence instable si le fluide le plus visqueux est majoritaire. Il est également instable
lorsque le fluide le plus visqueux est minoritaire, à condition qu’il ait une densité inférieure à celle
du fluide le moins visqueux. Dans les deux cas, on tend vers une interface neutre (ni stable ni
instable) lorsque le rapport des viscosités tend vers 1. Il identifie aussi des instabilités de taux de
croissance proportionnels au nombre de Reynolds pour des combinaisons de rapport de viscosité
et d’épaisseur de couche connues. Yih énonce que la présence de l’inertie n’est pas indispensable
à l’apparition de ces instabilités [14].
Craik et Smith confirment les résultats de Yih en mettant en évidence un mode instable dont le
taux de croissance tend vers zéro quand le nombre de Reynolds diminue [18].
Kao établit que pour le cas de systèmes multicouche à surface libre composés de fluides de densité
et viscosité différentes, le nombre de modes pouvant être instables est égal au nombre d’interfaces
du système. A deux couches, il y a un mode dit d’interface localisé entre les couches et un mode dit
de surface sur la surface libre. Il étudie les écoulements bicouche dans le cadre d’ondes infiniment
longues et observent leur comportement. Il en déduit que les modes de surface et d’interface
initiaux qui se manifestent dépendent des paramètres de l’écoulement et notamment des rapports
d’épaisseur, de densité et de viscosité entre les couches. Il en conclut qu’il y a compétition entre
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les deux modes pour le déclenchement des instabilités.
Chen a montré que pour de faibles nombres de Reynolds, un système peut être stable pour de
grandes longueurs d’onde et instable pour de plus petites longueurs d’onde. Les modes d’interface
doivent leur existence à la présence de la surface libre mais l’écoulement en entier influe sur chaque
mode [12].

3.1.2 Fluides Non Newtoniens :

3.1.2.1 Écoulement à une couche :

Gupta a examiné la stabilité de l’écoulement, sur un plan incliné, d’un film fluide viscoélastique
du second ordre. Il montre que les modes de surface apparaissent à des nombres de Reynolds plus
petits que pour des fluides newtoniens [23].
Le même constat a été fait par Lai [27] qui a étudié la stabilité d’un film de fluide viscoélastique
de Oldroyd B dsans le cadre de l’hypothèse des grandes longueurs d’ondes.
Cet écoulement a été également étudié par Shaqfeh et al [24]. Ils ont montré que pour des nombres
de Reynolds modérés, la viscoélasticité a un effet stabilisant. Elle est cependant déstabilisante à
des nombres de Reynolds faibles.
Enfin, Uma et Usha [25] ont utilisé un modèle intégral de couche limite pour modéliser les
instabilités d’interfaces apparaissant dans un écoulement d’un fluide faiblement élastique. Leur
étude, bien que trés concluante à des nombres de Reynolds modérés, ne décrit pas correctement
les conditions critiques au début de l’instabilité.

3.1.2.2 Écoulements multicouche :

Li introduit les termes d’élasticité (de relaxation) dans l’ecoulement par le moyen d’un
modèle d’Oldroyd . Il explique que l’élasticité n’est pas derrière le déclenchement des instabilités,
qui est du à la présence d’un gradient de viscosité entre les deux fluides, mais contribue seulement
à son accentuation. Mais son article est retiré pour non conformité avec ce qu’a démontré Hinch
et al. que l’élasticité à elle seule peut déclencher les instabilités [16].
Waters et Keeley ont étudié la stabilité de l’écoulement de deux fluides non-newtoniens en utilisant
un modèle d’Oldroyd-B et en se limitant aux ondes longues [15].
Weinstein a réalisé une analyse numérique sur l’influence de l’équation de Carreau à 4 paramètres
sur la stabilité spatiale d’un film multicouche s’écoulant sur un plan incliné dans le but d’évaluer
l’effet du comportement rhéofluidifiant sur la stabilité [7].
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Pinarbasi et Liakopoulos ont étudié les effets de la rhéofluidification ainsi que l’existence du seuil
d’écoulement, en utilisant des fluides inélastiques modélisés soit par un modèle de Bingham, soit
par un modèle de Carreau-Yasuda. Leurs résultats sont valables pour des ondes quelconques.
Ils arrivent à conclure qu’en passant d’une configuration avec deux fluides newtoniens à une
configuration avec un fluide newtonien et un fluide viscoplastique, la stabilité est favorisée pour des
ondes longues et intermédiaires. En ce qui concerne la rhéofluidification, plus elle est importante
plus l’interface sera instable. Ce qui est en accord avec Waters et Keeley [17].
Laure et al, en effectuant une étude asymptotique aux ondes longues, mettent en évidence le com-
portement additif des contributions élastiques et newtoniennes et ont tracé la courbe d’instabilité
relative uniquement à la partie élastique du modèle en prenant un nombre de Reynolds nul.[18]
Toujours, Laure et al ont étudié numériquement la stabilité de l’ecoulement aux ondes modérés
et ont aussi étudié le cas d’un écoulement tricouche.
Su et Khomami ont effectué une étude asymptotique aux ondes longues et une étude numérique
aux ondes intermédiaires qui leur a permis de tracer la valeur de la partie imaginaire de la pulsation
ω en fonction du nombre d’onde k . Ils ont alors montré que le maximum d’amplification est obtenu
pour k voisin de 1[5],[11].
Le Meur a réalisé une étude de stabilité d’écoulements de fluides viscoélastiques, à une surface
libre ou séparés par une interface. Il a aussi étudié la stabilité de l’écoulement de Couette simple de
fluides obéissant aux lois de Johnson-Segalman. Il a d’abord étudié la stabilité sans perturbation
extérieure de l’écoulement puis a réalisé une étude asymptotique aux ondes longues et une étude
numérique aux ondes quelconques de fluides s’ écoulant sur des plans volontairement perturbés.
Son travail permet de retrouver les résultats essentiels de la littérature en prenant un autre
cheminement que celui proposé par Yih [6].
Millet Séverine et al, mettent en évidence, après une étude de stabilité linéaire d’un écoulement
de deux couches de fluides non newtoniens sur un plan incliné, l’existence d’un rapport de densité
seuil à partir duquel on observe un basculement d’une instabilité à grande longueur d’onde à une
instabilité de longueur d’onde modérée. L’influence des propriétés rhéofluidifiantes des fluides sur
la position de ce seuil a été également étudiée[13].

3.2 Modélisation du problème :

3.2.1 Hypothèse ondes longues :

Aux faibles nombres de Reynolds, toutes les études s’accordent à dire que les instabilités interfa-
ciales se manifestent par l’apparition d’ondes de trés grande longueur [2]. Le paramètre ε introduit
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dans le chapitre précédent est donc trés petit et l’on peut alors négliger les termes d’ordre supé-
rieur à ε2 dans les équations du mouvement. Cette hypothèse permet également d’exprimer les
champs de vitesse et de pression sous la forme d’une série asymptotique en ε :

u= u0 + εu1 + ε2u2 (3.2.1)

v = v0 + εv1 + ε2v2 (3.2.2)

p= p0 + εp1 + ε2p2 (3.2.3)

3.2.2 Équation de surface :

Dans ce qui suit, nous reporterons les expressions (3.2.1)-(3.2.3) dans les équations (2.1.2) ,(2.1.8) ,
(2.1.9) et les conditions aux limites (2.1.13)-(2.1.18) que nous résolverons par la suite aux différents
ordres de l’approximation.

3.2.2.1 À l’ordre zéro de l’approximation :

À l’ordre zéro en ε, les équations à résoudre sont les suivantes :

u0x+v0y = 0 (3.2.4)

u0yy + 3 = 0 (3.2.5)

p0y−3cot(θ) = 0 (3.2.6)

En y=0 :

u0 = 0 (3.2.7)

En y=h(x,t) :

u0y = 0 (3.2.8)

p0 +WRhxx = 0 (3.2.9)
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Afin de garantir l’hypothèse des grandes longueurs d’ondes, on choisira W suffisamment grand.
Après avoir résolu l’équation (3.2.5) en prenant en compte les conditions aux limites (3.2.7) et
(3.2.8), on trouve la vitesse longitudinaleu0(x,y, t)

u0(x,y, t) =−3
2y

2 + 3hy (3.2.10)

La résolution de l’équation (3.2.6) en considérant la condition (3.2.9) donnera :

p0(x,y, t) =−3cotθy+ 3cotθh−WRhxx (3.2.11)

On déduit la vitesse normale v0(x,y, t) de la condition d’incompressibilité (3.2.4) :

v0(x,y, t) =−
ˆ y

0
u0xdy

En utilisant la relation (3.2.10), on trouve

v0(x,y, t) =−3
2hxy

2 (3.2.12)

Un calcul intégral simple associé à la condition d’incompressibilité permet d’écrire la condition
cinématique sous la forme suivante :

ht+ qx = 0 (3.2.13)

où q(x,t) =
´ h

0 u(x,y, t)dy représente le débit local.
À l’ordre zéro , la relation (3.2.13) s’écrira :

∂

∂th(x,t) + ∂

∂x (q0(x,t)) = 0 (3.2.14)

avec q0(x,t) = h(x,t)3

On aura alors :

ht+ 3h(x,t)2hx = 0 (3.2.15)

Les effets viscoélastiques n’apparaitront qu’aux ordres suivants de l’approximation.

3.2.2.2 À l’ordre un de l’approximation :

À cet ordre on aura le système suivant :
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−R
(

3hty+ 3
(
−3y2

2 + 3hy
)
hxy−

3
2hxy

2 (−3y+ 3h)
)
−3cot(θ)hx+WRhxxx+u1yy + 12RΓ

(−3y+ 3h)hx−RΓ(9hx (−3y+ 3h)−9hxy) = 0 (3.2.16)

−p1y−3hx = 0 (3.2.17)

En y=0 :

u1 = 0 (3.2.18)

En y=h(x,t) :

u1y − 2RΓhxu2
0y − RΓu0yt − 2u0yv0y + u0u0yx + v0u0yy = 0 (3.2.19)

p1 + 2hxu0y−v0y = 0 (3.2.20)

La résolution du l’équation (3.2.16) en considérant les conditions (3.2.18) et (3.2.19) donnera :

u1(x,y, t) = 3
2R

1
4hxhy

4 + 1
3hty

3

+1
2

(
3cotθhx−WRhxxx−9RΓhxh

)
y2 +

−3
2Rhxh

4− 3
2Rhth

2−

3hcot(θ)hx+hWRhxxx+ 18RΓhxh2 + 3RΓht

y
(3.2.21)

Pour la pression, on utilisera l’équation (3.2.17) associée à la condition (3.2.20) et on aura :

p1(x,y, t) =−3hxy (3.2.22)

La vitesse normale est déterminée de la même manière qu’à l’ordre zéro. On obtient alors :
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v1(x,y, t) = −3
10 R

(1
4hxxh+ 1

4h
2
x

)
y5− 1

8Rhxty
4− 1

3

3
2 cotθhxx−

1
2WRhxxxx−

9
2RΓhxxh−

9
2RΓh2

x

y3

− 1
2

−3
2Rhxxh

4−6Rh2
xh

3− 3
2Rhxth

2−3Rhthxh−3h2
x cotθ−3hcotθhxx

+hxWRhxxx+hWRhxxxx+ 18RΓhxxh2 + 36RΓh2
xh+ 3RΓhxt

y2 (3.2.23)

De l’expression (3.2.21), on peut déduire le débit local à l’ordre un :

q1(x,t) =− 3
10Rhxh

6 + 1
3

3
2 cotθhx−

1
2WRhxxx−

9
2RΓhxh

h3 + 1
2

3Rhxh4−3hcotθhx+

hWRhxxx+ 9RΓhxh2

h2

(3.2.24)

L’équation d’évolution de l’épaisseur du film viscoélastique s’écrira à cet ordre de l’approximation
comme suit :

∂

∂th(x,t) + ∂

∂x (q0(x,t) + εq1(x,t)) = 0 (3.2.25)
qui peut encore s’écrire de la manière suivante :

ht+ 3h2hx−
3
10hxxh

6− 9
5h

2
xRh

5 + 1
3

cotθhxx−
1
2WRhxxxx−

9
2RΓhxxh−

9
2RΓh2

x

h3

+
3

2 cotθhx−
1
2WRhxxx−

9
2RΓhxh

h2hx+ 1
2

3Rhxxh4 +12R (hx)2h3−3(hx)2 cotθ−3hcotθhxx

+hxWRhxxx+hWRhxxxx+ 9RΓhxxh2 + 18RΓh2
xh(x,t)

h2 +
3Rhxh4−3hcotθhx+

hWRhxxx+ 9RΓhxh2

hhx = 0 (3.2.26)

Cette équation ne fait intervenir que l’épaisseur du film fluide et ses dérivées spatiales et tempo-
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relles.

3.2.2.3 A l’ordre deux de l’approximation :

Le même calcul qu’aux ordres zéro et un nous donne les résultats suivants :

La vitesse longitudinale :
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u2(x,y, t) =− 1
4480

(
27hhxxR2 + 27h2

xR
2
)
y8− 1

3360

(
30R2hxt+ 18h2

xR
2h−72h2hxxR

2
)
y7

− 1
2400

(
−20WR2hxxxx+ 90hxxhR2Γ + 30R2hxht+ 60cotθhxR−120R2hhxt+ 90R2Γh2

x

)
y6

− 1
1600

(
360h2

xR
2Γh−40httR2 + 80WR2hxxxxh+ 120R2ΓhxxR

)
y5− 1

960

(
−2160h3hxxR

2Γ

−120Rcotθhxt−6480h2
xR

2Γh2−120h2WR2hxxxx+40WR2hxxxt+900h2
xR

2h4 +360h2hxx cotθR
+ 720Rh2

xhcotθ−720R2Γhhxt−360R2Γhxht+ 540hxR2hth
2 + 180h5hxxR

2 + 180R2hxth
3

−240hxhWR2hxxx

)
y4− 1

480

(
240R2h2

th+480hxx−480R2Γhtt+240Rhcotθhxt−2880R2Γhxhht

−80
(
∂

∂th(x,t)
)
WR2hxxx+ 240Rht cotθht−1440R2Γhxth2 + 480hxh3ht+ 120R2htth

2

−80h(x,t)WR2hxxxt+ 120R2h4hxt

)
y3 + 1

2

(
−6R2ΓhhxWhxxx−R2ΓWhxxxt+ 3RΓcotθhxt

−54R2Γ2hxxh
3−162R2Γ2h2

xh
2−18R2Γ2hxth+ 45

2 R
2Γh2

xh
4 + 9

2R
2Γh5hxx

+ 9
2R

2Γh3−18R2Γ2hxh+ +27
2 R

2Γhth2hx−3R2Γh2Whxxxx+ 18RΓhht cotθ

+ 9RΓh2 cotθhxx
)
y2 +

(
h3Rcotθhxt−

3
10h

5WR2hxxxx−
153
10 h

6R2Γhxx

+ 9
10h

5Rcotθhxx−18h4R2Γhxt−
1
3h

3WR2hxxxt−3h2R2Γhtt+ 90R2Γ2hxxh
436R2Γ2hxth

2

−3R2Γh2
th−

369
5 h5R2Γh5R2Γh2

x+ 213
40 h

5R2hxht+ 3h4Rh2
x cotθ+ 360R2Γ2h2

xh
3

+ 9
2h

2hxx+hRΓWhxxxt+R2ΓhtWhxxx−h4hxWR2hxxx−3hRΓcotθhxt

+ 4R2Γh3Whxxxx−12RΓh3 cotθhxx−
1
2h

2htWR2hxxx−3RΓht cotθhx−54h3R2Γhxht

+ 3
2h

2Rht cotθhx−36RΓh2h2
x cotθ+ 72hR2Γ2hxht+ 3R2Γ2htt+

363
560h

8R2hxx

+ 101
80 h

6R2hxt+
5
8h

4R2htt
537
140h

7R2h2
x+ 3

2h
3R2h2

t + 12R2Γh2hxWhxxx+ 12h2
xh
)
y

La pression :
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p2(x,y, t) =− 9
20hxxRy

5− 1
16

24h2
xR−12hhxxR

y4− 1
8

−4WRhxxxx−252RΓh2
x

−108RΓhxxh+ 12cotθhxx

y2 + 6Rh2
xh

3 + 3Rhthhx−hxWRhxxx−hWRhxxxx

−18RΓhxxh2 + 3
2Rhxxh

4 + 3
2Rhxth

2 + 3h2
x cotθ+ 3hcotθhxx

+ 3RΓhxt−36RΓh2
xh

y− 27
40hxxRh

5 + 9
8Rh

2
xh

4− 1
2Rhxth

3 (3.2.27)

L’expression du débit à cet ordre de l’approximation est trop longue pour être reproduite ici. Elle
peut être facilement déduite de la relation suivante :

q2(x,t) =
h(x,t)ˆ

0

u2(x,y, t)dy (3.2.28)

Finalement, en combinant les résultats des ordres zéro, un et deux, on pourra écrire formellement
la condition cinématique sous la forme suivante :

∂

∂th(x,t) + ∂

∂x
(
q0(x,t) + εq1(x,t) + ε2q2(x,t)

)
= 0 (3.2.29)

Comme la dynamique du film est réduite à l’évolution de l’épaisseur h seule, les équations ondes
longues du type (3.2.29) sont également appelées ”équations de surface”.
En posant Γ = 0 et en négligeant les effets capillaires, on retrouve l’équation développée par
Benney [3] pour un écoulement d’un film fluide newtonien.
Notons enfin que les équations de surface ne sont valables qu’au voisinage du seuil de l’instabilité
puisqu’ au delà des comportements singuliers ont été observés .
Les modèles intégraux de couche limite [22] et les modèles intégraux aux résidus pondérés sont plus
adaptés pour décrire la dynamique des écoulements de films minces à des nombres de Reynolds
modérés ou grands.



Chapitre 4 Étude de la stabilité linéaire

30



Chapitre 4

Étude de la stabilité linéaire :

Dans cette partie, on va procéder à une analyse de stabilité linéaire d’un film fluide visco-
élastique soumis à une perturbation de petite amplitude. Le but de cette analyse est de déterminer
le seuil du déclenchement des instabilités (Rc) et d’examiner l’influence de différents paramètres
sur la stabilité de l’interface.

4.1 Relation de dispersion des perturbations de faible am-
plitude :

Dans le cadre d’une étude de stabilité linéaire, l’écoulement de base est perturbé légèrement.
L’expression de l’épaisseur h(x,t) du film désormais instable sera alors :

h(x,t) = 1 + H̃ (4.1.1)

Notons que la perturbation H̃ est infinitésimale :

H̃ ≪ 1

Il est d’usage de rechercher des solutions sous forme de modes normaux de nombre d’onde k et
de pulsation ω :

H̃ = Aexp[i(kx−ωt)] (4.1.2)

Après avoir injecté l’expression (4.1.1) associée à (4.1.2) dans l’équation de surface (3.2.29) puis
en négligeant les termes non linéaires, on obtient la relation de dispersion des perturbations
d’amplitude infinitésimale :
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(
− 5

36iR
4ΓW 2 61

2160iR
4ΓW 2 + 1

6iR
4Γ2W 2

)
k2 +

(
1
9R

3ΓW 2 + 2
45W

2R3
)
k8

+
(
−5

6iR
3ΓcotθW − 61

300iR
4Γ−31R4WΓ3 + 61

360iR
3 cotθW +R3Γ2 cotθWi+ 59

120iR
4WΓ

+ 13
10iR

4Γ2W

)
k7 +

(
3R3Γ2W + 4

15R
2W cotθ− 2

3R
2WΓcotθ+ 11

240R
3ΓW − 10959

22400WR3
)
k6

+
(

3
100iR

4Γ + 1
2iR

2WΓ + 1821
400 iR

4Γ2 + 39
10iR

3Γ2 cotθ+ 27
2 iR

4Γ4− 5
4iR

2Γcotθ2

+ 3
2iR

2Γ2 cotθ2 + 59
40iR

3Γcotθ+ 15
56iWR2− 9

20iR
4Γ3−9iR3Γ3 cotθ+ 61

240iR
2 cotθ2

− 61
100iR

3 cotθ+ 183
500iR

4
)
k5 +

(
531
484R

3− 609
80 R

3Γ2 + 9R2Γ2 cotθ− 32877
22400R

2 cotθ

+ 62679
22400R

3Γ−RΓcotθ2−18R3Γ3 + 2
5Rcotθ2 + WR

3 + 11
80R

2Γcotθ
)
k4 +

(
−2i− 9

2iR
2Γ2

− 27
28iR

2 + 3
2iRΓcotθ+ 45

56iRcotθ− 1227
280 iR

2Γ
)
k3 +

(
−3RΓ− 6

5R+ cotθ
)
k2 + 3ik−ω = 0

(4.1.3)

Toute l’information sur la stabilité linéaire de l’écoulement est contenue dans cette équation.

4.2 Étude de stabilité temporelle :

Nous nous intéresserons dans ce qui suit à la stabilité dite temporelle de l’écoulement, le nombre
d’onde k est dans ce cas réel et la pulsation ω est complexe pour tout k.
On écrit :

ω = ωr + iωi (4.2.1)

On aura alors :

H̃ = Aexp(ωit)exp[i(kx−ωrt)] (4.2.2)

La partie réelle ωr de la pulsation ω est reliée à la célérité cr de la perturbation par la relation
suivante :

ωr = kcr

La partie imaginaire ωi de la pulsation ω représente le taux d’amplification de la perturbation.
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Cette dernière est amplifiée ou amortie dans le temps selon que ωi est supérieur ou inférieur à
zéro.
Si ωi = 0 , les perturbations sont dites neutres et on parle alors de stabilité neutre ou marginale.
En prenant la partie réelle et imaginaire de la relation de dispersion (4.1.3) , on trouve :

cr = 3 +
− 5

36iR
4ΓW 2 61

2160iR
4W 2 + 1

6iR
4W 2Γ2

k8+
(
−5

6R
3ΓcotθW− 61

300R
4W−3R4Γ3W+ 61

360R
3W cotθ+R3Γ2W cotθ+ 59

120R
4WΓ+ 13

10R
4Γ2W

)
k6

(
3

100R
4Γ + R2WΓ

2 − 1821
400 R

4Γ2 + 39
10R

3Γ2 cotθ+ 27
2 R

4Γ4− 5
4R

2Γcotθ2 + 3
2R

2Γ2 cotθ2

+ 59
40R

3 cotθΓ + 15
56R

2− 9
20R

4Γ3−9R3Γ3 cotθ+ 61
240R

2 cotθ2− 61
100R

3 cotθ+ 183
500R

4
)
k4

+
(
−2− 9

2R
2Γ2− 27

28R
2 + 3

2RΓcotθ+ 45
56Rcotθ− 1227

280 R
2Γ
)
k2 (4.2.3)

ωi =−
((
−1

9R
3W 2Γ + 2

45W
2R3

)
k8 +

(
3R3Γ2W + 4

15R
2 cotθW − 2

3R
2ΓW cotθ+ 11

240

R3WΓ− 10959
22400WR3

)
K6

(
531
448R

3− 609
80 R

3Γ2 + 9R2Γ2 cotθ− 32877
22400R

2 cotθ62679
22400R

3Γ

−RΓcotθ2− 32877
22400R

2 cotθ+ 62679
22400R

3Γ−RΓcotθ2−18R3Γ3 + 2
5Rcotθ2 + WR

3

+ 11
80R

2Γcotθ
)
k4 +

(
−3RΓ− 6

5R+ cotθ
)
k2

 (4.2.4)

Nous remarquons de la relation (4.2.3) que les ondes longues se propagent à une célérité proche
de 3 fois la vitesse moyenne de l’écoulement.
De la relation (4.2.4) , on peut déduire la valeur critique du nombre de Reynolds marquant le
seuil du déclenchement de l’instabilité :

Rc = 5
3

cotθ
2 + 5Γ (4.2.5)

Ce nombre est inversement proportionnel au paramètre viscoélastique Γ. La viscoélasticité a un
effet déstabilisant sur l’écoulement.
En posant Γ = 0 dans (4.2.5), on retrouve la valeur du nombre de Reynolds critique pour l’écou-
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lement d’un film fluide newtonien (Rc = 5
6 cotθ) [21]

4.2.1 Courbes de stabilité marginale :

À partir de la relation (4.1.3), on pourra représenter dans le plan ( nombre de Reynolds R, nombre
d’onde k ) les courbes de stabilité marginale correspondant aux modes neutres du système (ωi = 0)
(figures (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3)) .
Ces courbes partagent le plan (k,R) en deux régions, une région stable (ωi < 0), à gauche des
courbes et une région instable (ωi > 0) à droite de celles-ci.

Figure 4.2.1 – Courbes de stabilité marginale obtenues pour W = 10,θ = 30° et pour différentes
valeurs du paramètre viscoélastique Γ (trait plein : Γ = 0.05, pointillés Γ = 0.04, tirets : Γ = 0.03,
trait plein épais : Γ = 0)
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Figure 4.2.2 – Courbes de stabilité marginale et pour Γ = 0.05,θ = 30 pour différentes valeurs
du nombre de Weber W (trait plein : W = 10, pointillés W = 9, tirets : W = 8, trait plein épais :
W = 7)

Figure 4.2.3 – Courbes de stabilité marginale pour Γ = 0.05,W = 10 et pour différentes valeurs
de l’inclinaison du plan θ(trait plein : θ = 90°, pointillés θ = 60°, tirets : θ = 45°, trait plein épais :
θ = 30°)
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On peut remarquer de la figure (4.2.1) que la viscoélasticité a pour effet de déstabiliser l’écou-
lement. On voit clairement qu’il ya un élargissement de la zone d’instabilité quand le paramètre
viscoélastique Γ augmente. Cela confirme le résultat obtenue à partir de la formule du seuil
d’instabilité (4.2.5 ).
L’augmentation du nombre de Weber quant à elle augmente la zone stable (figure 4.2.2). La
tension superficielle n’a cependant aucun effet sur le seuil de l’instabilité.
Concernant maintenant l’effet de l’inclinaison du plan, on constate que celle-ci contribue à la
déstabilisation de l’écoulement puisque le seuil du déclenchement des instabilités est plus petit
pour des topographies à inclinaisons θ très grandes (figure 4.2.3).

4.2.2 Taux d’amplification des instabilités :

Nous allons dans ce qui suit examiner l’influence des paramètres du problème sur le taux d’am-
plification des perturbations.
Sur la figure (4.2.4), nous avons représenté le taux d’amplification ωi pour différentes valeurs du
paramètre de viscoélasticité Γ.

Figure 4.2.4 – Taux d’amplification ωi des ondes en fonction du nombre d’onde k pour W=10,
R=10, θ= 30° (trait plein : Γ = 0.05, pointillés Γ = 0.04, tirets : Γ = 0.03, trait plein épais : Γ = 0)

Ce tracé montre que l’écoulement est déjà en mode instable (ωi > 0) pour des petits nombres
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d’ondes ce qui prouve qu’on est en présence d’instabilités de grandes longueurs d’ondes.
On peut constater également que l’amplification de ces ondes longues est de plus en plus impor-
tante quand le paramètre viscoélastique augmente.
Le même constat est fait lorsque l’on augmente l’angle d’inclinaison du plan (voir figure (4.2.6)).
Nous avons également analysé l’influence du nombre de Weber W sur le taux d’amplification ωi
(figure (4.2.5))

Figure 4.2.5 – Taux d’amplification ωi des ondes en fonction du nombre d’onde k pour R=10,
θ = 30° Γ = 0.05(trait plein : W = 10, pointillés W = 9, tirets : W = 8, trait plein épais : W = 7)

Figure 4.2.6 – Taux d’amplification ωi des ondes en fonction du nombre d’onde k pour R=10,
W=10 (trait plein : θ = 90°, pointillés θ = 60°, tirets : θ = 45°, trait plein épais : θ = 30°)
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On remarque clairement de cette figure que la diminution du nombre de Weber W fait augmenter
ωi. Ce qui signifie que l’amplification des ondes est importante pour des écoulements dont l’effet
de surface est peu prononcé.
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Chapitre 5

CONCLUSION

Dans ce projet de fin d’étude, nous nous sommes intéressés à la stabilité linéaire de l’écou-
lement sur un plan incliné d’un film de fluide visqueux faiblement élastique. Ce fluide obéit à une
loi de comportement de type Walters B”.
Une synthèse de la littérature montre que contrairement aux fluides newtoniens, les études sur
des fluides complexes sont loin d’être largement répandues d’où l’intérêt que nous avons porté à
ce sujet.

Dans un premier temps, nous avons établi les équations gouvernant l’écoulement étudié.
La mise sous forme adimensionnelle de ces équations a fait apparaitre le paramètre ε qui est lié
au caractère ondes longues des modes instables. Ce paramètre nous permet de réduire considé-
rablement la complexité du problème. Dans ce chapitre, nous avons également établi la solution
permanente des équations du mouvement en régime d’écoulement laminaire et en l’absence de
perturbations dans le but, par la suite , d’examiner la stabilité de cette dernière vis à vis de
perturbations infinitésimales.

Dans le cadre de l’hypothèse ondes longues, nous avons, dans le troisième chapitre, pu
développer une équation de surface similaire à celle obtenue par Benney[3] pour un film fluide
newtonien et en l’absence des effets viscoélastiques et capillaires. Léquation obtenue ne fait in-
tervenir que l’épaisseur du film fluide viscoélastique et ses dérivées successives en temps et en
espace.

Dans le chapitre quatre, en soumettant l’écoulement à des perturbations d’amplitude infi-
nitésimale, nous avons effectué une analyse de stabilité linéaire de la solution de base pré-établie.
La relation de dispersion obtenue nous a amenés au calcul du nombre de Reynolds critique qui
définit le seuil du déclenchement des instabilités. Nous avons ainsi pu démontrer la tendance
déstabilisante de la viscoélasticité. Tendance qui a été confirmée par la suite par une analyse à
la marginalité. Toujours à la criticalité, nous avons montré que les ondes longues au niveau de
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l’interface déstabilisée se propagent à une vitesse trois fois plus grande que la vitesse moyenne du
fluide.

À la marginalité, nous avons également examiné l’influence de la tension de surface et de
l’inclinaison du plan sur la stabilité de la surface libre. Nous avons remarqué un élargissement de
la zone des modes stables avec l’augmentation du nombre de Weber W . Quant à l’influence de
l’inclinaison de la paroi sur laquelle le fluide s’écoule, nous avons noté que l’interface est d’autant
plus déstabilisée que cette paroi est plus inclinée.
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