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AVANT — PROPOS

L’objet du cours ” Modélisation des Systémes Informatiques” est d’exposer un certains
nombre de méthodes utilisées pour I’évaluation des performances des systémes informa-
tiques et télé-informatiques.

Dans un premier temps, nous avons fait des rappels sur des notions de statistiques,
processus aléatoires et files d’attente, exposées notamment dans [1] et [2]. Une attention
particuliere a été accordée a Panalyse des phénomenes d’attente : analyse de I'évolution
des systémes, identification des modéles, récolte des données, identification des lois de
probabilité, analyse opérationnelle, ...

L’étape suivante a consisté a faire un certain nombre de rappels sur les modeles Pois-
soniens (& serveur unique, & plusieurs serveurs, a parametres variables), et les modeles
non Markoviens (méthode des étapes d’Erlang). Nous avons tenu également & donner une
idée sur les méthodes de la chaine de Markov incluse et de l'introduction de variables
supplémentaires.

Apres l'étude des réseaux de files d’attente, plusieurs exposés ont permis d’avoir une
idée d’ensemble, sur notamment :

o Les réseaux de files d’attente & serveurs non fiables [4] ;
e Les techniques et les langages de simulation [3];

e Les réseaux de Petri;

Les méthodes itératives et les méthodes approchées ;
e [’approximation par des diffusions.

Enfin une attention particuliére a été accordée a U'interprétation informatique (i.e. aux
problemes liés & la conception et a ’évaluation de la performance de systemes complexes
de calculs et informatiques) [5].

Cette évaluation souléve de nombreuses difficultés, dont I'une des plus importante et
des plus complexes est la slireté nécessaire de discuter la possibilité d’étendre les techniques
classiques et moins classiques de la fiabilité aux problémes de siireté de fonctionnement [6].
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1 Introduction

Les modeles considérés jusqu'a présent ne sont que des approximations grossieres des
systémes réels. En effet trés souvent on se trouve en présence de plusieurs Systemes de files
d’attente (on dit encore ”stations de service” ol "nceuds”) interactifs et durant son pro-
cessus de service I'usager sollicite successivement un ou plusieurs systemes. Cette situation
est bien illustrés par un systéme informatique ou les requétes sont traitées successivement
par différentes ressources (unité centrale, mémoires, unités entrées-sorties...).

I'étude de ces modeles de phénomenes d’attente s’avére souvent complexe car le flot
des arrivées dans une station est la superposition des flots de requétes en provenance des
autres nceuds du réseau. Ce flot n’est pas Poissonien (ni méme récurrent d’ailleurs) et les
caractéristiques du réseau sont difficiles & déterminer. Il existe cependant une classe de
modeles pour lesquels on arrive & obtenir une solution simple : Ce sont les réseaux ex-
ponentiels pour lesquels la distribution de probabilité des états s’obtient sous forme de
produit. Cette propriété remarquable des réseaux exponentiels est une conséquence du
théoréme de Burke selon lequel les flots des départs sont Poissoniens. Ce résultat que nous
avons déja énoncé au fait justement I'objet du paragraphe suivant. L’étude des réseaux
exponentiels est reportée aux sections (3) et (4). Dans les sections (5) - (7) nous montrons
que la formule-produit reste valable pour une plus large classe de réseaux : ceux dont la
fonction de répartition de la durée de service admet une transformée de Laplace-Stiltjes ra-
tionnelle (loi de Cox). Dans le paragraphe (8) nous présentons la méthode d’approximation
de diffusion qui permet d’étudier des réseaux quelconques.

2 Flot des dépar ts des S.F.A. (Systémes de files d’attente)

Considérons un systéme de files d’attente a serveur unique. Nous noterons par :
Alx) = P(éa <), &a=tn—tay, A 1= /0+oo zdA(z)
la fonction de répartition de la durée d’inter-arrivées et par :
H(z)=P(r, <x), p ' = /O“HJO zdH(z)

celle de la durée de service. Soit d’autre part ¢} < ), < ... < t, < ... les dates de départ
des usagers, &, = t, — t,_, la durée entre les départs des n*™ et (n — 1)*° usagers
et D(z) = P(¢, < z). On admettra que les variables aléatoires (£,)n>1 , (Tn)n>1 sont
indépendantes dans leur ensemble.



Théoréme 1.
Supposons que la condition d’ergodicité géométrique :

p=A/p<1 (1)

est vérifiée. Les variables aléatoires (€,)n>1 sont indépendantes et D(z) = 1—e**, 2 >0
si et seulement si :

1. Alz)=1—¢€;

2. H(z)=1-e";

8. La discipline de service n’altére pas la durée de service.

Preuve.
La durée &' entre deux départs successifs vaut :

¢ = T Si le serveur est occupé,
E+ 71 Sile serveur est inactif.

Selon la formule des probabilités totales :
D(z) = P(¢' < z/E).P(Ep) + P(€ < z/Ey).P(Eo)

ot Ey est l’événement ”’le serveur est inactif”. On a :

+00
D(z) = (1-p) ! H(z —y)dA(y) + pH(z). (2)
En introduisant les transformées de Laplace-Stieltjes :

a(s) -—-/0 ooe_”dA(x) ; h(s) = /0+oo e “dH(z) ; d(s) = /0+oo e *dD(zx)

léquation (2) devient :

d(s) = (1 — p)a(s)h(s) + ph(s) (3)
comme & et T sont de lois exponentielles de paramétres \ et y respectivement :
A A
d(s) = (1—p) E B

A+s pu+s pu+s A+s

La formule d’inversion donne immédiatement D(z) = 1 — e =,

Réciproquement, si on suppose que d(s) = A/(A+ s) et h(s) = u/(1n + s), alors de (3)
il résulte que a(s) = M/(\ + s). Si maintenant a(s) = d(s) = A/(A + s), alors de (3) il
découle que h(s) = p/(p + s). D’autre part ph(s) + (1 — p)h(s)a(s) = d(s) si h(s) et a(s)
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ne sont pas des transformées de Laplace-stiljes de lois exponentielles. La démonstration de
ce résultat est assez compleze (elle consiste & comparer les coefficients de la décomposition
de M\/(\ + s) et nous la négligeons ici). L'indépendance des variables aléatoires (&,)n>1
résulte de la propriété d’absence de mémoire des modéles Poissonniens, de l'indépendance
des durées de service, ainsi que du fait que le choiz des usagers dans une file non vide ne

dépend pas des durées de service des usagers.

Considérons les intervalles (¢,,_;,t,) et (t,,t,,,) de durée &, et £, respectivement. La
liaison entre (t,,t,,,) et la préhistoire du systeme n’apparait qu’a travers la dépendance
du nombre d’usagers dans le systéme de file d’attente & la date de départ du n*™ usager.

Dans le théoréme (2) nous montrons que ¢, et le nombre d’usagers présents a la date
de départ . sont indépendants. Enfin, si la discipline de service dépend des durées de
service, alors la durée d’inter-arrivées pendant la période d’activité ne sera pas exponentielle
mais aura une loi dépendant du nombre d’usagers dans le systéme aux dates des départs
précédents.

Théoréme 2.
Pour le systéme Poissonien & m serveurs st A < um alors les variables aléatoires (&, )n>1

sont indépendants et D(z) = 1 — e™*=.

Preuve.

Soit &' un intervalle fize entre deux départs successifs; J(t) le nombres d’usagers présents
dans le systéme, t unités de temps aprés le départs du dernier usager; J(¢') le nombre
d’usagers présents dans le systéme a l'instant qui suit smmédiatement le départ, alors :

) = Pl =0 >z

+00
F@@) = Y Fale)=P(¢ >2)=1-D(). (4)
n=0

Il

En régime stationnaire on obtient :
F(0)=F, ; n=0,1,.. (5)

ou P, a été obtenue dans [10].
D’aprés [10] nous avons :
Fy(z + h) (1 — Ah)Fy(z) + o(h);
F.z+h) = (1—Ah)(1 — psh)Fn(z) + MF,_y(x)
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Avec i, = pmin(n,m). En passant 4 la limite lorsque h tend vers zéro nous obtenons le

systeme d’équations différentielles :

dF(](:D) o
d:l,‘ - AF()(.'E),
dl:;;(:x) = —(A+pn)Fu(z) + AFa(z) , n=1,2,..

La résolution de ce systéme d’équations avec pour condition initiale F,(0) = P,, n >0
nous donne : F,(x) = P,e™**. En tenant compte de la condition de normalisation, nous
obtenons F(z) = e=** et d’aprés (4), D(z) =1 —e2.

Montrons maintenant que J(&') et &' sont indépendants. La distribution conjointe de J(&')

et & peut étre obtenue a partir de la relation suivante :
PlJ¢) =n, v <& <z+h] = Fop1(2)pnt1h = ping1 Poyrhe ™"
Or d’apreés les équations d’états de Kolmogorov en régime stationnaire (cf.[10]) :
tns1Pry1 = AR,
Par conséquent :
PlJ(E)=nz <& <z+h]=APe*=PJ¢E)=n)Plx <& <z+h)

L’indépendance des intervalles entre les départs résulte maintenant de la remarque faite
lors de la preuve du théoréme (1).

Finch P.O. [] a étudié le systéme M/G/1/N et il montre que les dates des départs d’un
tel systeme forment un processus de Poisson si et seulement si la loi de service est exponen-
tielle et si N = +00. Comme nous le verrons dans les paragraphes suivants, I’analyse des
modeles de réseaux de files d’attente sera considérablement simplifiée si les flots des départs
forment au moins un processus de renouvellement. De nombreux auteurs se sont intéressés
a cette question [| , cependant comme le montre le théoréme suivant, les conditions pour
qu’un systéme d’attente possede une telle propriété sont tres restreintes.

Théoréme 3.

Soit un systéme de files d’attente M/G/1/N pour lequel les durées de service sont des
variables aléatoires indépendantes. Alors, le flot des inter-départs forme un processus de
renouvellement si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
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1. Les durées de service sont toutes nulles avec une probabilité égale a un;
2. N=1;
3. N =2 et les durées de service sont constantes ;
4. N = +o0o et les durées de service sont de loi exponentielle ;
Selon le cas, la distribution de probabilité des inter-départs est :
1. La méme que celle du flot des arrivées;
2. La convolution de celle du flot des arrivées et du processus de service ;
3. Une somme de convolution;

4. La méme que celle du flot des arrivées.

3 Systémes ”multi-phases”

On convient d’appeler ainsi le réseau de configuration particuliere représenté sur la
figure suivante :

—> T 5 —» T T S5 +Peese [T+ 5 b

FiG. 1 — Structure d’un systéme ”multi-phases”

Un tel systéme est constitué de n stations Sy, Sq, ..., S, disposées en série. Chaque station
S; est constituée de m; serveurs statistiquement identiques et fonctionne selon le schéma
classique donné dans [10]. L’itinéraire de chaque usager est donné par I’algorithme suivant :
a=(i,i+1,..,5—1,5), ol ¢ est le numéro de la phase initiale de service de 'usager et j
celui de la derniere phase.

Le flot des arrivées dans le systeme S; est la somme du flot des arrivées en provenances
de la source extérieure et de celui des usagers qui quittent S;_; pour se rendre dans S;.
Soit :

Ai ¢ Le taux du flot des arrivées dans S; en provenance de 'extérieur ;

€; : Le taux du flot des départs de S; vers 'extérieur;

A; : Le taux du flot total des arrivées dans S;;

¢; : La probabilité pour qu’a l'issue de son séjour a la phase S; le client quitte la station.



Nous admettrons que tous les flots en provenance des sources extérieures sont simples et
que les serveurs sont exponentiels de taux piy, o, ..., fn.

Le systéme S; est Poissonnien et par conséquent le flot des départs est simple de taux
A1 (théoreme2). En vertu des propriétés des flots tamisés (cf. [10]), nous avons :

€1=Aq
et le flot des arrivées dans S, est simple de taux :
A=+ -g)hi=Mh+A—c
De la méme maniére le flot des départs de Sy vers I'extérieur est simple de taux :
e2=NAoqz = Mgz + A2g2 — €1
et celui des arrivées dans S3 est simple de taux :
As=X+A(1—@)= M+ X+ )ds—& —ea

On montre par récurrence que le flot des arrivées a la j°*™ phase est simple de taux :

Aj = zj:/\i == ]ié‘i. (6)

=1 i=1

Soit V;(t) le nombre de requétes présentes a la date ¢ a la i-éme phase et :
Plz) = t_laiin00 P (t) = z1, v2(t) = T2, ..., Un(t) = z4) (7)
les probabilités stationnaires des états du systéme.

Théoréme 4.

Le processus V (t) = (v1(t), va(t), ...un(t)) est un processus homogéne de Markov. Si A; <
pimi, i =1,n alors les probabilités P(z) existent et ne dépendent ni du temps ni de 'état
initial. Elles s’expriment sous la forme :

P(z) = Py(2:1)Pa(22), ..., Pals)

ou Pi(xz;) est la distribution stationnaire de probabilité du nombre de requétes dans S;.
L’expression de P;(z;) est donnée dans [10] pour un systéme M /M /m; de tauz des arrivées
A;. Ainsi, sous les hypothéses d’exponentialité (des durées d’inter-arrivées et de service)
chague station se comporte comme un systéme Poissonien indépendant. La démonstration
rigoureuse de ce résultat peut étre trouvée dans (Reich, [176]).
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Dans le paragraphe suivant nous démontrons un résultat analogue pour les réseaux expo-
nentiels.

Un modele plus complexe & analyser est le systéme multi-phases avec blocages {166,
168, 124, 125, 122]. Les phénomenes de blocage résultent généralement de la limitation de
la capacité des files d’attente. Lorsque la file de la k™ phase est pleine, alors le service &
la (k — 1)*™ phase est bloqué jusqu’a ce qu'une place se libére, un exemple de ce type de
modele est représenté sur la figure suivante :

— P (LYY S —mp 52—

Fi1G. 2 - Modéle simple de réseau & deux phases avec blocage.

Dans ce systéme, il ne peut y avoir formation de file d’attente a la seconde phase. Cette
disposition des stations entraine des situation de blocage du premier serveur (les requétes
n’ont pas acces au service) méme dans le cas ou le service de la requéte est terminé et que
la file n’est pas vide. Le service reprend des que le second serveur se libére et la requéte
bloquée accéde a la seconde phase. Soit :

0 Si une requéte est en cours dans Si;
S(t) = : . )
1 Si une requéte est bloquée;

2] S
Soit : ‘
Po(4,3;8) = P u(t) =n, S(t) =1, ER)=j]
ou v(t) est le nombre de requétes a la premiere phase.
En régime stationnaire on a :
ARy(0,0) = pPy(0,1)
(A+p)Fo(0,1) = ph(1,1) + pP(0,0)
(A +1)R(1,1) = uPi(0,1)
(A + 1) Pa(0,0) = AP, _1(0,0) + P, (0,1)
(A+2u)Pa(1,1) = AP,—1(0,1) 4+ pP,(1,1) + pPry1(0,0)
(A4 p)Pa(1,1) = APo-1(1,1) 4+ pPoya(0,1)
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Hunt G.C. montre que p = 2/3 est la charge maximale admissible. La solution générale est

obtenue sous la forme :

4
Pn(O’O) = ZCIJ' "?;

=2

4
E C2j 733

—2

4
Pn(lal) = 203,’;‘ 'l"?;

=2

Pour n > 4, 00 : 1o = p/(1 +p) ; r34 = (p/D){(p+3) + V/p*+6p+1}. Pour n < 4
le résultat est obtenu directement des équations d’équilibre. La probabilité Fy(0,0) est
obtenue & partir de la condition

Il

P,(0,1)

+00

> [Pa(0,0) + Pa(0,1) + Pa(1,1)] = 1.

n=0
Pour ce type de modele, il existe des tentatives de mettre en évidence les conditions pour que
le flot des arrivées & une station soit Poissonien On trouvera dans des résultats concernant
les systémes & deux phases avec blocage. Les conditions de stabilité sont considérées dans
pour différentes regles de conduite de 'usager bloqué.

Lors de I'étude de modeles multi-phases on s’intéresse souvent au probleme de la
détermination des conditions pour lesquels la disposition des stations (phases) n’influe
pas sur la distribution de la durée de séjour de 'usager ; par exemple dans le cas ol le flot
des requétes est arbitraire on a établit les conditions suivantes :

e Méme nombre de serveurs & chaque phase (Avi-Itzhak)

e Nombre arbitraire de serveurs & chaque phase et file illimitée a chaque phase (Fried-

man ).

D’autres conditions intermédiaires peuvent étre mises en évidence on trouvera d’autres
questions de 1’étude des systémes multi-phases dans [196, 64, 175, 163, 124, 125, 176]

4 Réseaux exponentiels

L’itinéraire des usagers dans un systéme multi-phases obéit & un certain ordre : si
I'usager sollicite les stations S; et S;, alors la phase 4 précede la phase j, si ¢ < j et 'usager

doit parcourir toutes les phases intermédiaires.
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Trés souvent dans les réseaux réels apres chaque phase la requéte peut solliciter a priori
n’importe quelle autre phase. A lissue du service a la phase ¢ 1'usager opte pour la phase
j avec une probabilité égale & P;; ou bien quitte le réseau avec une probabilité Py :

n
Y Pj=1,i=0n
=0
Les usagers proviennent d’une source extérieure & des dates aléatoires qui forment un
processus homogene de Poisson de taux A;. A son arrivée dans le réseau 'usager opte pour
la station S; avec une probabilité égale a Py, :

n
Y Pu=1

i=0
la requéte est immédiatement prise en charge par 'un des serveurs inactifs et la durée
de service est de loi exponentielle de parameétre ;. Si la requéte trouve tous les serveurs
occupés, alors elle rejoint la file d’attente commune de capacité illimitée. L'usager attend
son tour jusqu’au moment ol il sera pris en charge par I'un des serveurs selon la discipline
FIFO. On admet généralement que Py = 0 car ce cas ne présente pas d’intérét pratique.
Ce type de réseau a été étudié pour la premiere fois par Jackson J.R. .
Soit V(t) = (vi(t), va(t),...va(t)) ol v;(t) représente le nombre de requétes présentes a la
date t dans le station S;.
Théoréme 5. (de décomposition de Jackson)
Supposons que les conditions suivantes soient remplies :

1. Le flot des arrivées est simple de taux A.
2. Les m; serveurs de la station S; sont exponentiels de tauz ;, i = 1,n.

3. La matrice stochastique P =|| P,; || est irréductible.

4. La discipline de service est FIFO (ou toute autre discipline indépendante des durée
de service des requétes en attente).

Alors,
1. Le processus V (t) est un processus homogéne de Markov.

2. Les coordonnées du vecteur A = (A1, Az, ..., An) (0U A\ est le tauz des arrivées a la

stations S; ), sont solutions du systéme linéaire d’équation algébriques :



A o= MNPt Y AP i=1n (8)

j=1
X = > APio (9)
j=1
Si de plus on a :
max (—’\—-) <1 (10)
1<ikn Him;

alors les probabilités ergodiques stationnaires :

P(z) = tiir:looP[vl(t)zl , Ug(t) = T3, ..., Un(t) = Zn];

P(z:) = lim Plu(t) =

existent et on a la décomposition suivante :

P(.’B) = Pl(xl)P2(.'L‘2)...Pn($n) (11)
ou :
P( ) 1)](0) éﬁ' xijJ; st :chmj
. x. )
Y PJ(O) %f z; :,;T;,%F"_J_ st T; >m;
Ty
Mmj— |
"~ (A 1 Aj 1
P;(0) = (—J‘) T; — + (—]) Nty ——— s (12)
[220 Bi z;! ] m;! (1— %)
Preuve.

Si on désigne par e; le vecteur de dimension n dont toutes les coordonnées sont nulles a
Vezception de la i*™ qui vaut 1, alors les probabilités de transition durant un petit intervalle
de temps (t, t + h) du processus Markovien V (t) sont de la forme :

Pz —"—~ z+e) = Pl(t+h)=z+e / V(t)=z] =P, ;h+o(h) (13)

Pz —2— z—¢) = pi(a:)Poih+o(h) (14)

Pz —— z+ei~e;) = pi(zi)Pijh+o(h) (15)
wi(x;) = pi min (my, ;)

La premiére probabilité de transition (13) signifie que durant (t, t+h) un usager est arrivé

dans le réseau en provenance de la source externe et qu’a son arrivé il opte pour le systéme
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S;. L'égalité (14) signifie que durant (t, t+ h) un usager a €été servi dans S; et qu il décide
ensuite de quitter le réseau. Une autre possibilité (15) est le cas ot 'usager quitte le station
S; pour se rendre dans S;. Les autres transitions possibles sont d’ordre o(h) nous pouvons

les négliger. En régime stationnaire nous pouvons écrire les équations d ‘états :

[)\0 + }n: m(mi)] P(z) = XPyiP(z—e)+ Zﬂi(zi +1)P, oP(z + &) +

i=1 i=1

+Z Z ul(z1+l)PtJ P(:c+e, -—63) (16)

=] j=1
J#L

Notons que les formules (9) - (12) sont analogues d celles des probabilités stationnaires des
états du systéme M/M/m; et c’est pourquoi (cf. [10]) on peut les réécrire sous la forme :

Py(z;) = B;(0) H (17)
i=1 u'J
La valeur )\ étant connue, alors en vertu de U’hypothése 4 du théoréme (5) le systeme
d’équations (8)-(9) admet une solution unique.
Montrons maintenant que i nous reportons (11)-(12) et (17) dans (16) alors nous obtenons
une identité. En vertu de (17) il résulte que :
zj—1

ﬂj(xj) P(IL‘J)

P("E] 1)'— A
5]

]—1
En reportant cette expression dans (11) on obtient :
Pla—e;) = 452 pa),
Aj
c’est pourquot :

Ao Z Py P(z —¢;) = P(z) Z Py p,,(x,)

i=1
De la méme maniére :

Z’“‘* (2 +1) Py P(x+ez)—P(m)Z)\ )

i=1 i=1

Z Z wi(; + 1)Pjs p(m+e,_ej>_p(x)§:z ® p@)P

i=1 j=1;x% j=1 j=1

11



Aprés simplification par P(z) dans (16) nous obtenons :

Ao + Z“i(xi) =Xo Z Poi ng\ﬂ * Z)\iRO + Z )‘iji”i/(\q_:i) .
i=1 =1 : i=1 "

Gi=1
i#g

Cette égalité se transforme en identité car :

n n

Z/\ipio = Z)\i{l - ZRJ‘} = Z/\i - ZZ)\iPij;
i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

= Y A= = XPy) =h Y Py =do;
i=1

=1 i=1

(c’est Véquation (9))
n < 'i n - . n < m . n
Ao Z Poi /,_:,,_§\x_) + Z AiPyj M]T(%l = Z E—}-)(\—'L)' [/\OPOJ' + Z )\iPij]
i=1 j=1 J

) i,j=1 J i=1
n
= Z i (3)-

i=1

Remarque 1. Bien que le théoréme ait été démontré initialement par Jackson dans le cas
ou P; = 0 il reste valable dans le cas ou P; > 0.

Remarque 2. La quantité Pj(x;) représente la probabilité stationnaire pour qu’il y ait x;
requétes dans un systéme Poissonien M /M /m; dont le flot des arrivées est simple de tauz
Aj. Comme pour les systemes multi-phases, cela signifie que chaque systéme se comporte
dans le réseau comme un systéeme indépendant. Cette propriété remarquable des réseaux
Jacksoniens permet de simplifier leur étude en les étudiant station par station. Les ca-
ractéristiques de chague systéme sont alors obtenues a l'aide des formules correspondantes
(cf. [10]) pour le modéle Poissonien M/M/m; (i, \;).

Ce type de réseau que nous venons d’étudier s’appelle généralement réseau ouvert car il
y a toujours interaction entre le réseau et ’environnement extérieur. Une modification de
ce type de réseau a été considérée par Gordon et Newell ils considerent un modele de réseau
fermé qui se caractérise par la présence permanent d’un nombre constant de requétes :

Vt>0, Y wu(t)=N.

i=1
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Dans ce cas, les usagers ne peuvent provenir de l'extérieur, ni quitter le réseau, apres
chaque service I'usager est simplement orienté vers une autre station. Ce modele est un cas
particulier du réseau Jacksonien avec :

A0=0, Pg,--——-P,-0=O; VZ=rﬁ
Notons que dans ce cas, le systéme d’équations (8) , (9) admet une infinité de solutions.
Si on se fixe 'une des valeurs \; (par exemple );) alors on peut déterminer de maniere
unique les autres quantités :
Aj = O[j/\]_. (18)

Comme le réseau est fermé, il ne peut y avoir formation de files d’attente de tailles infinies.
C’est pourquoi I’analyse du régime stationnaire ne permet de mettre en évidence que le

systéme le plus chargé. C’est celui pour lequel on a :
Qo Qy

= max (——).

Mjoljo ~ 1SISP Mjf;

Théoréme 6. (Gordon-Newell)
Si les hypothéses du théoréme de Jackson sont remplies et si de plus :

n
X=0; Po=pu=0,Vi=Tn; Y v(t)=N, Vt>t;

i=1

alors, les probabilités ergodiques stationnaires du processus V (t) sont de la forme :

Plz) = (19)

N) H b; (:l:,)
- ¥ Tlisy (20)

Y zi=N i=1 :

ou les quantités z; sont solutions du systéme d’équations

wz = Y (wiz)Py; (21)
=1
bi(0) = 1;
bi(z) = ai(2) bi(z2—1); (22)
ai(z) = min(z;,m;), i=1,n.
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Preuve.
La méthode des équations d’états nous permet d’écrire en régime stationnaire :

P(z) zn:{-:(a:i) ailzs) =D > e(@:) aslzi+1) s Py Pl tei—e;);  (23)

i=1 j=1
YTl Sixi#£0;
(2 . z;, S oz <mg

Effectuons le changement de variable suivant :
P(z) = (H b.-“(wa)) Q=) (24)
i=1
et reportons cette expression dans (23) :
Q(z) Zn;uf(zi) = z": i;ﬂi(xi) P Q(z + e —¢;). (25)
i= i=1 j=

Nous allons chercher la fonction Q(z) sous le forme :

Q(m)"—‘(/‘[“ zf’*];

i=1
ou C est une constante a déterminer. Alors de (25) nous obtenons :
n
wiz=) (%) P, j=Tn
i=1

Ce systéme d’équations peut étre réécrit sous forme matricielle :
yP=y; avec y= (Mlzl, #1221---7Nn2n)a P =“ Pij “nxn-

Ce type d’équation a déja été rencontré lors de Uétude des chaines de Markov a espace
des états fini. La solution est unique puisque la matrice stochastique P est irréductible. La
solution de(23) est donc de la forme :

1 o &5
Ple) = g g biz:)’

La constante peut étre déterminée d partir de la condition de normalisation.
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Remarque 3.
La solution pour le réseau fermé s’obtient de nouveau sous forme de produit. Malheureuse-
ment méme cette forme explicite se préte mal au calcul des probabilités P(z) (pour n et N
grands) a cause de la constante de normalisation G,(N) qui s’exprime sous forme d’une
somme. C’est pourquoi on utilise des algorithmes de calcul qui se réalisent aisément sur
ordinateur [?].

e Calcul de la constante de normalisation :
Notons avant tout que les formules (19) - (22) peuvent étre réécrites sous une forme

plus commode :

Plz) = (26)
]—1
(_J_ z; ( i!), z; € my;
Cj(z;) = (27)
(‘_‘i—)m'mz ™5 mj>mj;
(28)
n
Go(N)= Y. [lICi) (29)
Yia12;=N J=1
Aj =
a; = — =1, N
é ] )\1
et les quantités A; sont solutions du systeme d’équations :
n
A=) APy, i=Tn (30)
j=1
Introduisons le parametre suivant :
Wi = =1,n 31
T (1 + 21—2 0’1) ( )

qui représente la probabilité pour qu'un usager fixé arrive (a la date de transition) dans la
station S;. Si on multiplie le numérateur de I'équation (26) par :

g
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alors on obtient aprés quelques transformations la formule (26) ol w; se trouve a la place de
a;. Il est aisé de vérifier que les quantités w; peuvent étre déterminées a partir du systeme
d’équations :
n
w; = Zw,»P,-j 5 Z=f’l’—l
i=1
e Premier cas (m; =mz = ... =m, = 1).
Notons : .
> TG =G (32)
E;:l zj =k .7 =1

Dans notre cas Cj(z;) = (1) = y;’ et par conséquent :

Gw = > Ilw+ > 1w

Tittey =k J=1 Yim12 =k j=1
(zr =0) (ze > 0)
r—1 r
= > Iw+» > Il
itz =k =1 Yimzi=k-1 j=1
Soit :
Gr(k) = Gr—l(k) + yrGr(k - 1); (33)
de plus :
Gi(k) =yt , k=0,N; (34)
G.(0)=1 , r=1,n (35)

La formule récurrente (33) avec les conditions initiales (34) et (35) donne un algorithme
simple de calcul de la constante G,(N). « Deuxiéme cas (m; > 1, i=1,n)

Dans ce cas, I'algorithme est de la forme :
r k r—1
Gky= > JlcGE@)=3co > 1@
Ejmrz =k j=1 1=0 Tyctey=#-1 j=1
Soit : X
Go(k) =" G.(l) Gra(k - 1) (36)

1=0
avec les conditions initiales :

Gi(k) = Ci(k) = (wi/ua)*(1/k); si k< my (37)

Gl(k) = Cl(k) — (wl/ul)k__'i[:;q; si k>my (38)
mymy

G.0) = 1; Ve =Th (39)
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Ces algorithmes demandent ”2nN (N = 1)” opérations arithmétiques. Dans [?], on propose
un algorithme de calcul d’apres le schéma dit de Gorner et qui demande :

"(1/2)(n —2)N(N =1) + 2(N — 1)”

opérations arithmétiques. La procédure peut étre étendue au calcul des caractéristiques
moyennes du réseau. Introduisons les notations suivantes :

Tn,; : durée moyenne de séjour dans le systeme Sj;

Wy, : durée moyenne d’attente de I'usager dans la file S;;

Ty, : nombre moyen de serveurs actifs dans Sj ;

Qn,; : taille moyenne de la je file.
Il est évident (cf. [10]) que :

. 1

Unj = WN; + —; (40)
s

Oy = VN T UN,j- (41)

En régime stationnaire, on montre que :

oNj . 2N (42)
VN,j an,;

(dans le cas ol n = 1 ce n’est rien d’autre que la formule de Little). En tirant gy ; de la
formule (42) et en la substituant dans (41) nous obtenons :

- -~ beopef wN’j
VN = Uy I8 (5.
Nyj
D’ot,
_ Vnj UNj — UN,j UN;j
WnN; = = . (43)
VN,j
En substituant (43) dans (40) nous avons :
1. Vn;Un; — Unj UNj
— 3 UN,j N,j YN,j
On; = (=) + = :
Uj VN,j
D’ou enfin,
_ Vn; 1
UNg == - —; (44)
UN,; My

cette relation permettra plus loin de déterminer certaines caractéristiques du réseau.
1. Nombre moyen de serveurs actifs :
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Il est aisé de voir que pour le j*™° systeme :

mj N
vy = . %Pyjg)+m; Y, Puyl;) =

z5=1 zj=mj+1

- YaXP@+m Y Y P@ )

zjzl N,:z;j :z:jzm,»+1 N,mj
ol :
* Py j(z;) : est la probabilité marginale pour qu’il y ait z; requétes dans le systeme S;
sachant que le réseau a une capacité totale de N requétes;
¥ Y ng, P(z) @ est la somme des probabilités par rapport & tout les états du réseaux
sachant que la 5™ station contient z; requétes.
En substituant (45) dans (26) nous obtenons en tenant compte de (29) :

Un,; = a——(—]—V—i Z:v,ZHC(x,)—i—m] Z ZHC (x:)] -

zj=1 N,z; i=1 zj=m;i+1 N,x;i=1

En tenant compte de (27) - (27) (en posant w;/p; au lieu de a;/p;) nous obtenons apres

quelques transformations :

n

S = Gn(N) Z >, [TG++ > J]0)

z;=0 N-1l,z; i=1 N-l,zj=m; i=1

F Y3 oe)|

zj=mj+l N-lz; i=1

L’expression qui figure entre accolade n’est autre que G,(N — 1) et par conséquent :

wj Ga(N—1)
pi  Gn(N)

Un,; = (46)

2. Durée moyenne de séjour de ’usager :
D’apres (44), nous avons :

e _ VN
iUNj = —
JUNG = =

D’ici, en tenant compte de (26)-(29) nous avons :

BiUN G = ijz HC’:I;,

;=1 N,z; i=1
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En tenant compte de (46) et apres avoir effectué quelques transformations nous obtenons :

o = | S ows £ s Hawr

=1 Ngz; i=1 z;=m;+1  N,z; i=1
N n
> 3 fee-n Y ¥ o }
z;=m;+1 Nx; =1 :z:,_mj+1 Nyz; i=1
1 my n n
= G GV =T {; 33]1%; ng‘(xi) +mjzj=§+1 [Nzﬂ; g@(mi)] +
N n
+ Z (z; —m;) [Z HCi(xi)] };
zj=m;+1 N,z; i=1

N G(N—1) {Z > HC(%H(I/%)[Z(% m; +1)x

z;=0 N-l,z; =1 Tj=my

x Y ﬁc,-(z,«)} };

N-l,z; i=1
- —G—(—I:-_l_) n(N 1)+(1/m1)z§ —m; +1)Py_1,;(2;)Gn(N "1)] )
= 1+ (1/m;) [ Z_ (z; —m; + I)PN—IJ(-TJ')} :
D’ou :
N-1
On; = (1/15) [1 +(1/m;) > (x5 —m; + 1)PN~1($J‘):| ~ (47)
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Afin de déterminer les probabilités Py_1(z;) on peut utiliser les formules récurrentes :

Png(z;)
= = G(N) > e = /u)G(N)ZHC(”‘

uN’j uN’] N,z; i=1 N,z; i=1

'a:jG,,(IN—l) Zw—l,zrl [T, Ci(z:), sil<ax; <my;

\ijn}N—l) ZN—I,x,-——l [T, Ci(zi), siz; >my;

f 1 s .
z—jPN_l,j(a:j —-1), si 1<z; <my;

1 .
\EPN_I,]-(:B]- —1), si z; >m,.

En utilisant (46) nous obtenons :

&.}i Gn(N = 1) PN_I,,-(..";,- = 1)

Pritei) = 0 Teamy Tmin(ey,mg) )
A Daide de la relation (48) avec les conditions initiales :
R(0) = 1 (49)
GO(N —k) —
Py _(0) GaN =)’ k=1,N-1 (50)

nous pouvons obtenir les probabilités Py j(z;) ; ensuite Ty,; s’obtient & partir de la relation
(47). Dans (50) la quantité G9 (N — k) se calcule en supposant que (N — k) usagers sont
répartis dans les n stations du réseau & 'exception de la station S;.

Le nombre moyen de requétes dans S; , Vy,; s'obtient en utilisant les relations (42) et (44).
Simy = mg = ... = m, = 1, alors les formules se simplifient considérablement. Ainsi la
durée de séjour moyenne dans S; vaut :

N-1
U= (1/p;) |1+ D 2Puorj(e)| = (1/p)(1+In_1)- (51)
;=1
D’autre part, le nombre moyen de requétes dans S; :

Vnj = Ngnj; (52)

ou gn,; est la probabilité de séjour de 'usager dans S; qui vaut :

W;UN,j
N ) # I 53
7 Y wWiN o4)
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De (51) - (53) nous obtenons la formule récurrente :

(N - l)wjﬁn—l,jjl (54)

Un; = (1 I-L) 1+ n =
g =1/ [ S wN-1

avec la condition initiale Ty ; = 0.

En résumé, voici quelques caractéristiques du réseau fermé pour m; = mp = ... =m, =

1. Durée moyenne de séjour dans S; :

(N — 1)W5N—1,j) .

L .— .
j=1WiUN-1,j

v = (1/m3) (1+
Voj; = 0.

2. Nombre moyen de requétes dans S :

N W; UN,;

70_N,j - _ =
> i1 WiON,j

3. Durée moyenne d’attente dans la ;'™ file :

) (N — 1) UJj EN_IJ
M .

s = (171
v = (1/1; L W UN-1;

4. Taille moyenne de la j'*™ file :
q-Ng' = —Y‘—‘-N_’{ CLE) .
UN,j
5. Taux d’utilisation du j'*™° serveur :
_ _VYNj
9T g by
Pour plus de précisions on pourra se référer a 'ouvrage de Moore [?] ou il est procédé a
des simplifications des algorithmes de Buzen dans le casoum; =mg = ... =m, = 1.

Relation avec le modele de Jackson :

Dans [?] Gordon et Newell poussent plus loin 'analyse du résultat du théoréme (5)
dans le cas asymptotique ot N — +o0.
Supposons qu’il existe un indice iy tel que ﬁ‘— = max ('—f"‘-) Sans perte de généralité, on
peut considérer que i = 1. On montre dans [?] que :
- mm +00
Jim Gu(N) =~ T 3 Cilay). (55)

!
' S=2 z,=0
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De (19), en admettant que (Z) < 1, Vi # 1, il résulte que P(z) — 0 pour tout état z tel
que z; < +00. La distribution marginale est alors de la forme :

I Ci(z;)
T [ :::0 Ci(z:)] (56)

P(z9, 23, .., Tn) =

D’ici on obtient que :
n
P(x2, T3, .., Tp) = H Pi(z:); (57)
=2

ou la distribution marginale du nombre de requétes dans S; est de la forme :

Py(z;) = Ci(:) k™! (58)
= (&)"1+(21)’"‘L ( % )"
¢ ] k! : ] M
o \w) K \m)  mid S\

Si maintenant parmi les quantités z;/m; il en existe deux ou plus qui soient maximales,
alors les expressions (56) et (57) restent vraies pour toutes les stations, telles que :

23 2§
— ) < max(—).
(o) < max(2)

De (58), on remarque que si m; = 1, alors P;(z;) est une loi géométrique de parametre
(;‘ﬁ) ; si par contre m; = +00, alors P;(z;) est une loi de Poisson de parametre (ﬁf).

Le fait que P(z) — 0 pour état = tel que z; < +oo signifie que dans la premiere station
il s’accumule un nombre infini de requétes et c’est pourquoi ce sous-systéme est appelé
"goulet d’étranglement”. D’autre part la distribution marginale P(zs, z3, ..., Z,) s’obtient
sous forme de produit. Le résultat est donc analogue a celui de Jackson.

Dans (?] on considére aussi le cas oll les grandeurs () = (;£--) sont voisines et n, N
sont grands. Dans ce cas, les requétes seront réparties plus ou moins uniformément a travers
les stations du réseau. La méthode décrite est analogue & celle de Khintchine utilisée pour
Pobtention de la distribution canonique en mécanique statistique.

Les applications des réseaux sont trés nombreuses notamment dans les systémes in-
formatiques. Ces derniers ont évidemment une structure plus complexe que celle des
réseaux exponentiels (du type de Jackson ou Gordon-Newell), cependant les tentatives
de modélisation de ces systémes se sont avérées tres fructueuses.A ce sujet, on pourra se
référer a4 ’ouvrage de Moore C. G. qui a été le premier & saisir 'importance des résultats
de Jackson et Gordon-Newell pour la modélisation des systémes informatiques. On trou-
vera justement dans une discussion des résultats de Moore. Notons cependant que méme
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les modeles plus généraux que nous verrons ci-dessous présentent quelques inconvénients
car il ne permettent pas de prendre en considération certains phénomeénes de blocage (dis
aux capacités limitées des buffers ou & la non fiabilité des ressources) qui se rentre ren-
contrent fréquemment dans les systémes informatiques. Une nouvelle tendance est apparue
ces derniéres années qui fait appel aux réseaux de Pétri stochastiques Récemment encore,
on propose un symbolisme de synchronisation dans les réseaux de files d’attente et d’autre
part une méthode de résolution de ces systémes.

Jackson a généralisé le résultat du théoréme 4 au cas ou le taux A(Z) du flot des
arrivées dépend du nombre de requétes dans le réseau et lorsque chaque station peut avoir
un taux de service dépendant du nombre de requétes dans ce systéme. T = ). | z;, ol
x = (21,22, ..., Ty) est état du réseau.

A Paide de la méthode standard on obtiens les équations d’états :

A@) + Y ma(@)A = Ps)| P(z) = Y ANz—DaPle—e)+ ) mm+1)Pa+e)

i=1 i=1 i=1
+ Z Zuj(a:j +1)P; P(z+e; —e;).
i=1 j=1

Théoréme 7. (Jackson)
Soit :

F(k) = 1:‘[/\(5) &k =0;1,2
f@) = H]':II: ﬂt(])
H(k) = Z f(z);

1 Ti=k

2o F(k)H (k) Sila somme est convergente;
+00 Si elle est divergente.

alors, si G < +00 les probabilités ergodiques stationnaires des états du second modéle de
Jackson sont de la forme :

P(z) = G (@)F ()
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ou les quantités e; sont solutions du systéme d’équations :
n
€; = P(}g + Z €; I)ji
—

Comme le fait remarquer Kleinrock , c’est le dernier modele Markovien que 'on puise
envisager car il généralise le théoréme de Burke dans son sens le plus large. Dés que 'on
tente d’adoucir les propriétés Markoviennes du flot des arrivées ou du processus de service,
le flot des départs se complique énormément, non seulement a cause des distributions
marginales mais aussi a cause de 'absence d’indépendance des autres états.

Les réseaux Jacksoniens (y compris ceux de Gordon-Newell) présentent cependant plu-
sieurs inconvénients, notamment en pratique lorsqu’il s’agit de modéliser des réseaux réels

tels que les systemes informatiques :

1. L’hypothése d’exponentialité des loi de service et d’inter-arrivées n’est pas toujours
admissible.

2. Les usagers sont statistiquement identiques, alors qu’en pratique on a souvent & faire
a plusieurs classes distinctes d'usagers (parfois de différentes priorités).

3. La discipline FIFO n’est pas la seule que I'on puisse rencontrer dans les systemes

informatiques ou autres.

4. Les serveurs sont absolument fiables alors qu’en pratique il est parfois nécessaire de
tenir compte de 'influence des pannes qui engendrent des phénomenes de blocage.

Dans les paragraphes suivants, nous allons procéder & I'analyse de quelques modeles qui
généralisent les réseaux de Jackson et qui s’écartent des hypothéses ci-dessus.

En général il est possible de décrire le comportement du réseau a ’aide d’un processus
Markovien (en introduisant un certain nombre de variables supplémentaires) et d’écrire
ensuite les équations de Kolmogorov pour les probabilités stationnaire des états du réseau.
Ces équations s’appellent aussi équations d’équilibre global. Cependant, la résolution du
systeme obtenu pose quelques difficultés d’ordre technique. Dans certains cas pourtant en
peut mettre en évidence des méthodes directes de résolution. Ceci est du au fait que ces
systémes peuvent étre décrits a 'aide des processus Markoviens de populations En parti-
culier, un processus Markoviens de populations représente une chaine de Markov continue
dont I'espace des états est décrit par des vecteurs de dimension finie z = (z;, 22, ..., Z,) et
pour lesquels seuls les transitions suivantes sont admissibles :

* k — k(it) (arrivée dans S; en provenance de l'extérieur) ;
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* k — k(i™) (départ de S; vers extérieur);

* k — k(3%,77) (transition interne de S; vers S;).
Kingman décrit des classes intéressantes de réseaux et quelques propriétés des processus
associés en utilisant la terminologie et et les résultats des chaines de Markov inversibles.
Chandy considére quelques unes de ces questions et remarque que les probabilités sta-
tionnaires vérifient non seulement les équations d’équilibre global mais aussi les équations
d’équilibre local. Rappelons que les équations d’équilibre global expriment le fait suivant :
pour tout état z,

P(z) x [Z taux de sortie de x} = Z P(y) x [Z taux de y vers a:] ;
yek

ou E est 'ensemble des états admissibles du réseau. Dans ce cas, les théoremes ergodiques
mettent en évidence (comme nous l’avons vu pour le théoreme de Jackson) l'existence
d’une solution unique, qui est une distribution de probabilité non singuliere vérifiant la

Y Pl@)=1

z€R
Les équations d’équilibre local permettent de ramener le probleme de la détermination

condition de normalisation :

des probabilités des états du réseau a plusieurs problémes de moindre dimension qui se
résolvent donc plus aisément. La propriété d’équilibre local exprime le fait suivant :

P(z) x [taux de sortie de I'état e par départ d’un usager de la station S;]

Z P(y) x [taux de sortie de I’état €’ pour entrer dans e par arrivé d’un usager dans S;] .
e'ckE
En particulier, les réseaux exponentiels Jacksoniens vérifient les équations d’équilibre local.

On montre aussi que certains réseaux non exponentiels possede cette propriété. Notons que
toute solution des équations d’équilibre local est aussi solution des équations d’équilibre
global, mais la réciproque est fausse en général. De plus, pour de tels réseaux, la solu-
tion s’obtient sous forme de produit et cela permet de faire la parallele avec les réseaux
exponentiels.

5 Réseaux fermés avec usagers non homogeénes

Considérons un réseau fermé constitué de n stations a serveur unique (m; = mg = ... =
m, = 1) et R classes d’usagers. Le nombre total de requétes de classe j dans le réseau vaut
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N(j). Les durées de service dans toutes les stations sont de lois exponentielles et le taux
de service du 7 serveur dépend du nombre de requétes et non du numéro de l'usager.
Introduisons la notion de ”stade de service” (i, j) qui indique qu'un usager de classe j est
en cours de service dans S;. Dans ce cas, on montre que le réseau possede la propriété

d’équilibre local :

P(z) x [taux de sortie de I'état y par départ d’un usager du stade de service (i, j)I
1
> yek P(y) X [ taux de sortie de I'état y par arrivée d’'un usager au stade (i, j)] .

Cette propriété est vraie pour tous les stades de service. Soit Pj;(v) la probabilité pour
que l'usager de classe v qui termine son service dans S; se rende dans S; avec 1 <7,
j <m, 1 <v < R.L%événement ”z;(v) requétes présentes dans S;” peut étre représenté

sous forme matricielle || 2;(v) ||, i =L,n, v=1,R, avec:
Z z;(v) = N(v).
i=1

Théoréme 8.
Pour le réseau fermé avec usagers non homogénes, la probabilité stationnaire de l'état z;(v)
s’exprime sous forme de produit :

Pl @) 1) = g T] Dlos(0), 5:2), o (),
i=1

oo (1)\2(1) o, z;(R)
D,-[xi(l), .73,-(2), ,.'L‘,(R)] = l:—rf:":gffig])mz(l?ﬁliz, (R)!,

R

;= Z-’Bz(])s i =—:—ﬁ.

j=1
pi(j) est le taur de service dans S;, G une constante de normalisation et les quantités
yi(v) sont solutions du systéme d’équations :

yi(v) =Y u(v) P4(v), j=T,m; v=1R.
=1
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6 Réseaux mixtes a plusieurs classes

Soit un réseau constitué de n stations, destiné au service d’usagers de R classes dis-
tinctes. On donne la matrice de routage P =|| P, ;s || ol Py est la probabilité pour
que 'usager de classe r qui termine son service dans S; se rende dans S; et devienne un
usager de classe s.

Dans ce paragraphe, nous considérons une classe suffisamment large de réseaux qui
vérifient les équations d’équilibre local. Cette classe englobe les réseaux constitués de sta-
tions appartenant a 'un des types suivants :

Type 1. Station & serveur exponentiel unique dont le parameétre peut dépendre du

nombre d’usagers dans la file; discipline FIFO.

Type 2. Serveur unique; discipline processeur partagé (si & un instant donné la file
contient k requétes, chacune d’elles regoit 1/k de service par seconde; la fonction de
répartition de la durée de service a une transformée de Laplace-Stiljes rationnelle (loi
de Cox).

Type 3. Plusieurs serveurs en nombre supérieur ou égal au nombre maximal d’usagers
pouvant se trouver dans la file (cela revient & supposer un nombre infini de serveurs) ;
les requétes de chaque classe peuvent avoir une fonction de répartition de la durée
de service différente des autres classes dont la transformée de Laplace-Stiljes est
rationnelle.

Type 4. Serveur unique, discipline LIFO avec péremption, i.e. 'usager qui arrive
le dernier a la priorité absolue et l'interruption est conservatrice; la fonction de
répartition de la durée de service a une transformée de Laplace-Stiljes rationnelle.

Soit E{(i,r) : 1 <4 <n, 1 <7 < R} Le processus X = {X;} & valeurs dans E
est une chaine de Markov de matrice des transitions P. X; = (i,r) signifie que la j®™
station visitée par un usager quelconque est S; ou il a un comportement de classe r. Il
s’avere que la chaine de Markov X peut étre décomposée en m sous-chaines (exhaustives
et ergodiques). Soient E, Es, ..., E,, les ensembles des états de chacune des sous-chaines et
kir(z) le nombre d'usagers de la r*™ classe dans S; lorsque I'état est z, on note :

M(z/E;)= Y ku(z).

(i,T)EEj

Le réseau fermé est caractérisé par la relation M(z/E;) = cste , j = 1,m. Pour le réseau
ouvert, les usagers sont générés par une source externe. Le taux des arrivées de I'extérieur
peut dépendre de I'état = du réseau et cette dépendance peut étre de 'un des types sui-
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vants :
Type a. Le taux des arrivées dépend du nombre total M(z) de requétes dans le

réseau lorsque P'état est z :
Az) = MM (2));

M(z) = Z M(z/E;).

L'usager qui arrive dans S; adopte un comportement de classe r avec une probabilité
gi» indépendante de 1'état z.

Type b. La source externe génére m flots Poissoniens de requétes qui se rendent
dans les sous-chaines correspondantes. Le taux du j® flot \;(M(z/E;)) est une
fonction de M(z/E;)). L'usager du j*° flot qui arrive dans le réseau se rend avec

une probabilité g;, dans S; ol il adopte un comportement de classe 7 si :

(3,7) € E; et Z Gir-
(3,r)EE;
Dans un réseau ouvert, 'usager de classe 7 qui termine son service dans S; quitte le réseau

avec une probabilité :

1“ZPi,r;j,s ) j=-1_>77;’ S:ﬁ.
7,8

Notons que si les fonctions de répartition de la durée de service sont exponentielles, alors
le systéme de files d’attente & plusieurs serveurs peut se ramener a un systeme de files
d’attente & serveur unique du point de vue de la distribution de probabilité des états; il
suffit d’effectuer les modifications correspondantes pour les taux de service. Ceci concerne
le type 1.

Nous avons montré dans [10] que si la fonction de répartition de la durée de service a une
transformée de Laplace-Stiljes rationnelle (la durée de service obéit & une loi de Cox) alors
le service peut étre décomposé en étapes, chacune ayant une durée de loi exponentielle
(voir le schéma de Cox dans [10]). Par analogie avec la méthode des étapes d’Erlang [10] la
connaissance du numéro de 'étape de service suffit pour décrire entierement le processus de
service (i.e. pour que le processus soit Markovien). Pour la station de type 4, I'interruption
conservatrice signifie que le nouveau service de la requéte ”interrompue” reprend a I'étape
ou elle a quittée le serveur pour rejoindre la file. L’état du réseau sera représenté par le
vecteur z = (1, T3, ..., Tn) ; OU Z; est un vecteur qui caractérise la *™ station et dépend

de sa structure :
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Pour le type 1.
T; = (Ti, Tiz, -, Tik );

ot k;;i = 1,7 est le nombre d'usagers dans S;; et z;; = 1, R, j = 1, k; est le numéro
de la classe de I'usager qui se trouve en j*° position dans S; (discipline FIFO).
Pour le type 2 ou 3.
T; = (Vih Vi2y oony ViR);
avec :
Vir = (Mir1, Mira, ..., Virk);
m;r; © nombre d’usagers de classe r dans S; qui se trouvent a la i*™ étape de service
dans le dispositif de Cox;
ki : nombre maximal d’étapes possibles de service pour 'usager de classe r dans
cette station.
Pour le type 4.

z; = ((r1, M), (re, ma), ..., (e, my))

avec :

k; : nombre d’usagers dans S;;

(rj,m;) : caractérise I'usager en j*™ position (selon la discipline LIFO) ;
r; : nombre de la classe;

m; : numéro de I'étape interrompue.

Les équations d’équilibre global pour I'obtention des probabilités stationnaires P(z) des
états du réseau s’écrivent sous la forme :

Az)P(z) =Y P)A(y,2) , < € E; (59)

yeE

ou A(y, z) est le taux de transition du réseau de 1'état y & I'état z.

Comme nous I'avons précisé précédemment, il est difficile d’obtenir les probabilités station-
naires P(z) directement & partir du systéme d’équations (59) et c’est pourquoi on utilise
I'approche basée sur 1'obtention des équations d’équilibre local (appelées aussi équations
indépendantes d’équilibre). Elles sont de la forme :

P(z) [taux de sortie de z par départ d’un usager du stade (i, j)]
I

Z P(y) [taux de sortie de I’état y par arrivée d’un usager au stade (7, j)]. (60)
yeE
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L’idée est analogue & celle de la méthode des étapes d’Erlang. Chaque usager est lié a I'étape
a laquelle il se trouve. Si I'usager est en cours, alors I'étape est déterminée par la place
qu'il occupe dans le dispositif de Cox. Si I'usager est dans la file, alors pour la discipline
FIFO cest la premitre étape ; pour la discipline LIFO c’est 'étape interrompue. Avec une
telle approche qui est analogue & celle donnée en [10] (un peu plus complexe cependant)
on peut exprimer le systéme (59) sous la forme d’une série d’équations d’équilibre local
du type (60). Une condition suffisante (mais pas nécessaire) pour qu'une distribution P(z)
soit solution de (59) est qu'elle vérifie les équations d’équilibre local (60). Cependant, il
est & noter que les équations d’équilibre local n’ont pas toujours une solution ce qui est le
cas par exemple pour la discipline FIFO lorsque les usagers des différentes classes ont des
fonctions de répartition de la durée de service différentes.

Pour toute sous chaine ergodique, on introduit les quantités e; qui sont solutions du
systéeme d’équations :

Z €irPirjs + Qs = €5,  (4,8) € Ex , k=1,m. (61)
(i,r)EEy

Si g;s = 0 pour tout (j, 8) € Ej, alors le réseau est fermé par rapport a Ey. Dans ce cas, les
quantités e;. sont déterminées & une constante prés. Si par contre g;j, # 0 pour au moins
un couple (4, s) € E alors e;, est déterminé de maniére unique. Notons que le réseau peut
étre ouvert par rapport & certaines classes et fermé par rapport a d’autres (on dit alors que
le réseau est mixte).
Soient :

airj : la probabilité de transition de 'usager de classe r vers S; a I'étape j +1 de

service apres avoir été servi a la 5™ étape.
bijr = 1 — aijr;
wijr : taux de service de l'usager de classe r & la j*™ étape dans S; (cette étape est de

durée exponentielle) ;
Ai"l = H;:l a'irj'

Théoréme 9. (Baskett-Chandy-Munitz-Palacios)
Pour un réseau (ouvert, fermé ou mixte) constitué de n stations appartenant d l'un des
types (1 a 4), la distribution stationnaire unique P(x) existe si G > 0; elle est donnée
par :

P(z) = G d(z) fi(z1)f2(22).--fn(2n); (62)
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ou G est une constante de normalisation :
=

G= [ Y d(@) fi(€1) fo(@2)--fa(n)
zeE
avec fi(.) est une fonction qui dépend de la structure de s; :
e Si S; est de type 1, alors :

. k;
1 ki K5
fi(z;) = (;) He,- zij, St p; est indépendant du nombre d’usagers dans S; ;
k;
xfi(z;)) = H fg—_), Si le taux de service dépend du nombre d’usagers dans S;.
T

e Si S; est de type 2, alors :

i=1
j=1

i [M]mm
Ji(z:) =ki!H H “—%T—‘—

r=1 I=1

e S5i S; est de type 3, alors :

d(z) est une fonction du nombre de requétes correspondant d l'état x et qui dépend de la

structure du flot des arrivées.
1. Pour le type A de dépendance du tauz des arrivées de l'état x :

M(z)—1

diz)= J[ XG).
i=0

2. Pour le type B :
m M(:C)—l

diz)=1] TI »0)-

j=1 i=0
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Si le réseau est fermé d(z) = 1. La preuve de ce théoréme s’effectue en résolvant les

équations d’équilibre local. De ces équations i résulte (61).

Théoréme 10.
Soit :

V= (V1,V2, -"3vn); avec v; = (Vn, Vi2, ~--sViR)§

v;, est le nombre de requétes de classe r dans S;. Alors, on a les distributions stationnaires :

P(vi=dy,...;vp = dy) = C d (v) gi(d1)-.. gn(dn),  (di = (kir, iz, -, kir)) ;

N\

ou :
e Pour S; de type 1:

E 1 1
— kir
g,(d,) == kt! [I l ’Ci,.! €;ir ] ——’F"‘
e Pour S; de type 2 et 4 :

1’—‘[ 1 f1\*
aa) =kt T ()
s kir! Hir

e Pour S; de type 3 :

1
.1

k.
eir r )
’
irt \ Mir

R
9i(di) = H k

R
k= ki
r=1

Dans chaque cas, 'expression pour g;(d;) est obtenue en sommant f;(z;) par rapport a
z; pour k;, ..., k;r fixés. Si le taux de service ne dépend pas de la classe de requéte et ne

dépend que du nombre d’usagers qu’il contient alors au lieu de :

()"

Pl
il est nécessaire de poser :
ki
1.5
N
1 ()

ot p;(7) est le taux de service dans S; lorsqi’elle contient j requétes.

Dans le cas d’un réseau ouvert, lorsque le taux des arrivées en provenance de la source
externe est une constante indépendante du nombre de requétes dans le réseau, le théoreme
précédent peut étre utilisé sous une forme plus exploitable. (on ne s’intéresse ici qu’a la
distribution de probabilité du nombre de requétes dans chaque station).
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Théoréme 11.

Pour le réseau ouvert qui satisfait les conditions du théoréme (9) et dont le flot des arrivées
est simple de tauz X, la distribution stationnaire de probabilité du nombre de requétes dans
chaque systéme vaut :

Plk = (ky, kg, .oy k)] = C d(k) hy(k1) ha(kz) -..hn(kn)

ou :
4 k.

—(—2—5%,;’—)——, Si S; est de type I;

ks
hi(k;) = < (Zre& ;‘eﬁ) , S1 S; est de type 2 ou 4;

ki
o (ZTE& ,%"f) , SiS; est de type 3,

ot R; est l’ensemble des numéros des classes de requétes que peut servir la station i. La
constante de normalisation est de la forme :

+00 +c0 n -1
C= LZ ~ 3 T /\"*hi(k,-)} ,

\

1=0 kn=0 i=1
ou bien :

n (—1)
C= [I_}l (&A"* h,-(ki))] . (63)

On montre d’autre part que :

4
1= cn, [*—,‘jf] ,  pour le typel;

T

+00
; hi(ki)=<1- Y reR, [3‘5}1]-1, pour le type 2 ou 4;
=0

 exp [Zre& [’\ff—” , pour le type 3.

Il s’avére que le nombre de requétes dans chaque station sont des variables aléatoires

indépendantes. La distribution de probabilité du nombre de requétes dans S; est donnée
par :

i=1
J#

n +o00
Pi(k) =C X ha(ks) [ [ k; hj(kj)] ;
k;=0
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et en tenant compte de (62) on aura :

N b (k)
(o A™ hi(m)]

Pi(k;) =

Introduisons les notations :

Y oreR, [i\if‘-] , pour S; de type 1;
pi =

EreR.» [2‘,‘%] , pour S; de type 2, 3 ou 4;

alors nous pouvons formuler le résultat suivant.

Théoréme 12.
Pour le réseau ouvert qui satisfait les conditions du théoréme (9) et pour lequel le flot des
arrivées est simple de tauz ), la distribution conjointe du nombre de requétes dans chaque

station est donnée par :
P(k) - P](kl) Pg(kg) Pn(kn),

(1—pi) p¥, pour le type 1, 2 ou 4;
Pi(k) =
e (’—’k!:,-) , pour le type 3.

D’ici il résulte que pour S; de type 1, 2 ou 4 la distribution stationnaire marginale de
probabilité du nombre de requétes dans S; est la méme que pour le systéme de files d’attente
M/M/1 et il est nécessaire pour qu’elle existe que p; < 1. Pour la station de type 3, cette
distribution est équivalente & celle de M/G/oc avec p; = A/u. Lorsqu’on doit tenir compte
du fait que le taux de service dépend du nombre d’usagers dans la station, il suffit de
remplacer dans (61) fi(x;) par :
?:1 i(J) '
On peut ainsi considérer le cas ol la station contient plusieurs serveurs. Si dans S; il y a

L; serveurs :
ki, si 1<k <L
L,;, si k-i > Li.
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Lorsqu’on doit tenir compte du fait que la taux de service dépend du nombre de requétes
de chaque classe, alors dans (61) il faut remplacer f;(z;) par :

| fi(ks) .
05, T, 2]

ot u;r(4) est le taux de service dans S; lorsqu’il y a j usagers de classe 7.

On peut tenir compte aussi du fait que le taux de service des usagers zr(kr) dans un
sous-réseau Sy = {Si,, iy, ---, Si } dépend du nombre total d’usagers dans ce sous-réseau :

kr=> ki, I = {iy, 42, oy im}
iel
Dans ce cas, dans (61) il faut remplacer [, fi(z:) par:

1
H fi(wi) H Zr(j) )

el j=1

Des exemples de calculs de caractéristiques de tels réseaux peuvent étre trouvés dans [?].
Notons que les théoremes (8) et (9) peuvent étre généralisés au cas ou le comportement
des usagers dans le réseau est décrit par une chaine de Markov d’ordre k > 1 ou par un

processus semi-Markovien. Supposons pas exemple que pour tout j > 0 :
Plajyr [ 2, 0L < j] = Plaj [ 25,y Tjonia] , (R > 1);
alors, la matrice de routage sera de la forme :

P =“ })(i"‘); (j1;3)5 (jZ’s)!"'7(jh’s) “ *

Ces probabilités "mesurent” I'événement ”’usager arrive dans S; ou il adopte
un comportement de classe r aprés avoir été servi successivement dans
Si, » Sja , .- Sy, out il avait respectivement, un comportement de classe S; dans
Si,, -, Sn dans S;,” (pour cet événement le comportement de 'usager avant la station 5;
n’influe pas). L’idée consiste & se ramener & une chaine de Markov d’ordre 1 en remplacant
les probabilités de routage par P, avec :

a = ((Cg, ’iz), onay (C},, ih), ('i, 'I‘)); b o= ((Cl, 'I:l), (Cg, '1:2), ceey (Ch, ih)).

Dans [?] on considére le cas ol les transitions des usagers d’une station a une autre ne se
font pas instantanément mais apres un délai aléatoire dont la fonction de répartition B;; (x)
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est arbitraire et dont la transformée de Laplace-Stiljes est rationnelle. Ces réseaux sont
dits semi-Markoviens. Dans [?] on introduit un nouveau parametre : la quantité de travail
nécessaire pour effectuer le service de la requéte (c’est une généralisation de la notion de
durée de service ; & ce sujet on pourra se référer au manuel de Gnedenko B.V. et Kovalenko
LN. [?] ol cette question est traitée en détail). La solution s'obtient de nouveau sous
forme de produit. L’analyse de tels réseaux s’effectue & 'aide de la méthode des fonctions
génératrices. Pour le calcul de tels réseaux (notamment la constante de normalisation) on
propose deux méthodes : méthodes de décomposition en fractions simples et méthodes de
multiplication des séries de puissance. On trouvera dans [?] les algorithmes correspondants
ainsi qu'une méthode numérique de détermination des distributions marginales du nombre
de requétes dans chaque station, avec tous ses moments. D’autres algorithmes efficaces
généralisant ceux de Buzen sont présentés par exemple dans [?].

Notons qu’une extension au cas ou la fonction de répartition de la durée de service est
arbitraire a été obtenue par Sazmelson C.L. et Bulgren W.G. [?]. La solution est obtenue
au sens des distributions [?] et la formule-produit est étendue au cas d’'une fonction de
répartition de la durée de service générale (pas forcément différentielle, a condition toutefois
que V'espérance mathématique existe).

Muntz [?] montre que les solutions sous forme de produit peuvent étre obtenues en étudiant
les conditions pour lesquelles les flots des départs des noeuds du réseau sont Poissonniens
(pour les systémes multi-phases on utilise le théoreme de Burke ainsi que les propriétés
des flots superposés et tamisés). La condition suffisante pour que le flot des départs d’un
systeme de files d’attente & file d’attente illimitée soit Poissonien de taux A est de la forme :

2P q
Z J Uk
=

ol p; = lim; o0 P [v(t) = j] , v(t) est le nombre de requétes présentes dans le systeme a la
date t; g;x est le taux de transition de I'état j & 'état k. Cette condition peut étre étendue
au cas d’un systéme a plusieurs classes d’usagers. Si pour un flot des arrivées Poissoniens
le flot des départs est encore Poissonien, alors on dit que le systéme possede la propriété
M = M. On montre alors [?] que si le réseau est constitué de stations de type 1-4 qui
possedent la propriété M = M alors la solution s’obtient sous forme de produit.
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7 Réseaux avec différents types de service

Soit un réseau fermé constitué de n stations et qui contient N usagers ; la 9™ station
contient m; serveurs. On distingue L > n différents types de service, et le service de type
[, 1 <1< L s'effectue dans la station de numéro s(l). Apres avoir effectué son service de
type [ Pusager est orienté avec une probabilité P; dans la station de numéro s(j) ot il doit

recevoir un service de type j :
L
P; 20, Y Bi=1
i=1

i.e. la suite des types de service nécessaires a I'usager engendre une chaine de Markov
de matrice des transitions P =|| Pj; ||, cette chaine est supposée irréductible. Les durées
de service de type [ sont des v.a. de méme loi, non négatives, d’espérance mathématique
pw', 0 < m < +oo. Les durées de service correspondantes aux différents types sont
indépendantes. Dans chaque station on instaure une discipline de priorité relative, la disci-
pline de service étant FIFO. L’état initial du réseau Sy est déterminé par le type de service
pour chaque usager. Soient :

M,(t, Sp) : nombre de dates de début de service de type ! durant (0,%);

Ni(t,Sp) : nombre de dates de fin de service de type ! durant (0,1);

Wi(t, So) : durée totale de service de type ! durant (0, ).
Il est évident que :

Mi(t, So) — msy < Ni(t, So) < Mi(t, So)

oll my( est le nombre de canaux dans la station qui assure le service de type l.

Soit Iy, Iy, ..., [T, les solutions uniques du systeme d’équations.

Définissons le taux d’activité (work rate) de la station lors d’un service de type [ comme
étant la quantité :

Wil(t, S
Wy = lim JA:50)
t—+o00 t
Théoréme 13. (de Chang-Lavenberg)
Les limites suivantes :
limg . yoo Ni(t, So) = +00;  limy 100 izt = 1L,V 1,4, Sp;
limt—‘+oo %:'((‘:%3)2 = 1; VVI = IiInt—H—oo Mi’_s")‘ = ;}; liInt—&—HJo M(tv SO);
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existent et sont indépendantes de 1'état initial Sg. De plus :

W _ (m).
W ()

La preuve de ce théoréme est assez élaborée [?] cependant on peut donner une justification

|t

(64)

intuitive de ce résultat :

Admettons que chaque station assure un seul type de service. Dans ce cas, la matrice
P =| P, || est de dimension n x n. On peut définir la fonction d’activité de la maniere
suivante :

t
W,‘(t, So) =/ Ci(t, So) dt
0

ou C;(t, Sy) est le nombre de serveurs actifs & la date ¢ dans S; (en cours de service). alors
W, représente le nombre de serveurs actifs dans S; en régime stationnaire (en moyenne).
Soit \; le taux (& I’état stationnaire) d’arrivées dans S; , 1 <4 < n; il doit étre égal au
taux des départs (\; = Wip;) et doit satisfaire le systéme d’équations suivant :

n
A=) APy, 1<i<n
j=1

Nous pouvons alors écrire \; = oll; oll @ est une constante. Donc oIl; = Wjp; ce qui donne
la formule (63) du théoréme (11). La relation (63) généralise la formule de Little. Ce type
de relation est appelé loi de conservation et elles sont valables dans des cas relativement
généraux [?].

Par analogie pour le réseau considéré au départ, on peut définir le taux d’activité de S; de

“qzz Wi

1:s(l)=¢q

IT
Hg _ (El:s(l):q T;IL)

I
Hr (ZI:s(l)zzr ;,L)

La grandeur y, peut étre interprétée comme le nombre moyen de serveurs actifs dans 5.

la maniére suivante :

alors,

.

Si m, = 1 alors p, est la probabilité stationnaire pour que S, soit occupée.

8 Approximation de diffusion des réseaux

Considérons le modele de réseau ouvert & n stations [?, ?]. La durée de service dans S;
2 T

est une variable aléatoire de loi quelconque de moyenne 1/y; et de variance ¢ , i = 1,7n.
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Le flot des arrivées est récurrent i.e. la suite des durée d’inter-arrivées forme un processus
de renouvellement de moyenne 1/ et de variance of (on assimile la source & une station
fictive Sp). De méme le départ de 1'usager vers I'extérieur s’interpréte comme une transition
vers une station S,;;. Les transitions des usagers d’'un systeme & un autre forment une
chaine de Markov de probabilités de transition p(i, j) telles que :

n+1

Zn:P(w=1 et ZR,‘IZI, 1_<_1,S_n

=1 =1
Soient :
A;(t) : le nombre d’arrivées dans S; durant (0,¢);
D;(t) : le nombre de départs de S; durant (0, ) ;
Dy i(t) : le nombre d’usagers qui quittent S; pour S; durant (0, %);

alors,
A,(t) = Z Dl’i(t);
1=0

Dit) = 3 Dw(t),1<i<n

i'=1

De maniere analogue & celle donnée en [10] on a :
AQ;(t) = AAi(t) — AD;(t);
est approximativement de loi normale de moyenne :
E(AQi(t)) =6iA:, 1<t <m;

et de covariance :

cov(AQ;(t), AQx(t)) = aw s , 1 < 1,7 < m;
ou :

=, nP 1 1.
:812 - Z li;;—E7

1=0
n n
C -1 C; P; C; O
Qi = Z : PPy + | —+ Z = 8w — —Pir — —Pows
— M L ] Hi My

Si P; =0, 1 <1 <n, alors cette expression peut étre réécrite sous la forme matricielle :

2.C,
a=ZjVEV}T+W;
1=0
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ou :
o =|| Qg “mm;

V;T = ("’Bla "B% ey '—H’n)a
w =H Wizt “mm;

Z?:O Rt(l - Rs)‘%; ) 1= i’;
Wiy =

- Z?:o Py Py i“ { # 7:’;

W est donc la matrice de covariance du vecteur :
(AQ:(t), AQx(E), .., AQx(1));

pour §; =0, i=1,n.
Ainsi le vecteur Q(t) = (Q1(t), Q2(t), ..., Qn(t)) est approximé par un processus continu
X (t) qui est solution de I'équation différentielle stochastique :

dX (t) = Bdt + (adt)VPdZ(t)

oll Z(t) est un bruit blanc Gaussien de dimension n (chaque coordonnée a une moyenne
nulle et une variance unité; les covariances sont nulles) ; 3 est le vecteur de coordonnées
B, Ba, ..., Bn et a est une matrice définie non négative.

Si état initial est X, alors le processus X (t) admet une densité de probabilité ala date t

qui est de la forme :
P(X07 X’t) = (21] det)at‘)_l/z erp [—%t(X - XO - /Bt)T - 1X—Xo—ﬂt] )
et qui est solution de 1’équation multi-dimensionnelle de la diffusion :

) 1 0 0
= P(Xo, Xit) = 5 3 3 twgmzs P(Xo Xit) = ) i P(Xo, X30)

i=1 i'=1 i=1

Afin de tenir compte de la contrainte X (£) > 0 on introduit des barriéres réfléchissantes aux
points X; = 0, i = 1, n. La densité de probabilité stationnaire existe si tous les éléments

v = 2a! sont strictement négatifs. Dans ce cas :

P(X) = [ ] Inl ezp(n(X:))-

i=1

40



L’approximation de la distribution conjointe des tailles des files d’attente du réseau est

alors de la forme :

P(Xy, X, ooy Xp) = P(X1)P(X2).. P(Xa);
ou :
B(y) = (1= p)#t;
pi=¢€.

La forme produit est intéressante malgré la complexité des coefficients B; et ayy. Les pro-
babilités marginales sont modifiées de la maniere suivante :

1=ps Siy=0;
Py(y) =
p(1—p)pt ™ y<y
ou, p; = €; (ﬁg) ; e; est le nombre de visites de I'usager dans le systeme S;. Les quantités

e; sont solutions du systeéme linéaire d’équations algébriques :

n
ei=Y e P, 1<i<n
1=0

pi peut étre interprété comme le coefficient d’utilisation du i*» gysteme. Une simplification
important a été apportée a cette méthode par Reiser R. et Kobayashi H. [?]. Le nouveau
modele de diffusion nécessite beaucoup moins de calcul pour obtenir les parametre du
systeme et meéne & un degré comparable de précision.

Notons que la méthode est basée sur 'hypothése que les flots de départs et d’arrivées
& une station forment des processus de renouvellement. Cette hypothese n’est justifiée que
pour les réseaux exponentiels. L’erreur d’une telle approximation est analysée par Lester
Lewis Neale [?]. Une autre méthode toujours basée sur cette hypothése est proposée par
Gelenbe E. et Pujolle G. [?]. Des résultats analogues peuvent étre obtenus. Une illustration
de ces techniques de diffusion est présentée dans [?, ?]. Dans [| on procede a la simulation
A Paide de la méthode de Monte-Carlo sur les exemples traités dans les exercices pour p =
0.75 , K =5 et N = 10. Les résultats ont ensuite été comparés avec ceux de la technique
de diffusion et on a remarqué que les résultats coincidaient bien. Cependant en remplacant
la distribution d’Erlang de S, par une loi exponentielle, les résultats de 'approximation
s'accordaient moins bien avec ceux de la simulation. Dans ce méme exemple, des calculs
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analogues ont été effectués dans le cas ou la distribution de service dans S; est hyper-

exponentielle (le coefficient de variation ; 1) de fonction de densité :

i) =3 [ (538) + i = (130)

—1—=0.75; oy =188; —1—:02=1.

1231 K2
Les conclusions sont analogues. Dans ces méme ouvrages on étudie la possibilité d’utiliser

les techniques de diffusion pour 'approximation des distributions transitoires. En particu-

lier, pour les réseaux ouverts, il est obtenu :

1. Durée moyenne de séjour dans le réseau :
r=3 T

ou, T; = (:‘ T”—p— + = ) est la durée moyenne de séjour dans S; a I'issue d’un seul

passage.

2. La densité de probabilité de la durée de séjour dans la '* file :

fi() = (1= pi) 6(t) + ;" eap (—w;* b);
S
w1
0(0) =1; 6(t) =0,V L #£0.
Les techniques de diffusion restant les plus populaires en raison de leur simplicité. Une
autre méthode pour 'approximation des réseaux fermés exponentiels est proposée par
Medvediev G.A. [?, ?]. Cette méthode n’utilise plus ’hypothése sur I'indépendance
des flots des départs et est basée sur ’analyse des équations de Kolmogorov. L’avan-
tage de cette méthode est qu’elle permet d’obtenir le nombre moyen de requétes dans
chaque file sous une forme explicite; il est possible alors de considérer le probléme
du choix de la variante optimale de répartition des serveurs dans le réseau selon un
critéere économique donné. Une généralisation au cas ou les serveurs sont sujets a
des pannes aléatoires est considérée dans [?, ?]. L’approximation des réseaux a faible
charge A — 0 est étudiée par Brissina I.V. et Soloviev A.D. [?].
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