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Introduction générale

La théorie des files d’attente est I'un des outils analytiques les plus puissants pour la
modélisation des systemes dynamiques.Celle ci a pour objet ’étude de systemes et réseaux,
ou il y a des entités appelées clients cherchent a accéder a des ressources, généralement
limitées, afin d’obtenir un service.

Ce domaine de recherche est apparu dans les années 1917, durant les travaux de in-
génieur Danois Erlang sur la gestion des réseaux téléphoniques de Copenhague. C’est
grace aux apports des mathématiciens Khintchine, Palm, Kendall, Pollaczek et Kolmogo-
rov que la théorie connait vraiment un développement. La théorie des files d’attente est
aujourd’hui largement utilisée et ses applications sont multiples.

Ces dernieres années de nouvelles politiques sont ajoutées a I'étude des phénomenes
d’attente. Parmi ces politiques, on trouve le systeme d’attente avec vacance; ce genre de
files d’attente ont une grande importance, parce qu’elles sont applicables dans I’analyse et
la modélisation des systeémes informatiques, des réseaux de transmission, de la fabrication
et des systemes de production, des systemes de transport, etc.

Les modeles de files d’attente avec vacances peuvent étre classés en fonction des pro-
cessus d’arrivée, des processus de service et les politiques de vacances. Des excellentes
études sur les premiers modeles avec vacances ont été rapportées par Doshi [8] , Takagi
[37], Tian et Zhang [40]. Dans un systeme de files d’attente avec vacances, le serveur peut
ne pas étre disponible pendant une période de temps pour de nombreuses raisons comme,
en cours de vérification pour la maintenance), on en travaillant dans d’autres files d’at-
tente (c’est le cas de nombreux systémes de communication), ou simplement prendre une
pause dans cette période de temps. Lorsque le serveur est indisponible pour les clients
ordinaires, le serveur est en vacances.

Dans I'étude du modele d’attente avec vacances, on suppose généralement que le ser-

veur arréte completement le service au cours de la période des vacances. Cependant, il y
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a de nombreuses situations, ou le serveur ne restera pas completement inactif au cours
de cette période, mais il rendra le service a une file d’attente avec un taux de service
différent ; c’est la politique des vacances : "working vacations' qu’on considérera dans ce
mémoire. Cette politique a une grande importance, plus que celle des vacances normales,
car les clients qui arrivent dans cette période seront servis avec un taux faible de service
et non pas a quitter la file sans étre servie, donc il seront satisfaits .

Les files d’attente avec "working vacation" ont été largement utilisés pour modéliser
de nombreux problémes pratiques, tels que les systémes informatique,les systémes de
production, les systemes de communication et d’autre domaine [34].

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a l'optimisation dans une file d’attente
GI/M/1/N avec "working vacation", tout en utilisant une méthode d’optimisation clas-
siques. Dans ce travail, nous allons utiliser les dérivées de la distribution stationnaire
des chaines de Markov a temps discret et a espace d’états fini [30]. Celle ci seront utili-
sés dans 'algorithme itératif de Newton-Raphson pour I'optimisation de la file d’attente
GI/M/1/N avec "working vacation".

Ce mémoire est structuré de la maniere suivante :

Le premier chapitre traite les notions de base de la théorie des files d’attente et la politique
de "working-vacation".

Le deuxieme chapitre est consacré a I'optimisation sans contrainte, et quelques méthodes
d’optimisation, qu’on peut appliquer pour optimiser notre modele.

Le troisieme chapitre sera consacré a la présentation des résultats numériques concer-
nant l'optimisation d’'une fonction de cotit associée au modele d’attente GI/M/1/N avec

'working vacation".




Chapitre 1

Systémes de file d’attente

La théorie des files d’attente est une théorie mathématique relevant du domaine des
probabilités, qui étudie les solutions optimales de gestion des phénomenes d’attente.
D’ailleurs, la théorie mathématique des files d’attente peut s’appliquer aux différentes
situations : optimisation des stocks (gestion a flux tendu), gestion des avions , attente des
clients a un guichet, ou bien encore traitement de données informatiques par un serveur.
De plus, la modélisation des phénomenes d’attente est tres importante dans la vie réelle,

car elle permet d’organiser les systémes ayant la structure d’une file d’attente.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les éléments essentiels et quelques concepts et
caractéristiques concernant les systemes de files d’attente. Notre attention sera intéressée
sur la présentation d’une bibliographie concernant les systemes de files d’attente avec la
politique de "Working vacation".

La modélisation des systemes de files d’attente est basée sur les chaines de Markov, donc
on va rappeler d’abord les concepts et les propriétés principales des chaines de Markov

que nous avons besoin pour décrire une file d’attente

1.1 Chaine de Markov finie

Définition 1.1.1 ( processus stochastique) Un processus stochastique (ou processus
aléatoire) est une séquence Xy, Xs.. Xy de variables aléatoires d valeur dans un espace
dénombrable E, L’ensemble E est l’espace d’état, dont les éléments seront notés i, j,k, ...
Lorsque X,, =1, le processus est dit : étre dans, ou visite [’état i au temps n.

— Les valeurs possible des variables aléatoire sont appelées les états possibles du pro-

CESSUS.
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— La variable X, représente ’état du processus au temps t (on dit aussi ['observation
au temps t).
— L’intérét des processus stochastiques est d’établir la dépendance entre les variables

aléatoires.

Définition 1.1.2 (Chaine de Markov) Une chaine de Markov est un type particulier

de processus stochastique qui vérifie deux conditions suivantes :

1. L’état au temps t du processus ne dépend que de son état au tempst — 1 :

P(Xt — ]|X1 — Z'1, --th—l — it—l) — P(Xt — j|Xt—1 — it—l)-

2. La probabilité de passage d’un état ¢ a un état j ne varie pas avec le temps

Vt,1<t< N, P(X;=j|Xi1=14)=ccel0,]]

On distingue deuz types de chaine de Markov :

v ' Une chaine de Markov a temps discret lorsque t est discret.

v Une chaine de Markov a temps continu lorsque t est continu.

On s’intéresse aux chaines de Markov a temps discret qu’on peut définir comme suit :
Le processus stochastique (X,,)n>0 @ valeur dans l'ensemble discret des états E est une

chaine de Markov a temps discret N si :¥n € N, V(ig,...,in_1,1,7) € E"2
P(Xn+1 = ]‘Xn = iaanl = ln-1, -'-7XO = ZO) = P(Xn+1 = ]|Xn = Z)
Définition 1.1.3 (La matrice de transition) Une matrice P = P(ig); jeg O

Pij = P(Xn+1 = J"Xn = Z)

est la probabilité de transition de v vers j, est appelée matrice de transition de la chaine
de Markov. Les matrices de transition sont également appelées "matrices stochastiques” et

satisfont les deux conditions suivantes :

1. Leurs éléments sont non négatifs :

pij = 0 Vi, € E;
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2. La somme des éléments de chaque ligne est égale a 1

JEE
Définition 1.1.4 Deuzx états i et j d’une chaine de Markov est dit communiquant, s’ils
existent deux entiers m,n tel que :
(m) _  (n)
Py~ = Pyi -
En d’autres termes, i communique avec j (on écriti <> j), si on peut atteindre l’état j d

partir de l’état i, et vice versa.

Définition 1.1.5 Une chaine de Markov est irréductible, si et seulement si, pour tout
état i et 7, il existe m > 0 tel que :

pgn) > 0.

Autrement dit, une chaine de Markov est irréductible si a la une seule classe de commu-

nication.

Définition 1.1.6 Une distribution de probabilité m sur E est dite stationnaire si elle
satisfait

szzﬂ-ipij VjGE

i€l

tel que Zm =1.

i€E

Définition 1.1.7 (la matrice fondamentale d’une chaine de Markov) cette matrice
a été utilisée pour calculer les différentes caractéristiques stationnaires d’une chaine de
Markov d’espace d’états finis, la notion de matrice fondamentale a été introduite pour la
premiere fois dans l'analyse des perturbations de chaine de Markov par Snell et Kemeney
[58]. Keilson [59] a €largi leur étude auz processus de Markov ot il a obtenu de différentes
formules des premiers moments de certaines caractéristiques. A [’origine la matrice fon-
damentale Zy a été utilisée pour résoudre le systéme d’équations (I — P)X = b, ou b
est connu. Pour calculer les valeurs de X, on a besoin de linverse de (I — P) ce qui est
impossible car il n’existe pas ce qui est conduit a modifier cette matrice tout en ajoutant

la matrice I1 (est une matrice contient dans chaque ligne le méme vecteur de distribution
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stationnaire) ce qui induit que inverse Zg = (I — P + I1)~*

Quelques propriétés de la matrice fondamentale :

Si Py est une matrice de transition d’une chaine de Markov finie et ergodique, alors la
matrice inverse Z = (I — Py + IIy) ™! existe, et :

1. PyZy = ZyPy

2. Zge=c¢e

3. TeLy = Ty

4. (I = Py)Zy=1-1Tly

5. Zg=1+2,(Pf —1ly)

Le théoréme suivant établit la k™€ dérivée de la distribution par rapport a 6.

Théoréme 1.1.1 [30][les dérivées successive de la distribution stationnaire mg/ supposons
que toutes les composantes de la matrice de probabilités de transition Py sont de classe
C* par rapport 0 ot 0 est point intérieur d’un certain intervalle © avec © € R.Alors, la
kéme dérivée de la distribution stationnaire my, d’une chaine de Markov ergodique a temps

discret et a espace d’états fini, par rapport au parametre 0 est donnée par :

ot Pg(k)

ﬂé ) :est le vecteur des dérivée k™ de vecteur de distribution stationnaire .

cest la matrice des dérivées k™™ de la matrice de transition Py

1.2 Description du phénomene d’attente

Un phénomene d’attente peut étre décrit comme un systeme composé d’un certain
nombre (fini ou non) de places d’attente d’un ou plusieurs serveurs et de clients arrivant
a des instants aléatoires. Les clients attendent, se font servir selon des regles spécifiées
et quittent le systeme. Ils peuvent étre des appels téléphoniques, des machines, ...,etc. de

méme que les serveurs peuvent étre une centrale téléphonique, ...,etc. Quand les serveurs

10
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sont tous occupés, les clients doivent alors patienter dans un espace d’attente (s'il existe)
jusqu’a ce qu’un serveur soit disponible.

L’identification des systemes de files d’attente classiques se base principalement sur
trois éléments : le processus stochastique décrivant 'arrivée des clients dans le systéme,
le mécanisme de service (le nombre de serveurs et la loi probabiliste décrivant la durée
des services) et la discipline d’attente.

v'Le processus d’arrivée spécifie les instants aux quels les clients arrivent dans le sys-
teme. Dans la théorie classique des files d’attente, on fait le plus souvent ’hypothese
que les clients arrivent de maniere isolée et indépendamment les uns des autres. Sous ces
hypotheses, les intervalles de temps entre deux arrivées successives forment une suite de

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

v'Les temps de service c’est les périodes nécessaire au traitement des clients qui sont
supposés étre des réalisations de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées. La description du processus de service revient alors a préciser la loi de probabilité
de ces variables aléatoires.
v'Le nombre de serveurs correspond au nombre maximal de clients pouvant étre traités
simultanément. Tous les serveurs sont supposés identiques, en particulier les temps de
service sont indépendants d’un serveur a 'autre et distribués selon une méme loi de pro-
babilité.
v'La capacité d’accueil d'un systeme de files d’attente correspond au nombre maximal
de clients pouvant étre présents dans le systéeme a un instant quelconque. Il est égal a la
somme du nombre de serveurs et du nombre de places d’attente disponibles. Si un client
arrive dans un systeme ayant atteint sa capacité maximale d’accueil, il est refoulé et doit

quitter le systéme sans avoir été servi.

Quelques systemes de file d’attente

— Gestion des avions et des trains au départ et a l'arrivée.
— Centre d’appels.

— Traitement des données dans les systemes informatiques.

11
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File d'attente

Serveur

Arrivée Départ
—_— e
des clients des clients

L J
systeme d'attente

FIGURE 1.1 — Représentation schématique d’une file d’attente classique

— Attente pour un guichet ou une caisse.
— Commandes une attente de traitement.

— Patients dans une salle d’urgence.

1.2.1 Types de files d’attente

A partir de regroupement d’individus attendant un service, on pourra obtenir plusieurs

types de files d’attente telles que :

File séparée

Une file par guichet (par exemple : caisses des supermarchés). Ce systéme a 'inconvé-
nient de générer des frustrations lorsque certaines files sont plus rapides que d’autres, ou

lorsqu’un guichet supplémentaire s’ouvre, permettant aux derniers de passer les premiers.

File distribuée (mutualisée)

Une seule file alimente plusieurs guichets.

File virtuelle

Une prise de ticket permet de conserver 'ordre d’arrivée, sans avoir a faire la file phy-

siquement : par exemple, les personnes peuvent s’asseoir en attendant leur tour .

12
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File virtuelle mobile

Les nouvelles technologies permettent maintenant de prendre rang par internet ou par
téléphone, et d’étre prévenu par SMS lorsque son tour approche. Le temps d’attente ne

nécessite pas une présence physique .

File prioritaire

Des files plus rapides peuvent étre créées, par exemple pour les personnes ayant un
handicap, ou pour les personnes ayant une carte de fidélité ; parfois, des files prioritaires

payantes peuvent étre proposées.

1.2.2 Disciplines de service

Dans un systeme de files d’attente, une fois que le serveur devient libre, il choisit
un client de la file suivant une politique ou discipline adoptée au sein du systeme . Les
principales disciplines de service utilisées sont les suivantes :

— FIFO (First In First Out) : Premier Arrivé, Premier Servi, i.e., les clients sont servis

dans leur ordre d’arrivée;

— LIFO (Last In First Out) : Dernier Arrivé, Premier Servi, i.e., le dernier client arrivé
sera le premier servi .

— Round-Robin(cyclique) :(RR) tous les clients de la file d’attente entrent en service a
tour de role, effectuant un quantum "Q" de leur temps de service et ils sont remplacés
dans la file, jusqu’a ce que leur service soit totalement accompli.

— PS (Processus Sharing ) : cas limite de la discipline RR lorsque le quantum tend
vers zéro. vitesse inversement proportionnelle au nombre de clients simultanément
présents ;

— FIRO (First In Random Out) : Aléatoire, i.e., le prochain client qui sera servi est

choisi aleatoirement dans la file d’attente.

13
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1.2.3 Notation de Kendall

Pour la classification des types de systemes de files d’attente, on utilise habituellement

la notation de Kendall. Cette derniere est définie par la notation suivante :

A/B/C/(K/L/Ds;)
Avec
— A : distribution d’inter-arrivée.
— B : distribution de service.
— (' : nombre de serveurs.

— K : capacité de la file.

— L : population des usagers.

— Dy : discipline de service.

Ou A et B sont donnés par

— M : loi exponentielle(markovienne)

— (G : loi générale

G1 : lois générales indépendantes

D : loi constante(déterministe)

— FEj : loi de erlang-k

Hy, : loi hyper-exponentielle-k
— (% : loi de cox-k
— PH,;, : loi de type phase a k étages

Remarque 1.2.1 Lorsque les trois derniers éléments de la notation de Kendall ne sont

pas précisés, il est sous-entendu que K = +o00, m=+o0 et Z = FIFO.

1.2.4 Analyse économique de la théorie des files d’attente

L’objectif de la théorie des files d’attente est de satisfaire aux mieux les clients tout
en minimisant ses cotits. Les cotits dans les modeles de la théorie d’attente se subdivisent
en deux types :

Les cofits de service : c’est les cofits résultants du fonctionnement des serveurs des

matériaux, appareils, des employés,etc, et c’est évident que ces colits augmentent avec

14
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I’augmentation du niveau de service.

Les cotits d’attente : ce sont les cofits résultants de la diminution de la qualité du
service dans le systeme pour le servir, et elle contient la perte des clients qui quittent
la file d’attente pour sa longueur et la perte d’autres clients qui les influencent et leur
reportent la mauvaise réputation du systeme. La relation du coiit total et du nombre des
serveurs peut étre représenté par le graphe suivant :
Le cout

Total a
L heure

= cout d'attente

/ = cout de service

cout total

Nombre de serveur

FIGURE 1.2 — Relation du cofit total et du nombre des serveurs

1.2.5 Analyse mathématique d’un systeme de files d’attente

L’étude mathématique d’un systeme de files d’attente se fait généralement par 1'in-
troduction d’un processus stochastique, défini d’une facon appropriée. Généralement,on
s’intéresse principalement au nombre de clients N (t) se trouvant dans le systéme a l'instant

t(t > 0), En fonction des quantités qui définissent le systéme,qu’on cherche & déterminer.

Le régime transitoire du processus stochastique N(¢),¢ > 0 défini par les probabilisés

d’état
Le régime stationnaire du processus stochastique N(t),t > 0 défini par les distributions

stationnaires de ce processus :

T = lim P,(t) = P.(N =n) n=(0,1,2...)

t—00

15
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1.2.6 Mesures de performance d’un systeme de file d’attente

L’analyse théorique d’un modele de file d’attente a pour objet de saisir qualitativement
et quantitativement le fonctionnement du systeme en question. Pour cela,il faut définir les
criteres et les mesures susceptibles d’atteindre cet objectif afin de déterminer a ’avance
les performances de systeme,pour un systeme composée d'une seule file d’attente, les
principales mesures de performance sont :

— L : le nombre moyen de clients dans le systeme;

— L4 : le nombre moyen de clients dans la file d’attente ;

— W : la durée moyen de séjour dans le systeme (attente et service);

— W, : la durée moyen d’attente d’un seul client ;

— U : le taux d’occupation des serveurs;

— P @ la probabilité de blocage pour les file d’attente a capacité finie;

— Pempty © 1la probabilité que le systeme soit vide .

Une mesure trés importante qui décrit le comportement asymptotique (lorsque il
existe) du systeme tout entier, est le vecteur de la distribution stationnaire, noté par

.

Remarque 1.2.2 La plupart des performance sont exprimées a l'aide de vecteur .

Formule de Little

Les valeurs caractéristiques d’un systeme de file d’attente sont liées les unes aux autres

par les relations suivantes :

L=\W,
L, = AW,

ol A est le taux d’arrivée de clients dans le systeme.

Ces deux formules sont appelées "Formules de Little". Ainsi, nous obtenons :

1
W =W, +—.
"

ou u est le taux de service.

16
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1.3 Files d’attente avec "Working Vacation"

Dans les files d’attente classiques le serveur est supposé qu’il a toujours un méme
rythme de travail c.-a-d. le taux moyen de service est le méme pour toute les durées de
service. D’autre part, le modele en question a un taux moyen de service change dans
certaines périodes de temps, c’est ces périodes de changement qu’on appelle "working

vacation" notée WV.

1.3.1 Politique de "Working Vacation"

"Working-Vacation" est une nouvelle politique de vacances introduite en 2002 selon

lequel le serveur fournit le service a une vitesse plus faible pendant la période de va-
cances plutot que d’arréter completement le service. Ce type de modeles de vacances peut
étre appliqué dans I’évaluation des performances des réseaux de communication optique,
systemes de service, systemes de production, systemes informatiques tels que le service
réseau, le service Web, le service de transfert de fichiers et le service de messagerie, et
d’autres domaines. Ces dernieres années, la recherche sur les files d’attente avec "Working
Vacation" a connue des développements considérables. plusieurs modele ont été étudier
dans cette zone.
De plus, cela démontre que I’approche analytique matricielle développée par Tian et al[14],
est un outil puissant dans ’analyse des files d’attente avec "Working Vacation". En uti-
lisant cette méthode, les distributions stationnaires et les structures de décomposition
stochastique des principales mesures de performance peuvent étre dérivées. Sur la base de
ces résultats, un cadre théorique pour I'analyse des files d’attente de "Working Vacation'
est établi.

Cette politique a été introduite par Servi et finn[34] dans un systeme de file d’attente
M/M/1. 1ls ont étudié une file M/M/1 avec "Working Vaction" et obtenu les formules
de transformation pour la distribution du nombre de clients dans le systeme et le temps
de séjour en régime stationnaire, et appliqué ces résultats a l'analyse de performance
du routeur passerelle dans les réseaux de communication fibre. Pendant les périodes de
"Working vacation', le serveur ne peut pas revenir a la période d’occupation normale avant
la fin de la période de vacances. En outre, pendant la période WV, ¢’il y a des clients a un

instant de fin de service, le serveur peut arréter les vacances et revenir a I’état habituel.
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Cette politique est appelée interruption de vacances.

1.3.2 Quelues modeles d’attente avec"Working vacation"

La politique de "working vacation" a été appliquée dans les différentes modele de file
d’attente avec un seul serveur . Deux types de "Working Vacation" ont été utilisé : plusieurs
"working vacation'(en anglais multiple working vacation que on note MWV) et un seul

"working vacation'(en anglais single "working vacation" que on note SWV)

Modéles M/M/1 et M/G/1 avec Working Vacations

L’un des premier modele de file d’attente qui ont appliquée la politique de "Working
Vacation' est le modele M /M /1 avec multiple "working vacation". Ce modele a été étudié
pour la premiere fois par Servi et Finn[34] ou ils ont obtenue la distribution de nombre
moyen de clients dans le systeme stationnaire et la distribution du temps d’attente . Wu
et Takagi[47] ont généralisé la file d’attente de Servi et Finn[34] M/M/1/WV a une file
d’attente M/G/1/WV. Kim et al[16] ont analysé la distribution de la longueur de file
d’attente d’'une file d’attente M/G/1 avec WV.

Liu et al.[28] ont dérivé les résultats de la décomposition stochastique dans une file
d’attente M/M/1 avec WV. Par contre, Zhang et Xu [50] ont étudié une file d’attente
M /M /1 avec plusieurs "working vacation" et la NV politiques en utilisant un processus de
quasi-naissance et de mort (QBD) et une méthode de solution géométrique matricielle.
Une file d’attente M/G/1 avec exponentielle WV & été analysée par Li et al.[22] Jain et
Jain[?] ont étudié une file d’attente avec "Working Vacation" et avec plusieurs types de
pannes de serveur, ot chaque type de panne nécessite un nombre aléatoire fini d’étapes de
réparation. Pour les files d’attente d’arrivée par groupes. Xu et al[48] ont étudié une file
d’attente M~ /M /1 avec single "working vacation' ils ont utilisé une méthode d’analyse
matricielle. Baba [4] a prolongé la file d’attente d’arrivée de groupes M /M /1 avec single
working vacation a une file d’attente M*X /M /1 avec multiple working vacation. Récem-
ment, Gao et Yao[l1] ont développé une file d’attente M~ /G /1 avec "working vacation'
aléatoires .

Pour les modeles d’interruption de vacances, Li et Tian[20].l’ont introduit pour la
premiére fois dans une file d’attente M /M /1 c.a-d. Pendant une période WV, le serveur

peut interrompre les vacances a l'instant de fin de service s’il y a des clients dans le
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systeme ,c’est ce qu’on appelle "Working-Vacation" avec interruption de vacances, cette
derniére politique a été appliquée a une file d’attente M /G/1/MWYV par Zhang et Hou
[51] Tian et al [41] ont étudié une file d’attente M/M/1 avec SWV en utilisant une
méthode géométrique matricielle.Zhang et Hou[54] ont analysé une file d’attente M/G/1
avec "working-vacation' et interruption de vacances. En utilisant la méthode d’une variable
supplémentaire et la méthode analyse matricielle,le nombre moyen de clients dans le
systeme et I'état de service a a I’état stationnaire sont obtenus.

Li et al[24], ont étudié une file d’attente M/G/1 avec un temps de préparation et de
multiples working-vacation. Ils ont obtenu le nombre de clients dans le systeme aux ins-
tants de départ, puis ils ont déduit la matrice de transition d’état en utilisant la méthode
de la chaine de Markov induite. Gao et Liu[9] ont récemment introduit une file d’attente
M /G /1 avec une seul working vacation et avec une politique d’interruption de vacance de
Bernoulli. Sur la base des travaux précédents, Lee et Kim [17] ont étudié la distribution
du temps de séjour d'une file d’attente M/G/1 avec une seul working vacation et une in-
terruption de vacances, ils ont dérivé le LST( Transformer de Stieltjes-Laplace) explicite
du temps de séjour, distribution de ce modele.Selvaraju et Cosmika [33] ont analysé une
file d’attente de clients impatients M /M /1 avec working vacation simples et multiples.

Yang et Wu[49] ont étudié 'analyse de minimisation des cotits de la file d’attente
M/M/1/WV et N politiques avec rupture de serveur. Zhang et Liu [55] ont développé
"working vacation" et l'interruption de vacances dans la file d’attente M/G/1 avec des

clients négatifs et la panne du serveur.

Les files d’attente GI/M/let GI/G/1 avec "working vacation"

Pour les modeles d’entrée générale, Baba[3| a étudié une file d’attente GI1/M/1 avec
"working vacation" par la méthode d’analyse matricielle. Banik et al [5] ont analysé de
la file d’attente GI/M/1/N avec "working vacation' en présentant une série de résultats

numériques. Li et Tian[19] ont établi un lien entre "working vacation" et interruption
de vacances et ont analysé la file d’attente GI/Geom/1 en temps discret avec "working
vacation" et interruption de vacances. Plus tard, Li et al[21]. ont analysé la file d’attente
GI/M/1 avec "working vacation" et I'interruption de vacances. En utilisant la méthode

d’analyse matricielle, ils ont obtenu diverses mesures de performance telles que le nombre

moyenne de clients dans le systeme et le temps moyen d’attente. En outre, la période
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ou il commence le "working vacation" pour la file d’attente GI/M/1 avec interruption de
vacances et "working vacation' proposée par Zhao et al .[56] Chen et al[6] ont exprimé la
file GI/M/1 avec PH "working vacation" et interruption de vacances telle que le temps
de vacances suit une distribution de type phase (PH) . Li et Tian [23] ont discuté la file
d’attente GI/M /1 avec "working vacation' . En utilisant ’approche analytique matricielle,
les distributions en régime stationnaire est obtenu de nombre de clients dans le systéme
a l'arrivée et a I’époque arbitraire .

Zhang et Hou [52] ont étudié une file d’attente GI/M/1/N avec une variante de
multiple "working vacation" , en utilisant la variable supplémentaire et les méthodes de
chaine de Markov induite, ou ils ont obtenu la distribution de longueur de file d’attente a
différentes époques.

Tao et al[38] ont proposé une nouvelle file d’attente GI/M/1 avec une période de
démarrage et "working vacation" et une interruption de vacances en méme temps. A I’aide
de la méthode matricielle-analytique, ils ont obtenu les distributions en régime stationnaire
pour le nombre moyen de clients dans la file d’attente, le temps d’attente et le temps de
séjour.

Vijayalaxmi et Jyothsna[44] ont analysé la file d’attente & capacité finie GI/M/1 avec
multiple "working vacations" qui a des applications potentielles dans la fabrication, le
transport, les systémes de communication, etc. Plus tard en 2013, Vi-jayalaxmi et al[45]
ont mis en ceuvre un modele intégrant "working vacation' individuelle et I'interruption de
vacances.

Récemment, Vijayalaxmi et Suchitra [46] ont étudié le modele de la file d’attente
GI1/M(n)/1 avec multiple "working vacation" et temps de changement de service, ou le

serveur peut continuer a fonctionner mais a une vitesse moins pendant les vacances.

Files d’attente avec rappel( nouveau proces) avec "working vacation"

Des files d’attente de vacances et des files d’attente de nouveau proces ont été appli-
quées pour évaluer les performances de divers systemes. Dans les études récentes, beaucoup
de chercheurs ont discuté du concept de files d’attente de nouveau proces avec "working
vacation".

Le systeme avec rappels est caractérisé par un client arrivant qui trouve le serveur

occupé, quitte la zone de service et répete sa demande apres un certain temps. Entre les
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essais, le client bloqué rejoint un pool de travaux insatisfaits appelés orbite, par exemple,
acces web, réseaux de télécommunication, réseaux de commutation de paquets, évitement
de collision, réseaux locaux en étoile, etc.

La file d’attente M /M /1 avec rappel et "working vacation" a été introduite et analysée
par Do[7] . Li et al[24] ont donné une file de réapprovisionnement Geo/Geo/1 avec rappel
et "working vacation' et interruption de vacances.

Liu et Song [29] ont introduit des clients non persévérants et des "working vacation'
dans la file d’attente de réapprovisionnement en temps discret Geo/Geo/1 avec rappel.
En utilisant la méthode matricielle-analytique, ils ont obtenu la distribution de proba-
bilité stationnaire et quelques mesures de performance et ont montré la décomposition
stochastique conditionnelle pour la longueur de la file d’attente en orbite.

Récemment, Arivudainambi et al.[2]ont d’abord exploré un systeéme de file d’attente
M /G /1 avec rappel et individuelle "working vacation" . Gao et al[10] ont pris en considé-
ration une file d’attente M/G/1 avec rappel avec des délais général de rappel, et introduit
"working vacation" et l'interruption des vacances dans la liste des nouveaux proces (rap-
pel). Utilisation de méthode de variable supplémentaire pour obtenir la distribution de
probabilité stationnaire et certaines mesures de performance . De plus, ils ont trouvé la
distribution du temps d’attente et ont prouvé la décomposition stochastique conditionnelle
de nombre moyen de clients dans la file d’attente en orbite.

Aissani et al[1]. ont discuté une file d’attente M /G /1 avec rappel et "working vacation".
Ils ont obtenu des fonctions génératrices permettant d’obtenir plusieurs autres mesures
de performance telles que I'attente moyenne ou le temps moyen de séjour.

Tres récemment, Rajadurai et al [31]et[32] ont mis au point des modeles de mise en at-
tente des nouveaux proces (rappel) avec le concept de "working vacation" et d’interruption

de vacances dans les cas de panne.

1

Autres modeles de "working vacation"

Un autre développement récent dans la recherche de modele de "working vacation"
est sur le systeme avec le processus d’arrivée de Markov (MAP). Zhao et Cui [57] ont
étudié I'approximation du PH pour la file d’attente M AP/G/1 avec "working vacation'
et N-politiques.

Zhang et Hou [53] ont étudié la file d’attente M AP/G/1 avec "working vacation'et
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interruption de vacances. Ils ont obtenu la distribution de nombre moyen de clients dans
la file d’attente avec la méthode de variable supplémentaire, combinée avec la méthode
d’analyse matricielle et la technique de "censoring" et ont également trouvé la distribution
de la taille du systéme a I’époque pré-arrivée et la transformation Laplace-Stieltjes (LST)
du temps d’attente.

Sreenivasan et al [35] ont élargi le travail de Li et Tian[20] aux arrivées de MAP et
aux services de type phase et ont introduit les vacances en N-politique dans ce modele.

Récemment, Liu et al.[27] étudié un systeme réparable froid standby avec "working

vacation" et interruption de vacances suivant un processus d’arrivée Markovien.

Conclusion

Dans le modele "working vacation'la maintenance du serveur peut étre effectuée sans
Iinsatisfaction de client, ce modele réduit la possibilité de retour des clients par rapport
au vacances normales. En effet en cette période de fortes demande pour les produits et
services qui sont disponibles pour une petite durée de temps, le modele avec "working
vacation'est le plus utilise .A cet effet, des vastes travaux de recherche qui ont était

réalisés sur cette politique .
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— Chapitre 2 . ) .
Optimisation numérique sans

contraintes

2.1 Optimisation sans contraintes

L’objectif d’optimisation sans contraintes de fonctions continues non linéaires est de
trouver un vecteur X* tel que f(X™*) soit un extremum de f( f est une fonction continue
définié de R™ vers R),tous les algorithmes présentés ici cherchent un minimum de la

fonction objectif. Autrement dit, on cherche X* tel que :
X" e arg)lgré%f(X).

Trouver un minimum global est en général un probleme trés difficile. En réalité, il n’existe
pas d’algorithme d’optimisation parfait, en fonction du probleme, on cherchera donc la
méthode la mieux adaptée. Ce chapitre traite des méthodes numériques (Algorithmes)
permettant de trouver rapidement un minimum local, ces algorithmes sont couramment
utilisés par des méta-heuristiques (kangourou, recuit simulé, etc.) afin de trouver le (le
minimum ou les minimums locaux).

La présentation des algorithmes s’organise autour des criteres suivants :

— les algorithmes utilisés sont différents selon que la fonction objectif est mono-variable
ou multivariée,

— les algorithmes qui utilisent uniquement la valeur de la fonction sont dits d’ordre
zéro,

— les algorithmes qui utilisent la valeur de la fonction et la valeur de sa dérivée (de

son gradient dans R™) sont dits d’ordre un,
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— les algorithmes qui utilisent la valeur de la fonction, de sa dérivée et de sa dérivée
seconde (de son hessien dans R™) sont dits d’ordre deux.

Dans ce qui se suit on va étudier quelques méthodes tres utilisées dans 'optimisation

sans contraintes pour la recherche d’un minimum d’une fonction; dans ce qui sui, nous

allons donnés quelques rappelles sur des notions de base qu’on a besoin dans ces méthodes

Définition 2.1.1 (Gradien d’ une fonction) Si f est une fonction réelle dans R™ | le

gradient de f est la fonction vectorielle :

vix)=| )
()

Définition 2.1.2 ( Point critique ) Soit f : R — R une fonction différentiable. Tout

point X* € R" tel que V f(X) = 0 est appelé point critique ou point stationnaire de f.

Définition 2.1.3 (Hessien) Soit f : R" — R ,une fonction deuz fois différentiable. La
fonction notée V2 f(X) : R — R™ " est appelée matrice hessienne ou hessien de [ et est

définie par :

82 f o2 f o%f
22(X) momX) g, (X)
o2 f 22§ 0% f
VZf(X) = Ox20x1 (X) Tx%(X) T D0z, (X)
Pf(x) 2L(x) ... ZLX)
Oxpn Oz O0xn 02 oz,

La matrice hessienne est symétrique par définition.

Définition 2.1.4 La matrice hessienne est dite semi-défini positive si :
VX e R": XTV2f(X)X > 0.
La matrice hessienne est dite défini positive si :

VX eR": XTV2f(X)X >0
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Théoreme 2.1.1 [13][Conditions nécessaires d’optimalité d’ordre 1] Soit f : R" — R

différentiable en X* € R™, St X* est un minimum local de f alors :

V(X*) = 0.

Théoréme 2.1.2 [13] [Conditions nécessaires d’optimalité d’ordre 2] Soit f : R" — R
deux fois différentiable au point X* € R" | Si X* est un minimum local de f alors :

VF(X)=0 et V2f(X) est semi-défini positive.

Théoreme 2.1.3 [13] [Conditions suffisantes de minimalité locale] soit f : R™ — R une

application deux fois différentiable, St X* € R™ vérifie les conditions :

V(X)) =0,
V2 f1(X™) est définie positive

Alors, X* est un minimum local strict de f.

Remarque 2.1.1 Pour les fonctions f non convexe, il faut vérifier les deux conditions
suffisantes de minimalité locale pour dire que X* est un minimum local. Dans le cas ot
la fonction f est conveze il faut vérifier seulement si V f(X*) = 0, pour dire que X* est
un minimum local ,et si f est convexe, alors tout minimum local est aussi global. De plus,

st f est strictement conveze, alors tout minimum local devient minimum global unique.

Remarque 2.1.2 Dans le cas ou [ est une fonction mono-variable (f définie de R vers

R) on remplace les conditions par la premiére dérivée et la deuziéme dérivée.

Remarque 2.1.3 D’un point de vue géométrique, la condition du second ordre :

V2[f](X*) définie positive”, revient a dire que f est localement conveze en X* i.e. convere
dans un voisinage ouvert de X* . En pratique, il est difficile de vérifier systématiquement
car il nécessite de calculer les dérivées secondes et d’étudier les valeurs propres de la

matrice hessienne.

2.1.1 Algorithmes de descente

Ce sont des algorithmes utilisés pour calculer les minimums d’une fonction , un algo-

rithme de descente part d'un point de départ X choisi arbitrairement et cherche a générer
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une suite d’itérations (Xj)ren telle que :
Xir1 = X + agdy, ou oy >0,

tout en assurant la propriété f(Xyi1) < f(Xk).
Le vecteur dj, est la direction de descente en X , le scalaire ay est appelé le pas de la

méthode a l'itération k.

Définition 2.1.5 (direction de descente) Soit f : R" — R une fonction différen-
tiable.

Soit X,d € R™. La direction d est une direction de descente en X si :
d'Vf(X) < 0.

La direction du gradient est celle dans laquelle la fonction a la plus forte pente. La direction

opposée au gradient est donc celle dans laquelle la fonction a la plus forte descente.

Théoréme 2.1.4 [15][descente]
Soit f : R™ — R une fonction différentiable. Soient X € R"™ tel que f(X) # 0 et

d € R". Si d est une direction de descente en X, alors il existe n tel que :

Va € [0,n], flz+ ad) < f(z).

En utilisant ce résultat, on construit un algorithme général de minimisation, nommée
algorithme de descente, il consiste simplement a suivre une direction de descente de facon
itérative jusqu’a I’obtention d’une bonne minimisation. Habituellement on utilise plusieurs
criteres d’arrét. on trouvera :

— un critere sur le déplacement, si || X1 — Xk|| est tres petit, c’est qu’on ne progresse

plus beaucoup ;

— un criteére sur la progression de l'objectif, si |f(Xxi1) — f(Xg)| est trés petit,on peut

étre presque arrivé a un minimum. On peut aussi mesurer la norme du gradient ;

— un critere sur le temps de calcul ou le nombre d’itérations.
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Algorithm 1 Algorithme de descente
f une fonction différentiable et Xy un point initial .
k + 0;
tant que le critere d’arrét non satisfait faire
Trouver une direction de descente dj, telle que d} V f(X;) < 0;
Trouver un pas ay, tel que : f( Xy + apdy) < f(Xi);
Xi1 ¢ Xi + ogdy
k< k+1;
fin.

2.1.2 Meéthode de gradient

Supposons que la fonction f : R®™ — R est différentiable. Un algorithme de type
gradient utilise comme direction de descente 'opposée de la direction du gradient de f

au point courant :

Xo € R"  quelconque, Xir1 = X — a V f(Xy).

A chaque itération, le point d’arrét devient le point de départ ou la fonction est réévaluée
et une nouvelle direction est suivie. Le processus est répété jusqu'a ce que le minimum
soit atteint.

Schématiquement on peut résumer le processus ainsi :

Algorithm 2 Algorithme de gradient
f une fonction différentiable et X, un point initial.
X +— Xy,
tant que le critéere d’arrét non satisfait faire
d < =Vf(X);
Trouver un pas a qui minimise f(X + ad);
X+~ X +ad;
fin.

Il existe différentes méthodes de gradient se distinguent d’apres le choix de la longueur

de pas :

Méthode de gradient a pas fixe

Dans cette méthode, le pas de déplacement est le méme pour toutes les itérations ie :

aE = « Vk=0,1,2,..
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Les itérations sont donc construites a partir de la formule :

Xk+1 :Xk—OéVf(Xk), k’:O,l,Q,...

Méthode de gradient a pas optimal

L’idée de 'algorithme du gradient a pas optimal est d’essayer de calculer a chaque
itération le parametre qui minimise la fonction dans la direction de descente donnée par

le gradient. Les itérations sont construites a partir de la relation :

Xk—i—l :Xk—aka(Xk), k‘:O,l,Q,...

ol «y est choisi de facon a minimiser la fonction f la long de la direction de descente
dy = =V f(Xy)

le pas «ay, est solution du probléme :

min ¢(a) = min f( Xy — xVf(Xg)) = f( Xk — V(X))

a>0

L’inconvénient de cet algorithme est que la convergence peut étre trés lent(en générale

est de type linéaire) pour certaines types de fonctions

Méthode de gradient a pas variable

La longueur de pas varie au cours des itérations, d’apres certains criteres.

2.1.3 Meéthode de gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est une méthode de descente a pas optimal permet-

tant de minimiser une fonction quadratique de R™ dans R en au plus n itération.

2.1.4 Meéthode de Newton

La méthode de Newton n’est pas une méthode d’optimisation proprement parler. C’est

en réalité une méthode utilisée pour résoudre des systemes non linéaires de la forme
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Algorithm 3 Algorithme du gradient conjuguée (Fletcher-Reeves)
f une fonction différentiable et X, un point initial;
X + X(),

G« Vf(X);

d + —@G;

s« ||GII%

Tand que critére d’arrét non satisfait Faire
Trouver un pas o qui minimise f(X + ad);
X+ X + ad,;

G+ Vf(X);

t < s;

s« ||GII%

d <+ —G + 7d;

résultat X.

f(z) = 0 ou f est une fonction de R™ dans R". Nous décrivons d’abord la méthode de
Newton pour trouver une racine d’une fonction a une variable, puis la méthode analogue

pour la recherche d’un minimum, d’abord a une dimension, puis a n dimensions.

Méthode de Newton pour trouver une racine d’une fonction a une variable

Etant donnés une fonction f : R — R et un point initiale zy proche de la solution.
La fonction calcule la tangente au point (premiere dérivée de la fonction). La prochaine
valeur a utiliser est l'intersection de la tangente et 'axe des z. C’est un processus itératif
(itérations successives) qui va s’arréter quand le critere de convergence soit atteint. La
méthode de Newton peut étre utilisée dans le cas d’une fonction continue et différentiable

dans I'intervalle de recherche [a, b]
f:la,b] = R.

La condition de différentiabilité assure la présence d'une droite tangente a notre fonction.
La condition de continuité assure qu’il n’y a pas de sauts dans la fonction.

La tangente de la courbe (dérivée de la fonction) s’obtient :

F(wn) = 29 _ f(xn)

x LTp — Tn+1

Qu’on peut écrire

Y= f,(xn)(xn—s—l - xn) + f(xn)
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A
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f(*mz).

FIGURE 2.1 — Interprétation géométrique de la méthode de Newton

Cette tangente coupe l'axe des abscisse quand Y = 0.

fﬁ(xﬂ)(xn+l _'xn)'+'f(xn) =0« f,trn)(xn+i _'xn) ::__f<xn)'

—f(wn) f(zn)

= f’(;(;n) & Tpyl = Ty — f’(xn> .

On peut écrire la méthode de Newton comme

(anrl - xn)

f(xn)

T T T )
n

ou n > 0. (2.1)

L’intervalle de recherche [a,b], peut étre choisi en utilisant le théoréme des valeurs
intermédiaires qui énonce que pour une fonction f continue dans un intervalle [a,b] si
f(a) = f(b) < 0 (ou l'inverse) , il existe au moins une valeur ¢ € [a,b] qui confirme
f(c) = 0. Dans les grandes lignes de cette méthode sont données dans ’algorithme sui-

vant :

En général, cette procédure a une convergence tres rapide (convergence d’ordre quadra-
tique), surtout quand la valeur initiale est proche de la solution. Malgré ¢a, elle présente
quelques difficultés :

— Pour les approximations initiales loin de la solution, la méthode peut présenter une
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Algorithm 4 Algorithme de Newton
Choisir une approximation initiale xg.
Calculer la valeur de la fonction en ce point f(z).
Calculer la dérivée de la fonction f et évaluer la valeur au point f(xo).
L’approximation z; s’obtient avec x1 = xy — J{c,(é%)).
Répéter la procédure avec xq, xa, x3... jusqu’a que le critere d’arrét est satisfait.

non convergence

— La dérivée de la fonction doit étre calculée directement. Parfois, cette dérivée n’est

pas exacte et on utilise alternativement des méthodes approximatives du type sécant

(on prend la sécant au lieu de la tangent pour chaque itération) avec un ordre de
convergence linéaire.

— Si la dérivée de la fonction n’est pas continue ou nulle, la méthode n’est pas utilisable.

Nous pouvons maintenant généraliser & R™, Soit f une fonction de classe C* définie de R"

a valeurs dans R"™, On suppose que I’équation :

f(z) =0

possede au moins une solution notée x* et que la matrice jacobienne D f(z*) est une
matrice inversible, la continuité de Df permet alors d’assurer U'inversibilité de D f(xy)

pour tout x; dans un voisinage de z*.

Algorithm 5 Algorithme de Newton dans R”
Choisir une approximation initiale xq dans un voisinage de x*.
Calculer la valeur de la fonction en ce point f(xg).
Calculer D f(x) et évaluer les valeurs au point D f ().
L’approximation z; s’obtient avec ¥y = zg — [Df ()]~ f(z0).
Répéter la procédure avec xq, xo, x3...jusqu’a que le critere d’arrét est satisfait.

Méthode de Newton pour trouver un minimum d’une fonction a une variable

Etant donnés une fonction f : R — R et un point initiale 2y , nous appliquons
la méthode de Newton, cette fois-ci pour trouver un minimum local de f. Puisque la
condition suffisante d’un minimum local est que la dérivée premiere soit nulle, donc on va

utiliser la méthode précédente pour chercher une racine de la dérivée de f. Remplacer f
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par f' et f' par f” dans I’équation donne alors :

S
f//(l.k)'

Tr41 = Tk

Une autre maniere d’obtenir la méme formule est d’ utiliser la formule de taylor a 'ondre

2de f:

2

Flan ) = f() + '+ 1) + e

Le but est alors de trouver h* qui minimise f(x)+ f'(xx)h+ f”(:ck)h;. La dérivée par

rapport a h de cette expression doit alors vérifier :

f/(l’k) + f”(l'k)h =0

d’ou le résultat.
R D)
f" ()

Algorithm 6 Algorithme de Newton pour la recherche d’'un minimum

f une fonction de classe C? et x un point dans le voisinage d’un minimum de f.

Répéter
Y <X

_ fl=) .
T L= gy

jusqua |z —y| < €;
Résultat :z.

D’un point de vue pratique, cette méthode souffre de nombreux inconvénients :

— la méthode peut diverger si le point de départ est trop éloigné de la solution,

— la méthode n’est pas définie si f”(zx) = 0,

— la méthode peut converger indifféremment vers un minimum, un maximum ou un

point selle.

Méthode de Newton dans R™

La méthode de Newton peut étre généralisée au cas de fonctions f définie de R™ vers R.
La méthode de Newton pour les fonctions multivariables est identique a celle des fonctions

uni variées. Comme précédemment, une approximation de deuxieme ordre de f au point
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X}, peut s’écrire sous la forme :
F(Xi4h) = F(X) + ATV F(X5) + SHT IV F(Xu)h+ e
Si la matrice hessienne est inversible, alors on trouve :
W = [V2f(X0)] 'V F(X),
d’ou la formule de Newton qui minimise f

X1 = Xi — [V2F(X0)] 'V (Xk).

Algorithm 7 Algorithme de Newton a n dimension
f une fonction différentiable et Xy un point initial.
X + Xy,
calculer le gradient V f(X),
calculer le hessien V2 f(X),
calculer I'inverse de hessien
X X+ [V2(X)]TV(X),
fin
Résultat : X.

L’intérét de cette suite est sa convergence quadratique vers un minimum local a condi-
tion que X soit assez proche d’un minimum. Cette méthode comporte les mémes incon-

vénients que dans le cas mono variable :

v'la méthode peut diverger si le point de départ est trop éloigné de la solution,
v'la méthode n’est pas définie si la matrice hessienne n’est pas inversible,
v'la méthode peut converger indifféremment vers un minimum, un maximum ou un point

selle.

Remarque 2.1.4 La méthode de Newton est un algorithme de descente a pas fize égal a
1.
Si la fonction f est une fonction quadratique est strictement conveze, alors 'algorithme

converge en une seule itération.
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Conclusion

C’est tres important de visualiser la fonction que 'on veut optimiser avant de choisir
I'un des algorithmes et pour déterminer la valeur initiale a introduire pour notre analyse.
D’ailleurs le méme algorithme peut s’utiliser pour résoudre différents types de problemes,

optimisation, calcul de racines, solutions d’un systéme d’équations...
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— Chapitre 3 — - -
Optimisation de la file d’attente

GI/M/1/N avec "working vacation"’

Dans cette partie numérique de ce manuscrit, nous utilisons la méthode de Newton,
pour illustrer 1'utilité des dérivées de la distribution stationnaire de systeme d’attente
GI/M/1/N avec "working vacation".

En effet L’objectif de notre travail est de chercher a optimiser une fonction cofit dans
un modele d’attente GI/M/1/N avec "working vaction'par rapport au taux moyen de

service pendant "working vacation'.

3.1 Description de modele

Considérons une file d’attente GI/M/1/N, ou le systeme est décrit par : une capacité
limité de la file notée N, un temps des inter-arrivées qui ce font selon une loi générales
noté G et un temps de service Markovien qui peut avoir deux cas :

1" cas : Le serveur est en période de service normal

Si le systeme est non vide, le serveur servira les clients présents dans le systeme avec
un taux moyen
2i®me cas : Le serveur est en période de "working vacation" :
Dans ce cas le serveur fait un taux moyen de service faible noté n . En plus si le serveur

trouve le systeme vide apres son retour il continuera la période de "working vacation'.

3.1.1 Description mathématique

On note

A @ taux moyen des inter-arrivées,
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i taux moyen de service pendant la période de service normal,
7 : taux moyen de service pendant "working vacation',

~ : parametre qui mesure le temps de "working vacation',

Remarque 3.1.1 Les temps des inter-arrivées T, 11 = tpi1 — t, ,oun = 0,1,2,...sont
des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées selon la méme loi qu’on

note A(t).

Remarque 3.1.2 Le temps de service pendant la période de service, temps de service pen-
dant "working-vacation” et les temps de "working-vacation” sont supposés étre distribués

de facon exponentielle.

Les états de ce systéme a l'instant ¢ est décrit par la chaine de Markov X; = (X,(t), €(t)),

ou :

0 1 si le serveur est en période de service normal;
e(t) =

0 si le serveur est en "working-vacation".

X,(t) :représente le nombre de clients dans la file plus le client qui est en service.

(Xs(t),e(t)) forme une chaine de Markov d’espace d’états finis, définies comme suite :

((0,0), (1,0), (1, 1), (2,0), (2, 1)..., (N, 0), (N, 1)).

Dans ce cas définissons

Ty = lim P(N(t) = n,e(ti) = 1), 1<n<N;
mvo) = Jim P(Ny(ti) = n,e(t:) = 0), 0<n<N;

La distribution stationnaire 7 de la chaine de Markov décrivant 1’état du systeme étudié

est donnée sous la forme suivante :

T = (70,0, (71,00, T(1,1)), (T(2,0), T(2,1)5 - (T(W,0), T(v,1))
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. Soient ag, by, ¢i les probabilité conditionnelles définies comme suit :

+oo ,U/t k _
ay :/0 (k!)e MAA(L).
+oo k
b :/0 e”t@e_”td/l(t).

k!
oo k-t (nx)?
Cp = e—yx
k /0 ;)/0 ve=7y !

_ Yk
e(—nx) X we“(tx)ddi(t).

La matrice de transition est de la forme suivante :

0
By Ay A 0 0 0
By As Ay A 0 0
P = B3 As Ao Ay Ao 0 0 |,
By1 An_1 An—o An_3 An_y -+ Ao
By-o1 An-1 An-2 An-s An-a o Ao

aVGCBO(]:l—CLO—bo,AOlz(bo,C()).
pour tout:0< k<N —1
A, = b ’
0 Q.
pour tout:1<k<N-—1

1—3F (b +ci
Bk _ 1—0( c ) '
1-— Zf:o a;

Avant de passer a la contribution majeure de e mémoire on étudie d’abord quelques

et

performances essentielles de ce dernier.
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3.2 Evaluation numérique des performances de la file

GI/M/1/N avec "working vacation"

Dans cette partie, on représente la sensibilité de quelques performance, a savoir la
probabilité de blocage, nombre moyenne de client dans le systéme et le temps moyen de
séjours par rapport au capacité N et au taux moyen de service au période de "working
vacation" en utilisant le logiciel Matlab mais avant on décrit les lois de ces performances.

Les performance que nous allons étudier sont :

La probabilité de blocage

Ploss = T(N,0) + T(N,1),

Le nombre moyen de clients dans le systeme

L=Vxn,

oV =1(0,1,1,2,2, .., N, N).

Le temps moyen de clients dans le systéme

0t A" = A(1 = Plosy)-

Notre analyse se fait pour des lois des temps inter-arrivées suivantes :

Loi Exponentielle :

a(t) = e ™

Loi Hyper-Exponentielle :

a(t) = ghe™ + (1 — g)hge™
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Loi d’Erlang d’order 2

o )\1)\2(67/\1t — 67)‘215)

a(t) N ;

Loi Déterministe de parametre d.

3.2.1 Implémentation numérique

L’implémentation numérique sera développé sous l’environnement Matlab pour cal-
culer les différentes performances qu’on a décrit auparavant. Ce calcul se termine par
I'insertion des figures qui comparent les performances de quatre lois qu’on a vue précé-
demment.

Précisément, pour le calcul de performance par rapport a N, on fixe n = 0.5, A = 1,7 =
1,4 = 4. et en varie N de 3 a 10. Les résultats seront présenter dans les trois figures

suivantes :
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FIGURE 3.1 — Représentation graphique de temps moyen de séjour GI/M/1/N avec "wor-
king vacation".
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FI1GURE 3.2 — Représentation graphique de nombre moyen de clients dans la file d’attente
GI/M/1/N avec "working vacation".
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FIGURE 3.3 — Représentation graphique de probabilité de blocage de modele GI/M/1/N
avec "working vacation".
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D’apres les figures ci-dessus on voit que la probabilité de blocage pour les quatres lois
diminuent,le temps moyens de séjour et le nombre moyen de clients dans le systeme aug-
mente par rapport au capacité de systeme ce qui explique que la capacité N influence sur
les performances du systeme.On peut déduire que 'augmentation de capacité de systeme

est favorable pour la probabilité de blocage .

D’autre part, pour le calcul de performance par rapport a 7 , on fixe N = 3 et on varie
n dans 1 ’intervalle [0.2,2]. Les résultats de ce calcul seront présentés par les trois figures

suivantes :

43



CHAPITRE 3. OPTIMISATION DE LA FILE D’ATTENTE GI/M/1/N AVEC
"WORKING VACATION'

0.16
+,' F'rD
01a ?, Py, H
v, @ P
@ 0124, v, 2
= ., ;A g P
e '.’., "v p
(=] B .
S oir t,,. v, .
v,
= *, v
. 0.080 9, v, 4
= ' T,
= (") w.
fa] ‘.'J, -
& 006+ o L L _
[=] o,,r = L JIT
3 o, * v R,
= ooar ° - AT
0.0 * 9.
-]
0.02f g ]
° °I|°||°|||°|||
D 1 1 1 1 ?
0.2 0.4 0.6 ng 1 12 1.4 16 18 2
perturbation n

FIGURE 3.4 — Représentation graphique de probabilité de blocage dans la file d’attente
GI/M/1/N avec "working vacation" en fonction de 7.
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FIGURE 3.5 — Représentation graphique de nombre moyen de clients dans la file d’attente
GI/M/1/N avec "working vacation' en fonction de 7.
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FIGURE 3.6 — Représentation graphique de temps moyen de séjour dans la file d’attente
GI/M/1/N avec "working vacation" en fonction de 7.

Dans ces figures on voit que les trois performances diminuent avec 'augmentation de
parametre de service 7).

Dans le cas déterministe, fait un temps-moyen de séjour moins que d’autres lois ce
qui implique que le serveur est plus capable de libérer le systéme quand les temps des
inter-arrivées des clients suivent de loi déterministe, donc cela donne une probabilité de

blocage moins par rapport aux autres lois et méme chose pour le nombre-moyen de clients.

3.3 Description et position du probléeme d’optimisa-
tion

La fonction cofit, que nous avons construit a minimiser par rapport au parametre de

taux de service pendant "working vacation" est de cette forme

Igleiﬁl T f (3.1)

Ce probleme d’optimisation est sans contrainte a un seul parametre. Le but de cette
partie est de chercher n* est une solution du probléme (3.1), et pour I’ approximer on

peut appliquer I'une des méthodes numériques d’optimisation sans contraintes qu’on a
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cité dans le deuxieme chapitre. Parmi ces méthodes on a choisi la méthode de Newton
Raphson car,comme on a vue précédemment, qu’elle converge plus rapidement que les
autres méthodes, et il suffit juste de faire un bon choix pour I'approximation initiale de n

pour que cette méthode soit converge.

3.3.1 Recherche de minimum

Premiere étape : appliquons la condition de premiere ordre

On cherche les racines de ’équation suivante :

(m,f) = 0.

La formule de Newton pour notre probleme est donnée par :

Mot = T — o)
n+ n (ﬂ_nnf),,a

On donne a 7y une valeur initiale puis on calcule la dérivée premiere et secondaire de
la fonction objectif au point 7y par la formule des dérivées successives de la distribution
stationnaire ,(1.1) ce qui donne :

La premiere dérivée :

1 /
T, = T, Z,.

La deuxiéme dérivée :

w2 =71, PP 7, + 2m,(PY Z,).

Ot la k%me dérivée P est donnée par :

k) _
Png—nkP
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La fonction colt choisie dans ce travail est la suivante :
mf = my(c1L + CQPbls + c3P3v + c4Ploss),

ou

c1 @ le cotit par unité de temps pour chaque client présent dans le systeme.

co @ le colit par unité de temps pour le service pendant la période de service normale.
cs3 @ le colit par unité de temps pour le service pendant la periode de working-vacation.
¢y @ le cotit fixe pour chaque client perdu lorsque le systeme est bloqué.

On peut écrire f de cette maniere

7T77f - Wn(cle + C2VPbls + C3VP3,U + 64‘/;71053)’

Vi =(0,1,1,2,2,...,N,N),
Ver =(0,0,1,0,1,...,0,1),

Vpo = (1,1,0,1,0,...,1,0),
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v

Ploss

=(0,0,0,0,0,...,1,1).

On note

‘/c = Cle + CQVpblS + CgVng + 04‘/;)

loss ®

En effet la fonction objectif est donnée par :
mf = Ve,

Dans notre étude on a réussi a trouver un minimum pour le modele décrit par une loi
des temps des inter-arrivées qui suivent la loi exponentielle. Le minimum est trouver pour
les valeurs de modele suivante : (N =3,u =4,y =1,A=1,10=0.01,¢; = 1,¢0 = 2,¢3 =

8,5,c4 = 1) et on a pris € = 10714, Les résultats sont présentés dans le tableau suivant :

n "
0 | 0.010000000000000
1| 0.434378621171999
0.560739974128732
0.573844900245524
0.573979709675120
0.573979723839688
0.573979723839676
0.573979723839685

N | O | O = W N

La solution minimal se trouve au point n* = 0.573844900245524 avec une valeur mi-

nimale 8.292485188895277 pour la fonction coiit.
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F1GURE 3.7 — Répresentation graphique de la fonction du cofit.

Conclusion

La convergence de la méthode de Newton vers le minimum apres la quatrieme itération
implique la rapidité de cet algorithme pour trouver un minimum d’une fonction ; en plus
d’apres le résultat obtenu de minimum on peut conclure que cet algorithme peut calculer

efficacement la valeur presque optimale de la fonction de cofit total.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a un systeme de files d’attente avec
la politique de multiple "working vacation'car c¢’est une politique tres importante, elle est
utilisée par plusieurs systémes, en plus elle peut satisfaire les clients par rapport au autres
politiques comme la politique de vacance. Le modele qu’on a traité avec cette politique
est le modele de file d’attente GI/M/1/N a une capacité finie et notre étude est comme
suite :

Dans le premier chapitre on a fait un rappel sur la description mathématique et les
mesures de performances d’'une file d’attente qu’on a besoin pour 1'utiliser dans I'analyse
de notre modele.

Dans le deuxiéme chapitre on a fait un rappel sur 'optimisation sans contrainte et on
a cité quelques méthodes d’optimisation .

Dans le troisieme chapitre on a calculé quelques mesures de performances pour le
modele GI/M/1/N avec "working-vacation" a savoir la probabilité de blocage, le temps
moyen de séjour et le nombre moyen de clients dans le systeme par rapport au capacité
de systeme et au taux moyen de service pendant la période de "working vacation". Dans
ce travail on est arrivé a faire une optimisation pour ce modele on a trouvé qu’on peut
minimiser les cotits de systéme GI/M/1/N par rapport au taux moyen de service pendant
la période de "working vacation".

En terme de continuité de ce travail, plusieurs perspectives de recherche peuvent-étre
envisagées, on peut citer :

— Appliquer le méme procédé pour d’autre systeme de file d’attente.

— Elargir 'applicabilité de la méme approche a plusieurs variables.

— Considerer la méme problimatique dans le cas aléatoire (optimisation robuste).
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Résumé :

Notre travail est basé sur I'étude de I'optimisation d'une fonction co(t d'un modéle de
file d'attente GI/M/1/N avec "working vacation"; on a cherché a optimiser cette fonction
par rapport au taux moyen de service pendant " working vacation". Dans cette étude, on a
utilisé I'algorithme de Newton Raphson. En outre, nous avons effectué |'analyse de
sensibilité des performances du modele étudié par rapport a la variation de capacité de
systeme et le taux moyen de service pendant la période de "working vacation". Plusieurs
exemples numériques ont été présentés.

Mots clés: File d’attente avec “working vacation”, chaine de Markov, Optimisation, Méthode
de Newton Raphson.

Abstract:

Our work is based on the study of the optimization of a function of the cost of the
GI/M/1/N queue with "working vacation"; we search to optimize this function with respect to
of service rate during “working vacation “In this study we used the algorithm of Newton
Raphson. Moreover, we analyze the sensitivity analysis of the model performances studied
against the system capacity variation and the average service rate during the working vacation
period. Several numerical examples are presented.
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