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Introduction Générale

La multiplication des risques majeurs est 1'une des caractéristiques des sociétés
modernes, a tel point que, reprenant le titre d’un des plus célebres ouvrages du sociologue
allemand Ulrich Beck [5], on n’hésite plus a les qualifier de sociétés du risque. Il faut
savoir mesurer les risques financiers afin d’en évaluer les conséquences. Jadis a nos jours,
beaucoup de chercheurs scientifiques s’y intéressent a la quantification des risques et plu-
sieurs approches se sont développées dans ce sens, toutes se basent sur des raisonnements
mathématiques, de sorte que les événements catastrophiques ne semblent plus désormais

percus.

Le probleme de l'estimation de la probabilité de grande perte via les simulations im-
briquées a été abordé par Lee (1998) [12], Lee et Glynn (2003) [13], puis a été repris
par Gordy et Juneja (2010) [10]. Initialement, ces auteurs ont considéré les estimateurs
uniformes via les similations imbriquées. Leurs algorithmes utilisent un nombre constant
d’échantillons interne (inner samples) pour I'estimation d’un portefeuille financier. Ils ont
montré qu’asymptotiquement le biais d’un estimateur uniforme est une fonction du nombre
d’échantillon interne utilisé dans chaque estimation du portefeuille, tandis que sa variance
est une fonction du nombre de scénarios externe. Dans le but de caractériser asympto-
tiquement un estimateur uniforme optimal, ce dernier nécéssite un compromis entre un
nombre élevé de scénarios externes (pour but de réduire sa variance) et aussi un nombre
élevé de d’échantillons internes (pour but de réduire son biais). Ce compromis fait I'objet
de minimiser l'erreur quadratique moyenne (MSE).

En revanche, nous marquons les travaux de Lee et Glynn (2003), Lesnevski et al



(2004,2007) [14][15], Lan et al (2008) [11], Gordy et Juneja (2008)[6], Broadie et al (2010)
[6]. Dans ces derniers cités, des estimateurs non uniformes ont été proposés. En général, les
algorithmes générant un tel type d’estimateurs basent sur I'idée d’attribution des échan-
tillons supplémentaires dans la simulation interne basée sur des évolutions marginales pré-
vues dans chaque scénario externe afin de quantifier le risque. Le principe de séquencement
a été aussi considéré.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux risques de portefeuilles financiers dont
nous estimons la probabilité de grande perte via les simulations imbriquées (estimating the

probability of a large loss).
Ce mémoire comprend trois chapitres :

¢ Le premier chapitre s’intitule Mesure de Risque Financier ou nous introduisons les
concepts généraux de la gestion et la mesure de risque dans toutes ses formes. En premier
lieu, nous introduisons quelques notions fondamentales sur les finances. Ensuite, nous
donnons un apercu global sur la gestion de risques. En troisieme lieu, nous présentons
les mesures de risques courantes en finissant par illustrer les différentes méthodes pour
mesurer le risque financier.
¢ Le deuxiéme chapitre s’intitule Estimation de la probabilité d’une grande perte via
les Simulations imbriquées ou nous décrivons la méthodologie des simulations imbriquées.
Nous nous concentrons sur ce qui est peut-étre la mesure de risque la plus fondamentale ;
la probabilité d’une grande perte. Enfin, nous présenterons les différents estimateurs
développés pour le calcul de cette probabilité.
¢ Le troisieme chapitre s’intitule Résultats numériques et discussions ou nous pré-
sentons des résultats numériques qui illustrent les avantages des simulations imbriquées
en utilisant le logiciel Matlab comme environnement de travail pour la réalisation des

différentes simulations.

Le travail s’acheve par une conclusion générale en mettant ’accent sur les perspectives

de recherche induites par les résultats obtenus.
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Chapitre 1. Mesure de Risques Financiers

Introduction

L’origine du concept de risque remonte aux civilisations les plus anciennes ; en ancienne
langue italienne, risicare signifie oser [7]. Le concept de risque est souvent entendu de
diverses facons et le recours aux ouvrages et dictionnaires illustre bien cette diversité de
sens que nous pouvons lui donner. Il est nécessaire d’avoir une idée sur le risque au sens
large et de s’intéresser, par la suite, a la définition précise du risque qui nous intéresse dans

ce travail, et qui n’est autre que le risque financier dans toutes ses formes.

1.1 Notions fondamentales

Avant d’entrer dans le vif du sujet de ce chapitre, certaines définitions et notions doivent
étre présentées. Ceci afin de mieux comprendre le contexte dans lequel s’inscrit notre projet
de fin d’études et qui releve du monde de la finance dont certaines notions devraient étre

expliquées préalablement pour la bonne compréhension de ce mémoire.[7][21]

Définition 1.1.1. Un portefeuille désigne une collection d’actifs financiers détenus par

un etablissement ou un individu.

Définition 1.1.2. Les produits/instruments financiers sont des titres ou des
contrats, dont certains sont mnégociables; ils sont utilisés pour anticiper une rentabilité ou
un risque monétaire. Ils se décomposent essentiellement en deux types : les actifs financiers

et les produits dérivés financiers.

Définition 1.1.3. Un actif financier est un titre ou un contrat, généralement trans-
missible et négociable sur les marchés financiers et qui est susceptible de produire a son
détenteur des revenus et/ou un gain en capital, en contrepartie d’une certaine prise de

risque.

Définition 1.1.4. Les marchés financiers sont des licux fictifs, ot se rencontrent les
agents économiques ( personnes , sociétés privées et institutions publiques) ayant un ex-
cédent de capitaux (investisseurs) et ceuzx ayant besoin de financement, pour négocier des
titres financiers, matieres premiéres et autres actifs, a des prix qui reflétent l'offre et la

demande .

Présenté par : AITHELLAL et NADI 9 UAMB



Chapitre 1. Mesure de Risques Financiers

Définition 1.1.5. Les placements financiers sont des bien que l'on peut pas toucher

(il est immatériel) et qui revét une nature monétaire.

Définition 1.1.6. Une action est un titre de propriété sur une fraction du capital qu’une
entreprise décide de vendre aux investisseurs. Elle confére a son détenteur la propriété
d’une partie du capital, avec les droits qui y sont associés : intervenir dans la gestion de
l’entreprise et en retirer un revenu appelé dividende. L’action est l'actif le plus négocié sur

les marchés financiers.

Définition 1.1.7. Le benchmark/indice de référence, désigne tout élément servant
de point de comparaison ou de référence pour évaluer la rentabilité d’un portefeuille et
mesurer la performance du marché. Il peut étre un indice ou une combinaison de plusieurs
références. Pour un gestionnaire, un benchmark constitue un élément objectif d’apprécia-
tion de ses qualités qui lui permet de porter un jugement quantitatif et qualitatif sur les

positions prises et les résultats obtenus.

Définition 1.1.8. Option financiére : est un produit dérivé qui donne le droit, non
l’obligation, d’acheter ou de vendre une quantité d’un actif financier, appelé actif sous-
jacent a un prix précisé a l’avance par le vendeur de ['option, une date d’échéance donnée
ou durant toute la période jusqu’a l’échéance.

Ce droit lui-méme se négocie, sur un marché d’option spécialisé (géré par une bourse, au

gré a gré) a un certain prix appelé Prime. Le vendeur a l’obligation d’honorer son contrat.

1.2 (estion de risques

1.2.1 Apercu sur la gestion de risques

Le fondement du risque se base sur un arbitrage entre la rentabilité et le risque; c’est a
dire plus le risque est élevé plus la rentabilité sera importante. Il est commun de dire que
sans prendre de risque, on ne peut rien gagner. Cette image représente parfaitement le
domaine de la finance. Sans prendre de risque nous ne pouvons pas obtenir une rentabilité.
Tout investissement présente un risque, qui sera plus ou moins élevé selon les différents

types d’actifs financiers. Chaque individu possede sa propre aversion aux risques. Si un

Présenté par : AITHELLAL et NADI 10 UAMB



Chapitre 1. Mesure de Risques Financiers

jeune cadre dynamique aura davantage tendance a investir dans des actifs dangereux
comme des actions, un retraité investira peut-étre dans des obligations d’états lesquelles

présentent un risque nettement plus faible afin de garantir son capital retraite.

Prenons 'exemple d’aversion au risque suivant :

Un investisseur qui hésite de prendre un risque qui pourrait lui faire gagne plus mais qui

pourrait également lui faire tout perdre.

Si on propose a quelqu'un 100000D A avec deux possibilité :

1. garder les 100000DA.
2. tirer au sort pour gagner 500000D A ou tout perdre.

Cet arbitrage entre le risque et le rendement a été parfaitement illustré par Harry

Markowitz[16] détenteur d’un prix Nobel d’économie.

Les portefeuilles optimaux
Sont sur cette courbe

{frontiare efficiente)

AN

Risque trés élevé-

Portefeuille
impossible a atteindre

"

Risque élevé- Rentabilité trés élevée
Rentabilité éleve

N

Risque moyen-
Rentabilité moyenne

K\

Faible risque-
Faible rentabilité

Rentabilité
%

Portefeuilles inefficaces. lls ont plus

De risques que nécessaire pour leur
Trés faible risque- . d tabilité
Trés faible rentabilité niveau de rentabifite

¥

Risque? [volatilite)
Figure 1.1 — Plan de Markowitz

On voit clairement le rapport entre le risque et le rendement. La courbe du graphique
ci-dessus est appelée frontiere efficiente. Au-dela de cette ligne, le rapport rendement risque

n’est pas possible a atteindre. Une telle situation se traduirait par un investissement massif
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Chapitre 1. Mesure de Risques Financiers

et la loi de l'offre et de la demande stabiliserait cette derniere au niveau de la frontiere
efficiente. [17]

Durant les années 80, la gestion du risque ne préoccupait que peu les traders. Mais
avec I'apparition toujours plus importante de produits financiers complexes et des crises
économiques toujours plus fréquentes, tous les acteurs du monde de la finance se devaient
de gérer les risques qu’ils prenaient. Au fil des années, cette gestion du risque s’est aussi
complexifiée. Nous avons vu apparaitre de nombreux organismes nationaux qui veillent
a la solidité du secteur financier. Des accords internationaux comme ceux de Bale! sont
apparus afin de controler et de stabiliser les établissements bancaires.

Le tableau suivant illustre les principales crises financiere qui ont bouleverser le monde

des finances :

Noms Dates

Jeudi Noir Octobre 1929

Lundi Noir octobre 1987
Faillite de la banque Barings 1995
Crise financiere russe 1998
Quasi-faillite de LTCM 1998

Attentat du 11 sept. 2001 Septembre 2001
Crise des subprimes 2007-2008

Table 1.1 — Principales crises financieres

La gestion de risque ne se traduit pas uniquement par la décision d’investir ou de vendre
une position. Une majeure partie consiste a savoir couvrir ses avoirs. Les banques doivent

assurer les positions qu’elles détiennent par des fonds propres.

1.2.2 Types de gestion
Gestion active

La gestion active a pour but d’obtenir des rendements plus élevés que ceux du marché.
L’investisseur adoptant cette stratégie de gestion active sélectionnera les actifs susceptibles,

selon lui, de réaliser des performances au-dessus de la moyenne sur un marché et doit

1. Les Accords de Bale sont des accords de réglementation bancaire signés dans la ville de Bale (Suisse), et élaborés
par le Comité de Bale. Ils visent & garantir un niveau minimum de capitaux propres, afin d’assurer la solidité financiére des
banques. Voir Annexe B.4

Présenté par : AITHELLAL et NADI 12 UAMB



Chapitre 1. Mesure de Risques Financiers

utiliser les outils nécessaires pour battre le marché en fonction du type d’actifs, du risque
du portefeuille et de I'horizon de temps.[1]

Le gestionnaire cherche donc a distinguer les tendances, les secteurs, les valeurs qui
lui paraissent sous-évaluées et dont il espere une progression plus vite que le marché. Il
investit et fait évoluer son portefeuille en conséquence, dans I’espoir de voir ses analyses se

confirmer et ainsi son portefeuille réaliser une performance supérieure a celle de I'indice.

Gestion passive (Indicielle)

Cette gestion fonctionne selon une méthode de réplication de l'indice de référence.
Elle consiste a investir en reproduisant de maniere totalement fidele la composition du
benchmark.

L’objectif premier de ce type de gestion est de permettre a l'investisseur de recevoir
la performance d’un marché sans prendre le risque de sous-performance en abandonnant
du méme coup tout espoir de sur-performance.[1] Avec la gestion passive, l'investisseur
peut donc suivre assez facilement 'évolution de son portefeuille, dans la mesure ou il
subit exactement les mémes variations de la valeur de l'indice de référence, a la hausse
comme a la baisse. Toutefois, de nombreuses études ont montré que, le plus souvent, les
gérants d’actifs ne sont pas en mesure de battre leur benchmark avec régularité. Certains
investisseurs préferent la gestion indicielle qui leur garantissant la performance du marché

au lieu d’une performance plus aléatoire.

1.3 Mesure de risques de portefeuilles

1.3.1 Mesure de risques cohérente

Définition 1.3.1. [18]Soient (2, F,P) un espace probabilisé représentant le risque. Consi-
dérons a« > 0, B € R, X et Y deux variables aléatoires réelles. Soit Ry le rendement
financier d’un placement sans risque. Une fonction p : £ — R est dite une mesure de

risque cohérente si elle vérifie les quatre axiomes suivants :

1. La monotonie : si X > Y alors p(X) < p(Y)

2. L’homogénéité : p(BX) = Bp(X) VS >0

Présenté par : AITHELLAL et NADI 13 UAMB



Chapitre 1. Mesure de Risques Financiers

3. L’invariance par translation : p(X + SRy) = p(X) —
4. La sous-additivité : p(X +Y) < p(X) + p(Y)

Interprétation des axiomes

1. La monotonie traduit le fait que si le risque associé a un actif est plus grand qu’un

autre, alors le capital nécessaire a couvrir ce dernier est inférieur a ’autre.
2. L’homogénéité traduit le fait que le risque associé a un actif est proportionnel a son
poids.

3. L’invariance par translation traduit le fait que si on ajoute un montant a au risque
associé au portefeuille, sa mesure de risque diminue du méme montant a. Autrement
dit, p(X + p(Ry)) = p(X) — p(X) = 0. On en déduit donc le fait que la mesure de
risque représente le capital (la quantité d’investissement sans risque) que 1'on doit

ajouter a son portefeuille afin de le rendre globalement sans risque.

4. La sous-additivité traduit la diversification dans un portefeuille : la mesure de risque
d’un ensemble d’actifs est inférieure a la somme des mesures de risque de ces derniers

séparément.

1.3.2 Mesure de risques adaptée a I’allocation de portefeuilles

Définition 1.3.2. [2|Soient (Q, F,P) un espace probabilisé représentant le risque. Consi-
dérons a« > 0, B € R, X et Y deux variables aléatoires réelles. Soit Ry le rendement
financier d’un placement sans risque. Une fonction p : £ — R est dite une mesure de

risque cohérente si elle vérifie les quatre axiomes suivants :

1. Dominance Stochastique au second ordre : X »=2 Y = p(X) < p(Y)
2. Convexité : p(BX + (1= 08)Y) < Bp(X) + (1 = B)p(Y) avec § € [0, 1]
3. Compensation des risques : p(X + SRf) = p(X)

4. Non-investissement : p(0) = 0

Présenté par : AITHELLAL et NADI 14 UAMB



Chapitre 1. Mesure de Risques Financiers

Interprétation des axiomes

1. La Dominance Stochastique au second ordre signifie que la mesure rende compte de
la préférence des acteurs rationnels. Dans ce contexte, cette relation d’ordre signifie
que ,si le revenu d'un portefeuille est préféré a celui d’'un autre par tous les acteurs
de marché alors il doit présenter moins de risque que le second. Cette condition est
plus forte que la monotonie imposée pour les mesures cohérents puisque X > Y —

X > Y et que 'inverse n’est pas vrai.

2. La Convexité traduit l'intérét pour la diversification. Si cette propriété n’est pas
vérifie, on pourrait diviser un portefeuille en deux pour diminuer le risque selon qu’il
est mesuré sur le portefeuille complet ou sur la somme des deux sous-portefeuilles.
On remarque aussi que la sous-additivité et I’homogénéité positive des mesure de
risque cohérents entraine la convexité, mais que l'inverse n’est pas vrai. 'homogénéité

positive n’est donc pas une conséquence des axiomes développés ici.

3. La Compensation des risques signifie que I'ajout d’une position sans risque sous la
forme d’'une somme d’argent ne modifie pas le risque du portefeuille. On appelle aussi
cette propriété l'invariance par translation ou la condition de position sans risque,
mais elle n’a pas le méme sens que pour les mesures de risque cohérents. La différence
est que 'ajout d’une position sans risque est traduit dans ce contexte par la mesure

de rentabilité plutot que la mesure de risque.

4. Le Non-investissement est une hypothese exprimant qu’une absence d’investissement
conduit a une absence de risque. Elle est nécessaire, car elle n’est pas impliquée par

les autre propriétés

1.3.3 Conséquences générales des axiomes

On peut ici préciser les conséquences générales qu’impliquent les axiomes posés dans les
deux sections précédentes (1.3.1) (1.3.2). Les deux axiomatisations ont été élaborées avec
des objectifs différents, la premiere pour la régulation bancaire, la seconde pour la sélection
de portefeuille. Il serait donc possible de développer d’autre constructions axiomatiques
traduisant des choix a priori différents. Mais il est judicieux, a ce niveau, de les relier a la

réalité opérationnelle.
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En pratique, il existe un certain nombre de mesure de risque courantes, plutot d’origine
statistique. C’est donc la vérification des propriété précédentes par ces mesure courantes
qui sera mentionnée, et qui peut conduire a I’appréciation utile des qualités et inconvénients

de chaque mesure.

1.4 Typologie des Risques

Les institutions financieres sont soumises a quatre types de risques : les risques de

marché, les risques de crédit, les risques opérationnels et les risques de liquidité. [7][3]

1.4.1 Risques de marché

Les risques de marché sont les pertes éventuelles liées aux variations du prix d’une
position suite au changement des facteurs déterminant son prix. Par exemple, la volatilité,
le cours des actifs financiers a proprement parler, les cours de change ou encore les taux

d’intéreéts.

1.4.2 Risques de crédit

Les risques de crédit proviennent principalement de deux sources. Premierement, ils
traduisent les risques qu’une contrepartie ne respecte pas ses engagements contractuels (par
exemple, une faillite). Deuxiemement, les risques de crédit comprennent les réductions de

valeurs d’instruments financiers émis par des tiers.

1.4.3 Risques opérationnels

Les risques opérationnels comportent I’ensemble des pertes liés a une erreur interne aux
institutions financieres. Prenons ’exemple d’une erreur humaine qui entrainerait des pertes

de valeurs.
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1.4.4 Risque de liquidité.

Le terme de liquidité peut étre utilisé sous différents aspects, mais celui qui nous
intéresse est lié aux caractéristiques du marché. Un marché parfaitement liquide se
caractériserait par une facilité et une rapidité d’y réaliser des transactions et garantirait
donc a tout instant un prix unique a l’achat et a la vente de maniere certaine, quelles que
soient les quantités en jeu. Ainsi, un actif est aussi dit liquide quand il est tres rapidement
négociable et échangeable a court terme, a faible cotit et avec peu d’impact sur son prix.

Le risque de liquidité, est en fait le risque d’illiquidité et il représente 'incapacité de
liquider immédiatement des titres et d’effectuer ainsi une transaction aux conditions du
marché courant. On peut ainsi dire que les propriétés d’un actif liquide sont [“immédiateté,

la largeur, la profondeur et la résilience.

1.5 Mesures de risque courantes

1.5.1 La volatilité

La volatilité est une quantité qu’on peut la trouvée comme une grandeur statistique,
qui permet d’observer des séries. [18] C’est aussi un parametre de modélisation, comme
introduit dans Black and Scholes (voir annexe B.6). Un troisieme usage de la volatilité est
d’étre un indicateur de risque, directement ou par intégration dans des indicateurs plus
complexes.

Il s’agit sturement de 'indicateur de risque le plus couramment utilisé dans le monde
financier. Il traduit le risque d’un actif financier. Concretement, cette volatilité mesure
les écarts de performance d'un actif autour de sa moyenne. Il s’agit de I’écart-type des
rendements.

Toutefois, la volatilité n’est pas directement observable sur le marché, il est donc
nécessaire de l'estimer et de l’évaluer avec précision en prenant en compte toutes les

informations nécessaires a savoir les indices de performances de 'actif.
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Figure 1.2 — Interprétation de la volatilité

On distingue deux types de volatilité :

— La volatilité implicite : Elle représente les anticipations du marché sur les va-
riations futures des cours de 'actif : C’est la volatilité que le marché pense voir se
réaliser dans le futur. Elle est décrite sous I’hypothese que les marchés financiers sont
efficients, c’est-a-dire des marchés ou les prix refletent parfaitement toute I'informa-
tion disponible. Toutefois, son calcul nécessite le recours a des formules d’évaluation
des options, et généralement nous retrouvons le modele de Black and Scholes et/ou
I’algorithme de Newton Raphson.

— La volatilité historique : Elle est fondée sur le comportement passé de ’actif, par
I'utilisation de données historiques sur les cours (le plus haut, le plus bas, d’ouverture,
de fermeture . ..). Cette volatilité est tres simple a calculer et nécessite peu d’outils
mathématiques, il suffit de calculer I'écart type, que nous définiront par la suite,
de la courbe historique du titre a I’échelle du temps désirée. Toutefois, la volatilité
historique reste tres limitée et incertaine, dans la mesure ot nous utilisons des données
du passé pour prédire le futur.

En ayant a la fois la volatilité implicite et la volatilité historique de l'actif, le gestion-

naire/ investisseur peut comparer les deux et se forger une opinion de la volatilité & venir

et ainsi implémenter les stratégies qu’il juge optimales.

Mathématiquement, la volatilité est définie comme I’écart type estimé et annualisé des

performances logarithmiques [2] (indices de performance) sur une période donnée. Elle est
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nécessairement positive ou nulle et s’écrit sous la forme suivante :

o(t, At) = é (ﬁz (5;__5;—1 _ Atm(X)) ) (L.1)

i=1
Ou :
— N est le nombre de périodes élémentaires sur la période d’analyse.
— S; Le prix par jour calendaire connu sous forme discrete (S;,7 =0,..., N)
— At est le pas ou le facteur d’annualisation, il est égal a 12 si la volatilité est mensuelle,

52 si elle est hebdomadaire ou 365 si elle est annuelle.

o RS Lo~ (Si—Sia
— m(X) est la moyenne empirique ou m(X) = N ;Xi = ; (T)
Il est & noter que la volatilité n’est qu'une mesure de risque parmi d’autres et qu’elle est
loin d’étre une mesure parfaite. En particulier, la volatilité ne considere que la dispersion
moyenne des performances, propices a des horizons de placements longs. Elle est, de ce

fait, inadaptée pour prendre en considération les événements rares ou extrémes.

1.5.2 La Value at Risk
L’historique de la Value at Risk

Les origines de la VaR permettent de comprendre pourquoi cet outil a fait son
apparition et quels sont ses objectifs. Durant les années 80, les outils de gestion de risques
n’étaient pas efficaces et ne répondaient plus aux attentes des différents acteurs de la scene
financiere. Les outils de I’époque ne permettaient aucune comparaison entre les actifs.
De plus l'apparition des produits dérivés, I'augmentation de la volatilité sur les marchés
ainsi que plusieurs crises financieres comme le cas de la banque Barings ont poussés le
développement d’un indicateur qui permettrait de regrouper un risque financier en un seul

montant.

La notion de Value-at-Risk (VaR) est apparue pour la premiére fois dans le secteur
de l'assurance. A la fin des années 1980, la banque Bankers Trust fut I'une des premieres
institutions a utiliser cette notion sur les marchés financiers aux Etats-Unis, mais c’est

principalement la banque JP Morgan qui dans les années 90 a popularisée ce concept no-
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tamment grace a son systéme RiskMetrics 2[19]
La Value-at-Risk est ensuite devenue, en moins d’une dizaine d’années, une mesure de ré-
férence du risque sur les marchés financiers, consacrée notamment par la réglementation
prudentielle définie dans le cadre des accords de Béle II.
Aujourd’hui, la VaR continue a évoluer, de nombreux scientifiques développent de nou-
veaux modeles plus ou moins complexes, pour améliorer la précision et la robustesse de cet
indicateur de risque.

En résumé, la Value at Risk est utilisée dans trois situations spécifiques : pour mesurer
un risque de marché sur une position, un portefeuille ou pour déterminer les fonds propres

que la banque nécessitent afin de se couvrir.

Définition 1.5.1. [19] La VaR permet de traduire un risque de perte d’une position
(devises, actions, obligations, options) ou d’un portefeuille en un montant unique. Ce
montant va dépendre de plusieurs parameétres comme un intervalle de confiance et un
horizon temporel. La VaR est autant plus utile, car elle permet de synthétiser un risque

présent sur plusieurs actifs financiers différents, en un seul montant facilement interpré-

table.

2. Dans le contexte de la mesure des risques, un risk metric est le concept quantifié par une mesure de risque. Lors du
choix d’une mesure de risque, un agent choisit un aspect du risque percu a étudier, tel que la volatilité ou la probabilité de
défaut.
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Figure 1.3 — Graphique de La Value at Risk

Avant de savoir comment une VaR se calcule, il est fondamentale de comprendre
quel risque la VaR a pour but de traduire. La Value at Risk représente le risque lié aux
fluctuations de prix des actifs. Les facteurs qui impactent ces variations des prix sont
généralement des taux de change, des taux d’intérét, des informations macro-économiques,

ete.

La Value at Risk ne doit pas étre interpréter seule. Afin d’obtenir une bonne représenta-
tion globale du risque, qu’il s’agit d’un portefeuille, d'une position ou encore de ’ensemble
des actifs et passifs d’'une banque, la combinaison de plusieurs indicateurs de risques est

essentielle.

Méthodes de calcul de la Value-at-Risk

La Value at Risk est a l'origine un calcul de probabilité [3]. Ces modeles de probabilités

sont des lois mathématiques qui permettent d’attacher des probabilités a des variables
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aléatoires. Ces modeles sont compliqués et n’ont pas besoin d’étre maitriser pour com-
prendre et calculer une VaR, c’est la raison pour laquelle nous n’allons pas les détaillés de
maniere approfondie. L’unique chose a retenir est que le modeéle usuellement utilisé est la

loi normale (de Gauss) qui possede des distributions se prétant bien au calcul de la VaR.

0.3
0.25

0.2 VaR a 95%

=-1.645
Dengté g 45
0.1
Pr(r >-1.645)=0.95
0.05
0
-4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4

Digtribution de Pertes (-) et Profits (+)

Figure 1.4 — Loi normale

Dans le contexte de la Value at Risk, cette courbe modélise la distribution des ren-
dements. En d’autres termes plus nous sommes vers les extrémes, plus la fréquence des
rendements est faible. Au contraire, plus nous nous trouvons vers le milieu (moyenne), plus
la fréquence des rendements est élevée.

Il est important de noter que ce modele dépend de deux parametres, la volatilité et la
moyenne.

On dénombre trois grandes classes de méthodes de calcul de la VaR :

1. Méthodes Non-paramétriques (Historical Simulation, Weighted Historical Simula-

tion, Monte Carlo Simulation, Filtered Historical Simulation...).

2. Méthodes Semi-paramétriques (CAViaR, théorie des extrémes).

3. Méthodes Paramétriques (ARCH, GARCH univarié, GARCH multivarié, RiskMe-
trics).

Finalement nous pouvons douter de la pertinence d’une telle loi dans le calcul de la Value

at Risk. En effet, ces méthodes sont basées sur des probabilités et ne peuvent pas prédire
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I’avenir de maniere précise. Il est vrai que les résultats de ces modeles ne se vérifient pas
toujours empiriquement. Nous pouvons attribuer ces biais aux événements défavorables,
comme les crashs boursiers qui selon la loi des probabilités n’ont qu'une chance sur plusieurs

centaines de millions de se produire. Pourtant la réalité nous prouve souvent le contraire.

1.6 Probabilité d’une grande perte

Considérons le probleme de la mesure du risque d'un portefeuille de titres a un moment
futur ¢ = 7 ('horizon de risque), du point de vue d’un observateur a linstant ¢ = 0.
Notons la valeur actuelle du portefeuille par X la valeur du portefeuille a l'instant 7, X,
est en général une variable aléatoire et n’est donc pas connue a I'instant 0. Nous supposons,
cependant, qu’il existe un modele probabiliste de I'incertitude entre les instants 0 et 7.
En particulier, Supposons que €2 est un ensemble de "scénarios” futurs ou "facteurs de
risque” possibles . Chaque scénario incorpore suffisamment d’informations pour déterminer
tous les prix des actifs a l'instant 7. Ainsi, dans chaque scénario w € € le portefeuille a la
valeur X, (w). La perte de valeur du portefeuille a l'instant 7 dans le scénario w est donné
par :

Lw) 2 Xy — X, (w) (1.2)

Une mesure de risque est une fonction p qui quantifie le risque de la variable aléatoire L par
un scalaire p(L) € R. Dans notre travail, nous nous concentrerons sur ce qui est peut-étre
la mesure de risque la plus fondamentale, la probabilité d’une grande perte; c’est-a-dire,
étant donné un seuil ¢ € R, nous nous sommes intéressés a estimer la probabilité de la

perte L dépassant ¢ étant définie par o« = P(L > ¢).

1.7 Les méthodes fréquentes pour la mesure de risque

1.7.1 Méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte Carlo consiste a simuler un grand nombre de fois les compor-
tements futurs possibles des facteurs de risque selon un certain nombre d’hypotheses, et

d’en déduire une distribution des pertes et profits a partir de laquelle on estime finalement
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un fractile [4]. Si cette approche peut s’appliquer, en théorie, quelles que soient les lois de

probabilité suivies par les facteurs de risque, elle est couramment utilisée en pratique, pour

des raisons techniques, en supposant que les variations relatives des parametres de marché

suivent des lois normales. Cette méthode convient également a tous les types d’instruments,

y compris optionnels, et permet de tester de nombreux scénarios et d’y inclure explicite-

ment des queues de distribution épaisses (événements extrémes pris en compte dans une

certaine mesure).

1.

Cette méthode repose sur les étapes suivantes :

Choix du modele :choisir le modele adéquat qui va décrire de maniere fiable 1’évo-
lution de notre actif financier. Dans le cas d’actions, par exemple, le modele le plus

utilisé est celui qui repose sur I’évolution d’'un mouvement Brownien géométrique.

. Définition des parametres du modele choisi : Dans le cadre du méme exemple,

I’évolution du cours de 'actif sera décrit par le mouvement brownien géométrique

suivant :

S(t+ At) = S(t) exp [(1n — ?)At + oV Al] (1.3)

Ou :
— u représentera le taux sans risque de l'actif.
— o représentera la volatilité annuelle de ’actif.

— ¢ est une variable aléatoire qui suit la loi normale N(0,1).

Choix de I’horizon de temps 7T : Nous allons calculer le cours de I'actif en plusieurs

moments ¢ tel que ¢ € [0, 7.

Simulation de différentes trajectoires : Une fois que nous avons initialisé les
parametres du modeles et que nous avons fixé I'horizon de temps 7', nous allons
pouvoir générer N scénarios grace a la variable aléatoire €. Pour chaque scénario nous
aurons les valeurs du cours de 'actif de l'instant 0 a 'instant 7. De cette maniere
AS = S(T) — S(0) représentera la perte/gain généré(e) dans chaque simulation.
Nous obtiendrons alors N pertes/gains potentiels que nous allons classer par ordre

croissant.
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Avantages et limites de la méthode

Cette méthode présente des avantages indéniables
— Premierement, son caractere tres générale lui permet de s’accommoder de tous les
portefeuille possibles et de pouvoir tenir compte théoriquement de n’importe quelle
distribution simulable.
— Deuxiemement, sa généralité méme lui permet de représenter des actifs dont les
distributions de rendements sont quelconques, et en particulier a queues épaisses.
— Troisiemement, la méthode est numériquement tres simple et permet par nature
d’utiliser la puissance du calcul parallele moderne .
Néanmoins, des difficultés notables limitent I'application du Monte-Carlo
— Premierement, son inconvénient majeur est I'importance des ressources de calcul
nécessaires.
— Deuxiemement, la nécessité d’estimer les parametre des modeles utilisés pour la
génération des trajectoires aléatoire induisant un risque modele non négligeable.
— Troisiemement, la communicabilité de modeles complexes que ’on peut utiliser en
Monte-Carlo est en général problématique
Malgré ces réserves, la méthode de Monte-Carlo reste la référence dans les comparaisons

numeériques.

1.7.2 Simulation Historique

Cette méthode de calcul est conceptuellement tres similaire aux méthodes de Monte-
Carlo, car elle se base sur une valorisation complete du portefeuille. Mais elle en differe, car
elle utilise les séries historiques de valeurs de chaque actif du portefeuille pour le valoriser
[4].

Dans le cas ou la composition du portefeuille est tres stable, on peut étudier la distribution
des rentabilité journalieres sur le portefeuille et calculer directement par exemple la VaR
a partir de la distribution historique de ce portefeuille; ¢’est a dire qu’on établit la distri-
butions des variations de valeur du portefeuille dans le passé et qu’on calcule le point qui
correspond aux plus mauvaises variations. Cette approche n’est intéressant que dans le cas

ou la composition du portefeuille ne change pas au cours de temps.Ceci est extrémement
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rare, la méthode historique est donc tres peu utilisée. Dans la pratique, une institution ou
un gérant de portefeuille modifie fréquemment ses positions et le calcul de la VaR ou autre

mesure de risque doit refléter la composition actuelle d'un portefeuille.

1.7.3 Meéthode des simulations imbriquées

La méthode SdS consiste a effectuer deux séries de simulations imbriquées, d’ou son
nom de ”"Simulations dans les Simulations” [9]. Le premier type de simulations, appelées
simulations primaires. Ces dernieres sont effectuées en univers Monde Réel : elles sont
construites a partir des observations historiques afin de donner une évolution réaliste des
différentes variables. Dans un second temps, un certain nombre de simulations secondaires
est généré conditionnellement a l'information de la premiere période de simulations. Ces
simulations secondaires permettent de valoriser des grandeurs économiques et ainsi obtenir
une distribution des valeurs de fonds propres. Elles sont effectuées en univers Risque Neutre,
c’est-a-dire de maniere cohérente avec les prix observés sur le marché a une date donnée

afin de calculer les prix de maniere ” Market-to-Market 3.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné un apergu sur la gestion des risques, ensuite, nous
avons illustré quelques mesures des risques financiers. Dans ce qui suit, nous considérons
ce qui est peut-étre la mesure de risque la plus fondamentale, la probabilité que la valeur
future du portefeuille tombe au-dessous d’un seuil prédéfini, en d’autres termes, la proba-
bilité d’une grande perte. Pour ce remédier, quatre algorithmes basés sur le principe de

simulations imbriquées seront illustrés.

3. Méthode de réévaluation d’un contrat financier en fonction des prix de marché, en comparant quo-
tidiennement le cours de compensation du jour avec le cours auquel il a été négocié.
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Chapitre 2. Estimation de la Probabilité d’une grande perte

2.1 Introduction

Dans I'approche de simulations imbriquées, une simulation externe est utilisée pour
générer des scénarios financiers, et une simulation interne est utilisée pour estimer les
valeurs de portefeuilles futures dans chaque scénario. Nous nous concentrons sur une mesure
de risque : la probabilité d’une grande perte, et nous illustrons un ensemble d’algorithmes
pour estimer ce risque. Des résultats théoriques sont présentés afin de justifier le principe

et la philosophie de chaque algorithme.

2.2 Formulation du probleme de simulations imbri-
quées

Pour estimer la probabilité de perte o définie dans le chapitre précédant, nous faisons

face & deux défis.

— D’abord, supposons {2 ’espace des scénarios possibles est assez grand, si ce n’est pas
infini. Ainsi, une approche consiste a approximer la distribution de la variable aléa-
toire de perte L par une distribution empirique obtenue a partir d’un échantillonnage
Monte Carlo. Ceci est appelé I'étape Externe (ou premiere étape) de la simulation.
En particulier, si wy ...w, un n-échantillon indépendant et identiquement distribués
(1.i.d.) généré suivant la distribution physique (ou réelle) de w. Alors nous pouvons

approximer la probabilité de perte par

1 n
— > M- (2.1)
n =1 -

— Cependant, dans un méme scénario w;, il apparait difficile de calculer la perte L(w;).
Le portefeuille peut contenir des flux de trésorerie aléatoires et indépendants entre
un horizon 7 et 1’échéance T. Ensuite, la perte L(w;) doit étre estimée pendant
une étape Interne (ou deuxieme étape) de simulation de Monte Carlo des flux
de trésorerie attendus du portefeuille sur U'intervalle [r,T]. La simulation interne

se réalise suivant la distribution de risque neutre par rapport au scénario w;. Si
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A A~

Zit, -y Zim sont m échantillons ¢.7.d. de pertes générées selon cette deuxieme étape
de simulation, chacune avec une moyenne, L(w;), alors on peut approximer la perte

L(w;) dans le scénario w; par :

m

A 1 ~
L; 2 ~ > Zi; (2.2)

Jj=1

2.3 Estimateur Uniform

L’estimateur Uniform de I’Algorithme 1 décrit une procédure de simulations imbri-
quées qui combine les estimations des étapes de simulation externe et interne de facon
évidente pour produire une estimation globale de la probabilité de perte. L’estimateur est
en fonction de deux parametres : n (le nombre d’échantillons de I’étape externe) et m (le
nombre d’échantillons de I’étage interne). On dit que cet estimateur échantillonne unifor-
mément dans le sens ou un nombre constant d’échantillons de I'étape interne est utilisé

dans chaque scénario de I'étape externe. Cette procédure est illustrée sur la figure 2.1.

Monde réel L Risque neutre
_ - OF —::::____ :
T . T Zim
T Wy
I } } » Temps t
0 T T

Figure 2.1 — Simulations Imbriquées
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1: procedure Uniform(m,n)

2: pour ¢ < 1 a n faire
3: générer les scénarios w;
4: conditionner dans le scénario w;, générer des échantillons
Zzyl, e ZZ m t.1.d. la perte du portefeuille
ST o 1 &
5: calculer I'estimation d’une perte dans le scénario wi, P — — Z
m
6: fin pour
n
7 calculer I'estimation d'une grande perte, & < - Z 1 (Lie}
i=1
8: afficher &

9: fin procedure

Algorlthm 1: Estimer la probabilité d’une grande perte en utilisant des simulations imbriquées uniforme. Le

parametre m est le nombre d’échantillons internes par scénario. Le parametre n est le nombre de scénarios externes.)

2.3.1 Estimateur Uniform optimal

L’estimateur Uniform est en fonction de deux parametres : n et m. Une question
évidente se pose : comment choisir au mieux les deux parametres m et n? Cette question
a été abordée par Lee (1998) et de Gordy et Juneja (2010)[10]. D’apres ces derniers,

on note 'estimateur Uniform de la probabilité d'une grande perte par

G = Uniform(m,n)

L’objectif évident est de choisir les parametres (m,n) afin de minimiser la MSE de
I'estimateur &, , en tenant compte de la contrainte d'un temps de calculs. L’estimateur
Uniform implique la génération de scénarios externes et I’échantillonnage interne. On
suppose que le temps de calculs de cette estimateur est dominé par ce dernier.

Etant donné les paramétres (m,n), un total de mn échantillons internes sont générés
pour calculer I'estimateur &, . Ainsi, compte tenu d’un taux maximum de calculs £k sur

le nombre total d’échantillons internes, on a le probleme d’optimisation suivant :
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minimiser E [(Gpn — 0‘)2}
m,n

S.C mn < k, (2.3)

m,n > 0.

L’objectif de I'erreur quadratique moyenne peut étre décomposé en termes de variance

et de biais selon

E [(@mn — )] = E [(Gmn = E [Gmn])] + (B [dmn — a])®. (2.4)
var;gnce b;zgz

Pour analyser le comportement asymptotique de la MSE, considérons d’abord 1’hypothese

suivante :

» Hypothése 1. Notons par L(w) la perte de portefeuille dans le scénario w a l'instant
T, et notons par L un estimateur de L(w), basé sur la moyenne des échantillons m

i.1.d. de ’étape interne. Supposons ce qui suit :

1. La fonction de densité de probabilité conjointe py(1,1) de (L, L) et ses dérivées

partielles 62%+2(l,2) de (L, IA/) existent pour chaque m et (I, Z)

2. Pour chaque m > 1, , il existe des fonctions fom(-), fim(-), fam(:) tel que

e (01) e () e 1) < 1 1)

v (l, Z> . alors :

2

Z e ()] <5 ()

m —

Sup/ 11" fim (l) dl < oo, Vi=0,1,2,et 0 <r <4
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Théoreme 1 [6] : Supposons que l’hypothése 1 est vraie, et Notons par f(-) la densité

de la variable de perte L. comme m — oo, Le biais de [’estimateur Uniform satisfait

asymptotiquement
0
Ela, . —al === —3/2
(G — @ - + 0 (m™%?)
ou :
/ 1
b= =T(c),  Y()=5f(OF[0" (W) | L(w)=c], (2.5)

et 0%(w) est la variance de ’échantillon de l’étape interne du scénario w

Le Théoreme 1 fournit directement une analyse asymptotique du terme de biais de la
MSE. Il est peut étre immédiatement utilisé pour analyser le terme de variance, comme

dans le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.1. Sous la condition du Théoréeme 1 m — oo la variance de l’estimateur

Uniform satisfait :

a(l—a)
n

Var (Gmn) = +0 (m'nt).

Le théoreme 1 et le corollaire 2.3.1 fournissent une caractérisation asymptotique

complete de la MSE de l'estimateur Uniform. La variance asymptotique de 'estimateur

1

est déterminée par le nombre de scénarios n et décroit en tant que n~", alors que le biais

asymptotique de l'estimateur est déterminé par le nombre d’échantillons de étape interne

par scénario m et décroit en m~1.

Compte tenu d'un taux de calcul d’un total de £ échantillons d’étapes internes, un choix
des parametres (m,n) pourrait consister a échantillonner de maniére égale aux étape ex-
terne et interne, ¢’est-a-dire définir m = n = k'/? . Ceci donnerait un biais asymptotique au

1/2 et une MSE asymptotique

carré de 'ordre k=1, une variance asymptotique d’ordre k-
globale d’ordre k=1/2.

On peut approcher le probléme de minimisation de la MSE (2.3) par le probleme d’opti-
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misation suivant :

.. . _ 2
minimiser 4= 4 b
mon n m
S.C  mn <k,
m,n > 0.

Les choix optimaux sont :
m* = kl/S/B*,n* _ ﬁ*kZ/S,

o (ol —a)\"?
5‘( 202 ) ’

ou :

et la MSE asymptotique optimale

E [(Gimn — @)?] = 3(8°)°k7% + 0 (k72/%).

(2.6)

(2.7)

Les facteurs constants optimaux dépendent de la constante 6., et il n’est pas clair com-

ment estimer efficacement 6, a priori. Le choix de ces facteurs constants est critique pour

la performance pratique d’un estimateur Uniform.

2.4 Estimateur Séquentiel

L’estimateur Uniform décrit, précédemment, utilise un nombre constant d’échantillons

d’étape interne pour chaque échantillon de 1'étage externe.[6] Il est intuitivement clair de

voir que cela peut ne pas étre une stratégie efficace. Par exemple, considérons la situation

illustrée a la figure (2.2). Ici, On souhaite estimer la probabilité de perte associée a la région

ombrée. Il y a deux scénarios d’étape externe, wy et wy, associés aux pertes de portefeuille

L(wy) et L(wy), respectivement. Dans chaque scénario, ces pertes réelles sont approchées

par les pertes estimées Ly et Lo.
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Probabilité
H.H_R__x E
~_ !
T !
S T~ ! Poser m2 grand
J 3 Ly T — |1—1-_| .
J'l ." _________———_____ : J"FF ‘N\ _E.q
.rll \\. T _'_\_"_\_\_'_‘—k‘wt———-
y 4 - 1: i b __ Perte
L{wy) c L{ws)
Poser mz petit

Figure 2.2 — Les bénéfices de I’échantillonnage non uniforme

Supposons que, dans le cadre d’une simulation imbriquée Uniform, les pertes de
portefeuille estimées dans chaque scénario soient réparties selon les distributions de
probabilité marquée en pointillé. Ensuite, il est clair qu’il serait avantageux d’utiliser
moins d’échantillons d’étape interne au scénario wy, et plus d’échantillons d’étape interne

au scénario wy. C’est parce que 'estimation de probabilité de perte & est calculée selon.

G Z Lijoe)- (2.8)

Ainsi, seule la position ordinale des estimations Ly et Ly par rapport au seuil de perte
¢ est pertinente. Etant donné l'incertitude de lestimation Li, il est & peu-pres certain
que L(w;) < c et en fait, cela pourrait vraisemblablement étre déduit en utilisant moins
d’échantillons internes dans le scénario w;. Compte tenu de l'incertitude de l'estimation
ﬁg, le fait que L(ws) > ¢, en revanche, est beaucoup moins certain. Sans plus d’échantillons
internes dans ce scénario, il peut y avoir un risque important de classification erronée de
L(ws). Ces observations suggerent qu’une stratégie d’échantillonnage non uniforme peut
étre supérieure : le nombre d’échantillons internes m; employés au scénario w; devrait étre
inférieur au nombre d’échantillons internes ms employés dans le scénario ws.

La discussion ci-dessus suggere que dans un scénario avec une perte L(w) bien supérieure
a ¢ ou bien inférieure a ¢, peu d’échantillons internes sont nécessaires. Si la perte L(w) est

proche de ¢, de nombreux échantillons internes sont nécessaires.

Présenté par : AITHELLAL et NADI 34 UAMB



Chapitre 2. Estimation de la Probabilité d’une grande perte

Malheureusement, a priori, on ne sait pas comment le faire. Il est impossible de
connaitre la valeur de L(w), c’est exactement ce qu’on cherche a estimer via la simulation

interne de Monte-Carlo.

On propose une procédure qui maintient simultanément des estimations de la perte
dans chaque scénario tout en essayant séquentiellement d’allouer des échantillons internes
supplémentaires a travers les scénarios externes. D’abord 'algorithme sera motivé par une

justification informelle, puis il sera décrit précisément. En particulier, supposons qu’il existe

n scénarios wi,...,w,. Pour chaque scénario w;, supposons que m; échantillons internes
o
A A A 1 N A
7’ 7 &4 . . . A
Zidy .-y Lim, ont été créés, ce qui donne l'estimation de perte L, = — g Zij;. 1l en
b b m 9,
7j=1

résulte une probabilité globale d’une estimation d’une grande perte & donnée par (2.8).

Sans perte de généralité, supposons que L > c. Supposons qu’on souhaite rajouter un
échantillon supplémentaire dans 1’étape interne. Si on doit rajouter 1’échantillon supplé-

mentaire dans le scénario w;, cela entrainerait une nouvelle estimation de perte donnée

par :
1 e 1 m;
L& Zij = Zimsr + —— L.
‘ mi—i—ljzl T+ 17

L’échantillon supplémentaire n’aura d’impact sur I'estimation & que si I:; se trouve du
coté opposé du niveau de seuil ¢ par rapport a f);; c’est-a-dire si f); < c. Ceci est illustré
dans la figure 3. Pour maximiser évidement I'impact de 1’échantillon supplémentaire
unique, on cherche a choisir le scénario w; qui maximise la probabilité d'un tel changement

. , . o . 5 , . A
de signe. Supposons que I'échantillon additionnel Z; ,,,, .1 présente une variance o? = o%(w;)

i =

P (IA/; < C> =P (ZAi,mH_l — L (wl) < —my; <[A/7, — C) — (L (w,) — C)>
« 2 2\ ! (29>
Li—c\)g(w’"; ) |

~ P (ZALmH_l —L (w,) < —my L;,—c
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Probabilite

—_——— I—_____‘_‘___
s ! 4 Perte
i: c i_?_

Ajouter un échantillon
Figure 2.3 — impact de I’échantillonnage additionnel
Ici, I'approximation découle de I'hypothese que m; > 1 de sorte que,—m; (f/z — c> —

(L (w;) — ¢) = —my

L’inégalité découle de I'inégalité de Chebyshev unilatérale®. Par analogie au cas symé-

LZ'—C

trique (ou Li < c), une regle d’affectation évidente qui cherche a maximiser la probabilité
d’un changement de signe estimé via la borne de Chebyshev (2.9) choisira d’ajouter I’échan-
tillon supplémentaire interne dans le scénario w;+, ol

Li—c|. (2.10)

- .My
17 € argmin —
1 O-Z

Si ZAi,miH est normalement distribué, une telle distribution est spécifiée par la moyenne

L(w;) et une variance o2 de sorte que

P (ZAi,mﬁl < z) =G (L(w’» ,

ou G est une fonction croissante. Dans ce cas,

P (f/; < C> ~ P (Zi,mi—i-l - L (wz) < —m; il —C

:G<—7;—: zi_c\).

Maximiser la probabilité d'un changement de signe selon (2.11) entraine également la régle

) (2.11)

1. Pour cette inégalité voir [6]
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(2.10).

On appel la quantité minimisée en (2.10), (=*)

i

L; — ¢|, la marge d’erreur associée au

scénario w;. L'estimateur Séquentiel de 'algorithme 2 utilise la régle d’allocation (2.10). Cet
estimateur prend un triplet (m°, m, n) des parametres d’entrée. Ici, n est le nombre souhaité
de scénarios d’étape externe, m® est le nombre initial d’échantillons d’étape interne par
scénario, et m est le nombre moyen souhaité d’échantillons d’étapes internes par scénario
a la fin de l'algorithme. L’algorithme se déroule comme suit : d’abord, n scénarios sont
générés et, pour chaque scénario, m® échantillons d’étape interne sont exécutés. Le reste
mn —m%n échantillons d’étape interne sont attribués un & la fois d’une maniere évidement

séquentielle comme dans (2.10).
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1: procedure Séquentiel(m®, m, n)

2 pour ¢ < 1 a n faire

3: générer les scénarios w;

4 conditionner dans le scénario w;, générer des échantillons
ZM, e Zi7m0 t.2.d. la perte du portefeuille

5: m; — m°
6: fin pour
n
7 tant que Z m; < mn faire
i=1 )
8: i* € argmin m; LFC|, oll, pour chaque 1 <i<n L; est
I’estimation courante d’une perte dans le scénario wi,f/i — o Z ZAM
(r—
et o; est I'écart-type de la distribution de perte dans IJe scénario n w;
9: genérer un échantillon ZAZ-*,ml_*H dans le scénario n w;-
10: M <— My + 1
11: fin tant que
n
12: calculer I'estimation d'une grande perte, & <— — Z 1 (Li>e}
i
13: afficher &

14: fin procedure

Algorlthm 2: Estimer la probabilité d’une perte importante en utilisant une simulation imbriquée séquentielle
non uniforme. Le paramétre m9 est le nombre initial d’échantillons internes par scénario. Le paramétre 7 est le nombre

moyen d’échantillons internes par scénario a la fin de la simulation. Le parametre n est le nombre de scénarios.

Notons que l'estimateur Séquentiel nécessite le calcul de 'écart-type conditionnel o2 des
pertes dans chaque scénario w;, pour calculer la marge d’erreur.Ces écarts-types condition-
nels peuvent étre estimés au cours de déroulement de I'algorithme d’estimation. De plus,
I'estimateur Séquentiel nécessite un sur-débit de calcul supplémentaire au-dela de celui de

I'estimateur Uniform.
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L’estimateur Séquentiel nécessite également plus de mémoire que I'estimateur Uniform.
En particulier, 'estimateur Uniform peut étre mis en oeuvre de telle sorte que les scénarios
sont traités un a la fois et n’ont jamais besoin d’étre stockés simultanément en mémoire. Une
telle mise en oeuvre aurait une exigence de mémoire constante (c’est-a-dire indépendante
de m et n). Pour I'estimateur Séquentiel, chacun des n scénarios externes doit étre stocké en
mémoire au cours de l'algorithme, d’ou I'exigence de mémoire d’ordre n. L’estimateur
Séquentiel présente certaines similitudes avec les estimateurs non uniformes qui ont été
proposés dans la littérature. Lee et Glynn (2003)[13] proposent un estimateur imbriqué
non uniforme dans le cas ou l'espace du scénario est discret. Ils choisissent le nombre
d’échantillons internes m; dans chaque scénario w; afin d’optimiser certaines asymptotiques
de grande déviation. En utilisant une approximation gaussienne comme heuristique, il en
résulte :

my o6 ——— b (2.12)

Parce que la perte L(w;) dans le scénario w; est inconnue. Lee et Glynn (2003) proposent
un algorithme a deux passages : dans le premier passage, un petit nombre d’échantillons
internes sont générés dans chaque scénario et sont utilisés pour calculer les allocations

d’échantillons internes dans un deuxieme "cycle de production”.

2.5 Estimateur non uniforme Threshold

L’analyse de I'estimateur Séquentiel déja décrit présente un certain nombre de défis. Le
plus important d’entre eux est le fait que, au cours de la simulation imbriquée de 'esti-
mateur Séquentiel, les estimations de pertes f)l, e L, sont des variables aléatoires dépen-
dantes. Cette dépendance est induite par la regle de sélection (2.10) qui, & chaque instant,
dépend simultanément de toutes les estimations de pertes. Pour rendre ’analyse traitable,
on considere une modification de I'estimateur Séquentiel qui aboutit a des estimations de

perte indépendantes tout en conservant le principe d’échantillonnage non uniforme[6] .

En particulier, rappelons que 'estimateur Séquentiel prend en entrée un parametre m,

en spécifiant le nombre moyen souhaité d’échantillons internes dans chaque scénario, et
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un parametre n, spécifiant le nombre de scénarios souhaité. Au cours de 'algorithme,
mn d’échantillons d’étape interne seront générés. Ces échantillons sont alloués de fagon

L; — ¢|, uniformément sur

séquentielle afin de minimiser évidement la marge d’erreur, 7
1

1< <n.

Si on suppose que 'algorithme se trouve dans un état ot un nombre significatif d’échan-
tillons internes a été généré, c’est-a-dire, m; > 1 pour chaque ¢, alors les marges d’erreur
pourraient etre approximativement constantes ; sinon, plus d’échantillons internes auraient
été générés pour les scénarios avec des marges d’erreur plus faibles. On pourrait obtenir un
effet similaire en fixant un seuil v > 0 et en continuant a ajouter des échantillons de I’étape

interne a chaque scénario w; jusqu’a ce que la marge d’erreur dépasse v, c’est-a-dire,

m;

0;

Li— c‘ > . (2.13)

C’est précisément ce qui est fait par 'estimateur de Threshold de I’algorithme 3.

1: procedure Threshold(~, n)

2: pour i < 1 a n faire
3: générer les scénarios w;
4: poser o; pour étre 1’écart-type de la distribution de perte dans le scénario n
Wi
5: m; < 0
6: répeter
7 genérer un échantillon Zz‘ymi_t'_l dans le scénario n w;
8: m; < m; + 1
msg
9: calculer '’estimation d’une perte dans le scénario wi,f/i — — Z Z”
m; =
10: jusqu’a T— L; — c‘ >y
11: fin pour
n
12: calculer I'estimation d'une grande perte, & < - Z ]l{Lizc}
13: afficher & -

14: fin procedure

AlgOI'lt hm 3: Estimerla probabilité d’une perte importante en utilisant une simulation imbriquée non uniforme

basée sur un seuil. Le parametre v est le seuil de marge d’erreur. Le parametre n est le nombre de scénarios.
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A un niveau élevé, les estimateurs Séquentiel et Threshold sont assez similaires. Les deux
cherchent & allouer de fagon non uniforme des échantillons d’étape interne en fonction
de la minimisation de la marge d’erreur. Cependant, ils sont paramétrés différemment.
L’estimateur Séquentiel prend comme entrée le parametre m, qui est le nombre moyen
d’échantillons de ’étape interne. D’autre part, I'estimateur de Threshold prend en entrée
le parametre 7, le seuil de la marge d’erreur. Comme on I’a déja vu, pour les grandes valeurs

de m et v, ces deux algorithmes donnent des résultats similaires.

D’un point de vue pratique, I'estimateur Séquentiel est plus naturel. En particulier, si
tous les autres parametres sont fixes, il est facile de choisir une valeur pour m. Ce parametre
spécifie explicitement le nombre total d’échantillons d’étape interne a générer par mn, et
détermine donc le temps d’exécution de I’algorithme. Ainsi, on peut choisir m en fonction de
la durée de fonctionnement disponible. Dans I’estimateur Threshold, le parametre v spécifie
le nombre total d’échantillons d’étape interne a générer, et détermine donc indirectement
le temps d’exécution. Il n’est pas clair, cependant, comment choisir v a priori qui assure

un certain temps de fonctionnement.

D’un point de vue théorique, cependant, ’estimateur Threshold s’avere beaucoup plus
facile a analyser. La raison principale est que, a tout moment de ’exécution de I'algorithme,
les estimations de pertes [:1, cee L, sont des variables aléatoires i.i.d.. Cette structure .i.d.

permet 'analyse de ’algorithme global via I'analyse d’un scénario d’étape externe unique.

De plus, l'estimateur de Threshold a une autre interprétation intéressante. Si ’on
considere un seuil v, considérons un scénario w; avec des échantillons de pertes internes
Zi1,Zia, ... En examinant (2.13), l'algorithme générera des échantillons m; de niveau in-

terne dans ce scénario, avec

m; =inf {m >0: S| >~}, (2.14)
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ou, pour m > 0, la somme partielle est définie par

St & ilai (Z] - c) . (2.15)
p

2.5.1 Analyse asymptotique

Définissons ., comme étant I’estimation Threshold, c’est-a-dire
&y = Threshold(vy,n)

L’erreur quadratique moyenne est décomposée en termes de biais et de variance.
» Hypothese 2. Supposons ce qui suit :

1. Sous réserve d’un scénario d’étape externe w € €1, les échantillons de niveau
interne Z; 1, Zi ... sont des variables aléatoires normales i.i.d.. Indiquons ’écart-

type de ces échantillons par o(w;).

, . , . ., A
2. Dans un scénario w € ), définissons la perte normalisée p(w) =

Ensuite, la fonction de densité de probabilité p de p,

d

pw) 2 P (u <),

existe et est continuellement différentiable au voisinage de 0.

on s’intéresse a la précision asymptotique de ’estimateur Threshold ou I’estimation ré-
sultante converge vers la vraie valeur, c¢’est-a-dire comme n — oo et v — oo (plusieurs
scénarios de 1'étape externe) et v — oo (plusieurs échantillons de I’étape interne). Un
premier résultat est le théoreme suivant, qui caractérise le biais asymptotique de cet esti-

mateur.

Théoreme 2 [6] :Sous l’hypothése 2, comme v — oo, le biais asymptotique de ['es-
timateur Threshold satisfait

Eldy — a] = O(y).
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Ce qui suit est un corollaire immédiat du théoreme 2 et fournit une expression asymp-

totique de la variance de l'estimateur Séquentiel Threshold.

Corollaire 2.5.1. Sous les conditions du théoréeme 2, comme v — oo, La variance de

l’estimateur de Threshold satisfait
Var (éy,,) =

Soit m(7) le nombre attendu d’échantillons de ’étape interne dans un seul scénario de

I’étape externe pour un parametre v donné :

m

m(v)éE[inf{m>0:

L(w)— c‘ > VH . (2.16)

o (w)
Le théoreme suivants, caractérise le taux de croissance du temps d’exécution en fonction

de 7.

Théoreme 3 [6] : Sous [’hypothése 2, comme v — oo, le nombre d’échantillons prévus

d’étapes internes dans chaque scénario pour l'estimateur Threshold satisfait m(vy) =

O(~logy).

2.5.2 Estimateur Threshold optimal non uniforme

Les théoremes 2 et 3 et le corollaire 2 permettent une comparaison entre I’estimateur
Uniform et I'estimateur Threshold non uniforme. En particulier, supposons que &, , est
I’estimation uniforme avec n scénarios et m échantillons d’étapes internes. Comme déja

discuté, quand m,n — oo, Ceci a un biais et une variance asymptotiques.

Elbmn, —a] =%+ 0 (m™??),
Var (Gmn) = 222 4 0 (m~1n™1).

n

(2.17)

D’autre part, supposons que d., soit l'estimateur de Threshold non uniforme avec n
scénarios et un seuil . D’apres le théoreme 3, cet estimateur utilisera, en moyenne,
J AN e . ’ . ’ . .

m = m(y) = O(y'¢) échantillon dans 'étape interne par scénario, pour un certain e > 0.

On peut exprimer les résultats asymptotiques du biais et de la variance du Théoreme 2 et
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du Corollaire 2 en fonction de n et m par :

Elay, —a] =%+ 0 (m %),

} (2.18)
Var (Gyn) = 22 410 (m2n~"). Ve > 0.

en appuyant toujours sur les résultats de théoreme 2 et le corolaire 2.5.1 la MSE de 'esti-

mateur de Threshold non uniforme, est donnée par

a(l—a)

E [(Gyn — )] < ——

C
+ ?’
pour n et v suffisamment grands et un choix approprié¢ de la constante C. On peut trouver

un estimateur Threshold non uniforme avec une MSE faible en considérant le probleme

d’optimisation

minimiser 0= 4 C
yn n v
S.C m(y)n <k, (2.19)
v,n > 0.

Pour tout € positif et étant donné un taux de calcul k, supposons qu’on choisit v* oc

EA/5—¢€ Ensuite, on & m('y*)n* = O(kl_e log ]ﬂ) = O(k)

2.6 Estimateur d’allocation Adaptative

Dans cette section, on considere une approche d’allocation adaptative. Cet algorithme
est une heuristique qui estime le choix optimal de m et n a chaque instant. Il affine
ces estimations au cours de la simulation. La variance est déterminée par le nombre de
scénarios (n), et le biais au carré est déterminé par le nombre d’échantillons internes (1m).
L’algorithme Adaptatif estime ces quantités et augmente ensuite le nombre de scénarios ou
augmente le nombre d’échantillons internes selon que 'MSE est dominée par la variance
ou le carré biaisé. Plus précisément, l'estimateur Adaptatif de I'algorithme 4 se déroule

comme suit :

1. La simulation est initialisée (lignes 2-7) en générant n® scénarios avec m® échantillons
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internes pour chaque scénario.

2. Le taux de calculs de la simulation & est divisé en K = Tﬁ intervalles (ou époques)
de longueur 7, (sauf la premiere époque qui est de longueur 7, — n®m® & cause de
I'initialisation).

3. Au début de la ¢ époque (ligne 9), des estimations sont faites pour le biais au carré
et la variance de 'estimation de la probabilité de perte, étant donné les scénarios

et les échantillons qui ont été générés jusqu’ici. Plus précisément, compte tenu de

I’estimation de la probabilité de perte

1 n
.1 1.
@ n; {Lizep

le biais est approximé selon

Ela—a]l~B=a—a, (2.20)
ou :

., ()

Cette approximation est basée sur le Théoreme Central Limite : dans chaque scénario

— A
o =

S|

w;, lorsque le nombre d’échantillons m;, est grand, chaque estimation de perte L;, peut
étre approchée par une distribution normale de moyenne L(w;) et une variance o2 /m.
Par conséquent, étant donné un ensemble fixe de scénarios wy,...,w,, on pourrait

estimer le biais par

Ela—a] = L i {P <ﬁz’ > C) - ]1{L(w7:)zc}} ~ li {(I) <M(L <.wi) — C)) - ]l{L(Wi)ZC}} :

i=1 i=1

Puisque la valeur
L(w;)

est inconnue en pratique, on peut 'approximer par son estimateur L;. Cela résulte
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en (20).0On approche la variance par

N a(l—a
Var (&) =V £ Q (2.21)
n
L .. o 1T
4. Supposons qu’il existe n scénarios externes et une moyenne de m = — E m;
n
i=1

échantillons internes par scénario au début de la £™¢ époque. On s’attend a ce cIue le
biais au carré diminue en fonction de m~**¢ et que la variance diminue en proportion
a n~!. Supposons ensuite que le nombre de scénarios et d’échantillons a la fin de la
{'me époque est donné par n’ et m . On peut estimer le biais au carré a la fin de

. . 4
la £™¢ époque, en fonction de I'estimation du biais B au début, par B2 (%) . De
méme, la variance 4 la fin de la £™® époque peut étre estimée par V2 <§) Ainsi, au

début de la £™¢ époque, on considere le probleme d’optimisation suivant :

( ~ _\4 ~
minimiser B2 <_ﬂ,> +V (%)
ml n/ m n

SC m n+Te, (222)

\
Ce probleme cherche & faire un choix de 7', n’ qui aboutit & une erreur quadratique
moyenne minimale a la fin de la £™¢ époque.

La premiere contrainte garantit que le nombre total d’échantillons internes de la ¢
époque sera égal a la longueur de 1’époque 7.

La deuxieme contrainte fait en sorte que le nombre de scénarios a la fin de la ¢™¢
époque est au moins le nombre de scénarios au début, et augmente au maximum

jusqu’a la durée de I’époque. La solution de (2.22) est donnée par :

N 1/5
’ . Vn _ 4
n = min < max ——— (mn + 7, > M N+ Te o
{ {<4BQm4 ( ) } } (223)

, _

=" __ mn+T

m = ——=.
n

Apres l'obtention du nombre cibler de scénarios n' (ligne 10), (n" — n) scénarios

supplémentaires sont générés.
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5. Au cours de la ¢™* époque (lignes 13-21), 7, échantillons internes sont générés. Ceux-ci
sont distribués pour s’assurer que chaque scénario & au moins m" échantillons internes
au total (non pas par itération). Une fois que c’est le cas, les échantillons internes
sont alloués évidement selon la marge d’erreur minimale comme dans l’estimateur

Séquentiel.
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1: procedure Adaptive(m®, n°, ., k)

2: générer les scénarios wy, ws, . . ., Wyo

3: n < nY

4 pour ¢ < 1 a n faire

5 conditionner dans le scénario w;, générer des échantillons

Zl,l, e ZZ mo 1.2.d. la perte du portefeuille

6: m; < mO
7: fin pour
8: pour ¢ < 1 a [k/1.] faire
9: estimer le bias curant B et la variance V par (20) — (21)
10: déterminer le nombre ciblé de scénarios par
n' < |min { max <4BV27:7L4 (mn + Te)4> . Mo+ Te

11: générer les scénarios wy1,...,w, ,poser m; < 0 pouri=n-+1,... n
12: n<+<n

n
13: tant que Zmi < U7, faire

i=1
14: si min; m; < m® alors
15: 1* € arg min; m;
16: sinon
17: i* € argmin; m; |L; ‘/al
18: fin si
19: genérer un échantillon Zi*7mi*+1 dans le scénario n w;«
20: Mix — My + 1
21: fin tant que
22: fin pour

n

23: calculer I'estimation d'une grande perte, & <— - Z 1 (Li>e}
24: afficher & -

25: fin procedure

Algorlthm 4: Algorithmel : Estimer la probabilité d’une perte importante en utilisant une simulation im-
briquée non uniforme Adaptative. Cet estimateur utilise un algorithme Séquentiel pour déterminer le placement des
échantillons de I’étage interne entre les scénarios et décide de facon adaptative du nombre de scénarios et d’échantillons
internes & ajouter en estimant le biais et la variance. Les parametres n® et m? sont le nombre initial de scénarios et
d’échantillons internes par scénario, respectivement. Le parametre 7. est la longueur de I’époque. Le parametre k est
le nombre total d’échantillons internes. Notez que chaque déviation standard o; peut étre estimée en ligne au cours

de la simulation.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons expliqué la méthodologie dite simulations imbriquées ot
nous avons présenté les différents estimateurs utilisé pour estimer la probabilité d’une
grande perte et nous avons illustré le passage d'un estimateur a un autre en montrant
la différence entre chaque estimateur et donner les avantages et les inconvénients de ces

derniers.
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Chapitre 3. Résultats numériques et discussions

3.1 Introduction

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques qui illustrent les avan-
tages de l'estimation imbriquée non uniforme. Nous commencons par la description deux
exemples d’application pour les expériences numériques. D’abord, nous comparons le biais
de 'estimateur Uniform et celui des estimateurs Threshold et Séquentiel non uniformes.
Ensuite, nous donnons une comparaison globale de la MSE obtenue par les estimateurs uni-
formes et non uniformes. Enfin, nous considérons les problemes découlant de I’estimation

de la variance des échantillons de perte de I’étape interne.

3.2 Reésultats Numériques

3.2.1 Parametres expérimentaux

Les expériences numériques sont placées dans le contexte des deux exemples suivants :
un portefeuille avec des flux de trésorerie gaussiens, ou les scénarios de étape externe et
interne sont générés a partir des distributions normales, et un exemple d’option put, ou
le portefeuille consiste en une seule option sur un actif sous-jacent dont le prix suit un
mouvement brownien géométrique. Dans les deux exemples, on s’intéresse au calcul de
la probabilité d’une grande perte. On considere les seuils de pertes correspondant aux

probabilités de perte en 10%, 1% et 0.1%.

Dans l'exemple gaussien, on considere un portefeuille avec des facteurs de risque et
des flux de trésorerie normalement distribués. C’est le cas le plus simple pour tester une
procédure de simulation imbriquée. Plus précisément, on considere un portefeuille avec la
valeur Xy = 0 a l'instant ¢ = 0 et la valeur X, (w) = w a I’horizon de risque 7. On supposons

que le facteur de risque la valeur réel w € R est distribuée suivant la loi normale centrée

2

2 erne = 1. Ensuite, la perte L(w) = Xo — X, (w) = —w est une variable

et d’écart type o
aléatoire normale standard. Dans un scénario w;, chaque échantillon de perte interne prend
la forme ZAM = —Ww; + TinterneWij, o W, ; est une variable aléatoire normale standard et
Ointerne = 0 est écart type des échantillons de 1'étape interne. Dans ce cas, étant donné

un seuil de perte c. La probabilité d'une perte excédant ¢ est donnée par o = ®(—c).
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On choisit les valeurs 1.282, 2.326 et 3.090 pour le seuil de perte ¢, correspondant a des
probabilités de perte de 10%, 1% et 0.1%, respectivement.

Dans I'exemple de 'option put, on suppose que le portefeuille en une grande échéance
pour une seule option put.
Cet exemple est plus complexe parce que les flux de trésorerie du portefeuille sont non
linéaires et suivent des distributions asymétriques, qui varient considérablement d’un
scénario a 'autre. Ici, Iactif sous-jacent suit un mouvement brownien géométrique avec un
prix initial Sy = 100. La dérive de ce processus sous la distribution du monde réel utilisée
dans la étape externe de la simulation est u = 8%. La volatilité annuel est o = 20%.
Le taux sans risque est r = 3%. Le strike de l'option put est K = 95, et I’échéance est
T = 0.25 ans (c’est a dire trois mois). L’horizon de risque est 7 = 1/52 ans (c’est a dire
une semaine). Avec ces parametres, la valeur initiale du put est Xy = 1.669 donnée par la
formule de Black and Scholes.
Notons S, (w) le prix de lactif sous-jacent a I’horizon de risque 7. Cette variable
aléatoire est générée selon S,(w) £ Spel=7"/27+ovT o le facteur la valeur de risque
réel w est une variable aléatoire normale standard. La perte de portefeuille a 1’horizon de

risque 7 est donné par

Lw)=Xy—F [e””(T’T) max (K — St (w,W),0) |w],

ou W est une variable aléatoire normale standard distribuée indépendamment, et

St(w, W) est donnée par
St (w, W) £ 9 (w) 6(7“*02/2)(Tfr)+a\/ﬁw‘

Notons que, étant donné une valeur fixe de w et une valeur générée selon la loi normale
standard W, la variable aléatoire Sp(w, W) est distribuée selon la répartition du risque
neutre du prix de 'actif sous-jacent a 1’échéance T' de l'option, conditionnelle au prix de

lactif S, (w) & I'horizon de risque 7, chaque échantillon de perte interne prend la forme
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g —r(T—T1
Zi,j = XO — € ( ) max (K — ST (wi, Wi,j) ,O) N

ou W; ; est une variable aléatoire normale standard indépendante. Notons que les scé-
narios de étape externe sont générés en utilisant la distribution du monde-réel régie par la
dérive p. Tandis que les scénarios de étape interne, utilisés pour générer les prix des options

put futures, sont générés en utilisant la distribution neutre au risque régie par la dérive p.

Il n’est pas difficile de voir que la perte L(w) augmente strictement dans le facteur de
risque w. Par conséquent, la probabilité d’une perte dépassant un seuil ¢ peut étre calculée
selon « = P(L > ¢) = P(w > w*) = ®(—w™*), ot w* est la solution unique a L(w*) = c.
On choisit les valeurs 0.859, 1.221 et 1.390 pour le seuil de perte ¢, correspondant
respectivement aux probabilités de perte de 10%, 1% et 0.1%.

3.2.2 Comparaison des biais

L’avantage de I’échantillonnage de I’étape interne non uniforme par rapport a I’échan-
tillonnage uniforme et que pour le méme nombre total d’échantillons internes, un estimateur
avec un biais faible est obtenu. Dans cette section, on compare numériquement 1’estimateur
Uniform et les estimateurs non uniformes Threshold et Séquentiel en terme de biais.

Pour ce faire :

— On génere une séquence fixe wy,...,w, de n = 10,000 scénarios de étape externe.

— Pour éliminer tout bruit dans notre comparaison en raison de l'aléa dans la génération
de scénarios, on choisit les scénarios de fagon déterministe et stratifiée afin que P(w <
wi)=1i/(n+1),1<i<n.

— Compte tenu des scénarios stratifiés, on calcule numériquement le biais de chaque es-
timateur mesuré sur 1,000 essais indépendants, puisque le nombre total d’échantillons
a I’étape interne varie de k = 20,000 a k = 4, 000, 000.

— Dans le cas de l'estimateur Uniform, le nombre d’échantillons d’étape interne par
scénario est varié de m = 2 a m = 400.

— Pour l'estimateur Séquentiel non uniforme, on utilise m® = 2 échantillons intérieurs
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initiaux par scénario, puis on fait varier le nombre moyen de échantillons d’étape
interne par scénario de m = 2 a m = 400.

— Dans le cas de 'estimateur de Threshold non uniforme, le parametre de seuil v varie
sur I'intervalle [5 x 107°,2 x 107!], et le nombre total attendu d’échantillons & I’étape
interne est tracé. Ces valeurs de v sont choisies expérimentalement pour que le nombre
d’échantillons internes total attendu pour 'algorithme de Threshold coincide avec le

nombre d’échantillons internes total pour les autres algorithmes.

Les résultats de I'exemple gaussien et de I'exemple de 'option put pour a@ = 1% sont
illustrés sur la figure (3.1). Dans les deux cas, les estimateurs non uniformes Threshold
et Séquentiel présentent un biais inférieur a celui de I'estimateur Uniform. De plus, pour
I'estimateur Uniform, les résultats sont cohérents avec le biais décroissant a l'ordre &7 1,
comme le suggere le théoreme 1. Pour 'estimateur Threshold non uniforme, les résultats
sont cohérents, le biais diminue selon k~27¢ pour tout € positif, comme il est suggéré par les
résultats théoriques présentés. Notons que la performance des estimateurs Threshold et Sé-
quentiel est, en grande partie, indiscernable. Ceci suggere fortement que I’analyse théorique
du taux de convergence de ’estimateur de Threshold fournit une bonne approximation du

taux de convergence de 'estimateur Séquentiel.
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(b) Put option, e = 1%
Figure 3.1 — la fonction du biais

La figure (3.2) donne un apercu qualitatif du comportement d’échantillonnage interne
de l'estimateur Séquentiel non uniforme. Ici, le nombre d’échantillons internes utilisés par
le Séquentiel varie de deux ordres de grandeur selon les scénarios, avec beaucoup plus

d’échantillonnage se déroulant pres du seuil de perte ¢ que loin de celui-ci.
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Figure 3.2 — la distribution des échantillonnes de niveau intérieur
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3.2.3 Comparaison des MSE

Dans cette section, on donne une comparaison globale de la MSE obtenue par les
estimateurs uniformes et non uniformes, pour un nombre k d’échantillons générés a ’étape

interne. On considere chacun des estimateurs suivants.

Uniforme Optimal.

C’est I'estimateur Uniform avec des parametres choisis de maniere optimale. Le nombre
de simulations est initié¢ & m = k'/3/8* et n = k?/34*. Notons qu’en général, il n’est pas
clair comment déterminer la valeur 5* étant donné les parametres du probleme. Pour les
exemples gaussienne et de l'option put, nous pouvons utiliser des expressions de forme
fermée pour la distribution de probabilité des pertes afin de calculer exactement cette

constante.

1/3:2/3 Uniforme.

C’est I'estimateur uniforme avec m = k'/3 et n = k?/3, cet estimateur a un MSE qui
se désintegre avec le méme ordre (k?/?) que I'estimateur Uniform optimal, mais avec une
constante sous-optimale. Ceci est destiné a illustrer le cas ou la constante 5* de ’estimateur

Uniforme Optimal est inconnue, et un choix arbitraire de constante (f* = 1) est effectué.

Séquentiel Optimal

C’est 'estimateur d’échantillonnage Séquentiel non uniforme ou n est choisi de fagon

0 = 2 échantillons initiaux ont été utilisés. Les

optimale pour minimiser le MSE. Ici, m
parametres (m,n) controlant le nombre moyen d’échantillons internes et le nombre de
scénarios ont varié en fonction des choix satisfaisant le nombre de simulations, c’est a dire;
mn = k. L’estimateur Séquentiel optimal est un algorithme idéalisé destiné a capturer la

meilleure performance possible qui peut étre atteinte en utilisant I'estimateur Séquentiel.
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Adaptative.

Il s’agit de I'estimateur adaptatif il utilise un échantillonnage non uniforme séquentiel
et alloue de maniere adaptative le nombre de calcul entre les scénarios d’étape externe et
les échantillons d’étape interne. Ici, n® = 500 scénarios initial ont été utilisés, avec des

échantillons internes initiaux m°® = 2 par scénario et avec 7 = 100, 000.

Adaptative g;

C’est une variation de I'estimateur Adaptatif dans lequel la variance des échantillons
internes est estimée. Les résultats numériques, pour les six cas de test (les exemples gaus-
siens et put, chacun avec des seuils correspondant a trois probabilités de perte différentes)
utilisant les cinq estimateurs, sont résumés dans le tableau 1. Dans tous les cas, un nombre
de calculs de 4,000,000 échantillons internes a été utilisé. Les résultats de chaque cas sont

calculés sur 1,000 essais indépendants[6]
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n m Variance Biais? MSE MSEcart—type  MSEnorm
Gaussien
a=10% 1/3 :2/3 Uniform 25,199 159  4.0«1076  2.8%x10~* 2.9x10~% 2.1x%1076 35.4
Uniform optimal 4,499 889  2.1x1075  8.6%10°6  3.0¢10~° 1.2%10~6 3.7
Adaptive(6;) 14,968 281  7.0x107%  2.7x106  9.7x107° 4.7%1077 1.2
Adaptive 12,802 321  7.2%x107%  1.5%x10%  8.6x10~° 3.9%10~7 1.0
Séquentiel optimal 12,395 323  6.8%x1076  1.4x107%  8.2%¢10°6 3.7%x10~7 1.0
a=1% 1/3 :2/3 Uniform 25,199 159  6.1x10~7  2.8x107°  2.8%107° 2.6x10~7 60.9
Uniform optimal 5,089 786  2.3¥1076  1.0x1076  3.3x10~ 1.5%10~7 7.2
Adaptive(d;) 16,177 250  7.0%¢10~7  3.7%x1079  7.0x10~7 3.1x10~8 1.5
Adaptive 16,118 251  7.1x10~7  4.1x1079  7.2%10~7 3.1x10~8 1.6
Séquentiel optimal 30,860 130  3.5%x10~7  1.1x1077  4.6%x10~7 1.8%10~8 1.0
a=0.1% 1/3 :2/3 Uniform 25,199 159  8.2%10~° 1.1x10~® 1.2%10°© 1.9%10°% 48.0
Uniform optimal 7,788 514  1.7«1077  7.9%x1078  2.5%10~7 1.3%10~8 10.0
Aadaptive(d;) 30,798 132 3.5%1078  4.7%10710  3.5%10~8 1.6%10~9 1.4
Adaptive 30,628 132  3.8%«1078 5.0%107'0  3.8410~8 3.2%1079 1.5
Séquentiel optimal 56,686 71 1.8«1078  6.5%1079  2.5%x10~8 1.1x10~9 1.0
Option put
a=10% 1/3 :2/3 Uniform 25,199 159  4.1x107%  5.1x10~*  5.1x10~% 2.9%x10~6 58.6
Uniform optimal 5,095 785 1.9%107°  2.4x107°  4.2%x10~5 1.6%10~6 4.8
Adaptive(;) 6,671 601  1.5%1075  4.8%10~6  2.0%10~° 9.2%10~7 2.3
Adaptive 7,325 547  1.3¥1075  2.1x10~7  1.4%10°° 6.2%10~7 1.6
Séquentiel optimal 12,395 323  7.3%x10~6  1.5%¢107%  8.7%10~F 3.8%10~7 1.0
a=1% 1/3:2/3 Uniform 25,199 159  7.8%10~7  9.4%10~°  9.5%10°° 5.4%10~7 141.8
Uniform optimal 3,143 1,273 3.8x1076  1.2¢10°%  5.0%¢10~6 2.1x10~7 7.5
Adaptive(6;) 10,085 401  1.2%10=6  2.0%s10~7  1.4%10~6 6.2¢1078 2.1
Adaptive 9,992 405  1.1%1076  1.7%10~8  1.1x10~6 4.8%10~8 1.6
Séquentiel optimal 19,558 205  5.4%10~7  1.5%x10~7  6.9%x10~7 3.0x10~8 1.0
a=0.1% 1/3 :2/3 Uniform 25,199 159  1.5%x10~7  8.1x10~% 82410~ ° 7.2%¥10~8 174.5
Uniform optimal 2,570 1,556  4.4%x10~7  3.9%x10%  4.8%10~7 2.7%x10~8 10.2
Adaptive(d; ) 14,884 274  1.1x1077  1.8%x10~%  1.3%x10~7 9.0%10~9 2.8
Adaptive 14,384 284  9.2x1078  5.6%10710  9.2%¢1078 1.4%10-8 2.0
Séquentiel optimal 26,508 151  3.9x10~8  8.0x107°  4.7x10~8 2.3%1079 1.0

Table 3.1 — les résultats numériques de six tests pour les cinq algorithmes
d’estimation.

NB :Ce tableau présente les résultats numériques de six tests pour les cing algorithmes
d’estimation (pour chacun des deux examples gaussiens et option put, on fixe trois seuils
correspondant a trois probabilités de perte différentes). Les résultats sont calculés sur
1,000 essais indépendants, chacun avec un nombre total de simulation £ = 4,000, 000. Les
résultats générés comprennent le nombre de scénarios d’étape externe (n) et le nombre
moyen d’échantillons d’étape interne par scénario (m), ainsi que la variance, le biais au
carré, la MSE et I'écart-type de la MSE pour chaque estimateur. La derniére colonne

contient les résultats de la MSE normalisées par rapport a l’estimateur Séquentiel optimal.

3.2.4 Interprétation des Résultats

Les résultats numériques dans le tableau 1 peuvent étre interprétés on comparant les

estimateurs deux a deux, comme suit :
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e Uniforme Optimal vs (1/3) :(2/3)Uniforme : Ce sont des estimateurs uniformes
asymptotiquement optimaux ; ils ne different que par le choix de la constante *. La
performance pratique de ces deux estimateurs est toutefois radicalement différente.
Cela met en évidence la sensibilité de I'estimateur Uniforme dans la pratique par
rapport au choix de la constante *. Notons que le calcul de celle-ci, nécessite la
connaissance de la constante 6.. Il n’est pas clair comment estimer cette constante
dans la pratique, et elle peut varier considérablement entre différentes instances de

problemes.

e Uniforme Optimal vs Séquentiel Optimal : Ceux-ci représentent la meilleure per-

formance possible qui peut étre atteinte par les estimateurs Uniform et Séquentiel.
Aucun de ces estimateurs n’est réalisable en pratique; le premier parce qu’il dé-
pend d’un parametre qui ne peut étre facilement déterminé a partir des données du
probleme, le second parce qu’il nécessite une exploration du choix des parametres.
Cependant, en les on comparant entre I’échantillonnage Uniforme et non uniforme,
c’est illustré clairement les avantages de 1’échantillonnage non uniforme. Dans chaque
cas de test, 'estimateur Séquentiel Optimal a la MSE le plus basse. L’amélioration
du MSE par rapport a I'estimateur Uniforme Optimal est comprise entre un facteur
4 et 10. Cette amélioration est la plus grande lorsque 1’on estime des probabilités de
perte qui sont rares (par exemple, le cas a = 0.1%).
De plus, notons que 'estimateur Séquentiel optimal utilise beaucoup moins d’échan-
tillons de I’étape interne et beaucoup plus de scénarios de I'étape externe. L’estima-
teur Séquentiel optimal est capable d’obtenir un biais faible avec moins d’échantillons
de I’étape interne, il peut donc utiliser plus de scénarios avec le méme nombre de si-
mulations.

e Séquentiel optimale vs Séquentiel Adaptative : L’estimateur Séquentiel optimal
repose sur le choix des parametres : le nombre d’échantillons internes et le nombre de
scénarios externes; ce qui n’est pas faisable en pratique. D’autre part, I’estimateur
Séquentiel Adaptatif effectue ce choix dynamiquement au cours de la simulation et
ce qui est donc réalisable en pratique. La comparaison de ces deux méthodes montre

combien 'avantage de la méthode Séquentielle optimale.
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Dans toutes les expériences, ’estimateur Séquentiel Adaptatif atteint une MSE entre une
et deux fois que celui de I'estimateur Séquentiel optimal. Dans certains cas, I’estimateur
Adaptatif sur-estime le biais réel et utilise trop d’échantillons de I'étape interne par rapport
a l'allocation optimale. Ceci suggere qu’il y a une légere amélioration dans la procédure

Adaptative pour effectuer les calculs entre les étapes internes et externes.

3.2.5 Estimation de la variance

L’algorithme Adaptive requiert la valeur de o;, I'écart-type des échantillons de perte
de I’étape interne ZAM,Z-,Q, ... dans le scénario w;. En pratique, o; ne sera pas connu.
Cependant, on peut supposer de nombreuses variations de 1’algorithme Adaptive ou chaque
o; est estimé au cours de l'algorithme d’estimation|[6] .

Une telle variation remplace chaque o; de 'algorithme Adaptative par 'estimation :

~ A m; I b
o; — o;

5. (3.1)

ici on définit :

m;

1 5 1/2
~ A j : 5 7

Comme l'écart-type d’échantillon des échantillons de perte d’étape interne générés dans le
1 n
— E 0; pour qu’il soit la moyenne globale de tous ces écarts-types.
n

i=1
Cette procédure équilibre une estimation d’ensemble avec une estimation locale afin que les

, . — A
scenario w;, et o =

écarts-types estimés puissent étre générés de maniere plus fiable ; en particulier, lorsqu’il y
a un petit nombre d’échantillon de étape interne dans un scénario donné. Pour b = 0, la
procédure correspond a I'estimateur d’écart-type de ’échantillon habituel. Pour les grandes

valeurs de b, I'estimation de I’ensemble recoit un poids plus important.

Les résultats numériques pour un estimateur Adaptatif utilisant cette procédure pour
estimer o;, avec b = 5, sont donnés dans le tableau 1. Pour éviter une charge de calcul
prohibitive, nous mettons seulement a jour la moyenne ¢ a la fin de chaque itération. Les
résultats montrent qu’il y a une perte de performance légere lorsque l'estimateur &; est

utilisé a la place du vrai o;
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3.3 Nos résultats numériques et interprétations

En suivant la méme démarche adoptée dans le travail de Brodie et al [6], dont leurs
résultats sont illustrés au début de ce chapitre, nous présentons également les notre obtenus

sous 'environnement Matlab et qui sont résumés dans le tableau suivant :

n m  Variance  Biais? MSE &

Gaussien
a = 10% 1/3:2/3 Uniform 1143 35 1.4%107* 2.6x107% 2.8%10~® 0.141
Uniform m=n=+vk 200 200 4.95x10~* 4.2¢10~* 9.1x10~* 0.091
Adaptive 300 133 3.8x107% 1.4%107% 5.2x10~% 0.119
Séquentiel 500 80 1.5%x10~* 3.1x10~* 4.7x10~* 0.106

Option put
a=10% 1/3 :2/3 Uniform 1143 135 1.4%107% 3.3x107% 3.5%x1073 0.132
Uniform m =n =+vk 200 200 4.5%x10~* 1.2%x10% 5.7%x10~* 0.090
Adaptive 305 131 4.7%x107* 2.4%107° 4.9%10~* 0.113
Séquentiel 500 80 1.8%x107* 2.9x107* 4.7¢10~* 0.110

Table 3.2 — les résultats numériques de deux tests pour les quatre algorithmes
d’estimation.

3.3.1 Justification des algorithmes choisis

Nous nous focalisons sur les algorithmes introduits dans le tableau ci-dessus. Ce choix
a ¢été fait en raison de manque de matériels informatiques performants. L’approche des
simulations imbriquées requiere une grande allocation d’espace mémoire et un temps de
calcul énorme. C’est qu’est ce qu’il justifie aussi le choix des parametres considérés ; d’abord,
dans la pratique, le choix des parametres B , v, 0. et b s’avere difficile. Au dela, il n’est pas

clair comment fixer des valeurs optimales pour ces parametres.

3.3.2 Interprétation des résultats obtenus

Nous suggérons sur les résultats obtenus, pratiquement, les mémes remarques faites a
propos des résultats fournis dans le travail de Brodie et al [6]. Il s’avere que Iestimateur
Séquentiel représente la meilleure performance possible pouvant étre atteinte. Le choix des
parametres initiaux influence sur les quantités (Biais, variance) pour la réduction de la
MSE.
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3.4 Conclusion

Ce chapitre est consacré aux calculs numériques, des résultats pour chaque estimateur
ont été illustrés. Egalement, une comparaison du Biais et de 'erreur quadratique moyenne
MSE ont été élaborés et cette derniere a été réduite par des facteurs allant de 4 a plus de
100. Les simulations imbriquées a deux niveaux peuvent fournir une évaluation plus réaliste
du risque financier, mais avec un cotit de calcul considérable. Une procédure des simulations
Séquentielles Imbriquées a été proposée et qui réduit considérablement le nombre de calculs.
Enfin, nous pouvons nous appuyer sur I’application de cette procédure raison quelle estime

pratiquement de pres la probabilité d’une grande perte.
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Conclusion Générale

Ce projet de mémoire a été principalement placé sous l'objectif de mesuré les risques
nanciers. remier Studier le risque financier d’un portefeui us tou -
financiers. La premiere est d’étudier le risque financier d’ ortefeuille sous tous ces as
pects ou nous avons introduit certaines notions fondamentales pour mieux comprendre
I'intérét de ce mémoire. Ensuite, nous nous avons focalisé sur le calcul d’une probabilité
de grande perte en utilisant 'approche dite "Simulations Imbriquées” (ou Simulations dans

des simulation ”SdS”).

Apres avoir illustré un ensemble d’algorithmes, tous sont congus pour objectif de mesurer
le risque : la probabilité d’une grande perte. Afin de programmer ces algorithmes, nous
avons choisi ’environnement Matlab pour les avantages qu’il présente : la programmation
facile, la continuité parmi les valeurs entieres, réelles et complexes, la gamme étendue
des nombres et leurs précisions, la bibliotheque mathématique tres compréhensive, et bien

d’autres.

La procédure d’estimation séquentielle peut étre combinée avec des recherches antérieures
sur la réduction de la variance pour la génération du scénario de 1'étape externe afin de
réaliser d’autres économies de calculs. Les algorithmes et les résultats ont été présentés
dans le contexte de l'estimation de la probabilité d'une grande perte, mais il peut étre
possible d’appliquer des idées similaires pour développer des algorithmes non uniformes

pour d’autres mesures de risque. Cela reste une zone ouverte pour la recherche future.

64



Nous tenons a souligner également que ce projet a été 1'occasion d’acquérir une expé-
rience tres enrichissante en travaillant sur des aspects a la fois académiques et professionnels
dans le secteur des mathématiques financieres et du business intelligence. Il est également
fondamental de préciser la difficulté que nous avons eu au début du projet. Nous avons
travaillé sur de nouvelles notions en finance, en mathématiques et sur des nouvelles pla-
teformes ce qui a enrichi nos connaissances mais aussi a constitué un défi pour réussir le

projet.

Grace au bon encadrement, le suivi, la bonne gestion de temps et a la méthodologie

Agile, nous sommes arrivés a bien surmonter tous les problemes que nous avons eu.

Apres tout, la gestion de risques et la gestion de portefeuille ne cessent d’évoluer et
d’acquérir de I'importance. Ce travail n’est qu’un volet parmi d’autres, il peut donc étre

exploité afin de toucher d’autres aspects de ces deux gestions.
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Annezes A. Probabilités et statistiques

A.1 La variance :

La variance est 'un des instruments les plus importants dans 1’étude de risques finan-
ciers. Selon la définition classique, elle est la moyenne des carrés des écarts par rapport
a la moyenne. Mathématiquement, elle peut étre considérée comme une mesure servant a
caractériser la dispersion d'une distribution ou d’un échantillon autour de sa moyenne.

La variance d’un actif est donnée par :
12 —
02(X) = Var(X) = E[(X —E(X))?] = = 3 X; — X
N k=1

Avec :

X; : le cours de actif X a l'instant q.

n : le nombre de périodes .

X = %kﬁ: X; : La moyenne du cours de l'actif X.
=1

Remarque :

Si la variance est nulle, cela signifie que la moyenne des carrés des écarts par rapport a

la moyenne est nulle et donc que la variable aléatoire est une constante.

A.2 Moyenne

Cet estimateur est tres commun et davantage aisé a appréhender. Il s’agit de la somme
des variables divisée par leurs nombres. Dans le domaine bancaire on utilise cette moyenne

surtout pour déterminer un rendement moyen.

— 1
M X =— X; Al
oyenne - ; (A.1)

A.3 L’écart-type

L’écart-type est une mesure de risque utilisé pour calculer la volatilité d'un actif. Il

s’obtient en calculant la racine carrée de la variance. Mathématiquement, 1’écart type se
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traduit par la formule suivante :

A.4 La covariance

Selon la définition classique la covariance permettre d’étudier les variations simultanées
de deux variables par rapport a leurs moyennes respectives.

En finance, cette notion permet de mesurer le degré de liaison des fluctuations de deux
titres entres eux, ou encore d’un titre avec un indice.

Mathématiquement, la formule de la covariance est la suivante :
1z _ _
Cov(x,y) = = > (2 = T) (4 — ),
T k=1
Avec
z; : le cours de 'actif = a I'instant <.
y; - le cours de 'actif y a l'instant <.

n : le nombre de périodes .

1 n
= — > x; : La moyenne du cours de actif x.

T
711 k=1
¥ = — >y : La moyenne du cours de Pactif y.
n k=1
Remarque :

Si la covariance est nulle cela signifie que les deux variables sont totalement indépen-

dantes.

A.5 Coefficient de corrélation

Le corrélation entre deux actif financiers, ou plus généralement entre deux variables
aléatoires, est l'intensité de la liaison qu’il existe entre ces deux variables.
Afin de déterminer cette liaison, il suffit de calculer le coefficient de corrélation par la

formule suivante :
Cov(X,Y)

PXY) = X))
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Remarques :

e —1<pX,Y)<1.

e Si p(X,Y) = 1 (respectivement —1), alors il existe une relation linéaire posi-
tive(respectivement négative) entre x et y .

e Si p(X,Y) =0, alors les deux variables x et y sont dé-corrélées,il n’existe pas pas une
relation non liniere entre ces deux variables.

e Le coefficient de corrélation est symétrique. C’est-a-dire p(X,Y) = p(Y, X) .

A.6 Distribution normale

Rappelons qu’une v.a normale de parametre (u, o) est définie par sa densité :

FIGURE A.1 — Distribution normale

le graphe de la densité normale est symétrique par rapport a la droite verticale d’abscisse
et il présente deux points d’'inflexion, en (u — o) et (u + o) les valeurs typiques de cette

distribution sont données par :

E(X)=pu var(X) = o>
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A.7 Dominance stochastique

Définition A.7.1. [4]Dominance stochastique a l’ordre 1 :

la variable aléatoire réelle X domine stochastiquement au premier ordre Y si :

Vne RP(X <n) <PY <n)
On notera cette relation de dominance X =1 Y.

Définition A.7.2. [4]Dominance stochastique a l'ordre 2 :

la variable aléatoire réelle X domine stochastiquement au second ordre Y si :

n

n
Vn € R,/ P(X <z)dx < / P(Y <y)dy

—0o0 —0o0

On notera cette relation de dominance X =9 Y.
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Annezes B. Notions en finance

B.1 Le risque financier

Le risque financier est défini comme étant lié a 'incertitude et d’autre part, causé par
les écarts non attendus des résultats par rapport a l'objectif attendu[1][2]. Autrement dit,
la notion de risque en finance est reliée a la notion d’incertitude. En effet, le risque d'un
actif financier pour un investisseur, peut étre défini comme l'incertitude qui existe quant a

la valeur de cet actif a une date future.

B.2 Mesure de rentabilité

Le taux de rentabilité ou le rendement est une notion fondamentale en finance et ap-
parait dans I'expression de la plupart des modeles de gestion de portefeuille; elle mesure
I'appréciation (ou dépréciation) relative de la valeur d’un actif financier ou d’un portefeuille

d’actifs financiers entre deux instants successifs .

B.3 Rendement d’un actif financier

B.3.1 Rendement arithmétique

Le rendement arithmétique périodique d'un actif R, ; est donné par I’équation suivante :

P,—P_4)+ D,
Py '

Ry =

Avec :
P, : Prix du titre a la fin de la période t.
P,y : Prix du titre au début de la période ¢ — 1.

D; : Dividende(action) ou intérét(obligation) requ pendant la période t.

B.3.2 Rendement géométrique

Le rendement géométrique(logarithmique) périodique d'un actifnoté R,;, est donné

par la relation suivante :
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P, + D,

R} = Ln(—Pt :

).

Remarque :

Quand le pas de temps est faible le rendement géométrique égalise le rendement arith-

métique.
P, —P_
Ryy = Ln( ) = In(l+ ——5—=) = Ln(1 + Ray) ~ Ra,
t—1

t—
lorsque le rendement arithmétique R,; — 0.

Py + Dy

B.4 Les Accords de Bale [§]

Les Accords de Bale sont des accords de réglementation bancaire signés dans la ville de
Bale (Suisse), et élaborés par le Comité de Bale. Ils visent a garantir un niveau minimum
de capitaux propres, afin d’assurer la solidité financiere des banques. Bale I est signé en
1988. Bale II, qui renforce les premiers accords, est mis en place entre 2004 et 20081. Les
accords de Bale III ont été publiés fin 2010 et leur mise en place est prévue entre 2012 et

2019.

Bale I fait référence a un ensemble de recommandations formulées en 1988 par le Comité
de Bale, un comité rassemblant les banquiers centraux des pays du G-10 sous 1’égide de la
Banque des reglements internationaux, a Bale, pour garantir un niveau minimum de capi-
taux propres, afin d’assurer la solidité financiere. Ces recommandations, également connues
sous le nom d’accord de Bale de 1988 (ou, plus précisément, Convergence internationale de
la mesure et des normes de fonds propres - Juillet 1988, mise a jour en date d’avril 19981),
visaient a assurer la stabilité du systeme bancaire international. En effet, comme indiqué
dans le texte, 'accord ciblait en priorité les banques exercant une activité internationale.
Afin d’atteindre cet objectif, un ratio minimal de 8% de fonds propres par rapport a ’en-
semble des crédits accordés par les banques a été fixé. Ce ratio, appelé ratio Cooke par
référence au président du Comité au moment de la mise en place des recommandations,
fut mis en place dans la plupart des pays de 'OCDE en 1992. Il fut aménagé au milieu

des années 1990 afin d’y intégrer la gestion des risques hors-bilan, tel que les risques liés
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aux dérivés, mais il devint rapidement évident qu’une refonte de 'accord était nécessaire,

ce que le Comité a réalisé avec Bale II qui a été mis en oeuvre a partir de 2006.

Les normes Béle IT (le second accord de Béle) constituent un dispositif prudentiel destiné
a mieux appréhender les risques bancaires et principalement le risque de crédit ou de
contrepartie et les exigences, pour garantir un niveau minimum de capitaux propres, afin
d’assurer la solidité financiere. Ces directives ont été préparées depuis 1988 par le Comité de
Bale, sous I'égide de la Banque des reglements internationaux et ont abouti a la publication
de la Directive CRD. Les normes de Bale II devraient remplacer les normes mises en place
par Bale I en 1988 et visent notamment a la mise en place du ratio McDonough destiné
a remplacer le ratio Cooke. En 2010, le minimum de fonds propres Tiers-I requis par
les accords de Bale est de 4% mais les investisseurs exigent plutot des banques un ratio
supérieur a 10 %. Face aux 500 milliards d’euros de produits dérivés et aux risques hors

bilan qu’ils représentent, la révision des normes bancaires Bale III est en cours.

B.5 Risk-Metric

Suivant le méme canevas, de nouvelles normes Solvabilité II sont, en 2008, en cours de
discussion pour les sociétés d’assurances et de réassurance. Risk metric[21], dans le contexte
de la mesure des risques, un risk metric est le concept quantifié par une mesure de risque.
Lors du choix d'une mesure de risque, un agent choisit un aspect du risque percu a étudier,
tel que la volatilité ou la probabilité de défaut.[19]

Dans un sens général, une mesure est une procédure pour quantifier quelque chose. Une
métrique est celle qui est quantifiée. [20] En d’autres termes, la méthode ou la formule pour
calculer une mesure de risque est appelée une mesure de risque.

Par exemple, en finance, la volatilité d'un stock peut étre calculée de I'une des trois fagons

suivantes :

e (Calculez I'écart-type de I’échantillon des rendements de ’action au cours des 30 derniers

jours de bourse.

e Calculez I’écart type de I’échantillon des rendements de ’action au cours des 100 derniers

jours de bourse.
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e Calculer la volatilité implicite du stock a partir d’'une option d’achat spécifiée sur le

stock.

Ce sont trois mesures de risque distinctes. Chacune pourrait étre utilisée pour mesurer la

volatilité du risque unique.

B.6 Black-Sholes

Modéle du marché financier

Fisher Black et Myron Scholes ont proposé en 1973 ce désormais célebre modele .

Comme c’est un modele ils sont partis des hypotheses

— le prix du sous-jacent suit un mouvement brownien géométrique

— la volatilité est connue a l'avance et est constante

— il est possible d’acheter et de vendre le sous-jacent a tout moment et sans frais

— les ventes a découvert sont autorisées (on emprunte pour acheter une certaine quantité
de sous-jacent pour la vendre)

— il n’y a pas de dividende

— le taux d’intérét est connu a 'avance et est constant

Définition B.6.1. Un processus de Black et Scholes [21] :
La variable aléatoire Sy est un processus de Black et Scholes si elle est solution de [’équation

différentielle stochastique :

dSt = St(/,bdt + O'th)

Ou p la tendance (ou la dérive, ou le drift) qui est une constants réelle décrivant la partie
déterministe de modele, et o la volatilité, qui est ici une constante positive controlant

Uintensité du mouvement brownien W;.

B.7 Mouvement brownien

Un mouvement brownien : est un processus stochastique a incréments stationnaires,

indépendants et distribués selon une loi normale. Les trajectoires de ce processus sont
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continues. [3]
Exemples :
— trajectoire du pollen dans I'eau.
— trajectoire de la pollution dans une riviere.

— prix des actifs dans un marché financier.

Définition B.7.1. [3]|Un processus aléatoire W = (W), > 0 a valeurs réelles est appelé
mouvement brownien s’il est a accroissements indépendants et stationnaires. Plus précisé-
ment, pour tous Vs, t > 0, la variable Wy s— W, est indépendante des variables {W,,r < t},

et la loi de l'accroissement Wy s — Wy est la loi normale N(0, s).

B.8 Mouvement brownien géométrique |3]

Définition B.8.1. Un processus stochastique (S¢)i<o est appelé mouvement brownien géo-

métrique s’il est solution de I’EDS suivante :
dSt = ,UStdt + O'Stth

Ou p et o sont constants. Cette équation a une solution analytique obtenue facilement

grace a la formule d’Ito : ,

Sy = Spexp((r — %)t +oWy)
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