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Introduction générale

La programmation mathématique a connu une diversification spectaculaire au cours
des derniéres décennies. Ce processus s’est produit a la fois au niveau de la recherche ma-
thématique et au niveau des applications générées par les méthodes de résolution qui ont
été créées. Vu l'importance de la théorie d’optimisation pour 1’évaluation de l'efficacité de
certaines activités pratiques , nous nous intéressons dans ce mémoire a la programmation li-

néaire fractionnaire (PLF) qui posséde de nombreuses applications en économie et en finance.

Parmi ses applications servant a optimiser l'efficacité de certaines activités, on cite par
exemple, le bénéfice gagné par l'entreprise par unité de dépense de la main d’oeuvre, le coit
de la production par unité de bien produit, etc.

De nos jours, a cause du déficit de ressources naturelles, 'utilisation de critéres spécifiques
devient de plus en plus d’actualité, pour cela ’application de PLF pour la résolution des

problémes réels liés a 'optimisation pourrait étre plus utile qu'un PL.

Il y’a d’autres domaines d’applications en plus de ceux que nous avons cités, ot la program-
mation linéaire fractionnaire peut devenir un modéle, on cite : la recherche opérationnelle,
la programmation stochastique et I'algorithme de décomposition pour des systémes linéaires
de grande taille. Pour cela, cet outil mathématique a recu une attention particuliére de plu-
sieurs chercheurs qui se sont penchés au développement de méthodes de résolution pour les
problémes PLF.

Parmi les méthodes de résolution d’un probléme PLF, on cite I'approche d’équivalence
représentée par la transformation de Charnes et Cooper [4] et 'approche directe qui est la
résolution du probléme tel qu'il se présente : Bela Martos [18] généralise la méthode du sim-
plexe pour la résolution de ce probléme, Gilmore et Gomory [10] nous proposent une autre
méthode de résolution qui se base sur le gradient réduit et qui est exposée plus tard dans ce
mémoire. Ensuite, d’autres méthodes de résolution ont apparu telles que : I’approche para-
métrique de W.Dinkelbach [38] qui consiste a réduire une solution d’'un PLF a une série de

solutions de PL, ainsi que d’autres méthodes de résolution de PLF.

Parmi les méthodes directes congues, nous proposons celle de Gabasov et Kirillova appelée



méthode de support [27] pour la résolution des problémes de la programmation linéaire, qui
est une généralisation de la méthode du simplexe. A I'inverse de ’algorithme du simplexe qui
débute par un point extréme, la méthode de support peut débuter par une solution réalisable
quelconque et une base arbitraire, ot il suffit & une sous-matrice carrée d’étre inversible. Dans
notre mémoire, nous traitons un PLF dans le domaine de la financie, et nous le résolvons par
la méthode de support qui est programmeé sous le logiciel Matlab.

Ce mémoire est structuré de la maniére suivante : Dans le premier chapitre, nous présen-
tons quelques notions d’algebre linéaire et de la programmation linéaire. Le deuxiéme chapitre
est consacré a établir un apercu général concernant la programmation linéaire fractionnaire.
Dans le troisiéme chapitre, nous présentons quelques méthodes de résolution des problémes
de programmation fractionnaire. Et dans le dernier chapitre, nous présentons deux exemples
d’applications, le premier en finance et le deuxiéme en agriculture.

Finalement, nous terminons ce mémoire par une conclusion.



Rappels d’algébre linéaire et de programmation

linéaire

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord quelques notions d’algebre linéaire, ainsi
que quelques notions d’analyse convexe et de 'optimisation convexe. Ensuite, nous donnons

un apergu général sur la programmation linéaire.



1.1 Rappels d’algébre linéaire

1.1.1 Matrices et vecteurs
e Soient deux ensembles d’indices :
I={1,2,....i,..m}, J={1,2,....4,....,n}, m<n.
Une matrice A de dimension (m X n) est représentée par 1’écriture suivante :

a1 QA1n
A= A([7 J) = [aij]mxn = Qij
Am1 - Qmnp

ePour des calculs pratiques, la matrice A se note aussi :

T
Aj
T
A
A= (ar,a9,...,05,...,04,) = ar |
i
T
Am
ou
ay;
, a2;
aj =A(l,j) = _ est un vecteur-colonne,
Qg
AT = A(i,J) = (aq, @iz, ..., a) est un vecteur -ligne.

L’opérateur de transposition
e Le symbole ()T est celui de la transposition.

e La matrice transposée de A sera notée :

AT = AT(J 1) = (aji, € J, i €1).

1.1.2 Matrices et vecteurs partitionnés

On peut effectuer le produit d’une matrice A et d’un vecteur x, aprés les avoir partitionnés
judicieusement. On dit alors qu’ on a effectué un produit par blocs.

En effet, si on a
A=(A1] Ay), 2" = (21| 22),

alors on peut écrire :
Ax = Alxl + AQlL‘Q.



De méme, pour

All A12 T T
A= , ol = , b= (b | ba),
( 4121 4122 ) ! (xl | x2> ( ' ‘ 2)

I’équation Az = b peut alors s’écrire :

Anzy + Arpzy = by,
Aoy + Agoe = by.

On peut partitionner une matrice d’'une maniére arbitraire. Par exemple, si A = A([, J) est
une matrice d’ordre (m x n) et que Jp et Jy sont deux sous-ensembles quelconques de J tels
que

JpUJy =J, JgNJy =10,

alors on peut partitionner A de la fagon suivante :
A= (a1,a9,...,0aj,....a,) = (Ap | An),

avec AB:A(I7 JB), AN: A(I, JN)

1.1.3 Rang d’une matrice

Définition 1.1.
Le nombre mazimum de colonnes linéairement indépendantes d’une matrice A est égal au
nombre mazximum de lignes linéairement indépendantes. Ce nombre est appelé rang de la

matrice A et il est noté par rang (A).

1.1.4 Existence et unicité des solutions d’un systéme linéaire

Définition 1.2.
Le systéeme Ax = b est dit de rang complet en lignes si rang(A) = m, m < n et de rang
complet en colonnes si rang(A)= n, n < m.
Si deux systémes d’équations linéaires, avec le méme nombre d’inconnues, possédent exacte-
ment les mémes solutions, on dit alors qu’ils sont équivalents.
On a ainsi le théoréme suivant :
Théoréme 1.1. [20]
St M est une matrice réquliere d’ordre m, alors les systémes Ax = b et MAx = Mb sont
équivalents.
Théoréme 1.2. [20]
Le systéeme Ax = b
e posséde une solution unique si rang(A) = rang(A,b) = n.
e posséde une infinité de solutions si rang(A) = rang(A,b) < n.

e est impossible si rang(A) < rang(A,b).



Solutions basiques d’un systéme d’équations

Soit T = (zp | xx) un vecteur partitionné qui est solution du systéeme { Az = b, rang(A) =
m < n}, avec zg € R™. Alors x est dit solution basique si zy = 0 et si les vecteurs qui
composent la sous-matrice carrée Ap sont linéairement indépendants.

Une solution basique est dite non dégénérée si

x; #0, Vj € Jp, avec xp = AZ'b.

1.2 Rappels d’analyse convexe

1.2.1 Ensembles convexes

Définition 1.3.

Un ensemble S C R est dit convexe st :
Ve, y € S, YA€ [0,1], de+ (1 — Ny € S. (1.1)

Définition 1.4.
Un ensemble S € R" est dit borné si

Ve e S:|z|| <a, a € R

Définition 1.5.

Un point x d’un ensemble convexe S est dit point extréme si x ne peut pas étre écrit comme
combinaison linéaire conveze de deux autres points différents de S.

Théoréme 1.3. (Caractérisation des points extrémes ) [26].

Soit S={x € R : Az =0, z>0}.

Un point z € S est un point extréme si et seulement si A et x peuvent étre partitionnés de

la maniére suivante :
A= (Ap | Ay) et 27 = (zp | zy), ot Ap € R™™ tel que det Ap # 0 et

v =(zp | zy) = (A5'0 ] 0)

avec
Az'b > 0.

Ces solutions sont dites des Solutions Réalisables de Base (SRB).
Preuve. [26].



1.2.2 Fonctions convexes

Définition 1.6. (Fonction convexe )
La fonction F : S — R est dite convexe si et seulement si pour tous points x, y de [’ensemble

convexe S, on a
Ve, y € S, YA€ [0,1] : FAx+ (1= N)y) < AF(x)+ (1 = \)F(y). (1.2)

Définition 1.7. (Fonction concave)
La fonction F : S — R est concave si et seulement si si pour tous points x, y de l’ensemble

convexe S, on a.
Ve, ye S, YA€ [0,1] : F(Az+ (1 —N)y) > AF(z) + (1 = N F(y).

Définition 1.8.
On appelle épigraphe de F noté pi (F) la partie de l’espace produit (S x R) qui est au-dessus

de son graphe :

pi(F)={(z,a) € S xR : F(z) <a}. (1.3)
Définition 1.9.
On appelle hypographe de F' noté hyp(F') la partie de l’espace produit S x R qui est au-dessous
de son graphe :

hyp(F) ={(x,a) € S x R : F(z) > a}. (1.4)
Théoréme 1.4. [20]
Soit F : S CR"™ = R, une fonction convexe sur un ensemble convexe S non vide. Alors F
est continue sur l'intérieur de S.
Preuve. [26].
Théoréme 1.5. [20]
F' est convezxe si et seulement si pi(F') est conveze.
Preuve. [26].
Définition 1.10. (Fonction quasi-convexe )

La fonction F' est quasi-convexe sur [’ensemble convezre S si :
Ve, y€ S, VA€ [0,1] = F(Ax+ (1 —N)y) <max{F(z), F(y)}. (1.5)

Définition 1.11. (Fonction quasi-concave )

La fonction F' est quasi-concave sur S si :
Ve, y €S, VA€ [0,1] = F(Ax+ (1 — N)y) > min{F(z), F(y)}. (1.6)

Définition 1.12. (Fonction différentiable)
Soit S un ensemble non vide de R™ et F' : R™ — R. La fonction F est dite différentiable en

T € 8, sl existe un vecteur gradient noté VF(Z) et une fonction € : R" — R, tels que :
F(z) = F(z) + VF(2)"(z — 2) + ||z — Z|e(x — T), Yz € S, (1.7)

10



ou lim, .z e(x — ) =0.
Définition 1.13. (Fonction pseudo-convexe)
Soit F' une fonction différentiable sur S, un ouvert non vide de R™. la fonction F est pseu-

doconvezxe sur S si
Vo, y €S, (y—2)"'Vf(r) > 0= F(y) > F(x). (1.8)

Définition 1.14. (Fonction pseudo-concave)
Soit F' une fonction différentiable sur S, un ouvert non vide de R". La fonction F' est pseudo-

concave sur S si

Vo, y€ S, (y—2)'Vf(z) <0= F(y) < F(x). (1.9)

Théoréme 1.6. [20]
Soit F' : S — R Différentiable et pseudo-conveze S un ouvert non vide R™. Alors, F est a la

fois quasi-convexe et strictement quasi-convexe
Preuve. [26]

1.2.3 Optimisation convexe

Soit le probléme de minimisation (P,,) suivant :

minimiser F(z),
reS.

Théoréme 1.7. (Théoréme de Weierstrass) [24]
Si ’ensemble S est compact et F est continue sur S, alors le probléeme d’optimisation (P,,)

admet une solution optimale finie x* € S.
Preuve. [24]

Corollaire 1.1.
Soit F' une fonction de R™ dans R, continue sur R" et vérifiant de plus la condition de crois-

sance & 'infini :

F(z) — 400 lorsque || x ||— +o0,

alors (P,,) a une solution optimale z*.

Définition 1.14. (Minimum global)

Une solution admissible T est dite minimum global si et seulement si Vo € S, F(T) < F(x).
Définition 1.15. (Minimum local)

Une solution admissible 7 est dite minimum local si et seulement si il existe un voisinage

11



Ve(T) de T tel que Ve € SNV (), F(Z) < F(z).

Tout minimum global est évidement un minimum local.

Théoréme 1.8. [26]

Si ' : S CR"” — R est une fonction convexe et différentiable sur S convexe non vide et
T € S tel que VF(T) = 0, alors T est minimum global de F' sur S.

Preuve [26]

Théoréme 1.9.[26]

Soit F' : S — R une fonction quasi-convexe (ou quasi-concave) et continue sur S polyédre
borné, alors au moins une solution optimale z est un point extréme de S.

Preuve [26]

Théoréme 1.10. [26]

Soit F' : S — R strictement quasi-convexe sur S, un convexe non vide de R™. Si T est un
minimum local, alors Z est un minimum global.

Preuve [26]

Théoréme 1.11.[26]

Soit F' : S C R™ — R une fonction pseudo-convexe et différentiable sur .S, convexe non
vide. Si z € S tel que VF(z) = 0, alors Z est un minimum global de F' sur S.

Preuve. [206]

Remarque 1.1 :

La maximisation de F' sur S est équivalente & la minimisation de (—F') sur S.

1.3 Programmation linéaire

1.3.1 Position du probléme et théorémes fondamentaux

Considérons maintenant le probléme de programmation linéaire sous forme standard :

max z(z) = ¢!z, (1.10)
Az =b, (1.11)
x>0, (1.12)

ol ¢ et z sont des n-vecteurs et b est m-vecteur; A une matrice de d’ordre (m x n), avec
rang(A) =m < n.
e Un vecteur x vérifiant les contraintes (1.11) et (1.12) est appelé solution réalisable (SR) du
probléme (1.10)-(1.12). Notons l'ensemble des solutions réalisables du probléme (1.10)-(1.12)
par

S={reR" : Az =b, x > 0}.

Propositions [40]
e Si S n’est pas vide, alors S est convexe.

e Lorsque S = (), on dit que le probléme (1.10)-(1.12) est irréalisable.

12



Théoréme 1.12 [40]

Si le probléme (1.10)-(1.12) admet une SR, alors il admet aussi une solution réalisable de
base (SRB).

Preuve. Voir [40]

Théoréme 1.13 [40]

Si S #£ 0, alors soit :

(a) le probleme (1.10)-(1.12) est non borné. Ou bien

(b) le probleme (1.10)-(1.12) admet une SRB optimale finie.

Preuve. [40]

Pour la résolution des problémes de Programmation Linéaire (PL), les méthodes les plus
connues sont la méthode graphique, la méthode du simplexe, la méthode des deux phases et
la méthode de big-M.

Dans notre travail, nous proposons la méthode de supprort.

1.3.2 Meéthode de support pour la résolution d’un PL & variables
non négatives
Les détails de cette section sont tirés de [25].

Position du probléme et définitions

Le probléme de programmation linéaire se présente sous la forme standard suivante :

maz z(z) = c’ x, (1.13)
Az = b, (1.14)
x>0, (1.15)

ou ¢ , x sont des m-vecteurs et b est m-vecteur; A une matrice d’ordre (m x n), avec
rang(A) =m < n.

Définissons les ensembles d’indices suivants :

[={ 1,.....m} : I'ensemble des indices des lignes de la matrice A,

J={1,...n} : 'ensemble des indices des colonnes de la matrice A,

et soit la partition suivante :

J=JgUJy , JgNJIn=0,|Jg] =m.

On peut alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice A de la maniére suivante :

v =a(J)=(z;,j € J)_( TR ), zp = (24, j € Jp), ony = (xj, j € Jn), c_c(J)_< cB );

TN
A:(I,J):<Clij iEI, jEJ):(aj, jEJ),
ayj

(lj: y A:<AB | AN), AB = A(I, JB> ,AN = A(I, JN)

13



eUn vecteur = vérifiant les contraintes (1.14) et (1.15) est appelé Solution Réalisable (SR)
du probléme (1.13)-(1.15)

el.’ensemble Jp est appelé support si :

det(A B) 7é 0.
e Le couple {z, Jp} est appelé Solution Réalisable de Support (SRS)
e Une solution réalisable 2° est dite optimale si

2(2%) = 2" = max z(z) = max c'z.
z€S z€es

e Une solution réalisable z¢ est appelée e-optimale ou suboptimale si
2(2%) — 2(2°) = T2® — Faf <,

ot 2 est une solution optimale du probléme (1.13)-(1.15) et € un nombre positif ou nul choisi
a l'avance .

e Une solution réalisable de support est dite non-dégénérée si
x; >0, Vj € Jp. (1.16)

Soit {x, Jp} une SRS du probleme (1.13)-(1.15).

e Définissons le vecteur des multiplicateurs w :
u' = cLAG (1.17)
ainsi que le vecteur des cotts réduits :

{E%_UTAN—C£<:>EJ'_UTG]‘—CJ‘,jGJN, (118)

EL =uTAp — L = LA Ap — & = 0.
Formule d’ accroissement de la fonction objectif

Soit {x, g} une SRS du probléme (1.13)-(1.15). Considérons une autre solution réalisable

quelconque Z = z(0) = x+60d, 0 > 0 et d € R". L’accroissement de la fonction objectif s’écrit

alors
2(z) — z(z) = 6c’d. (1.19)
Par ailleurs , on a
Ar = b,
= Ad = 0. (1.20)
Az =0,

dp

En posant d = (
dn

), dg = d(Jp), dy = d(Jy), 'égalité Ad = 0 peut aussi s’écrire :
Apdp + Andy =0, (1.21)

14



c’est-a-dire

dp = —AZ' Andy. (1.22)

On a alors

2(%) — z(x) = 6c'd
= O(ckdp + cndy)
= —H(CEA;ANCZN — chdy)
= —0(cpAp Ay — cy)dy

= —O(u" Ay —ck)dy.
Donc I'accroissement (1.19) devient
2(7) — 2(x) = —0Edy. (1.23)
On définit les deux sous-ensembles Jy et Jyo de Jy comme suit :
Int ={j € JIn/x; >0} et Iyo ={j € In/x; = 0}. (1.24)

Les vecteurs cy et xy peuvent alors étre fractionnés de la maniére suivante :

CN . o
CN = ( . + > , CN—}—:(Cja J GJN-F)’ CNOZ(Cj’ J GJNO)’
NO

x , .
TN = ( xN+ ) , any = (25, § € Inyg), xno = (x5, 7 € JIno).
NO

Le vecteur des cotts réduits F peut aussi s’écrire :
T _ (T T T
B = (Ep, Eny, En),

ol

T _ T T T _ T T
Ey, =u Any —cyp et Eyg = u” Ano — cyy-

La formule d’accroissement (1.23) prend alors la forme finale suivante :
2(2) — z(x) = —0(EY_dn+ + Exodno). (1.25)

Critére d’optimalité

On a le théoréme suivant [27].

Théoréme 1.12 (Critére d’optimalité).

Soit {x, Jp} une SRS du probléme (1.13)-(1.15). Alors les relations

{Ej>o, si j € Jyo, (1.26)

Ej:(), SijEJN+,
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sont suffisantes pour 'optimalité de la solution réalisable x. Ces mémes relations sont aussi
nécessaires dans le cas ou la SRS {x, Jg} est non-dégénérée.
Preuve. [27].
Critére de suboptimalité
Estimons I’écart existant entre la valeur optimale z(x°) est une autre valeur z(x) d’une SRS
quelconque {z, Jg}. On a

2(2%) — 2(z) = (2 —2)
= Bl - a5) + Gk — )
= —Ey(ay — )

= — Z Ej(x) — x;) = Z Ej(z; — ).

JEIN JjE€JIN

Supposons que Ey > 0 et majorons ’expression précédente :

2(2°) = 2(z) < ) Ej(a; - 0) = > Ejuy. (1.27)

Jj€JIN jE€JIN

Pour Ey > 0, le nombre
B(z, Jp) = Y Eju; = Exay,
jeIN
est appelé estimation de suboptimalité.
On a alors le théoréme suivant [27].
Théoréme 1.13 (Condition suffisante de suboptimalité).
Soit {x, Jp} une SRS du probléme (1.13)-(1.15) et € un nombre positif ou nul arbitraire.
Si
En >0et Bz, J) <, (1.28)

alors la solution réalisable x est e-optimale.
Preuve

En vertu de (1.27), on peut écrire pour Ey > 0
2(2°) — 2(z) < B(w, Jp) = Efay < e = 2(2°) — 2(z) < e.

La solution réalisable z est donc e-optimale.

Une itération de ’algorithme

Etant donné un nombre réel positif ou nul quelconque € et une SRS initiale {z,Jg} , le but
de I'algorithme est alors de construire une solution réalisable e-optimale ¢ ou carrément une
solution optimale z°. L’itération de 1’algorithme consiste donc a faire le passage d’une SRS
{x, Jg} vers une autre SRS {z, Jz} tel que z(z) > z(x) . Pour ce faire,on construit la nouvelle

solution réalisable z de la maniére suivante :

T=x+0d, 0>0,
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ou d est un n-vecteur appelé direction d’amélioration, € est le pas le long de cette direction.
Dans cet algorithme, on choisira la métrique du simplexe et on ne fera donc varier qu’une
seule composante z; parmi toutes celles qui ne vérifient pas les relations d’optimalité (1.26).
Pour que l'accroissement soit maximal, il faut alors prendre 6 aussi grand que possible et
choisir l'indice jp tel que

|E;,| = max |Ej, (1.29)

JE€JINNO

ou I'ensemble Jyyo représente ’ensemble des indices non-optimaux de 1’ensemble Jy :
IJvnvo={j€JInv:[E;<0etz;=0]ou[E; #0etx;>0]}

On posera donc

d;, = —signkj,,
dj = 0, j%jOa ] S JN7 (130)
d(Jp) = —Ap'And(Jy) = A a;sign(E;,).

D’autre part, le pas 6 doit vérifier les relations suivantes :
—Qd] < L, ] S JB, (131)

Osign(E;,) < xj,. (1.32)

En calculant les différentes valeurs maximales que peut prendre le pas 6 dans les relation
(1.31) et (1.32), on aura

b, = min 9;, (1.33)
ou
0. — —[L'j/dj, si dj < 0; (134)
! o0, dj > 0.
D’autre part,
9]- _ Zjo s si djo < 0; (135)
o0, djo > 0.

Par conséquent, le pas maximal #° le long de la direction d pour que Z soit une solution

réalisable est égal a :
0° = min{0,,,0;,}. (1.36)

En tenant compte des relation (1.30) et (1.36), la nouvelle solution réalisable z s’écrit :
T=x+0%.
Si Ey >0, on calcule l'estimation de suboptimalité de la nouvelle SRS {z, Jz} :

Bz, Jp) = Y Ejz;. (1.37)

jeJn
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Donc
B(z,Jg) = B(x, Jg) — °Ej,. (1.38)

Si 5(z, Jg) < €, alors l'algorithme s’arréte avec Z une solution e-optimale .
Si (Ex > 0et 8(z,Jp) > € ) ou Exy # 0, on doit changer le support Jp par un nouveau
support Jg de la maniére suivante :

Si 0° = 6, alors il est inutile de changer de support. On écrira

jB == JB~
Si 0% = 6;,, alors la nouvelle SRS {z, Jp} s’écrit :
r=x+ 90d et J_B = (JB \ {]1} U {]0})

Si Ex > 0et 3(z,Jg) =0, alors {Z, Jg} est une SRS optimale et le processus de résolution
s’arréte.

Si Ey > 0et 8(7,Jp) <€, alors {Z, Jg} est une SRS e-optimale et 'algorithme s’arréte.

Si Ey > 0et 3(Z,Jp) > e ou Ey # 0, on recommencera alors une nouvelle SRS avec {z, J5}.
Présentation de la méthode de support

Soit {z, Jg} une SRS initiale du probléme (1.20)-(1.22) et € un nombre arbitraire positif ou
nul. Le schéma de 'algorithme de support pour la résolution des PL a variables non négatives
est présenté dans les étapes suivantes :

Algorithme 1.1

Etape 1:

Calculer le vecteur des multiplicateurs u et le vecteur des cotits réduits Ey, ol

T _ T -1 T _ T T
u =cgAp et By =u" Ay — cy.

Etape 2 : (Test d’optimalité de la SRS {z, Jp} )

Cas 1 : Si Ex > 0, alors calculer I'estimation de suboptimalité 3(z, Jg) = EXax.

Si f(x, Jg) = 0, alors l'algorithme s’arréte avec {x, Jp} une solution optimale du probléme
(1.13) - (1.15).

Si B(z, Jg) < e, alors l'algorithme s’arréte avec {x, Jg} une solution e-optimale du probléme
(1.13) - (1.15).

Sinon, aller a I’étape (3),

Cas 2 : Si Ey # 0, alors aller a I'étape (3).

Etape 3 : (Changement de solution réalisable z en 7)

(1) Déterminer ’ensemble des indices non optimaux :
IJnvo={j€JIn:[E; <0et z;=0]ou[E; #0 et z; >0]};

(2) Choisir I'indice jy tel que Ej;,= max |Ej| , j € Jyno;

(3) Calculer la direction d’amélioration d en utilisant les relations suivantes :
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d;, = —signklj,,
dj =0, sij€Jn\ Jo,
dp = Az'a;,singE;,.

(4) Calculer 0;, = min e, 0;, ou 6, est déterminé comme suit :

9. — —l’j/dj, Sld]<0,
T oo, dJZO

(5) Calculer 0;

o, ol 0, est déterminé comme suit :

0. — Zjg s si dj0<0;
70 oo, sidj, > 0.

(6) Déterminer le pas 6° tel que 8°=min{6,,,0;, }.
(7) Calculer 7 et z(Z) :

T=x+0%, 2(z)=2(x)+0°|Ej]|

Etape 4 : (Test d’optimalité de la nouvelle solution réalisable {Z, J5})

Cas 1 : Si Ey >0, alors calculer 5(z, Jg).

B(jv JB) = B(*T? JB) - QO’EjO"

Si f(z, Jg) = 0, alors l'algorithme s’arréte avec {Z, Jg} une solution optimale du probléme

(1.13) - (1.15).

Si B(z, Jg) < €, alors l'algorithme s’arréte avec {z, Jg} une solution e-optimale du probléme

(1.13) - (L.15).

Sinon, aller a I’étape (5);

Cas 2 : Ey # 0,alors aller a I'étape (5).

Etape 5 : (Changement du support Jz en Jg )
(1)Si 6° = 0, alors Jp = Jp.

(2)Si 0° = 6;,, alors Jp = {Jp\ ji} U {jo}.

Poser © = &, Jg = Jp et aller a I'étape (1).
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Programmation Linéaire Fractionnaire

L’intérét de la programmation fractionnaire est que divers problémes d’optimisation
dans plusieurs domaines, notamment en économie et en finance, s’intéressent & la maximisa-
tion ou & la minimisation d’un rapport de deux fonctions. Par exemple, dans la productivité
des industries, le rapport entre les produits réalisés au cours d’une période donnée et les
ressources utilisées pendant la méme période représente un indicateur de qualité de fonction-
nement.

— En finance, plusieurs rapports peuvent étre formés tels que : le cotit efficace sur le coft
standard, les dettes sur les capitaux propres, I'inventaire sur la vente, le risque des actifs sur
le capital.

— Dans la théorie de 'information, la capacité d’un canal de transmission peut étre définie

comme étant un taux maximal de transmission sur toutes les probabilités.

2.1 Les problémes de programmation fractionnaire

Etant données P, () et g;, © = 1, m, des fonctions réelles définies de R™ dans R, avec ()
ne s’annulant pas sur un sous-ensemble X de R".
Le probléme de programmation fractionnaire consiste & déterminer un point z* maximisant

ou minimisant la fonction F' = g sur un domaine réalisable S défini comme suit :

S={zeX : g(x)<0,i=1,m}

20



Il s’écrit donc sous la forme suivante :

max ou min F(z) = :

(PF) (2.1)

x €S,

et on suppose que :

- Les fonctions P, @) et g;, sont continues sur R".

- S est un domaine non vide et borné de R".

-Q(x) >0,Vz € S.

Définition 2.1

1. Le probleme (2.1) de maximisation est appelé probleme fractionnaire concave-conveze si P
est concave et les fonctions Q et g; pour i = 1,m, sont convezes.

2. Le probleme (2.1) de minimisation est appelé probléme fractionnaire convexe-concave si P

et les fonctions g; pour i = 1, m, sont convezes et () concave.

2.2 Fonction linéaire fractionnaire et ses propriétés

Soit F' une fonction définie de R™ dans R comme suit :

P(z) phx + po
Qlz) q'z+q’

ol po et qo sont des réels, p et ¢ sont des vecteurs de R™.

F(z) =

Définition 2.2

Le vecteur gradient de la fonction F' est défini comme suit :

Lemme 2.1

Soit S un ensemble convexe tel que Q(x) # 0 sur S, alors la fonction F est a la fois pseudo-
convexe et pseudo-concave sur l’ensemble S.

Preuve

Prouvons que F' est pseudo-convexe sur S.

Soient x, y € S tels que :

(y —x)T VF(x) > 0 et montrons que F(y) > F(xz).

On a

Comme

(y—2)'VF(z) > 0 et (Q(x))* > 0,
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alors

(y = 2)"[Q(x)p — P(x)q] = 0.

On a aussi :

(y —2)"[Q(z)p — P(z)q] > 0= P(y)Q(z) — Qy) P(z) > 0.

D’on

P(y)Q(z) > Q(y)P(x).

En divisant les deux termes de l'inégalité par l'expression Q(z)Q(y), on obtient :

Py) _ P()

Qly) ~ Qx)’

ce qui signifie F'(y) > F(z), alors F' est pseudo-convexe sur S.

De maniére similaire, on peut montrer que F' est pseudo-concave sur S.

Conséquences :

1. Comme F est a la fois pseudo-convexe et pseudo-concave sur S, alors d’apreés le théoréme
(1.6), elle est aussi quasi-convexe, strictement quasi-convexe, quasi-concave et strictement
quasi-concave sur S.

2. Comme F est a la fois pseudo-convexe et pseudo-concave, donc elle est quasi-linéaire.

3. Comme F' est strictement quasi-convexe et strictement quasi-concave sur S, d’apres le
théoréeme (1.10), un minimum local est un minimum global sur S , de méme, un maximum
local est un maximum global sur S.

4. Comme F' est quasi-convexe et quasi-concave, d’aprés le théoréme (1.9), au moins une
solution optimale du probléme (2.1) est atteinte en un point extréme de S.

5. Comme F est pseudo-convexe et pseudo-concave sur S, donc d’aprés le théoréme (1.11) si

VF(z) =0, alors Z est un minimum global de F' sur S.

2.3 Les Programmes Linéaires Fractionnaires (PLF)

Lorsque dans le programme fractionnaire (2.1), les fonctions P, @ et g;, i = 1,m, sont
des fonctions linéaires ou affines de la variable € R}, alors le probléme (2.1) d’optimisation
est appelé programme linéaire fractionnaire (PLF), ou programme hyperbolique, qui prend

la forme suivante :

( P(z)  p"z+po
e ) = 0@ T e
(PLF) ] s-c (2.2)
Ar = b,
x>0,
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ol A est une matrice d’ordre (m x n) et b est un vecteur de R ; pg, qo sont des réels, p et ¢
sont des vecteurs de R".

Soit I'ensemble S={x € R" | Az = b, x > 0 } supposé¢ non vide.

On suppose de plus que :

Q(x) > 0 sur I'ensemble S.

Définitions :

— Si un vecteur z = (z1, ..., z,)7 satisfait les contraintes du probléme (2.2), on dit que z est
une solution réalisable du probléme (2.2).

— Si un vecteur = (z1,...,z,)7 est une solution réalisable du probléme (2.2), et donne la
valeur maximale & la fonction objectif F', on dit que = est solution optimale du probléme.

— Le probléme (2.2) peut se résoudre si 'ensemble réalisable S est non vide (S # () et sa
fonction objectif F' a une limite supérieure finie sur S.

— Si 'ensemble S est vide, alors le probléme (2.2) est irréalisable.

— Si la fonction objectif du probléme (2.2) n’admet pas de limite supérieure finie, on dit que

le probléme (2.2) est non borné .

2.4 Rappels sur la finance

2.4.1 La finance

La finance consiste a analyser en termes financiers, toutes les décisions importantes qui
surviennent dans les organisations ou dans la société en général, dans le but d’assurer une

utilisation optimale des ressources et d’améliorer ainsi le bien étre de tout un chacun.

2.4.2 Marché financier

Les marchés financiers sont des lieux fictifs, ou se rencontrent les agents économiques (
personnes, sociétés privées et institutions publiques) ayant un excédent de capitaux (inves-
tisseurs) et ceux ayant besoin de financement, pour négocier des titres financiers, matiéres

premiéres et autres actifs, a des prix qui refletent 'offre et la demande .

2.4.3 Actif financier

Un actif est un contrat généralement négociable sur un marché financier, produisant a son
propriétaire des revenus ou un gain en capital. Il y en a de trés nombreuses sortes d’actifs,

des plus simples : actions, obligations, aux plus complexes : options.
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2.4.4 Action

Une action est un titre de propriété sur une fraction du capital qu’une entreprise décide
de vendre aux investisseurs. Elle confére & son détenteur la propriété d’une partie du capital,
avec les droits qui y sont associés : intervenir dans la gestion de ’entreprise et en retirer un

revenu appelé dividende. L’action est 'actif le plus négocié sur les marchés financiers.

2.4.5 Le coflit

Le cotit est la mesure de la dépense ou de 'appauvrissement d’un agent économique,
associé a un événement ou une action de nature économique, et exprimé généralement sous

forme d’un prix ou d’une valeur monétaire.

2.4.6 Le bénéfice

Le bénéfice ou le profit est la résultante d’une constatation monétaire pour une période

donnée, soit la différence du flux de recettes et le flux de dépenses.

2.4.7 Les obligations

Les obligations sont des titres de créance négociables, utilisés par les entreprises ou les

Etats pour emprunter de I’argent sur les marchés financiers.

2.4.8 Portefeuille financier

Un portefeuille est une combinaison d’un ensemble de titres (actifs) financiers, détenus par
un investisseur (actions, obligations, produits dérivés, matiéres premiéres...). Cette combinai-
son se fait en des proportions différentes afin d’avoir un portefeuille bien diversifié, permettant
ainsi de réaliser un rendement espéré bien déterminé tout en minimisant le risque que peut
courir 'investisseur. Mathématiquement, un portefeuille P est un vecteur de proportions z;,

qui représente la proportion du capital investi dans chaque titre, avec :

La part du capital investi en 1
T; =

capital total

2.4.9 Rentabilité

Le taux de rentabilité ou le rendement est une notion fondamentale en finance et appa-
rait dans ’expression de la plupart des modeéles de gestion de portefeuille, rentabilité mesure
I'appréciation (ou dépréciation) relative de la valeur d’un actif financier ou d’un portefeuille

d’actifs financiers entre deux instants successifs.
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2.4.10 Le risque financier

Le risque financier est défini comme étant lié & I'incertitude et d’autre part, causé par les
écarts non attendus des résultats par rapport a I'objectif attendu. Autrement dit, la notion
de risque en finance est reliée a la notion d’incertitude. En effet, le risque d’un actif financier
pour un investisseur, peut étre défini comme l'incertitude qui existe quant a la valeur de cet

actif & une date future.

2.5 Quelques exemples d’applications de la programma-

tion fractionnaire

Plusieurs problémes pratiques peuvent étre modélisés sous forme de problémes de pro-

grammation fractionnaire.

2.5.1 Minimisation (cott/ temps)

Dantzig, Blattner et Reo [6], proposent un PLF pour un probléme de routage (choisir la
voie que doit prendre un navire ou un avion ), afin de déterminer un cycle dans le réseau qui

minimise le rapport du cotit sur le temps, le modeéle s’écrivant comme suit :

min F(z) =
x €S,

ou la fonction P représente le colit et () représente le temps.

L’ensemble S est défini comme suit :
S:{CL’EX : gZ(‘I)SO7 L= 7m}7

ol X est un sous-ensemble de R™ sur lequel la fonction ) ne s’annule pas. Les fonctions g;

représentent des contraintes de cotit et de temps.

2.5.2 Maximisation (profit/ temps)

Dans un probléme de chargement de marchandise, Kydland [17] propose de maximiser le
profit par unité de temps. Dans ce probléme, le cotlt et le temps de chargement dépendent
de la marchandise choisie. Si la fonction de revenu ainsi que la fonction du cotit de temps

sont linéaires, on aura le PLF suivant :

max F'(z) = :

x €S,
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ou la fonction P représente la fonction de profit et () représente la fonction du cotit de temps

Soit I’ensemble S défini par ’ensemble :
S={zeX : gi(x) <0, i=1m},

ou X est un sous ensemble de R"™ sur lequel la fonction ) ne s’annule pas. Les fonctions g;

représentent les contraintes de profit et de temps.

2.5.3 Maximisation (rendement /risque)

e Faaland et Jacobs [11] ont utilisé un programme linéaire fractionnaire pour maximiser
le rapport du rendement attendu sur le risque, afin de quantifier la relation entre I’étendue
de la diversification et la valeur du portefeuille. Le modéle s’écrit comme suit :

P(x)
Q(z)’

max F'(z) =
x €S,
ou la fonction P représente la fonction de rendement attendu et () représente la fonction de

risque.

L’ensemble S est défini comme suit :
S={zeS : g(x)<0,i=1m},

ou X est un sous-ensemble de R™ sur lequel la fonction ) ne s’annule pas. Les fonctions g;

représentent les contraintes de rendement et de risque.

2.5.4 Maximisation de la productivité

e Gilmore et Gomory [10] vis-a-vis d'un probléme de gestion de stocks dans l'industrie
du papier, ont montré qu’il est plus approprié de minimiser le rapport de la quantité de
matiére premiére gaspillée sur la quantité de matiére premiére utilisée que de minimiser tout
simplement la quantité de la matiére utilisée, ce qui donne un probléme de programmation

linéaire fractionnaire suivant :

min F(z) =

x €S,

ou la fonction P représente la quantité de matiére premiere gaspillée et la fonction @)
représente la quantité de matiére premiére utilisée.

L’ensemble S est défini comme suit
S={reX : g(x) <0, i=Tm}

ou X est un sous-ensemble de R™ sur lequel la fonction ) ne s’annule pas. Les fonctions g;
représentent les contraintes de la quantité de matiére premiére gaspillée et de la quantité de

matiére premiére utilisée.
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Méthodes de résolution

Plusieurs méthodes ont été décrites pour la résolution des problémes fractionnaires,
qui sont classées en trois types.
1.La résolution d’un programme équivalent : cette méthode consiste a transformer le pro-
gramme fractionnaire en un programme équivalent a objectif non fractionnaire, obtenu par
un changement de variables, qui induit I’ajout d’une contrainte et d’une variable. Nous citons
par exemple la méthode de Charnes et Cooper [4].
2. La résolution directe : cette méthode traite le probléme sous forme originale, c¢’est-a-dire
sans modifier ni la fonction objective ni I’ensemble des contraintes. Parmi les méthodes di-
rectes, nous citons la méthode de Bela Martos [18], et celle de Gilmore et Gomory [10].
3. La résolution par paramétrisation : il s’agit de combiner linéairement le numérateur et le
dénominateur par l'intermédiaire d’un paramétre. Nous citons par exemple la méthode de
W .Dinkelbach [38].
Dans ce chapitre, nous présentons trois méthodes de résolution des problémes linéaires frac-

tionnaires.
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3.1 Meéthode de Charnes et Cooper

Nous décrivons maintenant la méthode de Charnes et Cooper (1962) [4] pour transformer

le probléme de programmation linéaire fractionnaire. Considérons le probléme suivant :

( P(z)  pTz+po
pe =00 T et
(PLF) = s¢ (3.1)
Axr = b,
x>0,

ol A est une matrice d’ordre (m x n) et b est un vecteur de R™ ; pg, qo sont des réels, p et ¢
sont des vecteurs de R".

Soit 'ensemble S={z € R" | Az = b, x > 0 } supposé non vide.

On suppose que Q(z) > 0 sur 'ensemble S.

Le changement de variables de Charnes et Cooper est le suivant :

(——) () ’
=), y=\——""")r,r = —.
et T T+ g z
- On remplace P'expression de x dans les contraintes du probléme (3.1), on obtient :

y
A=) =10, j{ Ay — bz = 0,

Y>o. y>0, 2> 0.

z

(3.2)

- On remplace I'expression de x par (¥) et de (ﬁ) par z dans la fonction objectif du
q- T T qo

probléme (3.1), on obtient :

y
F(%) =p"y + poz.
D’ou
max F(y,z) = pTy+ poz,
S.C
PL) = 3.3
(PL) Ay be =0, (3.3)
y>0, 2>0.
On a:
—(——) al T —1e g7 -1
z (qTx+qO)»a0rS 2(¢" = + qo) q"y + qoz

On ajoute cette contrainte au probléme (3.3), on obtient le probléme suivant :

(max F(y,z) = pTy + poz,

S.C

(PLE)={ Ay—bz=0, (3.4)
"y +qoz =1,

W >0,2>0.
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Propsition : [24]
Si (y, z) est une solution réalisable du probléme (3.4), alors z > 0.
Nous démontrons maintenant que si (g, Z) est une solution optimale du programme linéaire

(3.4), alors = £ est une solution optimale de probléme (3.1).
1
q"T + qo
Pour montrer 1'optimalité de z, soit  une solution réalisable quelconque du probléme (3.1),

Supposons que (¥, z), avec zZ = ( ) et y=zZ, est une solution du probléme (3.4).
ie.
Ar=b, x>0

On suppose que gLz + gy > 0 et (y, 2) est une solution réalisable du probléme (3.4), avec
1
Z2=(———) et y=2zx.
<QT$ + QO) Y
Comme (7, Z) est une solution optimale du probléme (3.4), alors py + poz > pTy + poz.
En remplacant y par zz et ¢ par 2z, I'inégalité précédente devient
P74 po > Pz +po

Y T
Z(p~ T + > z(p'x+ = .
(p pO) - (p pO) qTf +q0 - qTx + 9

D’ou 'optimalité de Z pour le probléme (3.1).

-1
Dans le cas ou si ¢7x + gy < 0 pour tout point x € S, alors on pose z = P et y = zx.
4" T T qo
Ceci nous donne le programme linéaire suivant :
[ max F(y,2) = —p"y — poz,
s.c
Ay—bz=20
(pLE)={ Y- ’
_ _ -1
qa Yy — 4oz )
y =20,
L z>0.
D’une maniére similaire, si (7, Z) est une solution optimale du probléme (3.4), alors & = g
z

est une solution optimale du probléme (3.1).

3.2 Meéthode de Gilmore et Gomory

Nous décrivons maintenant la méthode de Gilmore et Gomory (1963)[10] pour la ré-

solution des problémes de programmation linéaire fractionnaire. Considérons le probléme

suivant : ) -
min F(z) = P(z) P $+p07
Q)  q'z+q
(PLF) =4 s¢ (3.5)
Ar = b,
[ >0,
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ol A est une matrice d’ordre (m x n) et b est un vecteur de R ; pg, qo sont des réels, p et ¢
sont des vecteurs de R".

- Soit ’ensemble S={x € R" | Ax = b, > 0 } non vide.

- On suppose que Q(x) > 0 sur 'ensemble S.

3.2.1 Algorithme du simplexe de Gilmore et Gomory

Etape 1:
Trouver une solution de base réalisable xg du systéme Az = b, x > 0 tel que

Trp + AEIANQZN = Aglb,

avec Ap matrice de base, Ay matrice hors base et # = (x5 | zxy = 0)7 un point extréme.
Soit VF(z) = (VpF(x), VyF(2))T le vecteur gradient de la fonction F au point z, tel que :

Q(x)p — P(z)q
Q)P

et Ry le vecteur gradient réduit défini comme suit :

V F(x) =

Ry = VNF(2)" = VpF(x)TAZ Ay

On construit le tableau initial, qui est sous la forme suivante :

VE(z) | VF(xy) VF(z2) ... VF(z,) VF(x,11) VEF(zp2) ... VE(Zpgn) |/
Base T To . Tp Tna1 Tnao cer Toman SRB
Tl a aio ... Q1p 1 0 ... 0 by
Tpio as a9 ... Qo 0 1 ... 0 ba
Tntm Am1 Am2 ceo O 0 0 R | b
Ry Ry Ry ... R, R, R, o e Ryin

3.1 - Tableau initial du stmplexe

Etape 2 (Test d’optimalité de la SRB) :
Cas 1 : Si RL >0, on arréte, x est une solution optimale du probléme (3.5).
Cas 2 : Si R%, < 0, alors choisir la colonne pivot. Pour cela, on choisit I'indice j correspondant

a la variable qui entre en base tel que :
i=1,n

- Choisir la ligne pivot. Pour cela, en utilisant le critére du quotient suivant :

b; )
— = mm{—k|k‘ =1,...,m; ay > 0}, (3.7)

CLU akj

30



on note xp; le variable de ligne du pivot qui sortira de la base.
- Mettre a jour le tableau (3.1), en appliquant la technique du pivotage par rapport au pivot
a;j, et aller a I’étape 1.

3.3 La méthode de support pour la résolution d’'un PLF

a variables non négatives

Position du probléme et définitions

Le probléeme de programmation fractionnaire se présente sous forme standard suivante :

_ Px) pTz+po
max F(z)= 00 " Frta (3.8)
Az =0, (3.9)
x>0, (3.10)

ol p, ¢ et x sont des n-vecteurs; b est un m-vecteur; A une matrice d’ordre (m x n) avec
rang(A) =m < n, py et gy deux nombres réels.

e Définissons les ensembles d’indices suivants :

I={ 1,....,m} : 'ensemble des indices des lignes de la matrice A,

J={1,...,n} : Pensemble des indices des colonnes de la matrice A.

Soit la partition suivante :

J=JgUJy, JgNJIn=0,|Js| =m.

On peut alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice A de la maniére suivante :

x=x(J)=(zj, j € J)( xB >, rp=(z;, j € Jp), an=(zj, j € In),
N

p=p(J)=(p;, j € J);( b
PN

>, pe= p(JB)=(p;, j € JB), pNn=P(INn)=(P;j, J € IN),

N

A=A(I,J) = (Ag, An).

e Un vecteur x vérifiant les contraintes (3.9) et (3.10) est appelé solution réalisable (SR) du
probléme (3.8)-(3.10).

e L’ensemble S = {x € R" | Ax = b, x > 0 } est appelé ensemble des solutions réalisables.

q=q(J)=(g;, j € J)( ZB ) a8=q(Js)=(4;, j € JB), an=a(JIn)=(q;, j € JIn),

On suppose que l'ensemble S est non vide et Q(z) > 0 pour tout vecteur x de S.

e Définissons le nombre réel o« > 0 comme suit :

a =min Q(z).

z€eS
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Le nombre « est donc la solution optimale du programme linéaire min,cs Q(x).

e Une solution réalisable 2° est dite optimale si

T,.0 T
F(xo):w:max F(z) = max pT:E—+po.
q' "+ qo €S zeS q'x + qo

e Une solution réalisable x¢ est appelée e-optimale ou suboptimale si

ot z¥ est une solution optimale du probléme (3.8)-(3.10) et € un nombre positif ou nul choisi

a l'avance .
e Soit un sous-ensemble d’indices Jp C J tel que |Jg| = |I| = m.

L’ensemble Jg est alors appelé support si
det AB = det A(I, JB) 7& 0.

e Le couple {z, Jg} formé de la solution réalisable = et du support Jp est appelé Solution
Reéalisable de Support (SRS).

e Une solution réalisable de support est non-dégénérée si
xz; >0, Vj € Jp. (3.11)

e Définissons les vecteurs des multiplicateurs up et ug respectivement du numérateur P et
du dénominateur () :
up = ppAg', (3.12)

ub = ghAZ, (3.13)

ainsi que les vecteurs des cotits réduits des fonctions P, ) et F' :
EP
EP = B ] est le vecteur des cotits réduits de la fonction P,

EQ
EC = < B ] est le vecteur des cotts réduits de la fonction Q,

E
E(z) = 5(2) , est le vecteur des cotits réduits de la fonction F,
En(x)
ou
(EN)" = upAny —py & E =upa; —p;, j € Ju, (3.14)
(EQT = ugAN = EJQ = ugaj —q;, € Jn, (3.15)
Ex(z) = Ef—F(2)EY < Ej(x) =Ef — F(z)EY, j € Jy, (3.16)
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et

(Ep)" = upAp —pp = ppApAp —pp =0,

(E2)" = ubAp —qh = qhARAs — qfh =0,

Ep(x) = (BE)" - F(z)(E)" =0.
Remarque 3.1.
Une solution réalisable de support différe d’une solution réalisable de base, car les variables
non basiques de cette derniére sont toutes nulles, alors que celles d’une solution réalisable de

support sont positives ou nulles. De ce fait, une SRS peut correspondre a un point intérieur,

un point-frontiére ou un point extréme du domaine réalisable.

3.3.1 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit {x, Jg} une SRS du probléme (3.8)-(3.10). Considérons une autre solution réalisable
quelconque T = x(0) = x + 0d, on § > 0 et d € R". L’accroissement de la fonction objectif

s’écrit alors

plE+po  plr+po

Fe) - Flo) = TT+q  qTr+qo
P g e+ p 80+ po-g" w4 po-qo — pTw.q" T — pTr.go — po-g" T — po-qo
N (477 + q0) (¢ + q0)
@' —p"x) —po(¢"T — ¢"x) — pTa.qg"T + pTT.q
B (¢"Z + q0) (¢"x + q0)
~ q(p"0d) — po(q"0d) — p"x.q"T + p"2q" x + p"w.q"x — plaq"x
- (472 + 00)(d" % + o)
~ qo(p"0d) — po(qT0d) — pTx.(¢70d) + ¢"x.(p"0d)
B (¢"% + q0)(¢" + qo)
B 'z + qo
o F(z) - F(x) = (Br"d) — Fiz).(bg"d) (3.17)
voe Q@) | |
Par ailleurs, on a
Ax = b,
= Ad = 0.
AZ = b,

En posant d = ( ), dg =d(Jp), dy = d(Jy), 'égalité Ad = 0 peut aussi s’écrire :
ABdB + ANdN = 07 (318)
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c’est-a-dire

dp = —Ag' Andy:. (3.19)

L’accroissement de la fonction P correspondant au numérateur est donné par :

P(z)—P(z) = 6p'd
= 0(ppds + prdn)
= —0(ppAz' Andy — pydn)
= —0(ppAs' Av — py)dy
= —0(upAy — py)dy.
D’ou
P(z) — P(z) = 0p"d = —0d% E%. (3.20)

De la méme fagon, calculons I’accroissement de la fonction () correspondant au dénominateur.

Nous obtenons :

Q(z) — Q(z) = 0¢"d = —0dL ES. (3.21)
Donc 'accroissement (3.19) devient

0d5EL — F(x).0d5 ES

F(z)— F(x
(@)~ F(z) 9
_ —0dR[ER - F(x).ER]
Q(z)
P FE@)  — Sy Bi@)(@ - 1)
_ —O0dyEn(r) = 2ljegy il@)(T5 — 2
F(z) — F(x) = N — JEN . 3.22
D= F0=0G) Q@) &2
On définit les deux sous-ensembles Jy, et Jyg de Jy comme suit :
JN+:{jEJN/fL‘j>O} et JNQZ{jEJN/l‘jZO}. (323)

Les vecteurs py et gy peuvent alors étre fractionnés de la maniére suivante :

PN+ . .
PN = ( » ) y PN+ = (pj7 J € Jny), PNo = (pj7 J € Jno),
NO

an . .
gn = ( q - ) y AN+ = (qj> J € JN+)7 gno = (qja JE JNO)?
NO

x , .
TN = ( xN+ ) , Ty = (75, § € Ing)s oo = (25, J € Jno)-
NO

Le vecteurs des coiits réduits E(z) peut aussi s’écrire :
E'(z) = (Ep(x), By, (2), Byo(2)),
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ol
Ep(z) = EY — F(z)EL =0,

B: () = BL, - F(2)ES,.,
Eno(x) = By — F(I)Ez?fo-
La formule d’accroissement (3.24) prend alors la forme finale suivante :

—0ldy En () + diyoEno(x)]

F(z) - F(x) = 3.24
@) - F(a) o (3.21)
3.3.2 Ciritére d’optimalité
Démontrons le théoréme suivant :[27]
Théoréme 3.1.(Critére d’optimalité)
Soit {x, Jp} une SRS du probléme (3.8)-(3.10). Alors les relations
Eix) >0, sij ’
() >0 Slj € Jno (3.25)
Ei(x) =0, sije Jyy,

sont suffisantes pour I'optimalité de la solution réalisable z. Ces mémes relations sont aussi
nécessaires dans le cas ou la SRS {x, Jg} est non-dégénérée.

Preuve 3.1.

Soit {x, Jp} une SRS vérifiant les relation (3.25). Pour toute solution réalisable & du probléme

(3.8)-(3.10) ,la formule d’accroissement (3.22) nous donne

=D jeans Bi@) (@5 —x5) = X ey, Ei(@) (@5 — 5)

F(z)—F(z) = 0@

- ZjeJNO Ej(x)z;
Q(7) '

(3.26)

Comme on a
z; >0, VjeJet Q(z) >0,

alors
- ZjEJNO Ej(x)z
Q(z)

D’ou x est une solution optimale du probléme (3.8)-(3.10).

F(z) — F(z) =

L <0= F(z) < F(2).

Condition nécessaire.
Soit {z, Jg} une SRS optimale non-dégénérée du probléme (3.8)-(3.10) et supposons que les

relations (3.25) ne sont pas vérifiées, alors il existe au moins un indice jy € Jy tel que
E; (x) <0 et jo € Jyo au bien Ejj(x) # 0 et jo € Iny.
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Construisons alors une autre solution réalisable ¥ = = + 6d, ol € est un nombre réel positif

et d = d(J) un n-vecteur vérifiant
dj, = —sign(Ej,),

dj :07 j#jOa .7 € JN?
d(JB) = —AEIANCZ(JN) = Al}lajosign(Ejo).
On a bien
Apd(Jp) + Axd(Jy) = Ad = 0,
et
AT = Az + 0d) = Az + 0Ad = b,

Le vecteur Z vérifie donc les contraintes principales (3.9). Pour que Z soit une solution réali-

sable du probléme (3.8)-(3.10), il doit en plus vérifier I'inégalité
T>0& x4+ 60d>0,

soit en écrivant composante par composante :

edjo > —Ljos

Pour jy € Jno, Ej,(x) <0, alors -0 < zj, = 0 > —z,;, = 0.

Pour jo € Iy, Ejo(x) # 0 = Ej,(x) > 0 ou Ej,(z) <O0.

Si E;y(z) > 0 et comme z;, > 0, alors on a OsignE; (v) < xj, = 6 € [0, x,].

Si Ej,(x) < 0 et comme z;, > 0, alors on a Osignk;,(x) < x;, = 0 > x;, = 6 > 0.
Donc il existe un 6 positif assez petit tel que T = x + 0d soit réalisable.

La formule d’accroissement (3.22) nous donne alors

_ ey By _ 0]y (o)|
Q@) Q@)

On a ainsi trouvé une SR & # z tel que F(Z) > F(x); ce qui contredit le fait que x est une

F(z) — F(x) > 0.

SR optimale. Les relations (3.25) sont donc forcément vérifiées.

3.3.3 Critére de suboptimalité

Estimons I'écart qui existe entre la valeur optimale F'(2°) et une autre valeur F'(x) d’une
SRS quelconque {x, Jp}. On remplace dans la formule d’accroissement (3.22) le vecteur z
par z° et on majore I'expression, on aura donc

—Yjeny Bil@)(@f — i) e, Bilw)(x; — )

FE) = Fle) = Q@) =T AW
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Supposons que Ey(z) > 0. On a Q(2°) > «, alors

0 djeay Bil@)(x; —0) >, Ei(@)x;
F(a®) — F(z) < o < D

(3.27)

Pour Ey > 0, le nombre

Bz, Jy) = ZjeJN Ej(x)w; _ EJTV($)$N’

(0% (0%

est ainsi appelé estimation de suboptimalité.
On a alors le théoréme suivant :
Théoréme 3.2. (Condition suffisante de suboptimalité) [27].
Soit {z, Jg} une SRS du probléme (3.8)-(3.10) et € un nombre positif ou nul arbitraire.
Si
En(z) > 0 et f(z, Jg) <k, (3.28)

alors la solution réalisable x est e-optimale.
Preuve 3.2.
En vertu de la relation (3.27), on peut écrire pour Ex(z) > 0 :

F(2°) — F(z) < B(z, Jg) = N <e=F@E%) - F(z) <e

(07

La solution réalisable = est donc e-optimale.

3.3.4 Une itération de 1’algorithme

Etant donnés un nombre réel positif ou nul quelconque € et une SRS initiale {z, Jz}, le
but de 'algorithme est alors de construire une solution réalisable e-optimale x ou carrément
une solution optimale z°. L’itération de I’algorithme consiste donc a faire le passage dune
SRS {z,Jg} vers une autre SRS {7, Jp}. Pour ce faire, on construit la nouvelle solution

réalisable 7 de la maniére suivante :
T=x4+60d, 0>0,

ou d est n-vecteur appelé direction d’amélioration, 6 est le pas le long de cette direction.
Dans cet algorithme, on choisira la métrique du simplexe et on ne fera donc varier qu’une
seule composante z; parmi toutes celles qui ne vérifient pas les relations d’optimalité (3.25).
Pour que l'accroissement soit maximal, il faut alors prendre 6 aussi grand que possible et
I'indice j, tel que

Ejy(2) = max [Ej()] (3.29)

JE€JINNO

ou I'ensemble Jyyo représente le sous-ensemble de Jy des indices non optimaux :

Innvo={j€JInv:[E;<0etx;=0]ou|E; #0etx;>0]}
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On posera donc

djo = _SignEjo($)7
di = 0, 5% jo, j€JIn, (3.30)
d(Jp) = —Ap'And(Jy) = Ag'aj sign(E;,(x)).

D’autre part, le pas 6 doit vérifier les relations suivantes :
—@d] < Zj, ] € JB, (331)

Osigne E; (x) < xj,. (3.32)

En calculant les différentes valeurs maximales que peut prendre le pas € dans les relations
(3.31) et (3.32), on aura

0, = min 6, (3.33)
ou
—xlds sidi<O0:
0;, = w3y, sidy <0 (3.34)
o0, dj > 0.
D’autre part,
Qj _ Zjo s si djo < 0; (335)
o0, djo > 0.

Par conséquent, le pas maximal 6° le long de la direction d pour que Z soit une solution
réalisable est égal a :
0° = min{0;,,0;, }. (3.36)

En tenant compte des relations (3.30) et (3.36), la nouvelle solution réalisable Z s’écrit :

T=x+0%et F(z)=F(zx)+ %.

Les composantes Z;, j € Jy, vérifient les relations suivantes :

T = xj, pour j # jo;

Tjo — 90, Ejo > 0;
Tjo + 90, Ejo < 0.

Nous calculons le vecteur des cotits réduits correspondant a la SRS {z, Jg} :
En(%) = EY — F(z)EY.
Si Enx(Z) > 0, alors nous calculons 'estimation de suboptimalité de la nouvelle SRS {z, Jp} :

E(T)Ty

«

Bz, Jp) = (3.37)
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Si B(z, Jp) < ¢, alors la solution réalisable T est e-optimale et on peut arréter I’algorithme.
si Ex(Z) > 0 et 8(z,Jg) > € ou Ex(Z) # 0, on remplacera le support Jp par un nouveau

support Jg de la maniére suivante :
Sif’ =0,

o> alors il est inutile de changer de support. On écrira

f:x—i-eod, jB:JB'
Si §° = 6;,, alors la nouvelle SRS s’écrit :
v =x+0"d, Jp = (Jp\{j1}) U {jo}.

Si Ex(z) > 0 et B(z,Jg) = 0, alors {Z, Jg} est une solution optimale du probléme (3.8) -
(3.10) et le processus de résolution s’arréte.

Si Ex(z) > 0 et B(z,Jp) < €, alors {Z, Jg} est une solution e-optimale du probléme et le
processus de résolution s’arréte.

Si Ex(z) > 0 et 8(Z,Jg) > € ou Ex(Z) # 0, on recommencera le processus de résolution
avec la nouvelle SRS {7, Jz}.

3.3.5 Schéma de I’algorithme

Soit {x, Jp} une SRS initiale du probléme (3.8)-(3.10) et € un nombre arbitraire positif ou
nul. Notons par a le minimum du programme linéaire {min Q(x) = ¢’z +qo, Az = b, x > 0.}
Le schéma de l'algorithme de support pour la résolution des problémes de programmation
linéaire fractionnaire & variables non négatives présente les étapes suivantes :

Etape 1 Calculer F(z), et les vecteurs des multiplicateurs et les vecteurs des cotits réduits
des fonctions P, (Q et F' :

T T A— P T -
up = prAg, E; =wupa; —pj, j € JIn,
T T 41 T ~
ug = qpAp, EJQ = uga; — q;, j € Jn,

Ej(x) = EF —F(2)E?, j€ Jy.

Etape 2 : (Test d’optimalité de la SRS {z, Jz} )
Si En(x) > 0, alors calculer I'estimation de suboptimalité

El(r)xn
—

ﬁ(JT, JB) =

1. Si B(z, Jg) = 0, alors 'algorithme s’arréte avec {x, Jp} une solution optimale du probléme
(3.8) - (3.10).
2. 51 5(z, Jp) < €, alors I'algorithme s’arréte avec {z, Jp} une solution e-optimale du probléme

(3.8) - (3.10).

3. Si B(x, Jg) > ¢, alors aller a I'étape (3).
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Si En(x) # 0, alors aller a étape (3).
Etape 3 : (Changement de solution réalisable = en 7)

Déterminer I’ensemble des indices non optimaux :
Invo ={j € Jn : [Ej(x) <0 et x; =0] ou [E;(x) # 0 et x; > 0]}.

Choisir jy tel que Ej (z)= maxjejyyo |E;(2)].

Calculer la direction d’amélioration d en utilisant les relations suivantes :

djy, = —signkj,
dj - Oa ] S JN \jO)
dg = Ag'aj,.signk;,.

Calculer 0;, = minjc;, 0;, ou

0.— —.Tj/dj, si d]<0,
T oo, dj > 0.

Tj,, sid;, <0;

Calculer Qjo{ o sid. >0
, jo = V-

Déterminer le pas optimal 6° tel que
90 = min{ﬁjo, 0]‘1}

Calculer = et F(z)

T=x+0%, F(z)=F(r)+—"2>

Aller en étape (4).

Etape 4 : (Test d’optimalité de la nouvelle solution réalisable {Z, J5})
Calculer Ey (%) = EL — F(z)EY.

Si En(Z) > 0, alors calculer Pestimation de suboptimalité

Ey(z)zN

«

B(ja ‘]B) =

1. Si f(z, Jg) = 0, alors l'algorithme s’arréte avec {Z, Jg} une solution optimale du pro-
bléme (3.8) - (3.10).
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2. Si B(z,Jp) < e, alors 'algorithme s’arréte avec {Z, Jg} une solution e-optimale du
probléme (3.8) - (3.10).

3. Si 5(z, Jg) > ¢, alors aller a I'étape (5).
Si Ey # 0, alors aller a I'étape (5).
Etape 5 : (Changement du support Jz en Jg )
Si 0° = 6;,, alors Jp = Jp.
Si 0% = 6;,, alors on pose Jp = (Jg\{j1}) U {Jo}-
Etape 6 poser © = 7, Jg = Jp et aller a I'étape (1).
Conclusion :
Nous avons présenté dans ce chapitre deux approches de résolution, I'approche d’équivalence
et I'approche directe.
Dans la premiére approche, nous avons utilisé la transformation de Charnes et Cooper.
L’avantage de cette approche est la simplicité de la résolution. Dans la seconde approche,
nous avons présenté deux méthodes :
- La méthode de Gilmore et Gomory, qui posséde 'inconvénient du point initial qui doit étre
un point extréme, ce qui est difficile & vérifier.
- La méthode du support pour un probléme de programmation linéaire fractionnaire, qui
permet de traiter un probléme plus complexe (plusieurs variables de décision), car le choix

du point initial se réduit & une solution réalisable, ce qui est facile a vérifier.
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Exemples d’applications

Plusieurs problémes peuvent se modéliser sous forme d’un PLF dans le dommaine
de la finance. Dans ce chapitre, nous traitons deux problémes d’applications, le premier est
un probléme d’investissement financier et le second concerne un probléme d’agriculture au

niveau de la zone d’Amizour.
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4.1 Le logiciel Matlab

Généralités sur Matlab :
Matlab est un logiciel parfaitement dédié a la résolution de problémes d’analyse numérique
ou de traitement du signal. Permet d’effectuer des calculs matriciels ou de visualiser les
résultats sous forme graphique. La formulation des problémes s’apparente & la formulation
mathématique des problémes a résoudre. L’utilisation de ce logiciel consiste a lancer des
lignes de commande qui peuvent le plus souvent ressembler a la programmation en C.
Il existe deux modes de fonctionnement sur Matlab :
Le mode interactif :
Les instructions sont exécutées au fur & mesure qu’elles sont données par 'usage.
Le mode exécutif :
Dans ce cas, 'utilisateur utilise fichier ” M file” contenant toutes les instructions a exécuter.
Choix du langage :
Notre choix s’est porté sur ’emploi du logiciel Matlab 9.0, car il répond aux critéres suivants :
- Les performances du langage : concernant la taile du code généré (le langage le plus apprécié
est celui qui génére les exécutables optimisés) et 1'exploitation efficace des ressources (logique
et physique).
- La maniabilité du langage : constitué par un ensemble de possibilités faisant de sorte que
le programmeur travaille en étant assuré par la syntaxe du langage, et l'aspect visuel clair
représentatif a la fois du détail et du global.
- Les qualités du projet a réaliser : & savoir la rapidité de I'application et 'utilisation des
ressources (calcul matriciel).
Pogrammation avec Matlab :
Il y’a deux fagons pour écrire des fontions Matlab :
- Soit directemet dans la fenétre de commandes.
- Soit en utilisant 1'éditeur de développement de Matlab, en sauvegardant les programmes
dans des fichiers texte avec 'extension ”.m”. Fichier *.m.
Les programmes sauvegardés dans les fichiers Matlab (*.m) sont alors directement utilisables
comme des fonctions Matlab & partir de fénétres de commande. Pour cela, le fichier doit se

trouver dans le répertoire Matlab, qui est en pratique le dossier Work.

4.2 Le probléme d’investissement financier

Ce probléme est tiré de [9)].
Supposons qu’'un conseiller financier des fonds de dotation d’une université peut investir jus-
qu’a 100000 DA dans deux types de titres : obligation7Start avec un dividende de 7%, et
Paction MazMay avec un dividende de 9%. Le conseiller a été informé qu’il ne doit pas inves-
tir plus de 30000 DA dans 'action MaxMay, tandis que le montant & investir en obligation

7Stars doit étre au moins deux fois le montant & investir en actions MaxMay. Indépendam-
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ment du montant a investir dans les deux titres, la société de courtage qui informe le conseiller
cotite 100 DA (société qui donne des informations sur des investissements préalables).
Objectif

On cherche a trouver la somme que doit investir le conseiller financier pour chaque titre afin

de maximiser 'efficacité de son investissement.

4.2.1 Modélisation du probléme

Soit x1 et x5 les deux variables de décision qui représentent les montants & investir en
obligation 7Start et en action MaxMay, respectivement.

Nous avons alors
1 + 29 < 100000,

Ty > 22,
2 < 30000.
Bien stir, nous avons aussi

z1 > 0et x9 > 0.

Le bénéfice de 'université est
P(z) = 0.07z1 + 0.0925.
Tandis que le montant total de I'investissement est
Q(z) = x1 + x2 + 100.

L’objectif de ce probléme est de maximiser le rapport bénéfice sur le cofit total de I'investis-

sement, donné par
P(x) ~0.07zy + 0.09z

Q(I‘) N ZE1+JI2+100 ’

Ainsi, le modéle mathématique de ce probléme est :

P(z)  0.07z; + 0.09z;

F(z) =

F(z) = = 4.1
max F'(z) 00 ot e 1100 (4.1)
x1 + 29 < 100000,
Xr1 — 2.352 2 0, (4 2)
2o < 30000. '

x1 20, 22 > 0.

4.2.2 La transformation de Charnes et Cooper

Pour rendre le probléme (4.1)-(4.2) sous forme standard, on ajoute des variables d’écart
r3, T4 et x5 aux contraintes principales du probléme (4.1)-(4.2).

On aura
P(z) ~0.07zy + 0.092,

Q(.’L‘) T+ x9 + 100 ’

max F(x) = (4.3)
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x|+ 1o + T3 = 1000007

ZE1—2ZL‘2—ZE4:O,

(4.4)
9 + x5 = 30000.
x; >0, i=1,5.
En utilisant le changement de variable de Charnes et Cooper pour le PLF (4.3)-(4.4) :
z = (m% Y= (mn, r =%, on aura le probléme équivalent suivant :
max F(y,z) = 0.07y; + 0.09y, (4.5)

(

1 + y2 +y3 — 100000z = 0,

Y1 — 2y —ys =0,

Yo + y5 — 30000z = 0, (4.6)
Y1+ yo + 100z =1,

y; >0, i=1.5, z>0.

4.2.3 Application de méthode de support a variables non négatives

au probléme linéaire équivalant

. Soit y = (3/5, 1/5, 996/5, 1/5, 299/5)T, 2 = 1/500 une solution réalisable initiale de
ce probléme, avec F'(y, z) = 0.0600 la valeur de la fonction objectif correspondante.
On pose Jp = {1,2,3,4} et Jy = {5,6}; on a ainsi une SRS initiale {x, Jp}. Posons ¢ = 107°
Itération 1 :

On a

Jp =1{1,2,3,4}, Jx = {5,6}, y = (3/5, 1/5, 996/5, 1/5, 299/5)", z = (1/500)", F(y,z) = 0.0600,

cp == (7/100,9/100,0,0)", ck = (0,0);

1 1 1 0 00 —1 1 0 —100000
1 -2 0 —1 00 1 0 0 0
Ap = Azl = DAy =
B 0o 1 0 o |7" 10 0 1 N 1 —30000
1 1 0 0 01 3 1 0 100

Calcul du vecteur des multiplicateurs et le vecteur des cotits réduits :
u’ = chLAZ = (0, 0, 1/50, 7/100),
EY =u"Ay — X = (1/50, —593).
Choix de l'indice jj :
I'ensemble des indices non optimaux est Jyyo = {5, 6}.

Donc
max |E;| = |Es| = 593 = jo = 6.

JEINNO
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Calcul de la direction d :

dﬁ = —Sign(E’G) = 1, d5 = 0,
dp = Ap'ajosign(Ej,)

d’out
d' = (—301/1000, 3/10, 1001/1000, —901/1000, 0, 1/100000) x 10°

Calcul du pas €° :

96 = o0
0;, = min{t,0,,03,0,} =04 =222 x 1078
6° = min{0y,0s} =222 x 1078

Calcul de (y,2) et de F(y,z2) :
(9,2) = (y,2) + 6°d = (8/15, 4/15, 8974/45, 0, 299/5, 1/500)7,
F(y,2) = F(y, z) + 6°| Es| = 265/4323 ~ 0.0613.
Changement de support :
Jp ={Jp \ {4}} U {6} = {1,2,3,6},

d’ou
Jy = {5,4}.

Itération 2 :

On a
Jp ={1,2,3,6}, Jx = {5,4}, (y,2) = (8/15, 4/15, 8974/45, 0, 299/5, 1/500)7

F(y,z) = 265/4323 ~ 0.0613, cg = (7/100, 9/100, 0, 0)*, ey = (0, 0)7;

1 1 1 —100000 0 145/434  1/455  289/434
1 -2 0 0 _1 0 33/100 1/909 333/1000
AB = ) AB = y AN
0 1 0 -=30000 1 111/100 3333/1000 111/1000
1 1 0 100 0 0 0 0

Calcul du vecteur des multiplicateurs et le vecteur des cotits réduits :
u’ = cL ARt = (0, —33/5000, 3/10000, 31/4047),

EL =u" Ay — & = (33/5000, 3/1000).
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Calcul de l'estimation de suboptimalité S(y, Jg) :

B(y, z, Jp) = En.(y,2z)n = 153/1000 > 0.

Choix de I'indice jy :

I'ensemble des indices non optimaux est Jyyo = {5}.

Donc
max |E;| =|Es| =66/10000 = j, = 5.
JEINNO
Calcul de la direction d :
d5 = —szgn(Eg,) = —1, d4 = 0,

dg = Ag'ajsign(E;,)
d” = (1/455, 1/909, —3333/1000, 0, —1, 0)
Calcul du pas €° :
0 = 598/10,
0;, = min{bh, 6,03, 04} =05 =598/10,
0° = min{6s,05} = 598/10.
Calcul de (7, 2) et de F(y,Z2) :
(7,2) = (y, 2) + 60°d = (333/500, 333/1000, 3/25, 0, 0, 1/90090),
F(y,2) = F(y, z) + 6°| Es| = 0.0766.

Calcul de l'estimation de suboptimalité 5(y, z, Jg) :

ﬁ(ya 2,y JB) - EN(y7Z)N =0.
La solution optimale et Poptimum du probléme (4.5)-(4.6) sont donnés par
y° = (333/500, 333/1000, 3/25, 0, 0)*, 2% =1/90090, et F(3°, %) = 0.0766

Par conséquent, la solution optimale pour le programme fractionnaire (3.40)-(3.41) est
r =(r; = £ = 60000, 2, = £ = 30000.) avec valeur de la fonction objectif F'(z) = 0.0766.

4.2.4 Résolution du probléme par la méthode de Gilmore et Go-
mory.
On a max F(z) =min —F(z), alors

i —F(x) —P(x) —0.07z; — 0.092
min —F(z) = =
Q(l’) T+ T2 + 100
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1 + x9 + x3 = 100000,
T1 — 229 — x4 = 0,
Ty + x5 = 30000,
x; >0, i = 15.
soit le point extréme
2Y = (0, 0, 100000, 0, 30000)".

Itération 1 :

Le tableau suivant résume les calculs pour cette itération.

V F(x) | -7/10000 -9/10000 0 0 O

base 1 To T3 x4 x5 | SRB
T3 1 1 1 0 0 | 100000
Ty -1 2 0O 1 010

x5 0 1 0 0 1 | 30000
Ry -7/10000 -9/10000 0 0 O |/

On a
V F(x) = (—7/10000, —9/10000,0,O,O)T.

Les colonnes de x; et x5 donnent Ay, et nous obtenons

RNy = VnF(20)" — VpF(z) Az Ay
RY = (R, Ry) = (—7/10000, —9/10000),
RL = (Rs, R4, Rs) = (0,0,0).

On a Ry }f 0, alors on change la base

—R; =max{—R;| R; < 0,i=15} = —Ry = 9/10000,

alors j = 2, donc x5 entre dans la base.
Choisir la ligne pivot. Pour cela, en utilisant le critére du quotient :

D min{ A= g

Qi k=13 Qj2 9o
Donc
le pivot est asgs.
On a x4 le variable correspondant a la ligne du pivot.
Alors, x4 quitte la base, mettre & jour le tableau pour le pivot a;; = ag
Itération 2 :

Les calculs pour cette itération sont résumés ci-dessous.
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V F(x) | -7/10000 -9/10000 0 0 0

base 1 Ta T3 T4 zs | SRB
x3 3/2 0 1 -1/2 0 | 100000
T -1/2 1 0 1/2 0 |0

x5 1/2 0 0 1/2 1 | 30000
Ry -115/100000 0O 0  45/100000 0O |/

On a Ry # 0, alors on change la base

—R; =max{—Ri| R; <0, i =15} = —Ry = 115/100000, i = 1.

alors 7 = 1, donc x; entre dans la base.

Choisir la ligne pivot. Pour cela, en utilisant le critére du quotient :
b = mg{b—k} = b = 30000 x 2 = 60000,
Qi k=13 Q1 asy

Donc

le pivot est as;.

On a x5 le variable correspondant a la ligne du pivot.

x5 quitte la base, mettre a jour le tableau pour le pivot a;; = as

Itération 3 :

Les calculs pour cette itération sont résumés ci-dessous.

VFx|-933x10"% —-933x107° 0 0 0

Basa 1 T T3 T4 Ts SRB
T3 0 0 1 1 -3 10000
T 0 1 0 0 1 30000
T 1 0 0 1 2 60000
Ry 0 0 0 933x107% 29.79x 107 | /

On a Ry>0, alors on arréte et le vecteur z = (60000, 30000, 10000, 0, 0)T est une solution

optimale du probléme (4.7)-(4.8).

Alors la solution du probléme (4.1)-(4.2) est z° = (60000, 30000)" avec F'(z°) = 0.0766.

Interprétation des résultats :

Comme nous 'avons bien illustré au début, la résolution du probléme se fait par deux ap-

proches.

La premiére commence d’abord par la linéarisation du probléme fractionnaire PLF en faisant

le changement de variables de Charnes et Cooper, ensuite nous procédons a la résolution du

PL équivalent par la méthode de support & variables non négatives.

La seconde approche est la résolution directe du probléme (4.1) — (4.2) par la méthode de

Gilmore et Gomory.

Pour la résolution de ce probléme, le choix du point initial différe entre les deux méthodes.

49




Pour la méthode de support, le point initial est une solution réalisable quelconque, par contre
dans la méthode de Gilmore et Gomory, le point initial doit étre un point extréme.

Les résultats obtenus sont x; = 60000 qui représente le montant & investir pour 1’obligation
Tstart et x5 = 30000 représentant le montant & investir dans ’action MaxMay, cela signifie
que le conseiller ne peut investir que 90000 DA de la somme qui est lui attribuée qui est de
100000 DA, pour un gain de 0.076 pour une unité de capital investi. Autrement dit, pour
chaque dinar investi, gagne 0.076 DA, et comme dans notre étude le montant investi est de
90000 DA, cela donne un gain total de 90000 x 0.076 = 6840 DA.

4.3 Le probléme d’agriculture au niveau de la zone d’ Amizour-
Béjaia

Un agriculteur qui posséde 5 hectares de terre fertile et un capital de 1400000 DA a la
possibilité d’investir dans trois articles agricoles : le fenouil, I'haricot et le chou-fleur. Afin
de minimiser sa dépense, il loue une machine de plantation de grains et de plantes pour une
journée, ce qui donne 10 h de travail.

Les cotits en période de semailles en termes de temps et d’argent ainsi que le bénéfice de

chaque article sont donnés pour 1 hectare par le tableau suivant :

Article | durée le cotiit bénéfice
fenouil 2h 100000 300000
haricot 1.5 h 200000 400000
chou-fleur | 3h 180000 450000

Les cotits supplémentaires concernant les cotits d’eau, d’engrais et méme les cotlits phytosa-
nitaires pour chaque hectare pendant la période de I'entretien s’élévent & 100000 DA, 120000
DA, 110000 DA pour le fenouil, haricot, le chou-fleur respectivement.

Sachant que l'agriculteur a le droit & 70 quintaux d’engrais NPK (une quantité limitée par
les autorités concernées), les besoins du fenouil, de I’ haricot et du chou-fleur en cet engrais
sont de 15, 12 et 10 quintaux respectivement. Une autre charge de 50000 DA doit étre payée

par I'agriculteur sous forme d’une taxe pour ces trois articles.

4.3.1 Modélisation du probléme

Soient 1, o, x3 les quantités de surface a cultiver pour le fenouil, ’haricot et le chou-fleur

respectivement. La durée de la période de semailles est limitée, donnée par :
2z + 1.529 + 323 < 10.

Pour trouver le cotlit d’investissement total pour chaque article, on ajoute les coiits supplé-

mentaires aux cofits initiaux, ce qui nous donne :
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pour 7 le coiit total est : 1000004+100000=200000 DA,
pour x» le cotit total est : 2000004-120000=320000 DA,
pour x3 le cott total est : 180000+110000=290000 DA.
Et comme 'agriculteur dispose d’un capital égal a 1400000 DA, cela donne la contrainte

suivante :
Q(:z:) = 200000z 4+ 320000z 4+ 290000x5 + 50000 < 1400000

La disponibilité d’engrais NPK est de 70 quintaux,la contrainte des besoins de chaque article
en cet engrais, s’écrit :
1521 + 1229 + 1025 < 70,

et la disponibilité des terres est limitées & 5 hectares, c’est a dire :
r1+ 29 + 23 = 5.
Le bénéfice net de I'agriculteur est donné par :

P(z) = 300000x; + 400000z, + 4500003

Pour la résolution de ce probléme, on établit la fonction F' qui maximise le rapport bénéfice

sur le colit d’invectissememt, représenté par :

P(z) 300000z + 4000002 + 45000023
Q(z) 200000z + 32000025 + 2900003 + 50000

F(z) =

Ce probléme peut se traduire sous forme d’'un PLF comme suit :

ax F(x) P(x) 300000z; + 4000004 + 45000023 (4.9)
max ['(z) = = . .
Q(z)  200000x; 4+ 32000024 + 29000023 + 50000
[ s.c

21 + 1.529 + 323 < 10,

) 200000z, + 320000, + 2900005 < 1350000, (4.10)
T+ x9 + 23 =9,

1521 + 122 + 1025 < 70,

\

4.3.2 Résolution par la méthode de support

Pour rendre le probléme sous forme standard, on ajoute des variables d’écart x4, x5 et ¢

aux contraintes principales de ce probléme. On aura donc :

P(xz) 300000z; + 40000022 + 45000023
Q(z) 200000z + 32000025 + 2900003 + 50000

max F'(x) = (4.11)
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s.c
2x1 4+ 1.529 + 323 + 24 = 10,

200000z + 32000029 + 29000023 + x5 = 1350000,
T+ Ty + x3 =9,

15x1 + 1229 + 1023 + 26 = 70,

[ z; >0, j=1,6.

Soit le couple {z, Jg}, ou = = (2,2,1,0,20000,7)" et Jg = {2,5,6,3}, une SRS de ce
probléme.

F(z) = 185/138 ~ 1.3406 est la valeur de la fonction objectif correspondante.

Considérons le programme linéaire suivant :

(4.12)

min Q(z) = 200000z; + 320000z + 29000023 + 50000 = max —Q(z),

( 21‘1 + 151‘2 + 3(E3 + x4 = 10,

20000021 + 320000x5 + 29000023 + x5 = 1350000,
1+ a9+ 23 =9,
1521 + 1229 + 1023 + x4 = 70,
|z, >0, j=1,6.
En utilisant la méthode de support, on trouve que 'optimum de ce programme linéaire est
a =min Q(z) = 1225000.
On prend Jp = {2,5,6,3} et Jy = {1,4}; on a ainsi une SRS {z, Jp}.
Premiére itération :

On a
Jp = Jg =1{2,5,6,3}, Jy = {1,4}, = = (2,2,1,0,20000,7)7, F(z) = 185/138 ~ 1.3405,

Pl = (400000, 0,0, 450000), p& = (300000, 0),
g5 = (320000, 0, 0, 290000), ¢% = (200000, 0), po = 0, go = 50000,

3/2 00 3 2 1 2/30 2 0
320000 1 0 290000 200000 0O _1 20000 1 —350000 O
AB: 7AN: 7AB =
1 0 0 1 1 0 4/3 0 —14 1
12 01 10 15 0 2/3 0 -1 0

Calcul des vecteurs des multiplicateurs et des vecteurs des cotits réduits :

ur = ppAgt = (100000/3, 0, 350000, 0)7,
EL = uLAy —p% = (350000/3, 100000/3)7,
uy, = qpAgp' = (—20000, 0, 350000, 0),
EY = ubAy — gy = (110000, —20000)7,
Ex(z) = EY — F(z)EY = (-30797, 60145)".

02



Choix de l'indice jj :

L’ensemble des indices non optimaux est Jyyo = {1}.

Ejo = maxjeJNNO|Ej| = 30797 = |E1| = j() = {1}

Calcul de la direction d :
dy = —signky =1,

d={ d, =0,
dg = Aglal singFn,
d"=(1,-2/3,-1/3, 0, 110000, -11/3).
Calcul du pas €° :

61 = OO,
9]'1 = min{93792a96795} == 96 = 21/11,
0° = min{6;,0s} = 65 = 21/11.

Calculer = et F(z) :

T =x+0=(4, 3/4, 1/4, 0, 230000, 0)7,

6°|E;
Bl _ 16273/11700 =~ 1.3909.

F(z)=F(x) + 00

Calculer En(7) :
En(z) = EE — F(2)ES = (—36325, 61150)".

On a En(Z) # 0, donc on change le support :
Jp = (Jp\6)U{1}) ={2, 5, 1, 3},

jN - {674}7

Deuxiéme itération :
On a
JB = {2757 173}7 JN = {674}7

z = (4, 3/4, 1/4, 0, 230000, 0)T, F(z) = 16273/11700 ~ 1.3909

pE = (400000, 0, 300000, 450000), pi = (0, 0),
q% = (320000, 0, 200000, 290000), ¢% = (0, 0), po = 0, go = 50000,
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3/2 0 2 3 10 -1 0 9/2 —1/5
320000 1 200000 290000 0 0 1 60000 1 —770000 30000
AB = ) AN = ) AB =
10 1 1 00 1/3 0 -23/6 1/4
12 0 15 10 01 /2 0 1/4 0

Calcul des vecteurs des multiplicateurs et des vecteurs des cotits réduits :

ub = ppAg' = (—11820, 0, 19409, —11360),
(EN)T = uhAy —phy = (41818, 11364),

uy, = qpAz = (—60000, 0, 770000, —30000),
(EQ)" = ULAx — g = (—60000, —30000),
E(x)y = EY —F(z)ES = (125272, 53091)7.

Comme Ey > 0, on calcule 'estimation de suboptimalité :

EL(x)xy _0

B(ma JB) =
Par conséquent, la SRS {z, Jg} est optimale, avec Jgp = {2,5,1, 3}.

z = (4, 3/4, 1/4, 0, 230000, 0)T et F(z) = 16273/11700 ~ 1.3909.

Alors la solution de probléme (4.9) -(4.10) est z = (4, 3/4, 1/4)T, avec F(z) ~ 1.3909.
Interprétation des résultats :
On a obtenu les quantités optimales de surface & cultiver pour chaque article afin de maximiser
le gain.
Nous trouvons 4 hectares a réserver pour la culture de fenouil, 3/4 d’hectare pour I’haricot
et seulement 1/4 d’hectare pour le chou-fleur.
Le rapport bénéfice sur le cotit d’investissement égale 1.3909, ce qui signifie que ’agriculteur
au cas ou il n’y aura pas de problémes de pertes post-récolte, les intempéries ou méme les
perturbations du marché, peut gagner 139% de son capital investi, dans notre cas il gagnera
1.3909 x 1400000D A = 1947260 DA.
Les résultats obtenus par I'agriculteur sont trés satisfaisants, cependant nous rappelons que
dans notre travail, on n’a pas pris en compte certains risques comme les intempéries et les
perturbations du marché.
Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre deux problémes financiers, le premier concerne un
probléme d’investissement financier et le deuxiéme un probléme d’argriculture.

Dans la résolution du premier probléme, nous avons procédé par une approche d’équivalence
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et une approche directe ; dans 'approche d’équivalence, nous avons utilisé la transformation
de Charnes et Cooper pour obtenir un probléme linéaire équivalent, ensuite nous avons résolu
le probléme par la méthode de support, et dans I’appoche directe nous avons utilisé la méthode
de Gilmore et Gomory, I'inconvénient de cette méthode c’est le choix du point intail qui doit
étre un point extréme.

Dans le deuxiéme probléme, nous avons utilisé ’approche directe par la méthode de support
pour un probléme linéaire fractionnaire. Le but pour lequel nous optons pour cette approche,
nous permet de traiter un probléme plus complexe (un probléme de plusieurs variables de
décision). Contrairement a la méthode de Gilmore et Gomory, la méthode de support permet
pour le choix de point initial une solution réalisable quelconque.

Pour I'implémantion de I’algorithme de support, nous avons utilisé le logiciel matlab.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons débuté en donnant quelques notions d’algébre linéaire, de
programmation linéaire et de programmation linéaire fractionnaire, qui sont nécessaires pour
aborder les méthodes de résolution de PLF, ainsi que nous avons illustré quelques exemples

d’application de PLF en finance.

Nous avons présenté dans ce travail la trasformation de Charnes qui a pour but de linéa-
riser le PLF, ainsi qu'une autre méthode de résolution directe appelée méthode de Gilmore
et Gomory. Ensuite, nous avons abordé la méthode de support pour la résolution de pro-
grammation linéaire fractionnaire & variables non négatives, développée par R. Gabasov et
F.M. Kirillova.

Enfin, avec le logiciel Matlab, nous avons programmé ces méthodes pour résourdre un
b b
programme linéaire fractionnaire & variables non négatives, appliqué a un investissement fi-

nancier, puis & un autre investissement agricole au niveau de la zone d’Amizour -Béjaia.
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Résumé

L’économie et la finance modernes deviennent de plus en plus complexes, ce qui rend le
role de la programmation mathématique primordial pour 'optimisation et le rendement de
ces secteurs. L’objectif de cette étude est de présenter le modéle mathématique de la program-
mation linéaire fractionnaire et d’illustrer ses différentes applications en finance, en donnant
un apercu sur l'interprétation de ses résultats. Pour la résolution de ce modéle mathéma-
tique, nous proposons deux approches,l’approche directe en utilisant la méthode de support,
ainsi que la méthode de Gilmore et Gomory, et ’approche d’équivalence en s’appuyant sur

la transformation de Charnes et Cooper.

Abstract

Modern economy and finance become more complex, so the role of mathematical pro-
gramming is important for the optimization and performancs of its sectors. The objective
of this study is to present the mathematical model of fractional linear programming and to
illustrate its different applications in finance, providing an overview on the interpretation
of its results. For the resolution of this mathematical model, we propose two approaches :
the direct approach using the support method, the Gilmore and Gomory method, and the

equivalence approach, relying on the transformation of Charnes and Cooper.

Mots-clés : Programmation Linéaire Fractionnaire (PLF); Modélisation; Solution Réali-
sable de Support (SRS); Solution Réalisable de Base (SRB); Action ; Obligation ; Probléme

d’agriculture.
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