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Introduction Générale

L’étude d’écoulements de films minces sous I’influence de la gravité a de larges implications
dans les phénomeénes naturels tels que la modélisation du mouvement des océans, des zones
cotiéres, I’écoulement des riviéres et de debris lors d’avalanches.

Dans I’industrie, les films minces interviennent dans la limitation de flux ou le transfert
de chaleur et de masse, ou pour protéger des surfaces. lls peuvent étre utilisés pour la
conception de peintures, le revétement, évaporateurs a films tombants (agroalimentaire),
dans la recherche fondamentale, d’adhésifs ou lors de dépbt de plusieurs couches de
pellicules pour des films photographiques [1, 9,10,12]

Ainsi, les instabilités de films mince en écoulement ont suscité de nombreuses études
théorique [2,3,4] e et expérimentales [9] , en raison notamment de leurs applications

industrielles, qu’elles y soient désirables ou pas mais aussi pour leur intérét fondamental.

Historiquement, I’étude du comportement de la surface libre d’un film de fluide visqueux en
écoulement sur un plan incliné a débuté avec les travaux de Kapitza ( 1949) [9]

Benjamin [2] et Yih [14] ont résolu le probléme de la stabilité linéaire et donné la valeur du

Reynolds critique, qui et égale a 5/6 cota,ou a et I’inclinaison.

Par la suite Benney en 1966 a trouvé une équation donnant la hauteur du film qui permet de
retrouver formellement le critere de stabilité de Benjamin et Yih [2,14]

.Et leur modeles ne sont cependant valable qu’a de faibles nombres de Reynolds.

D’autres travaux dans le domaine ont été réalisé par Shkadov [13] permet de décrire la
dynamique du film a des nombre de Reynolds modérés [11]

Le travail consiste a moyenner les équations bilans de la quantité de mouvement et de la
masse sur I’épaisseur du film avec I’hypothése d’un profil de vitesse parabolique . Le modéle
obtenu est un systeme d’équations décrivant I’évolution de I’épaisseur du film fluide et de
débit instantané locale, ce modele ne prédit pas de fagcon précise le seuil d’apparition des

ondes a la surface du film.

L’influence du champ électrique sur un film liquide mince produit une classe importante de
problémes qui ont attiré d’attention de plusieurs chercheurs en raison de ses applications
pratiques telles que danse les équipements d’énergie nucléaire et les différents systemes de

refroidissement ,ou les ondes de surface sont indésirables a I’interface fondue, par conséquent

9



I’application d’un champ magnétique contrecarre la force d’inertie ,I’instabilité pourrait étre

évitée pour maintenir I’écoulement régulier [6,7,8] .

la présences d’un champ électromagnétisme introduite des effets physique supplémentaire
sur la dynamique des flux tels que la force corporelle due a un courant dans les fluides
conducteurs et les contrainte de Maxwell aux interface libres ,Gonzalez et Castellanos ont
étudié la stabilité non linéaire d’un film parfaitement conducteur s’écoulent dans un plan
incliné en présence d’un champ électromagnétique normal ,ils ont dérivé une équation
d’évolution non linéaire dans la limite du petit nombre de Reynolds et concluent a I’effet

déstabilisateur du champ électromagnétique dans I’amplitude finie . [7]

I’objectif de ce mémoire est de développér un modéle pouvant décrire les instabilités
a surface libre d’un écoulement sur un plan incliné d’un fluide visqueux soumis a I’effet d’un
champ électromagnétique ,le probléme a résoudre est le probléme des équation de Navier-
Stokes dans I’hypothése ondes longues ,il s’agit donc de poser les équations simplifiées , on
s’intéresse  aux théorie des grandes longueurs d’onde qui conduite a une équation
d’évolution des ondes de la surface libre avec une petite amplitude

Les différents parties de notre travail sont représentées de manier suivante :

e Dans le premier chapitre, nous modéliserons I’écoulement laminaire d’un filme liquide
incompressible newtonien soumis & une contrainte de cisaillement a I’interface, nous
écrivons les I’équations générale décrivant I’écoulement étudié et nous calculerons
une solution simple indépendant du temps qui définit I’écoulement de base.

e Le seconde chapitre, nous procédons une analyse adimensionnelle des équation
bidimensionnelles obtenues afin de les simplifier.

e En fin le chapitre trois traite de la modélisation du probleme étudié .Nous somme
insisté sur I’approche intégrale couche limite de Shkadov et celle aux résidus
pondérés. Nous somme insisté sur I’étude de stabilité linaire de deux modeles
développés . Nous somme sélectionné le modéle aux résidus pondérés decrivant un
seuil de déclanchement des instabilités de maniére exacte.

10



Chapitre 1

Equation du mouvement d’un film liquide
mince sur un plan incline
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1.1 Introduction

e Le but de ce chapitre est de faire sortir le systeme d’équation mathématique( les
équations de Navier-Stokes) , nous permettant d’étudier la stabilité de
I’écoulement d’un film liquide le long d’un plan incliné en présence de champ
magnétique et on prend en considération les effet de tension superficielle .Les
équations a résoudre sont présentées en coordonnées cartésiennes qui sont plus
adaptées pour décrire correctement ce probléme, dans un repere bidimensionnel
(2D) .

1.2 Hypothéses générales et mis en équation

On s’intéresse a la résolution d’un probléeme de dynamique des fluide qui demandé a calculé
les propriétés de fluide comme la vitesse, la pression, la viscosité dynamique la densité

Dans notre cas d’étude nous considérant les hypothéses suivant :

v' le fluide est visqueux
v" I’écoulement est laminaire
v le fluide est newtonien et incompressible

Dans ces conditions les équations générales décrivant cet écoulement sont les équations de
Navier —Stokes et les conditions aux limites associées.

1.3 Géométrie du probleme

Dans ce travaille, nous avons considéré un flux de mince film liquide visqueux d’épaisseur
ho elle est supposé newtonienne, incompressible sa viscosité dynamique et densité sont
respectivement uet p  ,le longe d’un plan d’inclinaison incliné @ non conducteur avec
I’horizontal sous I’action de la pesanteur en présence d’un champ électromagnétique ,la plage
d’inclinaison est comprise entre 0 < a <™/, .Un systtme de coordonnées cartésiennes
bidimensionnel est introduit de telle sorte que I’axe des x coincidant avec le plan et dans la
direction de I’écoulement , et I’axe des y pointant verticalement vers haut a partir du plan
incliné , perpendiculaire a la paroi , la géométrie de I’écoulement est représentée sur la figure
(1,2).

Le champ magnétique agit parallelement a I’axe X et le champ électrique agite normalement
au plan( x ,y), I’influence dynamique du débit d’aire au dessus de film est ignorée, la position
de I’interface est représentée par la équation y = h(x,t) qui fait partie les inconnues du
probléme.

Les composantes des vitesses en coordonnée cartésiennes sont (u,v) ,et de la pression
p(x,y,t), la dynamique du fluide est gouvernée par les équations de Navier-Stokes et les
condition aux limites associées.

12



Figurel.l :Représentation schématique d’un film mince s’écoulant le long d’une plaque inclinée

1.4 Equations du mouvement

En mécanique des fluides I’équation de bilan de la quantité de mouvement découle du
principe fondamental de la dynamique appliqué a un fluide, le champ électromagnétique obéit
aux équations de Maxwell.

1.4.1 Conservation de la masse :

Cette équation est également appelée équation de continuité, ca forme générale est :

0
a—'[; +div(pv)=0 (1.1)

L’écoulement est incompressible, I’équation se traduit par une divergence nulle du champ de
vitesse V

—

V:-v=0
ou Ov 1,2)
—+—=0
dx dy
13



1.4.2 Conservation de la quantité de mouvement :

Les champs magnétique B et électrique E appliqués supposés uniforme, sont respectivement
dans la direction longitudinale et transversale :

§:B0? y E:E()E

L’équation de Navier-Stokes dans le cas general :

a - — - — —
p ( v + (v V)v) = —VP + pg + ulAv + pyo (E + ,uo(ﬁAM)) AM  (1,3)

L’ analyse de chaque terme de cette équation :

v g—f : terme d’inertie instationaire.
v (#-V)v :terme non linéaire convectif traduite la variation de champ de vitesse en
fonction des coordonnées spatiales.
VP : terme d0i au champ de pression (force surfacique).
pg : les effets de la force de gravité.
uAV : terme dd a la viscosité du fluide.

AN NN

UoT (E + uo(ﬁAM)) AM :d0 a la force volumique, force de Lorentz exercée par le
fluide

Ou pug est la perméabilité magnétique, o la conductivité electrique du fluide ety est la
viscosité dynamique

La projection de I’équation presidant (1,8) en coordonnée cartésiennes a (2D) donne :

Suivant I’axe ox :

(au 6u+ 6u>_ 6p+ n(@) + 6u+62 (1,4)
P\at T ¥ax TV8y) T Tox TPISMI T 5E T 5,2

Suivant I’axe oy :

p( +u—+vgv)=—Z—Z—pgcos(a)+y(z—:;+%)+yoa(Eo-Mo— (1.5)

y

14



#O(U'Mg))

Condition aux limites :

L’adhérence du fluide a la paroi d’équation y=0, s’écrit :
u=0, v=0

Au niveau de I’interface d’équation y = h(x,t)

Nous avans deux types de conditions :

1.4.3 Condition cinématique a I’interface :

Cette condition également appelée condition d’imperméabilité, le faite que les limites du
fluide sont imperméable.

Les particules fluide ne peuvent se déplacer que tangentiellement a I’interface fluide, c’est-a-
dire que la vitesse normale a I’interface disparu

La fonction qui définit I’interface perturbée est :
F(x,y,t) =y — h(x,t) (1,6)

L., , . , dF
La dérivée matérielle s’annule e 0 ou:

dF  ah  oh 1,7)
dac Vot Yox
Donc
_oh oh (1,8)
V=% T Yox

1.4.4 Condition dynamique :

1.4.4.1 Continuité des contraintes tangentielles :
La contrainte de cisaillement sur la surface libre doit étre supprimée

@Gn)-t=0 (1.9)

15



1.4.4.2 Continuité des contraintes normale :

(1) - 11 — (poid) - 1 = ydiv(i) (1,10)

avec y le coefficient de tension superficielle et p, la pression de
On va définir les vecteurs tangent (£) et normal (i)

Le vecteur unitaire normal & I’interface est donnée a partir de la relation :

- _ gradF _ B
n= llgrad F|| avec F(x,y,t) =y —h(x,t)

wF = —%r@ly—) (1,11)

2 (1,12)

lgrad F|| = 1+(ah)
gT'a = ax

Donc

B 1 _0h
Sy a0 =

Nous avans que les vecteurs normal et tangent sont perpendiculaires, on a donc cette
expression pour £ :

_—

Le tenseur des contraintes & dans ce cas s’écrire :

(1,15)

Sl

0=—-pit+ad Avec ¢ =2u

16



OuD est le tenseur des taux de déformation etT matrice identité

5 _ l=) _ 1 avi N av] (1 116)
b e 2 aX] axl-
ou 1(w  ov (1.17)
N — (Dll D12>= 0x 2 (ay t+ 6x)

D D 1(0v , ou ov

e Pl \L(Sr) 5
_ (10 (L18)

L= (o 1)

Les deux conditions dynamiques(1,12)et(1,13) s’écrivant comme suite :

2uhy u(1-h’) (1,19
v, —V)+————(v,+v,) =0
T ()
—P1+ Thxz (hxvx +v, —he(v + vx)) + P, = ydiv(n)
Avec y est la tension de surface et :
Ryx (1,21)

div(n) = — 3/
(1 + hxz) 2

1.5 Ecoulement de Base :

A fin de calculer la solution de base de I’écoulement d’un film mince sur un plan incliné on
va

Considérer les hypotheses suivant :
-Ecoulement est stationnaire

-Un profil de vitesse uniforme

17



-On suppose un régime d’écoulement établit avec :

V=U(@)e;
et:
o _ 9 _ 1,22
ax_o : at_O ( )

L’équation de Navier-stokes (1,9) et (1,10) se réduite :

, 0%u\ _ | (1,23)
pgsina + u dy =

0 1,24

—%—pgcosa+yoa(EoHo)=O ( )

En intégrant I’équation(1,28) et (1,29) on trouve :

ou 1,25
—=—%sinay+A ( )

dy
U(y)=—%sinay2+Ay+B (1, 26)
Et:
4] 1,27
& _ —pg cosa + uo(E H,) (1,27)
dy
p(y) = [-pgcosa + puo(E.H)]y +C (1, 28)

La constante C est déterminé a partir de la condition dynamique(1,25), p = p, eny = hq
La pression est égale la pression atmosphérique a la surface libre
Donc :

Py =[—-pgcosa + us(E.H)lh,+ C (1, 29)

(1, 30)
C=P+|[pgcosa— ucs(E,H,)lhgy
p(y) = [pg cosa — po(E.H.)](h,—y) + P, (1,31)

18



Pour trouver les constante A et B on utilise les conditions de non glissement et la condition
dynamique tangentielle(1,24)

U=0 en y=0

du
dy

ho

Donc :
au - 1,32
aylh ==%sinaho+A ( )
0
A= %sinaho (1,33)
_pgsinah?( y* 'y (1, 34)
U(y) = ( 2h°+h°>

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé les équations décrivant le probléme étudié celui
du film visqueux dans un plan incliné en présence d’un champ magnétique ..

En suite du ce chapitre on calcul les solutions uniformes et stationnaire correspondantes qui
ont permi de définir les grandeurs caractéristiques de I’écoulement.
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Chapitre 2 Analyse

dimensionnelle des
équations
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2.1 Introduction

I’étude adimensionnelle est permet de déterminer les ordre de grandeur respectifs de chaque
terme des équation développés dans le chapitre 1,et pour rendre le systéme d’équation sans
dimension , on va introduire les grandeurs de référence définies précédemment dans les
équations du mouvement et les condition aux limites

Notons gu’il existe une grande variété des échelles de référence dans la littérature, ce qui ne
rend pas facile la comparaison de nos résultats avec d’autres auteurs

2.2 Mise al’échelle

La solution de I’écoulement stationnaire et uniforme, elle met en évidence les grandeurs
de référence. en notant L une longueur d’onde caractéristique et I’épaisseur h, les échelles
de longueurs selon les directions X et Y respectivement, la vitesse moyenne Uy de
I’ecoulement est prise comme vitesse de référence dans la direction axiale, et a partire de ces
échelles, on déduite d’autres grandeurs caractéristique pour le temps, vitesse radiale et la
pression.

Nous avant représenté ces grandeurs sous forme d’un tableau, nous mettons en regard les
grandeurs avec dimension et les grandeurs sans dimension.

Grandeurs dimensionnée Grandeurs de référence Grandeurs sans dimension

X xréf — L x* _ X _ f
xréf L

Y Yrer = ho =2 -
Yréf  ho

T Lo _ L ot _tUy
T Uy Tt L

U Urer = UN ut = u = i

uréf UN
\Y/ ho % %4

r e = U —_ v* = = L
vref N L vréf UNhO
"Ik Prer MUy

Tableau 2-1. Tableau récapitulatif des différentes grandeurs de référence.
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est la vitesse moyenne de [I’ecoulement de base définie par:

1 (M gsin(a) , ,
Uy = o ). Uy)dy = =—"—hy

2.3 Les nombres adimensionnels

Les équations adimensionnée front apparaitre les nombre adimensionnels suivants :

>

Nombre de Reynolds : caractérise le rapport entre les effets d’inertie et les effets
visqueux, on distingue quatre régimes principaux (régime de Stokes, laminaire,
transitoire et régime turbulent) correspondant a la valeur de ce nombre adimensionnel.

Nombre de Weber : est un nombre sans dimension, correspond au rapport des forces
d’inertie aux force de tension superficielle, caractérisé I’écoulement de fluide a

I’interface du systéeme, définit de maniere suivante :
|4

w = 2
pUp“h
Nombre de Hartmann : est un nombre adimensionnel caractérise le mouvement de
fluide conducteur en présence de champ magnétique, représente le rapport entre la
force de la place et les force visqueuses.

M = hoBp,

» Nombre électrique : est un nombre sans dimension, qui traité le mouvement de fluide en
présence d’un champ électrique, repesent le rapport entre les effets magnétique et
électrique.

E,
HoBoUnm

» Le paramétre : £ qui rend compte du caractére ondes longues des modes instables

SZZ
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Les expressions de ces parametres proviennent de I’analyse adimensionnelle, ou Uy est la
vitesse moyenne du fluide dans la direction de I’écoulement, L une longueur d’onde
caractéristique de I’écoulement et h son épaisseur uniforme.

2.4 Equations adimensionnées

Notons que I’adimensionnalisation varie d’un auteur a un autre, la difficulté rencontrée si I’on
veut faire une synthése bibliographique est donc la variété des échelles de référence choisies,
et la mise sous forme adimensionnel de ces équations de mouvement et les condition aux
limites est obtenue a I’aide des variables sans dimension qui nous avons exprimé dans le
tableau precédent ,le systeme adimensionné a résoudre s’écrient alors :

Equation de conservation de la masse :

du dv (2,1)
—+—=0
dx dy
Equation projeté suivant I’axe X :
R (6u+ 6u+ au)_ 6p+ 262u+62u+3 (2,2)
e\ar " ox TVay) T “ax " © axz T ay2
Equation projeté suivant I’axe Y :
ou ou  Ou op 9%v (2,3)
2 - g Yy _r 32 7 _ 2 _ 2
eRe(at+uax+vay> ay+£ axz+£ay2+3cottg(oc)+,6’M eM*v
Les conditions aux limites :
e Condition cinématique en y=0 :
U(x,0,t) =0 (2,4)
e Condition cinématique eny = h(x,t) :
oh(x,t) oh(x,t) (2,5)
v = +u

Jat dx
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e Condition dynamique ; contraintes tangentielles :

2e2hy(vy—uy,) + 1 — ethZ(vy +&%u,) =0 (2,6)

e Condition dynamique ; contraintes normale :

2&

N g2h, (2,7)
1+ &2h,*

(thux + Uy - ehx(uy + szvx)) = WRem
X

-P

la solution de systeme sous forme adimensionnelle :

e le profile de vitesse :
U(y) =3y (1 — %y) (2,8)

e lapression:

p(y) = BM?(y — h) + 3cot(a)(h — ) — WRe(hyy) (2.9)

2.5 Conclusion

L’écriture des équations obtenues sous forme adimensionnelle a permis de faire ressortir les
parameétres pertinents caractérisant le probleme, on a procédé une analyse adimensionnelle du
systeme d’équations gouvernant I’écoulement étudié.

Cette technique consiste a faire apparaitre des groupements de nombre qui n’ont pas de
dimension et pour faciliter I’échange d’information entre des modeles a échelles différentes
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Chapitre 3 Modeélisation
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre notre travail consiste a rechercher un modele simplifié, c'est-a-dire établir les
équations les plus simples qui soient capables de rendre compte de I’évolution des ondes
longues a la surface libre d’un écoulement visqueux soumis a I’action de forces
électromagnétiques. Le modele est obtenu par une méthode intégrale mise en ceuvre par
Skhadov en s’inspirant des travaux de Karman et polhausen pour étudier I’évolution de la
couche limite laminaire. L’influence des différents paramétres sur les caractéristiques de ces

ondes sera étudiée.

3.2 Mise en ceuvre d’'un modele intégrale

Dans le cas ou les forces de viscosité sont prises en considération, I’hypothese de grande
longueur d’onde impose ¢ petit devant I’unité. Ce parametre exprime la variation lente en
temps et en espace de la surface libre de I’écoulement. Les équations adimensionnées

associees aux conditions aux limites décrivant I’écoulement sont écrites en gardant les termes

d’ordre €2 .Nous obtenons :

R (au N ou N au) _0p e 0%°u N 0°u L3 (3,1)
Fe\or " Yox T ay) T Tox € axz T ay?
d 0%V 3,2
—p=€2—+3€B+€EM2—€2MZV (3.2)
dy dy?

On note B = cotf
Avec les conditions aux limiteseny = 0
u(x,0,t) =0 (3,3)

v(x,0,t) =0 (3,4)

Eten y = h(x,t)
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9 9 G, 0 (3,5)
el — 4.2 2 il _ 2 '
3y uCy,t) = 4e”—h(xy, ) - ulx y,t) — e —v(x, y, 1)
0 9% (3,6)
— 9.2 _ 3___ '
p(x,y,t) = 2¢€ 3y v(x,y,t) —weR.€ 322 h(x,t)
3.7)

i} i}
v(x,y,t) = &h(x, t) +ulx,y,t) FP h(x,t)

Nous remplacons le systéme d’équations précédent décrivant le mouvement du fluide par des
équations moyennées sur I’épaisseur du fluide, pour obtenir deux équations d’évolution de la
surface libre h(x, t) et du débit q(x, t) [10].

Par suite, on voit que dans le cadre de cette approximation, comme pour la théorie de la
couche limite, I’accélération verticale est négligée aux ordres d’approximation. On va donc
pouvoir élimer la pression du probléme (3,1).

Ainsi I’intégration de I’équation ( 3,2) entre y et h(x, t) et la prise en compte de la continuité
des contraintes normales (2,1) , nous permet de determiner I’expression de la pression, on
trouve:

p(x,y,t) = &2 (vy|h + vy) —e(h—y)[3B + EM?]

h (3,8)
+ &2 M? f vdy — &3 hy WoR,
y

Du fait que les ondes observées sont de grandes longueurs devant I’épaisseur du film, il y a
donc séparation d’échelles les variables x et y. Cette hypothése a conduit a négliger le terme
d’inertie suivant I’accélération vertical a I’écoulement .
L’ expression de la pression (3,8 ) associée a I’expression (3,7) de la vitesse normale, nous
permet d’obtenir une équation fonction de la seule variable u(x, y, t) dite équation de couche
limite.

Ree(u; + uuy + vuy) — 2%,y — 3

+ 3 ecotOhy — €2 (Uylp)x — Uyy — ReWee3hyyy + EMPEh, (3,9)
h

+ szsz v, dy =0
y
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La méthode intégrale de couche limite fournie le systeme d’équations constitué de I’équation
précedente (3,9) a laquelle on associe les conditions aux limites de vitesse nulle a la paroi et la
continuité de la contrainte tangentielle :

Ree(u + uuy + vuy) — 2%,y — 3

+ 3 ecotOhy — €*(Uylp)x — Uyy — ReWe3hyyy + EMPEh,

h

+ SZMZJ vedy = 0 (3,10)
y

ulop=0 (3,11)

uy|, = e2(hytyly — velp) 3.12)

Cette démarche fournie de trés bons résultats, notamment pour les nombres de Reynolds
modéres. Les résultats sont en revanche moins bons tout prés du seuil de I’instabilité. La
méthode intégrale de couche limite est une des méthodes les plus classiques qui a connue un
grand développement, essentiellement dans I’étude de la dynamique des films minces

Visqueux.

La premiere étape consiste a développé le champ de vitesse longitudinal u(x,y,t) sur un
ensemble de fonctions testf;(y) veérifiant les conditions aux limites. On présente alors la
vitesse sous la forme :

N (3,13)
u(x,y,0) = ) a0 Of0/h)

=0

Cette forme de profil de vitesse est de la formre de I’écoulement de base, c'est-a-dire de forme
polynomiale et s’inspire des travaux de Shkadov [10].

A partir de I’équation de continuité on détermine la composante v(x, y, t) :

a i ) Y 1
vyt -y D [Crmy &1
i 0

28



La résolution du systeme d’équations (3,14) a I’ordre zéro en € et I’introduction du débit a

travers la relation suivante :

h(x,t)
qx,6) = j w(x,y,8) dy (3.15)
0

Ces étapes de calcul permettent d’exprimer le profil de vitesse en fonction du débit q(x, t):

h(x,t) (3,16)
qx,t) = J u(x,y,t)dy

0

uxy, ) = 3:(5'5) h(a}c], 0 % (h(i], t)ﬂ (317
Soit : |
fGh) = f = ((hi t))(i+1) ~ (i+1) (i(ili?ylm (3,18)
Et en particulier :
foly/h) = [h(z, n - % (h(i, t))zl (3.19)

3.3 Equations moyennées

La méthode intégrale de couche limite est une des méthodes les plus classiques qui a connue
un grand développement, essentiellement dans I’étude de la dynamique des films minces
visqueux. Nous proposons de développer le modéle de Skhadov pour I’écoulement d’un film
mince soumis a I’action de force da gravité et de force électromagnétique. Nous proposons

29



également une amélioration de ce modele, en développant un modéle basé sur une méthode

aux résidus pondéres .

3.3.1 Modele de Shkadov

L’équation dite de couche limite (3,9) associée a I’expression de la vitesse (3,17) intégrée
sur I’épaisseur du film fluide permettent de trouver une relation reliant I’épaisseur de la

couche h(x,t) et le débit q(x, t).

h
.f {Ree(ut + Ul + vuy,) — 262Uy, — 3
0

+ 3 ecotOhy — e(uylp)y — uyy — ReWe&3hyyy + EMPEh, (3.20)

h
+ ezsz vxdy} dy =0
y

On obtient :
3¢qx G qhe 2q%hy W hyy ( MEhxh) q _
<10h T3 T2 T s 3 )Rt (Bhm—=3)etiz—h=0 @321
11 1 3 3 7 qxh
T M2R2 = a2 = a2 2, w2 _ XX

qhxz thxx> &2

h2 "2 h (3,22)

1/9 qq, 64q%h, 3 qh, 1
+<3<10 2T b g = ST~ Whieeh | Ry + 5 M2ERLh
Bheh)e —h+-L =0
+ N ]E +ﬁ

L’ équation (3.22 ) correspond a I’équation d’évolution de la surface libre h(x, t) et du débit

q(x,t).

La deuxiéme équation est obtenue a partir de la définition du débit gq(x,t) =

fh(x,t)

o u(x, y, t)dy, de I’intégration sur y de I’équation de continuité (2.1 ), cela nous permet
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de réécrire la condition cinématique (2.6) Sous la forme intégrale:

he +4x =0 (3,23)

Les deux équations (3.17) et (3.23 ) constituent le modele développé décrivant les premieres
instabilités de grande longueur d’onde se développant a la surface libre de I’écoulement

étudie.

Le modéle de Skhadov donnés par les relations (3.21 ) et (3,23) décrit correctement le
comportement de I’écoulement a des nombres de Reynolds modérés ; mais il ne donne pas le

seuil exacte de déclenchement des instabilités de grandes longueurs d’onde

3.3.2 Modele aux résidue pondéreés

Nous proposons dans ce qui suit, une amélioration du modele de Skhadov , réalisé dans une
approche développée par Ruyer Quil et Manneville [16]. Cette approche consiste a combiner
un développement du profil longitudinal des vitesses avec une méthode aux résidus pondéreés.

Le profil des vitesses est donné par :
ulx,y,t) =up(x, y,t) + eus(x, y,t) (3,24)

La méthode de Galerkin permet d’éviter I’évaluation des corrections u, (x, y, t)d’ordre &si
lesfonctions poids w; sont correctement choisies et L’élimination de la variable d’espace
correspondant a la direction yse fait en écrivant le résidus correspondanta la fonction poids
w, = foappliqué a I’équation de couche limite (3.20 ) . Notons que les fonctions poids sont
prises égales aux fonctions tests dans la méthode de Galerkin.

L’équation d’évolution est obtenue aprés I’annulation de ce résidus. Soit :

h
j {Ree(ut + U, + vuy,) — 262Uy, — 3
0

+3 cotOhy — (uxlp)x — Uyy — ReWe>hyyx — EMEh, (3,25)

h
+J vxdy} wody = 0
y
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On obtient une équation cohérente a I’ordre ¢ :

18g2h, 23qht+111qqx hwhxxx_l_th R (3,26)
35h2  40h | 280 h 3 A
hME h, q
+<hth—T>e+ﬁ—h=O
qx+ht:0

On obtient un systeme d’équations simplifé, qui garde un caractere non linéaire dans les deux
approches. La différence réside dans les coefficients des termes d’ordre €. L’approche aux
résidus pondérés de Galerkin est cohérente a I’ordre un en e. Notons que cette approche est
une amélioration du modéle de Shkadov, le modele de Shkadov utilise une fonction poids

uniforme, soitw, = 1.

3.4 Stabilité linéaire de la surface libre

La mise en ceuvre de la méthode intégrale et des résidus pondérés nous ont permis de reduire
I’étude des équations d’évolution du prbleme représenté par les équations de Navier-Stokes en
le ramenant a la recherche de I’évolution de la surface libre h(x,t) et du débit q(x,t). Les
équations obtenues sont non linaires et pour simplifer le probleme on va procéder a une étude
de la stabilité linéaire, nous conduisant & une relation de dispersion.

A partir de [I’équation d’évolution (3,13) et (3,16) on obtient en posant
h(x,t) =1+ hl(x,t) et q(x,t) =1+ ql(x,t) et en négligeant les termes quadratiques un

systéeme d’équations linéaires.

La surface libre et le débit peuvent s’ecrire sous la forme :
h(x, t) =1+ Hoei(kx)e—i(wrﬂwi)t (3,27)

q(x’ t) =1+ Qoei(kx)e—i(wrﬂwi)t (3,28)

Hye*=ct) gt Q,e*(*=<t sont les perturbations de la surface libre et du débit et w,, k , Qqet

H, sont des reéels.
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représente le taux de croissance w; indique par son signe si les perturbations de longueur
d’onde A = 2m/ksont stables (w; < 0) ou instables (w; > 0). On aboutit a une relation de
dispersion pour chaque modele (3,27 ) et (3,28) qu’on peut écrire sous la forme suivante :
D(k,w,R,,w.M,E) =0 (3,29)
Cette relation exprime le lien entre le coefficient d’amplification w des perturbations et le

nombre d’ondek.

A la criticalité, on obtient, en posant la pulsation w sous la forme w = a;k + a,k?+0(k3)
dans la relation de dispersion (3,29); puis la résolution successive aux différents ordres

donne :

(3,30)

(3,31)

- La vitesse de propagation critique est réelle donnée par a,: Ce coefficient donne la
vitesse des ondes a la surface libre qui est égale au triple de la vitesse moyenne.
¢ =3
- La condition de stabilité marginale est donnée en posant a, = 0. Ce coefficient

permet de retrouver le nombre de Reynolds critique. Soit :

R —(5 to + 5EMZ)
c =\ T1g

Notons que le modele de Shkadov représenté par I’équation (3,21) donne:

R, = (cot@ - %EM) (3:32)

Le modéle aux résidus pondérés nous permet de retrouver le nombre de Reynolds de maniére

exacte. Sans I’action du champ électromagnétique, la relation (3,25) donne le nombre de
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Reynolds classiqueR,. = 5/6 cot 8, obtenu par Benjamin et Yih . pour I’écoulement d’un film

mince soumis aux seules forces de gravité,

3.4.1 Stabilité neutre

La stabilité neutre est obtenue, en posant w; = 0 dans la relation de dispersion (3,29) de
chaque modéle développé correspondant aux équations (3,21) et (3,25). La courbe de stabilité
neutre sépare les régions aux dessous de la courbe ou les perturbations sont amplifiées
(w; > 0) des régions aux dessus de la courbe ou elles sont amorties (w; < 0) . En
particulier, la courbe de stabilité neutre montre I’existence d’un nombre de Reynolds critique
R, obtenu pour k = 0, en dessous duquel toutes les perturbations sont amorties.

La comparaison des modeles developpés plus haut est mise en évidence a travers la figure 3.1
ou sont données les courbes de stabilité neutre dans le plan (R,, k) calculées suivant les
modeles basés sur la théorie des résidus pondérés et le modele intégrale couche limite de
Shkadov dans le cas de notre étude. On constate que les deux théories conduisent a des
résultats voisins pour des nombres de Reynolds modérés. En revanche les résultats du modele
intégrale de Skhadov ne predit pas le seuil de stabilité des ondes de maniére précise. Le
modele aux residus pondérés est une amélioration du modele précédent, il donne le seuil de
stabilité représenté par le Reynolds critique de maniere exacte. Ce résultat est mis en évidence
sur la figure 3.2.
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Fig.3.1. Comparaison des modeles développés a travers les courbes de stabilité pour :

M=1.5, E=0.5, w=100, 8 = 10°
Modeéle aux résidus pondérés

............ Modeéle de Skhadov
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Fig.3.2. Mise en évidence des Reynolds critiques des modéles développés pour k = 0.

Valeurs des parametres :
M=1.5, E=0.5, w=100, 8 = 10°
Modele aux résidus pondeéreés

............ Modele de Skhadov
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3.4.2 Taux d’amplification

Les courbes des taux d’amplification, obtenues a I’aide du modele aux résidus pondérés, sont
représentées sur les figures 3.3, 3.4 et 3.5. Ces courbes sont représentées dans le plan (w, k),
Ces courbessont obtenues analytiquement en résolvant la relation de dispersion (3,29) et
mettent en évidence plusieurs caractéristiques de I’instabilité par rapport au nombre d’onde

k:

- Les perturbations augmentent et atteignent un seuil maximal, le nombre d’onde
correspondant est voisin de k = 0.1, il atteint des valeurs plus grandes k = 0.2
lorsqu’on augmente la tension superficielle.

- Puis le taux d’amplification décroit et atteint une valeur nulle w; = 0 atteinte pour k =
0, cette valeur correspond a la stabilité neutre.

- La gamme de nombre d’onde pour lesquels apparait I’instabilité varie avec les
parametres du probléme.

3.4.3 Influence du champ électrique

0.0150 TN
/ e

0.0125 1 S A

max Fi

0.0100

Wi 0.0075 1.

0.0050 - I noN

0.0025 : sy

-0.0023

-0.0030

-0.0075

-0.0100 -

Fig.3.3. Courbes de taux d’amplification correspondant au modéle aux
réesidus pondérés. w;ma, représente le taux d’amplification maximal,
donné pour une valeur du nombre d’onde K ;¢igue POUF :
M=1.5,R=10, w=100, 6 = 10°
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3.4.4 Influence du champ magnétique

0.014 ’
0.012 /
0.010 ;
0.008 D 4
0.006 | /

0.004 - ; N

0.002 - ; Y

-0.0024

-0.004 4

Fig.3.4. Courbes de taux d’amplification correspondant au modéle aux
résidus pondérés. w;nma, représente le taux d’amplification maximal,
donné pour une valeur du nombree d’ond kcy;tjgye. POUr : E=1.5,
R=10, w=100, 6 = 10°
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3.4.5 Influence de la tension superficielle
Dans cette étude la tension superficielle a un réle stabilisant (figure 3.5). La tension de

surface provoque donc un décroissement du taux d’amplification, cet effet est plus important
dans la gamme des grands nombres d’onde correspondant aux ondes de plus petites
longueurs d’onde. Ainsi la tension superficielle diminue le taux d’amplification maximal et le

nombre d’onde critique correspondant.

0.03-
0.025-
002
0.015 ¥ |
0.01 ; ',

Ly !

0] 0.05 01 0.15 02\ 025 03 0.

.05

Fig.3.5. Courbes de taux d’amplification correspondant au modele aux
résidus pondérés. wimq, représente le taux d’amplification maximal,
donné pour une valeur du nombre d’onde Ky igye. pOUr: E=L1.5,

M=1.5, R=10, 6 = 10°
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3.5 Conclusion
Nous avons effectué une analyse linéaire  basée sur I’hypothese de perturbations
infinitésimales  pour négliger les termes non-linéaires des équations d’amplitudes des
perturbations. L’analyse linéaire est donc valable au seuil de déclenchement de I’instabilité.
Le modéle aux résidus pondérés nous a permis de déterminer le Reynolds critique du
déclenchement de I’instabilité de maniére exacte. Notons que lorsque les amplitudes des
perturbations deviennent finies, les effets non linéaires doivent étre pris en considérations.
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Conclusion Générale

On s’intéresse dans ce mémoire a la résolution de la stabilité linéaire d’un film mince liquide
s’écoulent par gravité sur un plan incliné en présence d’un champ électromagnétique ,un des
objectifs est de linéarisé les équations de Navier Stokes simplifiée et de déterminée les
condition critique du déclenchement de I’instabilité ,cette formulation est obtenue dans une

configuration plan bidimensionnelle

En raison des effets des force de gravité et de Lorentz ,viscosité ,de tension
superficielles ;nous avons exposé les équations de Navier Stokes gouvernant I’écoulement
d’un fluide Newtonien , incompressible, visqueux ,nous avons par la suite d’écrire ce systéeme
sous forme adimensionnelle ,choix de grandeurs de référence cela nous a permis de faire
ressortir les paramétre pertinents caractérisant le probleme ,ces développements sont faite

autour d’un petite parametre € ,appelé paramétre onde longue .

Ensuite nous avons élaboré un modele analytique basé sur une méthodes intégrale aux
grandes longueur d’onde pour d’écrire I’instabilité d’un filme mince s’écoulant a surface libr
sur un plan incliné ,I’étude nous permis d’aboutir deux équations aux derivee partielles ,ou les
inconnus sont la hauteur de la surface libre h(x,t) et le débite q(x, t),cette méthode nous a
permis de déterminée la relation de dispersion analytique et de précise de maniere exacte le

nombre de Reynolds critique .

une analyse linéaire de stabilité de I’écoulements a faite I’objet du méthode intégrale de ce
cette analyse qui nous permis d’étudier I’effet des champs électrique et magnétique via le
tracé de courbes de stabilité marginale , I’influence des deux champs sur taux d’amplification
des perturbation a également été examinée .et I’influence des différents parameétre sur la

stabilité de I’interface.
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Résume

Ce travail est consacré a I’étude de la stabilité linéaire de la surface libre d’un film de fluide
non électronducteure se mouvant sur un plan incliné soumis a un champ électromagnétique
pour les petits nombres de Rynolds a modérés. et une modélisation par I’approche intégrale

aux résidus ponderes sous I’hypothése des grandes onde a été considérée.

Mots clés : stabilité linéaire ; film de fluide ; modélisation.
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