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Résume :

L’écoulement bidimensionnel de deux couches minces de fluides viscoélastiques le long
d’un canal incliné est le siége d’une suite d’irrégularités interfaciales, traduisant la formation
d’une surface ondulée. L’ objet de ce travail de recherche est de développer un mode¢le théorique
basé sur la combinaison de la méthode des résidus pondérés avec 1’hypothése d’ondes longues.
Cette méthode conduit a un systeme de deux équations différentielles partielles décrivant
I’évolution spatio-temporelle de I’interface et le débit local. Le passage aux ondes stationnaires
bidimensionnelles et I’utilisation de la théorie des systémes dynamiques ont permis d’aboutir a
un systéme d’équations différentielles ordinaires d’ordre 1 décrivant I’évolution de I’interface.
Le systeme dynamique ainsi obtenu présente des scénarios de bifurcations tels que des
bifurcations hétéroclines, de Hopf et des dédoublements de périodes qui menent le systeme a
un état chaotique. L’influence des paramétres viscoélastiques sur le lieu des bifurcations de

Hopf et sur les ondes stationnaires est examinée.
Mots clés : Fluides viscoélastiques — Instabilité - Méthode des résidus pondérés —

Interface - Bifurcations.

Abstract:

The two-dimensional flow of two thin layers of viscoelastic fluids running down an
inclined channel is the seat of a succession of irregularities, reflecting the formation of a
corrugated interface. The purpose of this research is to develop a theoretical model based on
the combination of the weighted residuals method with a long wave expansion. This method
leads to a system of two equations describing the spatial and temporal evolution of the interface
and the local flow rate. The transition to stationary waves and the use of dynamic systems theory
have led to a system of first-order ordinary differential equations. The resulting system exhibit
some bifurcations such as heteroclinic bifurcations, Hopf bifurcations and periods doubling
bifurcations. The influence of viscoelastic parameters on Hopf bifurcations threshold and the

stationary waves are investigated.

Key words: Viscoelastic fluids - Instability — Weighted residual approach — Interface —

bifurcations
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Notations

Grandeurs Notations et expressions
e Angle d’inclinaison e 0
e Coordonnées spatiales e X,y
e Coordonnée temporelle e t
e Vecteur vitesse du fluide k * Vi
e Composantes du Vecteur vitesse du fluide k ® U, Vg
e Débit local * q
e Epaisseur du canal e d
e Epaisseur de la couche du fluidel *
e Epaisseur de la couche du fluide 2 e hy=d—h
e Epaisseur de l'interface e h(xt)
e Tension superficielle e o
e Masse volumique du fluide k e i
e Viscosité dynamique du fluide k LT
e Parametre viscoélastique du fluide k * Yok
e Vecteur accélération de la pesanteur e g
e Longueur d’'onde de la perturbation e A
e Vitesse moyenne * Uy
e Composantes du vecteur vitesse ® Uy, Vi
adimensionnelle du fluide k
e Coordonnées spatiales adimensionnelle e X,y
e Coordonnée temporelle adimensionnelle o t
e Nombre de Reynolds e R= u";*d
e Nombre de Weber e W= umc;#l
e Parametres viscoélastiques e T = Lf;z
e Rapport des épaisseurs e r= e
e Rapport des viscosités e U= E
e Rapport des masses volumiques . p= P2
P2
e Parametre qui tient compte de e &= %
I'hypothése d’ondes longues
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Introduction genérale

Les films minces multicouches sont une combinaison de plusieurs couches minces de
fluides de nature différentes (polypropyléne, polyéthyléne...). Cette combinaison permet
d’améliorer et accorder des propriétés caractéristiques que chaque couche prise
indépendamment ne permet pas d’atteindre [1]. Les films multicouches trouvent leurs

applications dans divers secteurs industriels tels que :

- L’industrie de ’emballage qui est le secteur qui utilise le plus les films multicouches en
particulier dans la fabrication des emballages alimentaires et médicaux pour répondre
aux exigences spécifiques de maniere rentable.

- L’industrie de fabrication des isolants thermiques et phoniques.

- L’industrie pétroliere lors du transport des hydrocarbures par pipelines.

Les fluides viscoélastiques sont les plus repondus dans de nombreux domaines industriels.
Leurs comportements sont complexes et difficiles a identifier puisqu’ils sont a la fois solides
élastiques et fluides visqueux. Des instabilités liées a la stratification de la viscosité et a une
différence d’¢lasticité peuvent étre causées et c’est pour toutes ces raisons que les ingenieures
se sont intéressés a 1’études de ces films multicouches afin de pouvoir maitriser le
déclanchement des instabilités présentes au niveau des interfaces dans le but de les empécher

de nuire a la qualité du produit résultant.

Dans le cadre du travail présenté dans ce mémoire, on se limite a I’étude de la stabilité
interfaciale de deux fluides faiblement viscoélastiques en écoulement par gravité le long d’un
canal incliné. Ce travail fait suite a 1’étude réalisée par (N. Amatousse) [2] dans le cas d’un
¢coulement d’un seul fluide faiblement viscoélastique le long d’un canal incliné et étendue au
cas de deux couches de fluides faiblement viscoélastiques [3]. La procédure adoptée pour la
réalisation de ce travail est quasi similaire a celle proposée par (C. Ruyer-Quil) [4] dans le cas
d’un film liquide tombant. En combinant I’hypothése d’ondes longues, I’approximation de la
couche limite et la méthode des résidus pondérés et avec un choix approprié des fonctions poids,
le probléme qui est régit par les équations de Navier-Stockes est réduit a un modeéle de couches

limites a deux équations. Le modéle est ensuite utilisé pour I’étude non linéaire de stabilité.
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Ce manuscrite s’articule en trois chapitres.

Au chapitre 1 on s’intéresse, dans un premier temps a la formulation du probleme étudié en
explicitant les équations régissant I’écoulement par gravité de deux fluides viscoélastiques a
travers un canal incliné et les conditions aux limites qui leur sont associées. Dans 1’étape
suivante, on tient a déterminer la solution stationnaire (i.e. écoulement de base) de ces équations
en utilisant les conditions adjointes. Pour finir, en utilisant des échelles appropriées, on parvient

a adimensionner les équations du mouvement et les conditions aux limites.

Au chapitres 2, nous allons développer un modéle théorique permettant de simplifier les
équations du mouvement adimensionnelles et les conditions aux limites appropriées. Cela a été
possible en commengant par appliquer ’hypothése d’ondes longues aux équations puis
I’approche de couche limite et enfin la méthode des résidus ponderés pour simplifier davantage

les équations.

Au chapitre 3 enfin, on propose une étude non linéaire de stabilité de deux fluides faiblement
viscoélastiques en écoulement dans un canal incliné en se mettant dans le cas particulier des
ondes stationnaires. On examine ensuite 1’effet des paramétres viscoélastiques des deux fluides

sur ces ondes stationnaires.
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1 Formulation mathématique du probleme
considére

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on porte un intérét particulier a présenter les équations décrivant la
dynamique de I’écoulement de deux fluides viscoelastiques dans un canal incliné en explicitant
dans un premier temps les équations régissant le mouvement et les conditions aux limites qui
leur sont associees, puis, dans un second temps, on envisage d’adimensionner ces équations
afin d’aboutir a un systéeme d’équations ou n’apparaissent que des parametres adimensionnels,
qui permettront par la suite de déterminer les effets prépondérants dans ce probleme et de bien

choisir le modéle d’étude a adopter.

1.2 Position du probléeme

On s’intéresse a I’écoulement bidimensionnel de deux fluides viscoélastiques
incompressibles, non miscibles, superposés et entrainés par 1’effet de gravité le long d’un canal
plan, incliné d’un angle 6 par rapport a I’horizontal. Les deux fluides sont d’épaisseurs trés
fines h, et h, = d — h, relativement a la longueur du canal, de viscosités dynamiques p, et
u,, de masses volumiques p, et p,, et de parametres viscoélastiques vy,; €t yo,. Les deux
fluides s’écoulent avec des vitesses vy (u,(x,y,t), v, (x,y,t)) et vy (uy(x,y,t),v,(x,y,t))
comme présenté sur la figure 1. L’interface séparant les deux fluides est caractérisée par une
surface représentée par I’équation cartésienne f(x,y,t) =y — h(x,t) =0 et une tension

superficielle notée o.
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y

Figure 1 : schéma représentatif d'un écoulement de deux fluides viscoélastiques a travers un canal incliné.

1.2.1 Equations gouvernant I’écoulement

L’écoulement de deux fluides viscoélastiques est régi par 1’équation de conservation de la

masse et les équations de Navier-Stockes.

Les hypothese prises en compte en plus de I'incompressibilité des deux fluides sont les

suivantes :

- La géométrie du probleme étudié est supposée infinie dans la direction de
I’écoulement.
- Les parois du canal considéreé sont rigides et fixes.

- L’écoulement est isotherme, pas d’échange thermique.

- Le fluide 1 est plus dense que le fluide 2.



Formulation mathématique du probléme considéré 12

Les équations du mouvement sont donnees dans ce cas de figure par :

V. Vg = 0 (11)

Vi (1.2)

Pk (W + (V. V)Vk) =0T+ pg

Avec :
vy : vecteur vitesse du fluide viscoélastique k qui a pour composantes (u(x,y, t), vi(x, v, ).

T,  tenseur de contraintes du fluide viscoélastique k qui obéisse a la loi de comportement de

type Walters B”. Les composantes de ce tenseur sont données par :

de;; dejj  dv; ovi
T, = _p(sij + Z.Ueij — Zyo 3t + Vg an - an €ix — a_xkekj

Avec :

(1 si i=j
‘Sif‘{o si i #j

_1fov; N ov;
‘= 2\ax; T ax,
g : vecteur accélération de la pesanteur, de composantes (gsin(8), —gcos(6)).

La projection des équations (1.1) et (1.2) sur les axes des x et des y donne le systeme

d’équations suivant :

Uy + Uky =0 (13)

Pk (Ukt + U Vkx + vkvky) = ZTkyx,x + 3Tkyy,y — pgcos(6) (1.4)

1 Walter a établi une loi de comportement modélisant un fluide viscoélastique [5] en utilisant le modéle
proposé par Oldroyd [6]

) a‘l'kyx
ox

3 OTkyy
ay
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P (Viee + WieVpex + vkvky) = "pyxx T Tryy,y — PgCcos(6) (1.5)

Or:

Tixxx = —Prx T 2l Uy

— Yok (Zukxt + 2UpUperey + 2V Upery — Slper® — 2Upy, (uky + ka)) .

Trxy,y = My (uky + vkx)‘y
- )/()k(ukyt Tt Vpxe + UpUgyx + U Vpgxx + VUgyy + ViVkxy — 2ukkax

- Zukyvky)‘y

Tkyx,x = Z.uk(uky + vkx) X
- yOk(ukyt Tt Vpxe + U Upeyx + U Vpxx + VUgyy + UkVkxy — 2ukkax

- Zukyvky),x

Tkyyy = ~Pky T 2UkVkyy

— Yok (kayt + Zukvkyx + 2Ukl7kyy - 4‘17ky2 - kax(uky + ka))

B

En substituant les expressions de Tyyy xr Tixy,y: Tkyxx €t Tkyy,y dans (1.4) et (1.5), on aboutit au
systéme d’équations ci-apres :
Upx + Uky =0 (16)
Pre (ke + Uil + Viclhiey)
= —DPrx T MieUpxx T HieUiyy
— Yok (Zukxt + 2UpUpyy + 2VkUpry — dllgy
— Zuky(uky + ka)) .

— Yok (ukyt t Ugxe + UgUgyyx T UpVpyx + VUgyy + Uk Vkxy

— 2Upy Vi — Zukyvky)‘y + pgsin(6) 1.7)

4 T, kyx
ox

S T, kyy
dy
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Pk (vkt + U Vg + vkvky)
= —Pky + U Vgex + Uk Vkyy

— Yok (ukyt Tt Vpxt + UgUgyx t U Vgyx t VlUgyy + Uk Vkxy
— Zukkax — Zukyvky) .

2
— Yok (kayt + Zukvkyx + kavkyy — 4‘vky

— 2vkx(uky + ka))y — pgcos(6) (1.8)

L’écoulement de deux fluides viscoélastiques dans un canal incliné est décrit par 6 équations

aux dérivées partielles non linéaires dont 6 inconnues.

u; (0, y,6), v1(x, v, 6), uy (x, v, £), v, (x, y, ), p1 (x, ¥, t) et p,(x,y,t).

1.2.2 Conditions aux limites

Afin de pouvoir résoudre les équations (1.6), (1.7) et (1.8), il faut leur adjoindre des
conditions aux limites. Dans notre probleme, les conditions considérées sont ceux aux parois

inférieure et supérieure du canal, ainsi qu’a I’interface separant les deux fluides.
Conditions aux parois

e Conditions d’adhérence aux parois : les particules fluides tres proches des parois
ont la vitesse de ces parois. Comme les parois du canal considéré dans ce probleme
sont fixes, la vitesse tangentielle des particules fluides est nulle au niveau des deux

parois du canal.

u, =0 en (1.9)
u, =0 en y=d (1.10)

e Conditions d’imperméabilité aux parois : étant donné que les parois du canal sont
imperméables, la vitesse normale des particules fluides tres proches des parois est

nulle.

v, =0 en (1.11)
v, =0 en y=d (1.12)
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Conditions a I’interface

e Condition cinématique : les particules fluides situées au niveau de I’interface
séparant les deux fluides doivent y rester. En d’autres termes, il n’y a aucun

transfert de masse entre les deux fluides.

DFGY.®) _
Dt
e hit+uh,=v, en y=h(xt) (1.13)

e Condition dynamique : cette condition est écrite comme deux conditions scalaires
distinctes en écrivant les parties tangentielle et normale séparément. Dans ce cas,
les deux conditions sont appelées :

« Continuité de la contrainte tangentielle » et « saut de la contrainte normale »
- Continuité de la contrainte tangentielle : la contrainte tangentielle est

continue a travers ’interface car le saut est nul.

Ce qui permet d’écrire :

(7,.6n).7t = (T,.n).t (1.14)
Or: _ 1 (-hy _ 1 (1
n= (1+hx2)1/2( ) ett= Gy ()

En explicitant 1’équation (1.14), on aboutit a la condition dynamique tangentielle :

2 2
H1 ((1 + hy )(uly + le) - 4’hxu1x) - 701(1 + hy )(ulyt T Vixe T Ualyyx +
Uy Vyxx + Villiyy + V1V1xx — 2V1xUsx — 2U1yu1y) + Y01hx(2u1xt —2V1y; +

2
Zululxx - Zulley + Zvlulxy - Zvlvlyy - 4u1x + Zle(uly + le) -

2uyy (uyy + vix) + 4v1,2) — 1y ((1 + by ?)(ugy + vox) — 4hxu2x) +
Yoz (1 + hxz)(uZyt T Voxe T UpUoyyx T UpVsxx t Valnyy + VaVsyx —
2VpxUpy — 2U2yu2y) - Vozhx(zum — 2V, + 2UpUpyy — 2UpV5p4 +
2V5Upxy — 2UaV5yy — AUy ” + 2v2x(u2y + vy) — 2u2y(u2y + vy ) +

4v,,2) =0 en y=h(xt) (1.15)

6 Vecteur normal a l'interface.
7 Vecteur tangent a l'interface.
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- Saut de la contrainte normale : la tension superficielle entre deux fluides est
responsable du saut de la contrainte normale. Cette condition se traduit

mathématiquement par 1’équation suivante :

(T1.n).n — (T,.n).n = o div(n) (1.16)

Or:
hxx

di =
iv(n) 1+ hx2)3/2

En explicitant I’équation (1.16), on trouve la forme de la condition sur les contraintes normales.

_ Rxx 20y 2
p1 —P2=—0 233/ + 1+ 2 (ulxhx - hx(uly + le) + vly) -
(1+hy?) 2 x
2Yo1hy® 2 2Yo1hx
2 \ Uixt + ViUixy + UiUgxx — Zulx — Uy (uly + le) + 2 (ulyt +
1+hy 1+hy

Vixe + U Ugyy + U V1xx — V1ilyyy + U1Vixy — 2ulxle - 2ulyy) -

2Yo01

_2Yo1_ _ _ 2) _ _2H2_ 2 _
1+hx2 (Ulyt + ulvlyx + vlvlyy Vix (uly + le) 2Vly ) 1+hx2 (uthx

2yo2hy”
1+hy2

hx(uZy + va) + va) + (uth + VaUzyy T UpUpyx — Zusz -

2Yo2hx
Uzy (uZy + va)) - 1+hx2 (uZyt + Voxt + Uy Upyy T UpVppx — ValUzyy + UaVUsxy —

2Yo2
2uZxUZx - ZuZyy) + 1+hx2 (UZyt + U Voyx + VaVsyy — va(uZy + UZx) -

2v,,2) en vy =h(x,t) (1.17)

e Continuité des vitesses : les vitesses des deux fluides sont égales au niveau de

I’interface. Cette condition est assurée par la viscosite.

u; = u, en y=h(xt) (1.18)
v, = v, en y=h(xt) (1.19)
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1.3 Ecoulement de base

L’écoulement de base est ce qu’on appelle solution triviale des équations du mouvement
et les conditions aux limites qui leur sont adjointes dans le régime stationnaire. Dans ce cas
I’écoulement est uniforme, la vitesse de chaque fluide se restreint a sa composante longitudinale

(uy), et I'interface séparant les deux fluides est plane (h(x,t) = h,).

D’aprés 1’équation (1.6), la vitesse longitudinale des deux fluides ne dépend que de y. la vitesse

des deux fluides s’écrit alors :
Vor = (W (),0), k=12

Les équations (1.7) et (1.8) s’écrivent :

0 = UUok,yy + Prgsin(6) k=12 (1.20)

0 = —Ppok,y — prgcos(6) k=1, (1.21)

Les conditions (1.9), (1.10), (1.15), (1.17) et (1.18) s’écrivent :

Uy (¥) =0 en y=0 (1.22)
Up(y) =0 en y=d (1.23)
WilUo1y — HoUozy =0 en y=hy (1.24)
Por — Doz =0 en y=h (1.25)
U1 (¥) = up2(y) en y=h, (1.26)

En résolvant le systeme d’équations (1.20) - (1.21) et en utilisant les conditions (1.22), (1.23),

(1.24), (1.25) et (1.26), on aboutit aux parametres décrivant I’écoulement a 1’état de base :

[ 2 hy |
oy (y) = th|(1+2 ;iﬁ )(}DQ)ZJI (1.27)
1 M
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Upz2 (¥) =
021 2pq L opin?p, p2 H1 hy \ M2 k2 d—hy

. 2 14P2M2
gplsln(H)h 2p2h2” 1 1+P_1H_zﬂ p1hy (d—y)_
h1 uq

(d‘y)2 (1.28)

Pour la différence de pression a 1’état de base, on trouve :

Po1(Y) — Po2(y) = (p1 — p2)gcos(8)(y — hy) (1.29)

Le debit total a 1’état de base est donné par :

in 6 /h 1+P% oy 1 ho\3 \
_ gp1SIno, 31 N2 1 AN AW 1.30
do h® | /(1+ )+3<1+(h1) )/I (1.30)

h
4pq \h1 h_i +u hq

Afin de simplifier I’écriture des équations (1.27), (1.28) et (1.30), on pose :

_ho_pp o _pz o _gpisin(®) , 2 o, _ ltpr
r _hzl ullp pl;a 211 hl etﬁ o
Ce qui donne :
y Y\? (1.31)
up1(y) =a|(1+pr) (—) — (_>
= ar??2 Moy (v _ (v (1.32)
up () = ar2[(1+ L) (£2) - (£22)']

On remarque que les vitesses a 1’état de base ont une forme parabolique dont les coefficients
dépendent du rapport des viscosités, du rapport des masses volumiques et le rapport des

épaisseurs.

Le débit est ainsi écrit :

hy 1
qo = aT (r,b’(l +7)+ 3 (1 + 73 Z)) (1.33)
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1.4 Equations adimensionnées

On a adopté la technique d'adimensionnalisation qui consiste a faire apparaitre des
groupements de paramétres sans dimension dans les équations décrivant le mouvement. Cette
technique a pour but de simplifier les équations du mouvements en rendant possible le passage
d’un phénoméne physique a un probléme mathématique qui sera traité par la suite et résolu a

I’aide du numérique.

Le passage aux équations adimensionnées se fait par le choix des échelles caractéristiques

suivantes :

Um
v
- V —_
Umd
X — £
T2
4
Y=
tum
- =
A
_ _pd?
UmApg

Ou u,, est la vitesse moyenne de I’écoulement et A, la longueur d’onde de la perturbation

suivant la direction de 1’écoulement.

Une fois que toutes les échelles caractéristiques précédentes ont été substituées dans les
équations (1.6), (1.7), (1.8), (1.9), (1.10), (1.11), (1.12), (1.13), (1.15), (1.17), (1.18), et (1.19)
et apres avoir fait quelques arrangements dans ces équations, on voit apparaitre des

groupements adimensionnels qui sont :

- Le nombre de Reynolds : R = umﬂ&
1
- Le nombre de Weber : W = —~
UmMi
- Le parametre viscoélastique du fluide k : I, = p”ozz
k

- La parametre qui tient compte de 1’hypothése d’ondes longues : € = % <

1. Ce paramétre permet de simplifier les équations et de faire des

développements de la solution.

- Larapport des masses volumiques : p = z—z
1
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- Le rapport des viscosité : p = 22

251

Les équations du mouvement adimensionnées s’écrivent comme suit :

u1x + V1y = O (134)

Rs(ult +uuq + Vluly)
— 2
= —Pix T € Uixx + Uiyy

3 2
— 2I4Re (ulxt + UjUgpy + Vilyygy — 2U4° — ulyle) .

3
—IRe (let +U1Vixx + V1Vixy — 2V1xu1x) v

)

- Fle(ulyt + ugUyyx + Vilgyy — 2u1yvly)y + 4T Reugyuyyy

43 (1.35)

3
Re (V1t +uyvix + Vlvly)
= —p1y + *Viyx + €2Vyyy — 3ecot(8) +4 [ ReP vy, Vi
3
- FlRE (ulyt + ululyx + Vlulyy - 2u1yV1y) X
3 2
- ZrlRE (Vlyt + ulvlyx + V1V1yy - 2V1y - leuly) y

- FlRES (let T U Vixx T ViVixy — 2V1Xulx) (1.36)

X

uZX + sz = O (1'37)

Rs,p(u2t + uyuyy + vzuzy)

= —px t HSZUZXX + HU7yy

3 2
— 2I5Rpe (u2xt + UpUpyy + Valpyy — 2Up° — U2yV2x) <

3
— IRpe (V2xt T UpVoxx + VoVoxy — 2V2xU2x) v

’

- Fszs(uZyt + uZuZyx + V2U2yy - ZUZyVZY)y

+ 4T Rpeuyyuyy, + 3p (1.38)
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Rpe® (Ve + Upvay + Vzvzy)
= —Pay + HE Voyy + HEPVyy — 3pecot(B) + 4T, RpESVyyy oy
—I,Rpe3 (uzyt + UpUpyy + Vallgyy — 2u2yv2y) .
— 2ILRpe3 (szt + UpVayy + VaVoyy — 2Vpy % — VZXuzy) y

5
— I;Rpe (VZXt T UpVoxx + VaVoxy — 2V2xu2x)

X (1.39)
Les conditions aux limites adimensionnées s’écrivent comme suit :
e Conditions d’adhérence aux parois :
uy=0 en y=0 (1.40)
u, =0 en y=1 (1.41)
e Conditions d’imperméabilité aux parois
vi =0 en y=0 (1.42)
v, =0 en y=1 (1.43)
e Conditions cinématiques
hi + uy;hy =v; en y=h(xt) (1.44)
h + uhy =v, en y=h(xt) (1.45)
e Continuité des vitesses
u; =u, en y=h(xt) (1.46)

vi = v, en y=h(xt) (1.47)
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e Continuité de la contrainte tangentielle :

(1- szhxz)(uly + &?vyy ) — 4e?uhy — THR ((1 - szhxz)(sulyt +

3 3 3 3
€ V1Xt + Eululyx + € u1V1XX + €V1u1yy + € V1V1Xy - 28 V1Xu1X -

2£u1yV1y)) + I Rhye(2€2uyy — 2€%Vyye + 282U Uy — 287V Uy
282V, Vyyy — 4€%U5,° + 2€%Viugy + 2v1x(£2u1y +etvyy) —

2uyy (wyy + €2vyy) + 4€%vyy %) — u((l — e2h,*)(uyy + €2vqy) —
4szu2XhX) + ILRp ((1 — e2h, ) (Bugye + E3Voy + EUp ULy, +

Uy Vaxx + EVoUpyy + €3V Voyy — 283 Vpyllyy — Zsuzyvzy)) -
T,Rhyep(282u,y, — 2€%Voyp + 282 Uplpyy — 28°VoUyyy 28V, Vopy —

4€%Uy0° + 28%VyuUyy + 2V2X(£2u2y +etvyy) — 2u2y(u2y +
£2Vyy) + 48%v,,2) =0 en y=h(xt) (1.48)

e Saut de la contrainte normale :
5 5, 2\~3/2
pr — P2 = —WRhe3(1+€2h,°) 7" +2(1 +
2\~1 2

£2h, ) ez(ezulxhx — hx(uly + szle) + vly) —

2_5 2
Zrthx € (ulxt + ViUixy + UiUyxx — 2ulx - ulyle) -
20 R, e3uyy, % + 2 RM 3 (Uyyr + €201 + Uglhyyy +
E2U Uy + Villyyy + €201 V15 — €2U U1y — Zulyvly) —
21]R£3(v1yt + U Vyy + V1V1yy — Vpyllyy, — €205, — 2v1y2) —

-1

2,u(1 + ezhxz) sz(szuthxz — hx(u2y + £2v2x) + vzy) +

2
21—'2th pgs(uth + VaUrxy T UpUpyy — ZuZx2 - uZyUZx) +
20Rh?peduy,? — 2R, pe®(Ugyr + €200y + Upllpyy +
E2UpVppx + Volpyy + €2V, V0x, — €%Upy Vpy — Zuzyvzy) +
2L,Rpe3 (Vaye + UaVyyy + VaVayy — VaxlUay — €255 2 —

szyz) en y=h(xt) (1.49)
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2 Modele d’étude relatif au probleme

4 V4

considéré

2.1 Introduction

Le systéme d’équations adimensionnées régissant le mouvement de deux fluides
viscoélastiques dans un canal plan incliné et les conditions aux limites qui leur sont associées
sont assez difficiles a résoudre et afin de les simplifier, on a adopté un modéle théorique qui est
une généralisation du modele de fluide newtonien mince s’écoulant le long d’un plan incliné
développe par (C. Ruyer Quil) [3]. Le modele repose sur la combinaison de I’hypothése d’ondes
longues, des approximations de couches limites et la méthode des résidus pondérés. Cette
combinaison permet de pallier les failles des modéles de la littérature tels que les modéles
asymptotiques qui donnent des bons résultats au seuil de 1’instabilité mais non pas ailleurs et
les modeéles intégraux de couches limites [7] qui donnent des résultats tres réalistes au-dela du
seuil de I’instabilité mais non pas au seuil. Le modele adopté permet de ramener les équations
complexes décrivant le probléeme a un systeme de deux équations décrivant 1’évolution de

Iinterface h(x, t) et le débit local q(x, t).

2.2 Approche ondes longues

En vue de simplifier les équations décrivant le probleme considéré, une premiére approche
consiste a éliminer tous les termes d’ordre supérieur a €2 qui apparaissent dans les équations
régissant le mouvement et les conditions aux limites adjointes, sauf le terme ou apparait le
nombre de Weber qui implique la tension superficielle qu’on suppose assez grande. Cette
exception est due au fait que la tension superficielle tend a stabiliser 1’interface, elle garantit de

ce fait I’hypothése d’ondes longues et toutes les approximations qui en découlent.

Dans cette approche, les équations du mouvement s’écrivent :
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Uqx +V1y = 0

Rs(u1t + uguqx + Vluly)
— 2
= —Pix T €U T Uiyy
- l—‘lRS(ulyt + ululyx + V1u1yy - 2u1yV1y) y + 4F1R£u1yulxy

+3
0 = —pyy + €%vyyy — 3ecot(H)
Uox + sz =0

Rsp(uZt + u,uy, + Vzuzy)
= —Ppax t IJ'SZUZXX + HUqyy
- FZRp.s(uzyt + UyUyyy + Volyyy — 2u2yvzy)‘y

+ 4, Rpeuyyuyy, + 3p

0 = —pyy + He?v,yy, — 3pecot(h)

Les conditions aux limites associées aux équations du mouvement sont :

e Conditions d’adhérence aux parois :
u; =0 en y=20

u, =0 en y=1

e Conditions d’imperméabilité aux parois :

vi =0 en y=0

v, =0 en y=1

e Conditions cinématiques
hi +uhy =v; en y=h(xt)
h; +u;hy, =v, en y=h(xt)
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(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)
(2.6)

(2.7)
(2.8)

(2.9)
(2.10)

(2.11)
(2.12)
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e Continuité des vitesses :
u1 = uZ en y = h(X, t) (213)
vi = v, en y=h(xt) (2.14)

e Continuité de la contrainte tangentielle :

(1 — e2h*)uyy + €2vyy — 42uy,hy
- I‘le(ulyt + UjUyyy + Vilyyy — 2UyVyy
+ 2u1y2hx)
— wugy (1 — €2h,®) + 2y, — 4€2uy,hy)
+ [LRpe ((uzyt + UyUyyy + Volsyy — 2UgyVay

+ Zthzyz)) =0 en y=h(xt) (2.15)
e Saut de la contrainte normale :

Py — Dy = —WRhy &% + 2e2(—hyuy, + vyy)
- ZMEZ(_hquy + sz) en =h(xt) (2.16)

Cette approche est rendue possible grace a I’hypothése d’ondes longues. Cette hypothese

n’est valable que dans le cas des fluides minces.

2.3 Equations de couches limites

Une deuxieme approche repose sur 1’élimination de la pression des équations de Navier-
Stockes adimensionnées afin d’aboutir aux équations de couches limites relatives au probléme
étudié, et pour ce faire, on integre les équations (2.3) d’une position y jusqu’a I’interface h et
(2.6) de I'interface h jusqu’a 1 et en utilisant les conditions de la continuité de la contrainte
tangentielle et du saut de la contrainte normale a I’interface, on trouve p,(X,y,t) et p,(x,y,t).
La substitution des pressions p;(x,y,t) et p,(x,y,t) dans les équations (2.2) et (2.5)

respectivement donne les équations de couches limites :
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—Re(uye + ugugy + Vluly) + €2 (2uyg + Uixhy — puyhy) + E3Why o
+ G(l — &€ COt(e) hx) (1 - p) - uu2yy|y=1
- FlRE(ulyyt + ululyyx + Vlulyyy - ulyulyx - Vlyulyy)

+ FZRE(uZyytlyzl + u2y|y=1u2xy|y=1) =0 (2.17)

_Rsp(uZt + uxupx + V2u2y) + HUoyy — |-1u2yy|y=1 + 2“-':Zp‘uZxx

- FzRS(Uzyyt + uZuZyyx + VzUzyyy - uZyuZyx - szuZyy)

+ FZRS (u2yyt|y=1 - uZyu2xy|y=1) =0 (218)

. = 9pisiné 3 AN
Avec : G = 2220 p, (1+h1) /40
On intégre ’équation de continuité de la couche de fluide 1 (2.1) de 0 a h(x,t) et en utilisant
la condition cinématique (2.11) et la définition du débit q(xt) = [ " w, (x,y, t)dy de la

couche inferieure, on trouve la condition cinématigue sous sa forme intégrale :

qx +h¢=0 (2.19)
2.4 Méthode des résidus pondérés

Les équations de couches limites obtenues au paragraphe précédent restent toujours
complexes et pour palier a ce probleme, on utilise la méthode des résidus pondérés [3] qui
consiste a projeter le champ de vitesse de chaque couche de fluide sur des fonctions tests
généralisant celles décrivant I’écoulement de base et satisfaisant les conditions d’adhérence et

d’imperméabilité aux parois :

Uy (x,y,t) = ap(x, tn + Z ai(x,t) fi_ () (2.20)
i=1
u,(x,y,t) = bo(x, )7+ Z b (x,t) fi_1 (0 (2.21)
i=1
ou:m =2 0= () =0 — it et £, () = ¢ - g

hxt)' >  1-h(xt) i+1 i+1
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Le développement de la composante longitudinale de la vitesse de chaque couche de fluide peut

s’écrire comme suit

U (x,y,0) =u; @ + eu; D + 0(e?) (2.22)
U (%,y,t) = u, @ + eu,® + 0(?) (2.23)

u(® est un polyndéme de degré 2 en y (les vitesses de I’écoulement de base ont une forme

parabolique) et u, () est une correction de degré 6.

On peut toutefois tronquer les corrections d’ordre supérieur a € et aboutir tout de méme a une
formulation cohérente a I'ordre 1. Cela n’est possible que si ’on choisit convenablement les

fonctions de pondérations g, et g,, qui s’écrivent comme suit :

1y (=hix t)? + ph(x, t)? — 2puh(x, t) + 2h(x,t) — 1)/ y
81 = E(h(x, t)) "~ (=h(x, 0)? + ph(x, ©)2 — 4ph(x, t) + 2h(x, 0) — 1) (h(x, t))

2

1 (=h(x,t)? + ph(x, t)?> — 2h(x,t) + 3) ( 1—y )
82 = 2 (“h(x, 2 + ph(x, 2 — 4uh(x, D) + 2h(x, £) — D \1 — h(x, £)
(=h(x,t)? + ph(x, t)* + 1) ( 1-y )
B (—h(x,t)? + ph(x, t)? — 4ph(x, t) + 2h(x,t) — 1) \1 — h(x,t)
Les champs de vitesses s’écrivent alors comme suit :
u(xyt)za(xt)L+a(xt) Y —1< Y )2
1A " hxt) T \hxt)  2\h(xt) (2.24)

B 1—y 1—y 1/ 1-y \?
1206y, ) = bo(x, ) (1 —h(x, t)) b <1 —h(xt) E(l —h(x, t)) > (2.25)
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La projection des couches limites sur les fonctions de pondérations g, et g, s’écrit :

h(xt)
f [—Re(uye + ugugy + Vluly) + £2(2uqgx + Uchy — pushy) + €3Why oo
0
+ G(l - Etan_l(e)hx) (1 - p) - |-1u2yy|y=1
- Fle(ulyyt + ululyyx + Vlulyyy - ulyulyx - Vlyulyy)

+ FZRE(uzyyt|y=1 + u2y|y=1uzxy|y=1)] g1

1
+ j [_Rsp(un + Upuyy + V2u2y) + HUzyy — HUzyy|y=1
h(x,t)

+ 282 HUzxx
- FzRE(Uzyyt + uZuZyyx + Vzuzyyy - uZyuZyx - szuZyy)

+ FZRS (uZyyt|y=1 - u2yu2Xy|y=1)] g2 = 0 (226)

Un choix approprié des fonctions de pondérations a permis d’éliminer les corrections

u; W et u, ™ et ne conserver que u;® et u,® dans les équations (2.19) et (2.24).
Dans ce cas I’équation (2.26) s’écrit sous la forme formel suivante :

FO (q' h) + 8Fl (aXl atl q: h) + 82 FZ (axx; att; ax, at, q, h)
+ & F3(0xxx» Ottt Oxx Otts Ox, O, @, h) = 0 (2.27)

Le modele développé décrivant les instabilités au niveau de I’interface séparant les deux

couches de fluides viscoélastique en écoulement par gravité dans un canal incliné est le suivant :

FO (q: h) + SRFl (aXI atl q; h) + 82 FZ (aXX' att' aX’ at’ qﬁ h)
+ 83WFs (Oxxxr Ottt Oxxr Ot Ox, 0, q, h) = 0

qX+ht:0
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3 Analyse non linéaire de stabilité

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’analyse non linéaire d’un écoulement de deux fluides
viscoélastiques. Cette analyse permet de prédire I’évolution de perturbations de grandes
amplitudes. 11 s’agit d’abord de trouver le lieu des bifurcations de type Hopf, ces bifurcations
dans I’espace physique sont synonymes d’ondes périodiques, premier palier au passage du
systéme a un état chaotique par dédoublements de périodes puis d’examiner L’influence des
paramétres viscoélastiques des deux fluides sur le lieu des bifurcations de Hopf. 11 s’agit

également de maitre en évidence les zones ou des bifurcations hétéroclines peuvent apparaitre.

3.2 Passage aux ondes stationnaires

En se plagant dans un référentiel lié aux ondes qui se déplacent avec une célérité
constante notée c, le temps t cesse d’étre une variable du probléme. On introduit alors une
nouvelle variable spatiale ¢ tel que : £ = x — ct. Ce passage simplifie d’avantage le modéle

décrit par les équations (2.19) et (2.27) en diminuant le nombre de degrés de libertés.
L’équation (2.19) devient alors :

qE - Chg =0 (31)

En intégrant I'’équation (3.1) et en se ramenant a I’écoulement de base, on trouve :

q=cth—hy)+q (3.2)

En introduisant la nouvelle variable € dans I'équation (2.27) et en utilisant I’équation (3.2), on
trouve une équation différentielle ordinaire du troisieme ordre qui s’écrit sous la forme

suivante :
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Fo(h) + ERFl(ag, h) + EZFZ(aEE, 65, h) + £3F3(6§§§,6§,85, h)W =0 (3-3)

on tire hgg de (3.3) tout en posant & = 1, on aboutit a une équation qui se présente comme suit

hgge = Fo(h) + F;(8g, h) + F,(0g, 85, h) (3.4)

3.3 Transformation en un systeme dynamique

L’équation (3.4) est une équation différentielle ordinaire d’ordre 3. Il est plus judicieux
de la transformer en remplacant h € R par U € R3, ce qui laraméne de I’ordre 3 a ’ordre 1.

Pour ce faire, on pose :

Cela donne
Uig hyg
U.=1U =|h
H 2§ 133 35
Usg hgge (3:5)

On a abouti & un systeme dynamique autonome et non linéaire de dimension 3 qui s’écrit :

du;

¢ =8, =123 (3.6)
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3.3.1 Points fixes du systeme dynamique

Les points fixes sont des points de 1’espace des phases® correspondant a des états

indépendants du temps. Elles sont obtenues en résolvant le systéme : CL—[Q =0,i=1,2,3.

Pour trouver ces points fixes, on substitue : hg = hgg = hggg = 0 dans I’équation (3.4).

Dans ce mémoire, I’étude est faite seulement autour du point fixe principal (U, =

(hy,0,0) ) correspondant a I’état de base, qui est un point fixe parmi plusieurs autres.

3.3.2 Etude de stabilité du point fixe principal :

Dans ce qui suit, on procéde a I’étude de stabilité du point fixe principal, sachant que cette
étude est similaire a ’analyse de stabilité linéaire autour de 1’état de base. Pour ce faire, on
perturbe légerement le point fixe principale : U; = Uy, + U;.

Puis on substitue la nouvelle expression de U; dans le systeme (3.6) :
d ~ ~
@ (Up + ;) = (U, + Ty) (3.7)

Etant donné que le point fixe principal est indépendant de € et en faisant un développement de

Taylor au voisinage de U, du second membre de (3.7), on trouve :

dU; B d (g(Up + ﬁ1)) -~
T av, 1wV (3.8)

Le systeme (3.8) admet des solutions sous la forme exponentielle suivante : e AX=CH ) est
équivalant a (ik) dans I’analyse de stabilité linéaire ou k est le nombre d’onde. Par la suite, on
sera amené a résoudre un probleme aux valeurs propres qui admet des solutions non triviales

que lorsque le déterminant caractérisant ce systeme est nul.

8 ’espace des phases est un espace abstrait dont les coordonnées sont les variables dynamiques du systéme.
Dans notre cas les variables sont : h, hE et hEE'
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La stabilité du point fixe dépend directement du signe des valeurs propres A et c’est pour cela

qu’on distingue trois cas différents :

Premier cas :

Si toutes les valeurs propres sont réelles (A; € R) et toutes de mémes signes (A; >
0 ou}; <0,i=1,2,3), le point fixe est appelé nceud. Ce nceud est stable si toutes les valeurs

propres sont négatives, sinon il est instable.

Deuxiéme cas :

Sitoutes les valeurs propres sont réelles et au moins une de ces valeurs est positive, le point

fixe est appelé col. Un col est toujours instable.

Troisiéme cas :

Siune paire de valeurs propres sont complexes conjuguées (1 = A, % i};) et 'autre valeur
propre est réelle et négative, le point fixe est appelé point spiral. Ce point spiral est stable

lorsque la partie réelle de A est négative (A, < 0) , sinon il est instable.

3.4 Ondes périodiques :

Une onde périodique est une perturbation qui se reproduit a I’identique a intervalles égaux.
Pour trouver ces ondes, on commence par perturber les fonctions q(x,t) et h(x,t) autour de la

solution de base (hy,qo) :
qx,t) = go + nQx, t) (3.9)

h(x,t) = h; + nH(x,t) (3.10)

Ou n est un petit coefficient.

Apres cela, on substitue (3.9) et (3.10) dans (2.19) et (2.27), puis on élimine les termes d’ordre

n? et plus.

2Q(x,t) N OH(x,t) _ 0 (3.11)
0x ot
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Fo(Q H) + &{RF1 (0, 85, Q H) + F(y, H)} + £2F, (05, Q H)
4 €3F5 (0,5, HHW = 0 (3.12)

Le systeme (3.11) - (3.12) est formé de deux équations linéaire a coefficients indépendants du

temps et de 1’espace, ce qui permet d’écrire ces solutions sous forme de modes normaux :

H(x,t) = Ae*x=c (3.13)

Q(x,t) = Eerx—<) (3.14)
Ou A et E sont des constantes.

En substituant (3.13) et (3.14) dans (3.11) et (3.12), on aboutit au systeme algébrique suivant :

—AAc—E)=0 (3.15)

cot(0) (3.16)

Fo(AE) + AF, (A, E,Rc L, ) + A2F,(AE) + A3F5(E)W = 0

L’équation (3.16) est obtenue pour un € égale a 1.

Pour que le systeme (3.15) - (3.16) admette des solutions non triviales, il faut que le déterminant

de la matrice caractéristique du systeme soit nul.

Aprés avoir égalé le déterminant a zéro, on trouve le polynéme caractéristique suivant :

B B .
DA + =122 +BA+ = = 0 (3.17)

Avec :

cot(0)
R

D, =F,(W),B; =F;(c), B, =F, (C. [, 1, ) et B3 = F3(c)
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3.4.1 Bifurcations de Hopf

La bifurcation de Hopf est un changement local d’un point fixe en un °cycle limite dans
I’espace des phases lorsque la célérité des ondes atteint une valeur critique correspondant a la
célérité des ondes au début de I’instabilité (i.e. Le systeme dynamique converge d’un état

stationnaire a un régime périodique) [8].

On obtient les bifurcations de Hopf en posant A, = 0, cela vaut dire qu’on passe d’un point
spiral stable a un point spiral instable et vice versa. La paire de valeurs propres deviennent ainsi
purement imaginaires : A = ti}; et c’est cette condition qui permet au systéme non linéaire

d’osciller.

L’équation (3.17) s’écrit :

B B 3.18
—il}\iz + 33 + i(_Dl}\i3 + BZ}\i) = 0 ( )
En annulant la partie réelle de (3.18), on trouve :
B
AW=2350 (3.19)
By
En annulant aussi la partie imaginaire de (3.18), on trouve :
B (3.20)
2 _ "2
A= D, >0
L’¢égalité de (3.19) et (3.20) donne la condition dite de Hopf:
BlBZ = B3D1 (3'21)

La condition de Hopf donne la célérité de départ des séries de dédoublement de période.

9 Un cycle limite est une trajectoire périodique, fermée et isolée.
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3.4.2 Influence des parametres du probleme (I'y, I, et W)  sur

la courbe de Hopf

La célérité des ondes au début de I’instabilité est calculée en posant : B; = 0. Pour une
valeur fixe de I’angle d’inclinaison du canal (6), le point fixe subit une bifurcation de Hopf
lorsque la valeur du parametre de contréle (la célérité) croise la courbe donnant le lieu des

bifurcations de Hopf dont I’équation mathématique est : B;B, — B3D; = 0.

Afin d’examiner ’influence des parameétres Iy, T, et W sur la courbe de Hopf, on fixe d’abord
les paramétres du systéme :

p=0.1

p=20.1

h, = 0.3

R =10

rrrrr

34.2.1 Influence de I' ;et I', sur la courbe de Hopf

Pour un nombre de Weber égal a 10, on a fait varier les parametres viscoélastiques I'; et I,
dans le but de voir leurs influences sur la courbe de Hopf dans un écoulement de deux fluides

viscoélastiques.
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Figure 2 : influence du parametre viscoélastique du fluide 1 sur la courbe de Hopf dans le cas ol le fluide 2 est newtonien.

Tout d’abord, on remarque d’aprés la figure2 que les courbes de Hopf sont situées au-dessous

de la courbe donnant la célérité critique (C, = 1.573).

En se mettant dans le cas ou le fluide 2 est newtonien et en faisant varier le parametre
viscoélastique du fluide 1, on remarque que la courbe de Hopf s’éloigne de la courbe la courbe
donnant la célérité critique lorsque que le parametre viscoélastique du fluide 1 augmente ce qui
fait élargir la zone ot des ®bifurcations hétéroclines sont probables. Ces bifurcations sont

synonymes d’ondes sous forme de ressauts hydrauliques dans I’espace réel.

10 | es bifurcations dites hétéroclines sont des bifurcations qui se produisent lorsqu’un point fixe perd sa
stabilité au profit de l'autre.
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Figure 3: influence du paramétre viscoélastique du fluide2 sur la courbe de Hopf dans le cas ol le fluidel est newtonien.

La comparaison des figures 2 et 3 permet de constater que la zone ou des bifurcations
hétéroclines sont possibles est plus large dans le cas d’un écoulement de deux fluides dont le

fluide 1 est viscoélastique et le fluide 2 est newtonien que dans le cas inverse.

L’¢tude de l'influence des parametres viscoélastiques a permis de conclure que la
viscoélasticité favorise le développement des bifurcations hétéroclines, des ondes donc sous

forme de ressauts hydrauliques.

3.4.2.2 Influence du nombre de Weber sur la courbe de Hopf

Pour examiner 1’effet du nombre de Weber sur la courbe de Hopf, on substitut d’abord les
paramétres viscoélastiques I'; = 0.05 et I, = 0.02 dans I’équation : (B;B, — B3D,; = 0) puis
on trace dans le plan (c,y) la courbe de Hopf pour des différentes valeurs du nombres de
Weber.
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Figure 4 : influence du nombre de Weber sur la courbe de Hopf.

D’aprés la figure 4, on remarque que la diminution du nombre de Weber fait éloigner les
courbes de Hopf de celle donnant la célérité critique. Lorsque le nombre de Weber tend vers
z¢éro, la courbe obtenue marquera la limite d’obtention des ondes périodiques. Nos
remarquerons de plus que ces courbes de rejoignent toutes au point correspondant au Reynolds

critique.

3.5 Résolution de I'équation aux dérivées ordinaires

Dans cette derniere partie de 1’étude nous présentons les résultats obtenus par intégration

numérique du systeme dynamique (3.6) pour les conditions initiales suivantes :

U; = h= 03001
U, = hg = 0.0010
Us = hg = 0.0010

En considérant le cas d’un écoulement de deux fluides de parametres viscoélastique T; = 0.05
et I, = 0.02 dans un canal vertical puis en diminuant la célérité des ondes de 1.116 a 1.035, le
systéeme subit une cascade de dédoublement de période. Les points fixes (attracteurs) dans

I’espace des phases et le profil de ’onde dans I’espace réel sont représentés sur la figure 5.
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Figure 5 : cascade de doublement de période subit par le systeme dynamique ; (a,) C = 1.116,(a;) C = 1.064, (a;) C =
1.040, (a,) C = 1.035.
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D’aprés la figure 5, on remarque que I'amplitude des cycles limites augmentent avec la

diminution de la célérité des ondes.

A mesure que la célérité diminue, la période est multipliée par deux puis par quatre puis huit
et ainsi de suite. Ces doublements de période sont de plus en plus rapprochés et ménent le

systeme a un état chaotique.
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Conclusion génerale

Dans ce travail de recherche nous nous sommes intéressés a I'étude non linéaire de

stabilité d’un écoulement de deux fluides viscoélastiques dans un canal incliné.

Au chapitre 1, nous avons établi les équations régissant I’écoulement d’un film mince de deux
couches de fluides viscoélastiques et les conditions aux limites qui leur sont adjointes puis on
les a adimensionnées. L’écriture des équations du mouvement sous forme adimensionnelle a
fait apparaitre des groupements adimensionnels tels que le nombre de Reynolds et le nombre
de Weber. Ces nombres nous ont permis de mettre en évidence les effets pertinents du

probléme.

Au chapitre 2, nous avons pu obtenir un modele décrivant I’évolution spatio-temporelle de
I'interface et le débit locale grace a l'application de la méthode des résidus pondérés

combinée a I’hypothése d’ondes longues.

Au chapitre 3, nous nous sommes mises dans le cas particulier des ondes stationnaires et en
utilisant la théorie des systemes dynamiques, on a pu transformer le modéle a un systéme
dynamique. L’étude de la stabilité du point fixe principale de ce systeme nous a permis de
trouver le lieu des bifurcations de Hopf. L’¢étude de I’influence des parameétres viscoélastiques
sur la courbe donnant le lieu des bifurcations de Hopf a permis de conclure gque la viscoélasticité
favorise le développement des bifurcations hétéroclines, des ondes donc sous forme de ressauts
hydrauliques. Enfin, un scénario de transition vers le chao par dédoublement de période a été

identifié dans le cas d’un écoulement dans un canal vertical.
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