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Introduction

Les découvertes d’un concept quantique et d’'un nouveau concept d’espace temps ont été
de grandes réalisations au cours du siécle dernier. La premiére découverte a été systématisée
comme une théorie d’ensemble avec la mécanique quantique. Cette derniére est apparue pour
résoudre des problemes que la mécanique classique de Newton ainsi que 1’électromagnétisme
de Maxwell échouaient & expliquer, comme les rayonnements du corps noir, l'effet photo-
électrique, ou encore l'existence des raies spectrales [1]. Cette théorie introduit la notion
purement quantique de « Spin », qui n’a pas d’équivalent en mécanique classique, contrai-
rement & la position, I'impulsion ou I’énergie d’une particule. Le spin étant une propriété
intrinseque des particules découvert par Stern et Gerlach en 1922 [2].

La deuxiéme découverte a été introduite par Einstein dans la théorie de la relativité
générale achevée en 1916 [3]. Cette derniére est 'une des plus importantes théories en phy-
sique, qui généralise la théorie de la relativité restreinte a tous les référentiels de la nature,
et associe la notion de géométrie a la gravité. La ou Newton voyait la gravitation comme une
force, formulée dans la loi universelle de gravitation, il y a plus deux cents ans auparavant,
sous la forme

MaMp

d2
Einstein trouve une déformation de la géométrie de I'espace-temps dépendant de la distri-
bution de la matiére ou plutdt de I’énergie et I'impulsion et inversement, selon sa fameuse
équation

Fyp=G

G+ Ag = 87GT),

Cette théorie est a 'origine de I'explication de plusieurs phénomeénes et aspects de I'univers,
et comporte les outils de base qui permettront d’étudier une particule de spin dans le cas de
la relativité générale [4] [5].

L’une des directions les plus importantes de la physique théorique moderne, est la re-
cherche d’une possible théorie qui unifierait les 4 interactions fondamentales, ot I'unification
cohérente de la mécanique quantique et de la force gravitationnelle exigerait une attention
particuliere. En outre, la généralisation des théories physiques, construites dans I’espace plat
de Minkowski, & un espace-temps courbe n’est pas une tache simple. La théorie des champs
quantiques et la mécanique quantique relativiste sont basée sur la théorie de Dirac pour les
fermions. Notons que ’équation de Dirac est congue pour étre cohérente avec la relativité
restreinte (SR), c’est-a-dire un espace-temps plat. Le formalisme traditionnel de la relativité
générale, reposant sur le tenseur métrique g,,, et les symboles de Christoffel, n’est pas adé-
quat pour la description des spineurs. Il est nécessaire de développer un formalisme alternatif
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qui permet une reformulation de la relativité générale, incluant naturellement les spineurs et
leur transformations associées. En partant de la théorie générale de la relativité (GR) selon
laquelle I'espace-temps est courbé par la présence de la matiére, la version de la théorie de
Dirac congue pour la SR, ne prend pas en compte l'interaction entre la particule élémen-
taire et la courbure de I’espace-temps. Fock et Ivanenko ont généralisé 1’équation relativiste
de Dirac pour I’électron en introduisant la dérivée covariante d’un spineur dans un espace-
temps riemannien. Pour incorporer des champs de spineurs dans une théorie métrique de
la gravitation, nous devons construire une différentiation covariante des spineurs pour une
connexion affine générale.

Dans ce travail nous proposons d’étudier la fameuse équation de Dirac qui constitue
I’équation fondamentale des particules de la matiére de spin demi entier se propageant dans
un espace courbé définie par la géométrie riemannienne. Nous allons discuter des effets
gravitationnels sur les particules de Dirac en fournissant un cadre simple pour reformuler le
formalisme traditionnel de la relativité générale reposant sur le tenseur métrique g, et les
symboles de Christoffel qui ne s’applique pas pour la description des spineurs.

Dans le premier chapitre, nous remédions & ce probléme, en introduisant la notion de
vierbein a la place du tenseur métrique qui fait le passage entre la base naturelle et la base
des tétrades, en faisant appel a une connexion de spin & la place des symboles de Christoffel,
pour construire la dérivée covariante spinorielle [6] [7].

Afin de simplifier notre travail, nous exprimons I’équation de Dirac par une approche trés
importante appelée 'approche de Schishkin qui permet de faire une séparation de variables.

En suite dans le deuxiéme chapitre nous allons étudier cette équation dans un espace
courbé avec une constante cosmologique positive considérée comme la seule et unique solution
d’équations d’Einstein dans le vide, appelé espace de " de sitter". Enfin, nous allons chercher
la solution exacte de ’équation de Dirac dans cet espace.



CHAPITRE
L’équation de Dirac en

relativité générale

L’équation de Dirac est une équation qui est capable de décrire les effets relativistes dus
a la vitesse et au spin des particules. Son importance provient du fait qu’elle permet de
décrire les particules élémentaires, de spin %, qui constituent la matiére, et qu’on appelle les
fermions. Dans ’espace de Minkowski cette équation est donnée par I’expression suivante

(i7"0y —m) ¥(x) =0, (1.0.1)

ou ¥(z) est la fonction d’onde de Dirac, appelée bi-spineur de Dirac.

Au cours de ce chapitre, nous allons traiter et exprimer cette équation dans le cas de la
relativité générale. Cette derniére a été I’origine d’un changement radical de la compréhension
de I'espace-temps et principalement de la gravitation puisque elle n’est plus considérée comme
une force tel que Newton I’a montré, mais comme une propriété géométrique de ’espace-
temps selon Einstein. Aussi, nous discuterons des effets gravitationnels sur les particules de
Dirac qui se propagent dans la géométrie riemannienne :

-Premiérement en faisant intervenir le formalisme de tétrades qui fait en quelque sorte le
lien entre ’espace-temps courbe et ’espace-temps tangent plat.

-Deuxiémement, en définissant la dérivée covariante spinorielle en remplacant la dérivée
partielle par une dérivée covariante, mais comme il s’agit d’une dérivée agissant sur les
spineurs, le terme de connexion que nous allons introduire est un objet mathématique plus
complexe appelé la connexion de spin.

1.1 Le formalisme des tétrades

Le formalisme des tétrades est une approche de la relativité générale qui remplace le choix
d’une base naturelle de coordonnées notée {0, }, de I'espace tangent a la variété différentielle
muni d’une métrique riemannienne g,, en un point par une autre base locale (au méme
point), c’est la base des tétrades {e, }, qui est définie par quatre vecteurs qui sont linéairement
indépendants. La matrice de changement de base permettant de passer de la base naturelle
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a la base tétrade notée e, ", est définie par la relation

eq = €,"'0, (1.1.1)

Par définition, le grand avantage d’une tétrade est que cette base doit étre construite de
telle facon que la métrique devient localement Minkowskienne. Imposer I'orthogonalité des
vecteurs de base de la tétrade revient a écrire

Nab = 9(€a, €p) (1.1.2)

Si on introduit les matrices de changements de base a partir de I’équation précédente (
1.1.2), on trouve le lien entre g, 'expression du tenseur métrique dans la base naturelle de
coordonnées,

Guv = g(auaau) (113)

et n,, 1’expression de ce méme tenseur dans la tétrade

Nap = 9(€a, ) = g(eauau, ey 0,) = el e g(auv dy) =el ey Juv (1.1.4)

Remarque :

Etant donné que dans la base de la tétrade, la métrique est localement Minkowskienne,
la théorie de la relativité restreinte s’applique localement. En particulier, d’'un point de vu
calculatoire (la convention de sommation d’Einstein) tous les indices relatifs a la tétrade
(indices latins) peuvent étre montés et descendus au moyen de la métrique de Minkowski
N, alors que tous les indices relatifs a la base naturelle (les indices grec) sont montés et
descendus avec la métrique g,,, . Nous pouvons donc introduire la tétrade inverse a e}, que
nous noterons e, telle que

e e =0,

1 sia=1"b
0 sia#b
Si nous prenons la relation (1.1.4) et nous la multiplions par 7°®, nous trouvons que

ot le symbole de Kronecker d; est défini par J;, = {

ca _ ca, W,V
n 'nab =" ea eb g,uu

c ca, W,V
o, = n“et'ey g

en tenant compte de I'expression du Kroneker d;, nous obtenons

c. v o __ ca _ v
e, e = nvel ey’ gu
c ca, p
€, = N € Guw
e, = €. (1.1.7)

Ceci montre que la matrice inverse de la transformation de coordonnées peut étre obtenue
simplement en levant et en descendant les indices en tenant compte du fait que les indices
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se référant a la tétrade se bougent avec la métrique de Minkowski tandis que les indices
se référent a la base naturelle se bougent avec la métrique riemannienne. Grace a cette
transformation, nous pouvons passer de la base de tétrade & la base naturelle comme suit

O = €,6q (1.1.8)

Cette derniére nous permet de faire le lien entre les bases des espaces cotangents. En effet,
si on note la base duale naturelle de coordonnées par {dz* } qui est la base duale de {0,
}, et si on note la base duale de la tétrade par {e*} qui est la base duale de {e,}, et par la
définition de la base duale

elep] = 0 (1.1.9)

ou e“[ep] représente 'action de la 1-forme sur un vecteur ey,
En remplagant (1.1.1) dans (1.1.9), on aboutit &

eley O | = 6,
d’apres la relation (1.1.5) on trouve que
epe’[0u] = ep.ep = €€y
alors

e’[0,) = e (1.1.10)

“w
Cette derniére est équivalente a la relation suivante

et = e, dx" 1.1.11
o

Les liens entre les vecteurs de la base naturelle et de la tétrade, et les transformations de la
base duale sont données par :

ea = €0, 0, =¢)e, (1.1.12)
e’ = e drt & dat = et e 1.1.13
n

Tous les tenseurs de la théorie peuvent étre exprimés dans la base des tétrades grace a
la matrice tétrade qui donne les transformations des composantes de ces tenseurs. A titre
d’exemple, si on prend un vecteur quelconque de ’espace tangent v et on note v* ses com-
posantes dans la base naturelle et v* ses composantes dans la base tétrade, on peut écrire
que

v="2"0, (1.1.14)

v =1, (1.1.15)

En injectant la relation (1.1.1) dans (1.1.15), on trouve

v=1v"e0, = v"=ev" (1.1.16)
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En injectant la relation (1.1.8) dans (1.1.14), on trouve

v=1'e e, = v = e’ (1.1.17)

Nous pouvons aussi exprimer les 1-formes dans la base cotétrade, mais leurs composantes
vont se transformer de la maniére suivante

w = w,dz" (1.1.18)

W= wee" (1.1.19)
On remplace (1.1.13) et (1.1.12) dans (1.1.18) et (1.1.19) respectivement, pour obtenir

Wy = €hw, (1.1.20)

Wy = € w, (1.1.21)

La transformation d’un tenseur d’ordre 2 est donnée par

T = el — T = e“eZT“b
u-v a

Tw = eegl, =T, = e“ebTab

Ty = ey =T = eleb T

L’orthogonalité de la tétrade impose la relation suivante
G = 9(0,0,) = g(eleq, ehes) = efebglea, ) = €5einy, (1.1.22)
Nous pouvons aussi déduire
g = det(g,,,) = det(e}, e’n) = (det ef)? det(n,,) = detel = /g
L’invariant relativiste s’écrit dans les deux base comme
ds? = g datds” = getepete’ =n,ee. (1.1.23)
Les vecteurs de base de tétrade vérifient les crochet de Lie
[ea, €3] = chyea, avec ¢y = eheh[0.(el) — O, (el)] (1.1.24)

Remarque :

Le formalisme de tétrade est un systéme formel composé d’un langage formel et d’une
sémantique représentée par un systéme déductif et calculatoire. I’objectif de ce formalisme
dans notre cas est de réécrire les équations d’une autre maniére, ne faisant pas de prédictions
différentes, il permet néanmoins aux équations pertinentes d’étre exprimées différemment.
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1.2 La dérivée covariante spinorielle

La dérivée covariante spinorielle, introduite par Fock et Ivanenko, est une généralisation
de la dérivée ordinaire, perméttant d’étendre la théorie de Dirac pour les fermions a des
espaces courbes.

1.2.1 La connexion affine

Prenons deux points d’espace-temps z et x® + dz“ appelés i et j respectivement. Le
quadrivecteur au point i est noté V*(z) et celui au point j est noté parV*(z) +0V(z). Le
champ au point z® 4 dx® adjacent a r“est donné par

V(x4 6x) = V¥(x) + 62705V = V*(z) + 0V (x) (1.2.1)

Donc
SV(x) = 02°05V™ = V(x + 6z) — V(1)

La différence entre le champ au point j V*(x+0x) et le champ qui est transporté parallélement
par rapport au champ V“(x) en méme point est

(VE(z) +0V(z)] — [V (z) + 5V (z)] = §V(z) — 6'V*(x)
§'V(z) doit disparaitre si dz% ou V*(z) disparait , donc nous choisissons sous la forme
§Ve(x) = —ng(:p)‘/ﬁ(x)éx7 (1.2.2)

ou I'§_ () est un facteur multiplicatif, et nous le considérons comme un moyen pour tenir
compte de la courbure de la variété.
La dérivée covariante peut étre construite comme suit

V.V () = (s%{va(x +62) — [V° () + 6V ()]} (1.2.3)

On remplace (1.2.1) et (1.2.2) dans (1.2.3)
(6% 1 « « (03 (63
V.,V (x) = %{V () + 0270,V (x) — V*(x) + Fﬁv(:c)Vﬁ(x)(S:ﬂ}

Nous avons la simple expression de la dérivée covariante dans la base des coordonnées {z*}
qui est donnée par la dérivée partielle plus un terme de correction [§]

V, Vo (x) = 0,V*(x) + T (2)V7(2)

Les connexions affines, ou les symboles de Christoffel dans une terminologie plus ancienne,
sont des objets définis par des expressions mathématiques qui ont ’air compliquées. Mais
I'idée de laquelle dérivent ces objets est trés simple. Considérons deux tenseurs dont les
composantes sont définies par rapport a deux repéres différents. Ils ne peuvent étre comparés
que si nous connaissons un lien entre ces deux repeéres. Ceci est le but des connexions affines,
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c’est-a-dire qu’elles permettent d’effectuer un lien entre deux repéres naturels infiniment
voisins. [4]
1.2.2 La connexion de spin

Considérons la dérivée covariante du formalisme de tétrade et introduisons la notion de
connexion de spin. Dans le formalisme métrique, la dérivée covariante du vecteur V# est

Vv, Vt=09,VF+Th VA (1.2.4)
ou la connexion affine est donnée par une expression symbolique standard de Christoffel
1 T
P;);u = igu (aﬂg)\u + 81/9)\# - a)\g,uy) (125)

Notre but est de construire une version de dérivée covariante avec d’autres objets comme
les tetrades, qui ont des indices locaux de Lorentz. De toute évidence, ceci est une tache
non-triviale, car la tétrade n’est pas un tenseur et par conséquent, sa dérivé covariante n’est
pas quelque chose de naturel. Logiquement ces constructions impliquent nécessairement un
certain nombres d’hypotheses.

Il est facile de comprendre que dans le cas de Lorentz, la dérivée covariante du méme
vecteur ne peut étre égale & 9,V° puisque c’est une contradiction, la raison est que tout dé-
calage par rapport & un point signifie un changement d’un espace tangent & un autre et donc
dérivant la différence entre deux valeurs de vecteur nécessitent une définition supplimentaire.
L’expression générale qui satisfaie ces conditions est

VoVl =0,VP + b, V© (1.2.6)

ot w’ ., sont des coefficients inconnus mais qui sont nuls dans un espace-temps plat w® ,

= 0.
Les composantes d’un tenseur satisfaisant la relation siuvante :

V,VF = eletV, V7. (1.2.7)
On injecte (1.2.6) dans (1.2.7) ensuite
VaVH = e5el (0, VP +wb V).
D’apres le formalisme des tétrades, on a démontré que
Vi=eV

donc
VAV = efep (Ol V] + ',V = eief (VI0ae] + 40,V +w' V).

En utilisant la relation (1.1.8) , on obtient

VAVH = ZVH+ V7 [ehored + eju’ e (1.2.8)

10
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Nous remarquons d’apres (1.2.8) et (1.2.4) que

I = ebﬁ,\e +eyw’ eg (1.2.9)

En multipliant la derniére équation par eZe”b, on arrive a

Yo b 1 b a vb c p, d __ b a ab
epe’Th\ = e ele ohes + e el’elequ’ \ = €70zl + w",

pour aboutir & la connexion de spin

w™ = ege’Th, — el (1.2.10)
on peut la réécrire aussi
wy, = eney Ty, — e 0zel . (1.2.11)

On considére la somme w“b + wb“ et on remplace le symbole de Christoffel I, par son
expression, on constate que

w = —w™, (1.2.12)
Dérivée covariante de la tétrade
D’apreés la relation (1.2.4) on a
V,VE=09,VF+Th V* & V, (el V) = 9, (et V) + T4 V* (1.2.13)

On s’intéresse a la dérivée partielle
0u(ehV*) = €0u(e}V")
= e%el0,(V?) + eV, (ep), (1.2.14)
si on remplace (1.2.14) dans (1.2.13), on aura
V., (V) = elet0,(VP) + 2V, (ep) + KV (1.2.15)

en appliquant le formalisme des tétrades sur les composantes du tenseur dérivée covariante,
on obtient
V, VE = €2V, (efV?) = e2ef Vo (VP) + e2 VPV, (e)). (1.2.16)

Selon la relation (1.2.6), 'expression précédente devient

V,VE = e2el [0,V +wb V] + e’ VOV, (el
= e g‘aavbJrezegjvc b VIV, (eh). (1.2.17)

On comparant les deux relations (1.2.15) et (1.2.17), on oboutit aprés quelques manipula-
tions a ’expression suivante pour la dérivée covariante des tétrades

V.(e}) = e20u(el) + eIy, — etw, . (1.2.18)

11
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Enfin, aprés le remplacement direct de (1.2.11) dans (1.2.18), on peut facilement vérifier que
la dérivée covariante de tétrade disparait, d’une part

Vo) = e+ Th, — eleselTY, — cdres]

= O.(e}) + elepo,es (1.2.19)
d’autre part, nous avons
Orleset] = 50, lel] + et [e5] < e, [e5] = —esrler] (1.2.20)
en injectant (1.2.20) dans (1.2.19), on trouve
V.(eh)=0 (1.2.21)

Ce résultat n’est rien d’autre que la conséquence directe de la propiété de la dérivée covariante
de la métrique riemanienne, car

Vo (gw) = VT(nabezei) = 277ab€ZVT(62) =0 (1.2.22)

La connexion de spin d’aprés Weyl

Hermann Weyl a démontré comment le concept de spineur pourrait étre reporté sur un
espace courbe de la relativité générale [9]. Avant, les spineurs étaient reconnus principalement
comme des objets mathématiques transformés dans 'espace sous le groupe SU(2). Dirac
montra qu’ils étaient essentiels & la description de la mécanique quantique (les particules
de spin demi-entier comme les électrons). Cependant I'espace-temps dans lequel les spineurs
de Dirac opéraient était toujours Lorentzien puisque les spineurs de Dirac ne sont ni des
scalaires ni des vecteurs, on ne savait pas encore comment ils se comportaient dans les espaces
courbes. Weyl a fourni un moyen a cette description en utilisant les tétrades comme un lien
nécessaire entre ’espace de Lorentz et ’espace de Riemann. Nous pouvons raisonnablement
s’attendre a ce qu’'une forme similaire soit vérifiée pour la dérivée covariante d’un spineur
dans un espace courbe. Weyl a eu la perspicacité de reconnaitre cette identification comme
un principe général et il a exprimé la dérivée dans ’espace courbe du spineur de Dirac comme

aH\I/ — D,V
DY = (0,-TI),)V (1.2.23)

ouI', sont des matrices 4 x 4 qui rendent 1’équation de Dirac valable pour un espace courbe,
elles representent la connexion de spin.

En ce qui concerne les propiétés de la transformation de W(z) lui méme, on considére le
changement résultant d’un déplacement infinitésimal

U(x +dr) = ¥(x) + 0,Vdat = V(z) + d¥
donc

dV = V(z +dz) — ¥Y(z) = 0,Vda".
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L’équation de Dirac en relativité générale

On peut alors exiger que la variation totale dans un espace courbe sous un transfert paralléle
soit
U(z+dr) =¥(zr) + T, ¥(z)da" = V(z)+ D,V (x)

o D,V =T, ¥(z)da" = D, V" = W da (1.2.24)
La quantité scalaire de Dirac est donnée par
I =00 =0y p (1.2.25)
avec
0 0 1 O
AP = ? 8 8 _01 la représentation de Weyl
0 —1.0 O
10 0 O
A0 = 8 (1) _01 8 la représentation de Dirac
00 0 -1

Pour écrire 1’équation de Dirac en relativité générale, nous introduisons les matrices dé-
pendantes du 'espace-temps ~*(z) et qui sont liées aux matrices 7%, de I'espace plat de
Minkowski, par la relation suivante

Y(x) = ehy" = v,(r) = ey, (1.2.26)

sachant que I'anticommutateur des matrices de Dirac ordinaire v* est donnée par

(v} =21 (1.2.27)

d’apres les relations (1.2.27) et (1.1.22), on trouve que anticommutateur entre deux matrices
~v#(z) est donné par

{(2), 7" (x)} = 29" (1.2.28)

Nous pouvons aussi déduire que D, {v*(x),7"(z)} = 0, en tenant compte de (1.2.22).

Nous devons tenir compte de la possibilité que les matrices gamma puissent étre des
fonctions de coordonnées, par conséquent, nous écrivons ° comme 7°(x) donc, en appliquant
la dérivée covariante sur la relation (1.2.25)

DI = D(¥'y°0)
= D(UNYU + WD + Ui’ D(D)
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L’équation de Dirac en relativité générale

D’apreés les deux relations (1.2.25) et (1.2.24) on trouve
D, = \I/TFLVO(x)\I/dx“ + 19,7 (2)Wdat + VT (2)T, Wda"
= W) + 0,0 () + 20 (@)T, )T = 0.

Donc
I’ (2) = =0,7° () = 7°(@)T, (1.2.29)

U~ T est un vecteur, on peut le noter V*(z) et on suppose que ce vecteur est parallélement
transféré de la méme maniére qu’il est en relativité générale

SV =Ty, Vedat,

De la méme maniére, on suppose que V¢ = U~*W est un L-vecteur, donc sa derivée covariante
est égale a

DV* = D [U'V]
= D[ (2)y" 7]
= D(UN P+ UD( ) + U (2) D(y*) ¥ + Uiy D(T)

En injectant la (1.2.24) dans l'expression de la derivée covariante, on trouve

DV = \IJTFLVO(a:)W’\\I/dx" + U10,7%(2)y M Udat + U (2)0, Vda” + U0 (2) T, Uda
UHTTA ()7 + 0,7 (@) +7°(2) 07 + 72 (@) T, Wdat, (1.2.30)
Dans le cas de la relativité générale
DV = T, Vdz"
= I A°(2)y | Uda” (1.2.31)

ap
Donc on a I’égalité suivante
LA (@) + 9,7 (@) +7°(2)9™ +°(2)7* T = oy ()
En utilisant la relation (1.1.23) on peut se débarrasser du terme I'},4°(x) pour aboutir a
Du(D’Y)\ = @;y’\ - Fi;ﬂa = Flﬂ’)\ - ’V)Tu-

De méme pour la L-forme V¢ = U~*W¥, nous trouvons

w® 5y’ =T, — Ty% (1.2.32)
Grace au formalisme des tétrades, on a 7 = ef/y“. Ainsi, il est facile de démontrer que

w® b, = ep D, (T)ef. (1.2.33)
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L’équation de Dirac en relativité générale

On peut aussi réécrire la relation (1.2.32) sous la forme

Wabﬁﬁb = Yol = Tuva

En multipliant a gauche par v, on obtient

wWaty V"V = YLy = Tuva?” (1.2.34)
Sachant que v,7* = 41 , et en remplacant dans (1.2.34), on aboutit a
Wab V" = v Ly — 4T, (1.2.35)
Ainsi,
4Fu = wbau’ya,yb + ’yal—‘p«’ya
En multipliant les deux cotés par v, et 7%, elle devient

O O e 0 B 7% 0 WP e
En développant le terme wbauﬂyc’y“’yl”yc, et tenons compte de la relation (1.2.12), nous pouvons
démontrer que

Whap VY Y = 0. (1.2.36)
Ainsi,

a 1 a
Yalu* = 7Yl .

Si on multiplie cette expression encore une fois par v, et v%, on trouve

a 1 a C
Yalw?* = 767Vl wy e

Apres K itérations, on obtient

a 1 a C
Yalw?" = gzl Vv valwy ")

On conclut, en prenant la limite £k — oo, que
YLy =0 (1.2.37)

En remplacant (1.2.37) dans (1.2.35).on obtient I’expression recharchée pour la connexion

de spin
1 1
I, = Zwbau7a7b = gwbauS“b (1.2.38)

ou S% = 1[4 ~*] est le tenseur de spin.
En injectant (1.2.10) dans (1.2.38), on aboutit a la formule de la connexion de spin

suivante ]
F)\ = Zlg,ua(a,\elzeg - 3)\)5#’/ : (1239)
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L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

Finalement,en remplagant (1.2.39) dans (1.2.23), on conclu que la dérivée covariante spino-
rielle est donnée par I’expression suivante

Dy = 0\—T, (1.2.40)
1
Dy = 0y — Zgw(ﬁkel;eg— @) S (1.2.41)

Par conséquence, pour la particule libre de spin % et de masse my, I’équation covariante
de Dirac dans le cas de la relativité générale, est donnée par

{77 (0, —T,) +me} ¥ =0 (1.2.42)
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CHAPITRE

L’approche de Shishkin
pour une classe spéciale

de métrique

2.1 L’approche de Shishkin

L’équation covariante de Dirac dans le cas de la relativité générale comporte quelques
difficultés mathématiques, qui sont liées au fait que cette derniére est un systéme a quatre
équations différentielles avec des dérivées partielles, ot les solutions exactes d’un tel systéme
sont prédéterminées essentiellement par la méthode algébrique de séparation des variables.
C’est ce qu’on appelle 'approche de Shishkin.

Considérons I’équation de Dirac dans I’espace temps & symétrie central et isotrope. Nous
utilisons le systéme de coordonnées (r,0, ¢, t) pour lequel le carré de la distance élémentaire
s’écrit comme suit [10]

ds® = X {dr? + r?df® + r¥sin® 0dg®} — eVt

donc la métrique a la forme la plus générale

eMrt) 0 0 0
0 eMriy? 0 0
G = 0 0 At 2 gin 62 0 (2.1.1)
0 0 0 e
e Art) 0 0 0
v 0 e Armhp—2 0 0
9" = 0 0 e Mt r=2gin 2 0 (2.1.2)
0 0 0 —ev(nt)

Lorsque les fonctions A(r, t) et v(r, t) prennent une valeur précise, on obtient un univers bien
définie, comme I'univers de De sitter, Milne, Schwarzschild...ect.

17



L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

Nous pouvous exprimer le ds® en coordonnées cartésiennes, ou :
ds? = Xt (dz® + dy* + dz*) — e’ qt? (2.1.3)

Le passage entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées sphériques, est donné par

/22 2
x = rsinfcos ¢ TEVIRY T2 r € [0, +oo]

y = rsinfsin ¢ N tanf = (—\/”Ciﬂﬂ> 0 € [0, 7]
2 reosd tan g = (1) b€ (0,27
t=t

Pour un déplacement infinitésimal, nous avons

dx = sinfcos ¢dr + rcos 0 cos pdf — rsin 0 sin pd¢ (2.1.4)
dy = sin@sin ¢dr + r cos @ sin ¢df + r sin 0 cos pdp

dz = cosf@dr — rsinfdf

dt = dt

Le carré de la distance élémentaire exprimé dans la base des tétrades {e*} s’écrit

ds* = nabe&eg
ds? = ()2 + (e")? + ()% — () (2.1.5)

Par identification (2.1.3) et (2.1.5), et en utilisant (2.1.4), on obtient

¢ = e Fldr=e 2 [sin 6 cos ¢dr + 1 cos 6 cos pdf — rsin @ sin pdg]  (2.1.6)
& = 5 dy = 5 [sin 6 sin ¢dr + r cos 0 sin ¢pdf + 1 sin 0 cos pd )
e = ez dz=e [cos Odr — r sin 0d0]
P v(r) vrt)
e = e 2 dt=e 2 di.

Selon la relation (1.1.11), les quatre covecteurs de la base des cotétrades sont

e = eldr+epd) + edo + ejdt (2.1.7)
& = eldr+ ehdf + ehdo + el
e = e%dr + ez’dé’ + eidgb + ef’dt
- efdr + e’;dﬁ + ef;dqb + efdt.
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L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

Par analogie, la matrice de changement de base permettant de passer de la base munis d’une
métrique g, a la base tétrade est donnée par

eM2sinfcosp eMPrcosfcosp —eMrsinfsing 0
o eM2sinfsing eM?rcosfsing  eMrsinfcos¢g 0 (2.1.8)
peo eM2 cos —eM2rsing 0 0 o
0 0 0 e’\?

ou ses dérivées partielles par rapport a r, 6, ¢ et t sont données par

YeM2sinfcosd (X1 +1)eM2cosfcosg —(3r+1)eM2sinfsing 0

Dot — ”\Ele)‘\Q sin 0 sin ¢ (’\5,7“—1— 1)eM2 cos 6 sin ¢ (’\ 7+ 1)e*\?sin 6 cos ¢ 0
e X eM2 cos —(&7 +1)eM?sin @ 0 0
0 0 0 Yev\2
eM2cosfcosp —eMPrsinfcosg —eMrcosfsing 0
et = eM2cosfsing —eMPrsinfsing  eM?rcosfcosg 0
p —eM2gin g —eM2rcosf 0 O
0 0 0
—eM2sinfcosp —eMrcosfsing —e*\2rsinf cos gb 0
Dre? — eM2sinfsing  eM?rcosfcos @ —e’\\27“ sin # sin ¢ O
i 0 0
0 0
2eM2sinfcosd SeM\2rcosfcos¢ —3rsindsin qbe’\\2 0
Dot — 2eMsinfsing  SeM\2rcosfsin ¢ Ar sin 0 cos pet\? 0
Fu 2eM\2 cos 0 —2eM2rsin 6 0 0
0 0 0 Lev\2

Pour obtenir la tétrade inverse, on fait remonter et redescendre les indices grecs et les indices
latins en utilisant la métrique g"”et 7, respectivement :

B, MY b Yy
ea_eaug _eyg nab

La matrice des tétrades inverse est donnée par

e~ M2 sin 6 cos ¢ e M2 sin 0 sin ¢ e M2 cosd 0
ot e M2~ cos 6 cos ¢ e MNr~leosfsing —e M\2r~tsingd 0 (2.1.9)
o | —e M2 lginf tsing e Mrlsind 'coso 0 0 o
0 0 0 e V\2

Pour appliquer 'approche de Shishkin & I’équation de Dirac en relativité générale (1.2.42),
nous devons calculer d’abord la dérivée covariante spinorielle donné en (1.2.41).

19



L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

La connexion de spin D’aprés la relation (1.2.39) , la connexion de spin est définie par

1
Ta = J9ua(Oyebef —T50)S™ (2.1.10)

Afin d’effectuer cette opération, il faut passer par des calculs intermédiaires comme les sym-
boles de Christoffel I'},, le tenseur de spin S*” .

Les symboles de Christoffel Ils sont donnés par

1
T = 59" (Ogsw + 0ugxs — Dsgin)- (2.1.11)

Pour «, 8 et \ prennent des valeurs de 1 jusqu’a 4 et en calculant les dérivées partielles de
la métrique g, (2.1.1) par rapport a r,0, ¢ et ¢, on obtient

Ner 0 0 0
B 0 (Nr+2)er 0 0

O = 0 0 (N7 +2)errsind® 0 (2.1.12)
0 0 0 —v'e?
0 0 0 0
0 0 0 0

oGy = 0 0 2eM2cosfsinf 0 (21.13)
00 0 0
00 0O
00 00

% = | o0 0 o0 (2.1.14)
00 0O
A0 0 0
0 AeM? 0 0

Oy = 0 0 AeM2sing® 0 >3 (2.1.15)
0 0 0 —ve”

Ainsi, en utilisant la métrique inverse (39). on obtient les symboles de Christoffel :
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L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

pour o =7

)\I
r. = — (2.1.16)
2
\
rio =1.,=—
tr Tt 9
, X,
00 — —5T T
2
)\/
Iy = —ETQSiIIQQ—TSiHQQ
/
Iy, = %e‘ke”
pour a =
Aol
o, = Ify=>+- 2.1.17
or ré 2 + r ( )
\
ry, =15, ==
10 0= 5
1 1
Fid) = §g99 (08960 + 0s900 — OpGss) = —3 (e”\fr”2) (26’\7’2 sinf cosf) = —sinf cos 6
pour a = ¢
N1
¢ _ ¢ _
e, = I, = E—l—; (2.1.18)
0
Fd) _ P¢ _ COS
0 % " sin#
¢ o _ L s L 2 a2\ (A2 g2y A
ry, = Y= 59 (01966 + 096t — OpGie) = 5 (e7*r?sind~?) (NeMr?sinf?) = )
pour a =1
\
I, = Ee’\e*” (2.1.19)
V/
rr = —
tr 2
\
Ft — 2 2,-v A
00 Fre e
\
Fé@ = 57“2 sin %ete ™
o
re = —
tt 2

Les autres termes sont nuls .
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L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

Le tenseur de spin S*  Par définition, nous avons

v 1 12
S = 5[7“,7 ]

Pour la calculer nous allons introduire les matrices sphériques de Dirac dans un espace-
temps courbe qui sont liées aux matrices ordinaires, par les relations suivantes

Y =€, et Y =ely” (2.1.20)

pour p=1,2,3,4 on a

A= 6%371 + 6%7}72 + egy’s + eiﬁ‘l = e M2[sinf cos 7" + sin fsin ¢ + cos 67
7% = e M2 cos O cos g7 + cos Bsin ¢ — sin 67 (2.1.21)
v = e M2 = sin 6 sin ¢ + sin 07! cos ¢ (2.1.22)
vt = e \Ft (2.1.23)

De plus, nous avons

{7#,%} = 29l = gu,,:(e)‘(r’t),eA(T’t)TQ,eA(T’t)TQSin027—e"(“t)) (2.1.24)

{’?a/?b} = 2nabI = nab:(lﬂ]-?]-v_]-) (2125)
avec
000 1 0 0 0 —1
4 |loo1o0 o o o0 1 0
= lo100 =l o —10 o0 (2.1.26)
1000 1 0 0 0
00 1 0 i 0 0 0
O I R | 4 o0 o
|1 0 0 o Y100 —i 0
0 =10 0 00 0 —i

Les valeurs de S*” pour p = 1 sont données par

St o= 0 (2.1.27)
-\
12 = feos 977" +sin 67°7)

1 i~ ol e o .
S = ZeAMF'F% + cosfsin 0 sin ¢7'3° + cos O sin 0~ cos $7°77]
r

_Otw)

S = 777 [sinf cos P A + sin 0 sin 727" + cos 05371]
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L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

pour p =2
-\
S = feos 6717 + sin 77 (2.1.28)
52 =0
1 o~ o . ~3~
S = —Qe’A[sin 071 cos 07'7% + cos p7°7° + sin <Z573’Yl]
-
1 v 1~ .o .l
§% = %Y [cos 6 cos 77" + cos O sin ¢7°F" + sin 077"
r
pour pu =3
1 o 3 o~
S — ;e_’\[7271 + cosfsin @ sin ¢p7°F" + cos @sin 07! cos p7°7°]  (2.1.29)
1 o 3~ .1~
g3 _ _Qe*A[sin 071 cos 777" + cos pF°F? + sin d)fyl’y?’}
r
5% =0
g3 e in 0 Lsin 67! 4+ sin g ~2~4
= . [sin@~ " sin 7"y + sin €™ cos ¢p7°77]
enfin, pour y =4
gl = Y [sin 6 cos 77" + sin 0 sin ¢7*7* + cos #5777 (2.1.30)
1 v 4~ ol .3~
S = ;e_ e3 [cos 6 cos 77" + cos O sin ¢7*7* + sin 07°F"]
6_%
S [sin 07" sin ¢7'F* + sin 67 cos 777
”
S% =0

En faisant la somme sur A = 1,2, 3,4, on trouve

F)\ :F1+F2+F3+F4 (2131)
Nous allons commencer par I'y
4F/\ = gua(gxelrjeg - 3/\)8/“/
ary, = gua(a1ellfeg - FSI)SW/
ANy = gu(Oeper —L01)s" + gn(0,epe — T01)s™ + gsa(0,epei — I1)s™ + gua(9,epey — T)y)s™
A B kg D

On calcule la partie A en sommant sur v = 1,2, 3,4

A = gu(depe, —Ty)s™
A = gu(dete, —T1y)s' +gu(dehey —T31)s™ + g11(9,e5ep — U)s™ + g (9,efey, — Iiy)s™

~~ ~ "~ ~

Aq Ao As Ay
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L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

Nous allons calculer aussi Ay, As, A3 et A4 en sommant sur £ = 1,2,3,4 et en utilisant
(2.1.1),(2.1.9),(2.1.17) et (2.1.27)

Ar = gn(0,efep —T)s' =0
0

ainsi, pour A,

Ay = gu(9, egezlﬂ F51) "
Ay = g [0,e5e + O,e5e; + O, e5e), + 0, ebey — T3] s

N N
Ay = e’\[(Er + 1)eM2e 2 5in 0 cos 6 cos ¢* + (57“ + 1)eM2e 2 5in @ cos 6 sin ¢*
A/
—(57’ + 1)eM2e™M\2 cos f sin 6] 12
N N
Ay = & |(5r+1)sinfcosf(cos ¢’ +sing?) — (S +1)cosfsing — Ty | s =0
2 . J/ 2 v

-~

1 0

Az = gu(9, elge,lg Fél) v
As = gn [0,e'er + 0,565 + O, ehes + O, e5e5 — Iy | 8™

/ /

A A
Ay = ¢ —(57" + 1)eM2e~ 2 sin ¢ cos psin 62 + (Er + 1)eM2e" 2 sin fsin ¢ cos ¢ sin 62

finalement, pour Ay
Ay = gul(9, eie}g - Pil) H

Ay = g1 [0.ese1 + 0,€5ey + O efes + 0 ejes — ] st
Ay = eM-T5 s™
—~—

N[>

DA " e s
Ay = P [—5] [sin 6 cos ¢7'F* + sin 0 sin p7°7" + cos H7°F*]

A=v)

Ay = —Je 7 [sinfcos d7'F* + sin O sin g7 + cos 07°7].
On obient donc
A 1 e g
A= —56)\\26_”\2 [sin 6 cos 77" + sin O sin p7°7" + cos 07°7"] (2.1.32)
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L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

De la méme maniére, on obtient

B = gn(dee; —T)s"

= go(0,efef — 7)™ + g22(0, e5e; — 15)5% + g22(0, e5e;, — [5,)5” + g20(0, efef — I;)s™

By By Bs Ba
On trouve
B=DBy+By+B3+B;,=0 (2.1.33)
Pour C', on obtient
C =0, (2.1.34)
et finalement pour D
A e e ot
D= 56)‘\26_”\2 [sin 6 cos 77" + sin O sin 75> + cos 677" (2.1.35)

En injectant (2.1.32),(2.1.33),(2.1.34),(2.1.35) dans I'y, on obtient

ATy = A+B+C+D
S22
2

A i e 3
41 = — B [sin 6 cos 77" + sin 0 sin ¢7°F* + cos 07°F]

. (A—v)
2

A dm . e
+§ [sin 6 cos 77" + sin 0 sin ¢7*72 + cos #5777

A—v)

1. 4~ e ~d
r, = 4_1>\€ 7 [sinf cos 77" + sin @ sin ¢7'7* + cos 677" (2.1.36)

de la méme manieére, on calcule le I'y,I'3,I"

A o e 42 . e
Iy, = ZTG% [cos 8 cos 77" 4 cos O sin ¢p7'7% + sin 07°F"] +
/
Zr[cos ¢7°F' 4 sin ¢7°77) (2.1.37)
N 1~ 1~ . 3
r; = Zr[sin 0*3'3* + sin § cos fsin 7' 7° + sin 6 cos O cos ¢7°7°] +
/'\ Q=) . ~1~4 . ~4~2
Vi [sin @ sin ¢y 7" + sin 6 cos ¢y 7| (2.1.38)
/ —
r, = %e% [sin 6 cos 77" 4 sin 0 sin ¢332 + cos 077" (2.1.39)
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L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

Il en résulte que

A v s e e
r, = Ze% : [sin 6 cos 77" + sin O sin ¢7*7* + cos H7*F°] + (2.1.40)

A=v)

A e . A . 3
Vi [cos 6 cos 77" + cos Osin ¢7'F” + sin 67°7"] +
!
rleos 677! + sin 67°77] +
!

Zr[sin 0°5'3% 4 sin 0 cos 0 sin ¢7'7> + sin 0 cos 0 cos $7°7°] +

A —v e . g
1 i [sin § sin ¢7'F* + sin 6 cos p7*77] +
Voow—xn

7€ 2 [sin 6 cos 77" + sin @ sin o35> + cos 077"

Ainsi, la dérivée covariante spinorielle est donnée par

P
DU = al/ — Ze(k2 :

[sin 6 cos 77" + sin 6 sin ¢7*7* + cos #5777 +

QA=v)

A —de . ~de . g3
Jre ® [cosfeos 7Y + cossin 77 + sin 07°57] +
/
ZT[COS 77" 4 sin ¢7°77] +
/

A ~NA 1= ~ Ay~
Zr[sin 927172 + sin 6 cos 6 sin gb'ylyg + sin 8 cos 6 cos ¢7372] +

A G . el ) de
e > [sin @ sin ¢37'5* + sin 6 cos p7*7?] +
Voow-x

76 ° [sin 6 cos 77" + sin O sin ¢7*7* + cos #5777

L’équation de Dirac en relativité générale est donnée par :

70, — 4Ty +m p ¥(x)=0. (2.1.41)
\.\f-/ \;—/
B A

Pour calculer A , on va utiliser ’expression de la connexion de spin (2.1.40) en tenant compte
de (2.1.36),(2.1.37),(2.1.38),(2.1.39) :

= 'T1+79Te+ T3 + 7Ty

NN
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L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

On commence par T :

L - e e ~37r . 4 e A ,
ATy = Z—l)\e’\we”’\?e’)‘\2 [sin 6 cos ¢ + sin A sin ¢7> 4 cos 67°][sin 6 cos 77" + sin f sin 77> + cos 6
A “A2[ i 2 204 i 2 .24 24 A —\2~4
= e [— sin 0° cos 7" — sin 0 sin ¢*y —COS@’Y]:—ZB ~ (2.
De la méme maniére
2 N —A\2 A oV \274
vy = 7° (— cos #7° — sinf cos ¢7' — sin fsin ¢p7°) — 26 (2.1.44)
et
N ~3 ~1 ~2
Vg = Ze"\\2(— cos 0° — sinf cos ¢y — sin 0 sin ¢py°) (2.1.45)
Finalement )
YTy = — %e_’\\z [sin 6 cos 3" + sin @sin ¢7° + cos 67" (2.1.46)

En remplagant (2.1.43),(2.1.44),(2.1.45) et (2.1.46) dans (2.1.42) , on obtient

_ SA ERVINIR 7\
A= _Ze V\274 —e >‘\2'yl[z + Z] (2.1.47)

Pour calculer B on utilise la définition de la dérivée partielle et en tenant compte de
(2.1.36),(2.1.37),(2.1.38),(2.1.39), on retrouve

_ - 0
_ v o 4
B = 78V—7V+7—8t

_ . . .0, 0. 0 0
B = [y'é +1%e +’e] [Eer + 96°° + a—¢€¢] + 74§ (2.1.48)
R A KA L
R 78@ AR
~—~— —_—
B Bz Bs By
pour B
B, = fylag =M\ (sinecos 7 + sin 0 sin ¢7° + cos 7 ) = ¢ M2 1% (2.1.49)
T O /
,71
pour B,
=2
By = 72% = e’A\ZT’I\(cosﬁcos o'+ coiﬁ sin 7> — sin 07 )g = ’\\2%% (2.1.50)
,*}/2
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pour Bs
_ 0 sin 0% 0
By = ~*— =M% H—sinf 'sin gy + sinf~ cos ¢7°
3 i 0¢ [ 4l oY ]sm 6> 8¢
e M2 (sinO(—sin ¢y' + cos ¢7°)) L 9 —e M2 S (2.1.51)
N ~ L1 sin 6% 0¢ 7 sin 02 8qb
73
enfin, pour By
By = 742 = e*”\%—y‘*g (2.1.52)
ot ot o
Définissons les matrices 7y qui satisfont les relations
{3 Ay =20, 1 avec 7,,, = diag(1,1,sin6? —1) (2.1.53)
par
7, = sinfcos¢y' + sinfsin ¢7° + cos #7° = 7!
F, = cosfcosdy' + cosfsin gy’ — sin67° = 7>
J5 = sinf(—sin¢y' 4 cos ¢7°) = sin #*3°
Y= V==
En injectant (2.1.49),(2.1.50),(2.1.51), et (2.1.52) dans (2.1.48), on obtient
— _ 0 NV al’, _ Ny O _ 0
B = e M2t 9 A\2 aN2_ 73 24 9
‘ 78r+ r80+6 rsm¢92(9¢+ fy(?t
0 10 Ny O 0
_ N2 |51 =22 Y s~ “\254 2 2.1.54
‘ 78r+7r89+rsin623¢]+6 e ( )

en remplacant (2.1. et (2.1. ans (2.1. on trouve
plac (2 1 47) (2 1 54) d (2 1 41),

7)\\2 ~1 =2 3 71/\2—4 71/\2—4 7)\\2—1

[, 0 10 Yy 0] ) vooN
N2 (1Y 21 O 3 Y —-\2-4 Y oV \274 AV Y AN _
{6 Vo T a0 Trsmetog) TC T T ae Y Te <4—|—4)+m0}\11(x) 0

en ajoutant les deux termes : %e‘A\Q et —Z—le_’\\z, on obtient finalement

L%
at 4

1 v N 1
{ )\\2 1 {8 + -4+ — 1 + 2:| +6_>\\2 [7269 + 8¢ — ] ; +6_V\2’74

+ mg} U(z) =0.
(2.1.55)

02
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Dans ce qui suit, nous allons trouver un moyen pour séparer les variables pour qu’on puisse
résoudre cette équation.

En multipliant par 2—4 et en utilisant (2.1.52), on obtient I'expression de 1’équation de
Dirac dans le cas de la relativité générale par I’approche de Shishkin sous la forme

_4-1 / / ~1 —v\2 \
{e’\\zu [ar SR A S A . [a + %] - imoﬁ“} U(z) =0
7 r

4 "2 r 0 |ot ' 4

R (2.1.56)
ou K est 'opérateur de moment angulaire

~1<4<2 ~1<4<3
K=21079,+ 177 5, — 5% (2.1.57)
2

qui vérifie les relations de commutation suivantes
[[%75/4:)/1] =0, [R’/_}/l] =0, |:K>:Y4] =0, |:[A(7f<7a>] = 0.

2.2 Solution de ’équation de Dirac libre dans ’espace
de Milne par I’approche de Shishkin

La métrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker est donnée sous cette forme

t
d82 _ R( ) 2{d7“2 4 T2d92 + 7,2 Sin2 9d¢2} . dt? (221)

(14 5r2)
c’est a dire que les fonctions A(r,t) et v(r,t) sont définie selon cette relation

At = % = A(rt) =In(R(t)) — 21n (1 + »r?)

et — 1 — v(r,t) =0.

Les dérivées partielles de ces fonctions par rapport & r et ¢t sont données par

»r ‘ R

! = —4— : = —
N t) (14 »r?) ’ Alr 1) R
Virt) = 0 ; v(r,t) = 0.

L’espace-temps de Milne est un espace-temps vide de toute matiére, de rayonnement, et sans
constante cosmologique, définie par la métrique pécédente avec R(t) =t , donc

ds® =

t
m{drz + T2d92 + T2 SiIl2 0d¢2} — dt2 (222)
“nr
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tel que
(1+;1i7~2)2 to ) 0 0
Juv = 0 (Troar?)? ¢ 02 .2 ’
0 0 T’ sinf” 0
0 0 0 -1

On suppose que le bispineur de Dirac s’écrit sous la forme

)
U (r,0,¢,t) = e 302 ; (2.2.3)
)

En utilisant une nouvelle fonction inconnue w en accord avec
U= (1+se?) r 1730 (2.2.4)

A partir de la tétrade déja exprimé en (2.1.8), la relation (2.1.55) , en tenant compte de
cette métrique, on trouve que I’équation de Dirac s’exprime dans ’espace de Milne sous la
forme suivante :

[&471 (1 + %rz) O +1~ (1 + %7“2) ﬁlf( +1 (—& + 737710)} w=10 (2.2.5)

Les matrices 4 dans ce cas sont définies par

1 1 t

2
I

e
=2 _ X T
7= 73 (1+%r;)
~3 _ x3 _rtsin
=7 (14312)

ou K est 'opérateur de moment angulaire défini en (2.1.57).
En tenant compte de l’expression de bispineur et (2.1.26), les fonctions U(t,r) et V(r,t)
doivent satisfaire les équations suivantes

A

FU(r,t) = [tQaﬁt + t0; — imot + mat? + 212] U(r,t) =0 (2.2.6)
GV(rt) = [t%ﬁt 418, + imot + m2t: + Bz} V(r,t) =0 (2.2.7)

ou

Ul(r7t) = CIU2(T7t)
Virt) = CV3(r,t)

avec (', Cy des constantes.
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Les opérateur A? et B2 qui représentent la partie radiale de cette équation, ont la forme
suivante

A2 = — (1 + %7“2) 0,0, — 2x¢er (1 + %7“2) o, + (1 + %7“2)2 k(K — 1) 4 25k (1 +(‘1?z@2$)
B = — (1 + %7’2) 0,0 — 23er (1 + %7“2) O + (1 + %7“2)2 r2k(k 4+ 1) — 23k (1 —i—(?ﬁ??z%

Nous pouvons démontrer que A? et B2 sont hermitiens, c’est & dire que leurs valeurs propres
a et b sont réelles

@ = () ot B = (1)
avec
A2U(r,t) = a2U(r,t) (2.2.10)
BV (r,t) = VV(rt) (2.2.11)
Nous pouvons voir aussi
[/P,F] — [B{G] —0 (2.2.12)
donc
U(r,t) = fu(r)qu.(t), V(r,t) = fu(r)q,(t) (2.2.13)

Ou, les fonctions f,(r) et f,(r) sont les solutions des deux équations suivante, respective-
ment :

(A2—a2> fulr) = 0 (2.2.14)
(B?-zﬂ) f.07) = 0 (2.2.15)

dans le cas ou » = 0, I'espace-temps est plat,donc c’est trés de supposer que s #£ 0, aprés

substitution B
T = —sr? a’ = a®/4s b’ = b /45 (2.2.16)

fu = 2z = 1] (@) fo = 2309 (@ — 1), () (2.2.17)

selon (2.2.14) et (2.2.15) et les fonction de f en (2.2.17), on obtient des équations hypergéo-
métriques de Gauss :

{x (x —1)d.d, + {(2& + K+ g) a:—)%(l + 2/@)} d, + @ + ka + %a} fu=0 (2.2.18)

_ 1 o3 1 .
{x(x—l)dzdm—i—[<2b+ﬁ+§>x—§(3+2f@)}dx+b2+gb+mb+/£+§}fy—0

2
(2.2.19)
Si nous devons tenir compte de la limitation de la fonction d’onde pour x— 0, donc

fu =2 Fi(ay, ;&) fo=2 Fi(ag+ 1,85 ¢ +1;2) (2.2.20)

31



L’approche de Shishkin pour une classe spéciale de métrique

o = a ay=b (2.2.21)
1 _ 1
by = a +Kk+ < By=b+r+ <
2 2
1
& = /£—|—§

La série hypergéométrique a une région de convergence |»r?| < 1.
Afin de trouver les solutions pour la région |»7?| < 1, nous allons tenir compte de la
substitution suivante dans les équation (2.2.14) et (2.2.15)

y=—(a)""

fu =20 (y = 1) July) fo=9%(y— 1" Luly) (2.2.22)

x

nous avons

5 1 1 1] -
{y(y—l)dydy—l— |:(25L+H+§)y—§(3+2/€):| dy—l—dz+§d+/<ad+§}fu :(20223)

= 3 1 R -
{y (y—1)d,d, + {(Qb + K+ 5) y— 5(1 + 2&)} dy, + b + §b+ /<;b+} fo =(2(2.24)

les fonctions f, et f, limitées au point y=0 (r— 00), elles s’écrivent sous la forme :

fu=2Fi(an + 1,56+ 1y) fo =2 Fi(az, 85 &) (2.2.25)
selon la dépendance temporelle de la fonction d’onde, aprés transformation :
Gu = TG (T) G = TG, (T) (2.2.26)
au lieu de (2.2.6)et (2.2.7) , nous avons :

{rd.d, + (14 2ia)d, —7—1}q, = 0 (2.2.27)
{rd.d; + (1+2ib)d; — 7 +1} G, = 0 (2.2.28)

dans cette expression et dans (2.2.6) et (2.2.7) , on a considéré que R(t)=t.
Les deux équations exprimée en (2.2.27)(2.2.28), sont celles bien connues de Whittaker.

Leurs solutions peuvent etre écrites en termes de fonctions hypergéométrique dégénérées
convergentes pour tous les 7

Gu = AyiFy(1+ida;1 + 2ia,27) e ™ + By 2 [ Fi (1 —da; 1 — 2ia, 27)e”"(2.2.29)
Go = Ag1Fy(ibj1+2ib,27) e + Bor 2 | Fy(—ib; 1 — 2ib, 27)e " (2.2.30)

ou A1, Ay, By et By sont des constants.
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En tenant compte de (2.2.14)(2.2.15) , (2.2.20) (2.2.21) (2.2.25) (2.2.29) (2.2.28) (2.2.29)
et (2.2.4) on obtient le bispineur de Dirac dans 1’espace-temps de Milne pour |sr?| < 1,
2
Ty = QN% (=5e2)™" (=3er® = 1) (imgt) = et (2.2.31)
B fu(—3r?)1Fy (1 £ ia; 1 £ 2ia; 2imgt)

B, fu(—3?) 1 Fy (1 £ia; 1 + 2ia; 2imet) Qy
Fav/— 2 f(—sr?) Fy (Fia; 1 £ 2ia; 2imgt) Q3
Fav/— 2 f(—sr?) Fy (Fia; 1 £ 2ia; 2imgt) Q4

Fy
Fy

pour |»r?| > 1,

| 1 .
WU, = bN< + 1) ( 2) ( “‘T) (imgt) e e~imat (2.2.32)
“yr

rt3/2 — 2012

;

2 ( —3er?) 1>1 Fi (14 ia; 1 + 2ia; 2imot) O
2, < —r?) _1>1 Fy (1 +da; 1 £ 2ia; 2imgt) Qs
:FBbfv ((— r?)” 1>1 Fy (£ia; 1 £ 2ia; 2imot) Q3
B ], ((—mﬂ)*l) Ry (i 1 i 2imt)

J

comme le cas de 'espace de de Sitter, il est admis que a=b. ;N et ,N sont les facteurs
normaux

B, = —(1+2kK)v—x By(2a)*V/—» = —a (1 + 2k) (2.2.33)
a = +Va

Les séries hypergéométrique o/, dans 26 sont convergentes dans la région |»r?| < 1, et
les séries hypergéométrique oF; dans (2.2.32) sont convergentes dans la région |»r?| > 1.
Examinons leur comportement au point |»r?| = 1

Les séries hypergéométrique o F («, 5;&; z) sont aussi convergentes dans le cas ou z=1 si

Re((§—a—p)>0 (2.2.34)
selon (2.2.33) cette condition est valable si
Re(a) <0 (2.2.35)
en tenant compte (2.2.33), on trouve que
a=+Va? (2.2.36)

ou a? sont les valeurs propres de l'opérateur précédement cité en (2.2.6), nous en consé-
quence :
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i) Si 5c = 1 la convergence au point |37?| = 1 est valable lorsque

a®>1 (2.2.37)

il faut prendre
a=—lal (2.2.38)
i) Quant s = —}1 la convergence de la série hypergéométrique a lieu pour les valeurs

propres négatives des opérateurs (2.2.6) (2.2.7), c’est a dire

a* <1 (2.2.39)

il faut prendre
a=— ‘\/—@2 (2.2.40)
si les valeurs propres a? pour s = %1,% = —i ne satisfront pas les conditions (2.2.37) et

(2.2.39)34. En conséquence, nous pouvons pas tirer aucune conclusion sur la convergence des
solutions (2.2.32) et (2.2.33) au point |sr? =1
Lorsque les conditions (2.2.37) et (2.2.39)34 sont valables et en tenant compte de

oV |21 =0 W22 (2.2.41)
nous avons
N = pN (14 250) {—oF7 (@, B;§FL)y Iy (o + 1, 3§+ 15 F1) (2.2.42)

Foli (o, 858 F1), FY (a+ 1, 8§ + 1, F1) }

. {(1+2/{)2

5 i (@, ;& T +20° |2 Fy (o + 1, B; §; 3F1)|2}

Ou le signe supérieur est appliqué dans le cas » = }1, a? > 0 et le signe inférieur est

appliqué dans le cas » = —}1, a? < 0.
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CHAPITRE
L’équation de Dirac dans

I’espace-temps de de
Sitter

3.1 L’espace de de Sitter

En 1917, ’astronome Willem de Sitter a reconnu qu’il pouvait obtenir le modéle cosmolo-
gique "univers de de Sitter " statique dans lequel la seule contribution & la densité d’énergie
provient de la constante cosmologique A positive. Correspondant & un univers homogéne,
isotrope et vide de matiére et de rayonnement, nous permet d’étudier un futur probable ou
une phase inflationnaire de I'univers. Ce modele difféere de celui d’Einstein simplement en
enlevant tout les termes qui décrivent la matiére 7),, = 0 [12].

L’univers de de Sitter est la solution exacte des équations d’Einstien de la relativité
générale quand la constante cosmologique A est positive, tel que

G —Ngu =0
ou G, sont les composantes du tenseur d’Einstein

1
Gw/ = R,ul/ - §Rg,u1/

Les R, sont les composantes du tenseur de Ricci et I? est la courbure scalaire. Dans le cas

de l'espace de de Sitter, on a
12
2

R=g¢g"R,, =4\ =
p

ou p est le rayon de ’espace de de Sitter
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A représente la constante cosmologique, qui est un paramétre qu’Einstein a ajouté a sa
propre équation en 1917, décrivant comment la matiére et I’énergie se comportent dans un
espace-temps. Le probléme étant qu’Einstein partit du principe que 'univers était statique,
autrement dit, ni en expension ni en contraction, or il a été démontré plus tard que 'univers
décrit par ces équations était trop instable pour exister. Einstein a reconnu son erreur, et
I’a qualifiée comme étant sa plus grande erreur scientifique. Néanmoins, elle est devenu une
parfaite condidate dans les équations décrivant un univers en expension accélérée.

L’espace de de Sitter est un espace-temps courbe qui a été le plus étudié par les théori-
ciens des champs quantiques, car ce dernier est le seul espace-temps & courbure positive de
constante R avec une symétrie maximale et une dimension d. Il possede un groupe d’isomé-
tries & d(d + 1)/2 paramétres. De plus, il est représenté par une hyperbole 4-dimentionelle
plongée dans un espace de Minkowski 5-dimentionelle muni de sa métrique lorentzienne
Napg = 11,—1,-1,—-1,—-1], A,B=0,...,4 [5].

3.2 L’équation de Dirac dans I’espace de de Sitter

En 1935, Dirac a montré qu’il était possible de construire une équation d’onde pour des
particules de spin demi-entier dans des espaces courbes particuliers comme ’espace de de
Sitter & symétrie maximale avec une constante cosmologique positive.

La métrique de de Sitter s’écrit sous la forme suivante

ds* = *M{dr? + r2dh* 4 r?sin® 0d¢®} — dit?,

Dans ce cas
A(r,t) =2At , v(r,t) =0 (3.2.1)

Les dérivées partielles de A(r,t) et v(r,t) par rapport & r et t sont données par

N(rt) = 0et A(r,t) = 2A
V(rt) = 0eti(r,t)=0

En utilisant 'approche de Shishkin, nous pouvons exprimer facilement I’équation de Dirac
dans 'espace de de sitter. Il suffit d’injecter (3.2.1) dans (2.1.56) et on obtient

~A~1 1 P 3\
{e_At—’y Z (ar + ;) + B_At%K — Z(at + 7) - Z.m(ﬂ/l} \I/(LE) =0

41 1 ~1 3\
{e‘AL Z.ﬁy (O + ;) + e_Aﬂ?K +i(0 + ) — z'm074} U(r) = 0 (322)
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3.3 La solution de I’équation de Dirac dans 1’espace de
de sitter

Considérons 'ansatz suivant pour la solution de ’équation de Dirac ¥ dans I'univers de

de Sitter
U(’l“, t)lem(ev ¢)

_-3AN\2
U (r0,¢,t)=e V (1, ) (6, 6)

(3.3.1)

1)La solution angulaire €2;;,,(0, ¢) et Q.. (0, ¢)

Les Q1 (6, @) et Qi1 (6, ¢) sont les spineurs harmoniques sphériques qui représentent la
solution de la partie angulaire donnée par I'oprérateur moment angulaire K. On les définis
pour deux valeurs de moment cinétique totale J =1+ % [13] par l'expression suivante

5 (0.9)
l I
Ql+%,l,m(6>¢) = .ij ma L (3.3.2)
Y0, 9)
_ j*m+1ym—%(9 ¢)
o 2j+2 1 ’
Qlfé,l,m (0,(b) - j+m+lym+%(‘9 ¢) (333)
2542 l )

ou [ est le moment orbital et m est le moment magnétique, les Y;"(0, ¢) sont les fonctions
décrivant une particule de moment orbital [, appelées " les harmoniques sphériques" [11]

Nous pouvons définir un nouveau opérateur moment angulaire par

2 _ 72 h_2
K="+ (3.3.4)

ou J est 'opérateur de moment cinétique total et i est la constante de Planck.
Si on applique cet opérateur au spineur ¥ , on obtient

2
K0 = (J2+ hz) U

h2
KXW = (j(j + 1)R? + Z) ]

1 2
K0 = h2(j+§) ]

. 1
KU = +h (j + 5) U = —hk¥ (3.3.5)
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ou j est la valeur propre de 'opérateur J et k est la valeur propre de K , autrement dit
un nouveau nombre quantique relié a [ par

1) :{ —(+1) pourj=1+3 (3.3.6)

li::lzh(]+§ I pourj:l—i—%

Par définition, 'opérateur du moment cinétique total J s’exprime comme suit

J=L+38, (3.3.7)

ainsi, 'opérateur du moment cinétique de spin est définie par

N ho
§="2 (3.3.8)
2
En remplagant (3.3.7) dans (3.3.6) et en tenant compte de (3.3.8), on obtient
N AN
K?* = (L+— —
(+75) +5
A . 3n? K2
K? = L*+hL-6+—+ —
4 4
puisque les composantes de 'opérateur L ne commutent pas, donc
(G-L)? = (¢-L)@7-L)
(-L)? = L*+id(LxL)
——
ihlL
(-L)? = L*>—hel,
dans ce cas, 'expression de K? devient
K? = (F-L)>+2hL-G+ I
. 2
K? = (L G+ h)
K=L-G+h (3.3.9)

En utilisant, cette relation pour un systéme a symétrie sphérique, on obtient

<a-ﬁ)\p= (K—h) v,
en injectant (3.3.5) dans 'expression, on trouve

(aﬁ)\IJ:—h(erl)\IJ
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ol le nombre quantique de spin-orbite prend des valeurs entiéres Kk = + ( Jj+ %) =41,42, ...

Alors Daction de K sur les spineurs sphériques est donnée par [15]

KQin(0,0) = —hsQjm(0, ) (3.3.10)
KQim(0,0) = heQum(6,9) (3.3.11)

En tenant compte de la dépendance angulaire, il ne reste qu’a déterminer la partie radiale
de la solution.

2) La solution radiale-temporelle

En remplagant (3.3.1) dans (3.2.2) on obtient 1'équation

—1 R A
{ Vi " )+ e MK 40, + 37) — z’mw“} e 3A2 {
7 r

U
v
~4x1 1
At 1 MY a4 U(r, 1) (0,
{e — (0 + 7ﬂ)-l—e . K +i0; —imo7y } { Vr, )0, 0) (3.312)

en multipliant (3.3.12) par ¢ ,on obtient

7! Lo A o mea o A U(r, t)(0,
{73 (O + ) + %KHeA 0y — imoe™ 74} { V((: f))Q;,ie,(Z)) } =0 (3.3.13)

Choisissons la représentation suivante des matrices de Dirac

i o & . 4 |10
”y—[ai O},z—l,?,i&,e‘c’y—z[@ _1]

ot les &% sont les matrices de Pauli. Il s’en suit que

41 _1
el :[ e } (3.3.14)

7 —o- 0

—4=1
En remplagant les termes 2-1-, 5

{5 5 Josbe (2 7]

) 10 1 0
+ et lo 1}&—1—77106“{0 _11}{

K,
T
[ Mgt 0]

T

+ Ir(] €At(7;8t — mo)

On aboutit au systéme suivant

A iy +mo) Uy + GH(0, + 1) + K]V =0
5-1[_(87" + %) + %]UQ[ + eAt(th — mo)VQl/ =0
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Selon les deux relations précédement citées, deux autre équations en fonction de U et V
naissent
a) Equation qui défine la solution radiale temporelle U(r,t)

En utiliant la deuxieme relation du systeme précédent, on a

1. K

&%@—m@wbzaW&+;) JUQ, (3.3.15)

r

pour obtenir le résultat souhaité, il faut multiplier ’équation (15) par le terme e (i0; — my),
ce qui donne

eAt(th — mo) {5’1[(8T + %) + g]VQZ’ -+ eAt(th + mg)UQl} = 0,

en injectant (3.3.15) dans cette expression, et en appliquant I'opérateur K sur sa fonction
d’onde selon la relation (3.3.10) et (3.3.11), on obtient

1 1
K@+ﬁ+§m&+ﬂ—gwm+k%mrmmH&%@+mmmﬂ:o (3.3.16)
A ZJ{ 7 BZ

Maintenant, nous allons calculer les deux termes A, et B, afin d’obtenir I’équation qui définie
la solution radiale et temporelle U(r,t)

Av = [+ )+ [0+ ) - Ty | (3.3.17)
A, = {(ar+%><ar+1>—<ar+%>§ “o, 1)—%}1]@
Au::{%; %% H%;@}UQ (3.3.18)

40
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B, = [eAt(iat — mo)] [eAt(iE)t + mo)UQl]
B, = {eMid, [e™(i0;, +mg)| — moe™ [e™(id, + mo)] } Uy
B, = {eMio,(e™)(i0; + mo) + ie*M0,(i0; + mo) — moie* 0, — mie* M} UQ
2
B, = {iAeQAt(Z@t +mg) — eQAt% + moiemt% + eQAti%mo — moie%t% — mgeMt} Uy
B — _€2AtA2 + 62At/L~Am . €2Ata_2 . m2€2At UQ
¢ ot ’ oz 0 :
B, = T 22 i 50 eMUQ 3.3.19
A e a-}-l moy —mg ¢ € ! (3.3.19)
en remplacant (3.3.22) et (3.3.23) dans (3.3.19) on obtient
9 20  k(l—k) 0? o)
I 2 P g = AL iAm — m2| AU, = 0.
{87“2—{—7'87“_‘_ 72 } l+{ ot? 8t+z o mo]e :

Le fait que le spineur sphérique €2; soit complétement indépendant de la variable radiale r,
I’expression précédente devient

9 20 k(l-—k 0? o .
{(ﬁ"‘;a‘i‘%) + (—@—Aaﬁ-l/\ﬂ’m—mg) €2At:| U(T,t) :0,

2

on multiplie par —e~?* | pour retrouver

0? o . B 2 20 klk—-1
{(ﬁ+/\a—’b/\mo+mg) +e 20t (—W—;§+%>:| U<T,t) = 0.

Dans ce qui suit nous allons séparer la partie radiale de la partie temporelle de la solution
U(r,t)

c’est l'opérateur qui représente la partie radiale de cette équation, si on l'applique a la
fonction U(r), on obtient

222y —] U(r) = a®U(r) (3.3.20)

ou a est la valeur propre de 'opérateur radial A
En effet, la solution radiale U(r) est définiée par une équation différentielle homogéne,
qui s’écrit sous la forme suivante :

*U(r) , 200(r) (az G 1)) 0(r) =0 (3.3.21)

or? r Or 72
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L’équation de Dirac dans I'espace-temps de de Sitter

en tenant compte de (3.3.20), on constate que 1'opérateur qui définit la partie temporelle est
a2 9 2 | —2At 42
Fr= —4+ A= —itAmo+myg+e A
tel que
[AQ, FQ] —0

Par conséquence, la solution temporelle U (t) est définie par une équation différentielle
homogeéne s’écrit sous la forme suivante

QU (t) N AaU (t)

o s (m§ — iAmg + a®e M) U(t) =0 (3.3.22)

b) L’équation qui définit la solution radiale V(r,t)

De la méme maniére, on remarque que

~

1. K

M (10, +mo) Uy = &' [~ (0, + ;) — 7]1/91/0 (3.3.23)
Ainsi,

1, K

.

eAt(iﬁt + mo) {61[—(& + ;) ]UQ[ + eAt(iE)t — mO)VQl,} =0.

On remplace (3.3.27) dans la relation précédante, et en tenant compte de (3.3.10) et (3.3.11)
, on obtient

1 1
[— (0, + )+ g}[—(ar +-) - g]VQl/ + [eM(i0; + mo)] [eM(i0, — mo) V] =0 (3.3.24)
N -— 7 éfv

Ay

Maintenant, nous allons calculer les deux termes A, et B, afin d’obtenir I’équation qui définie
la solution V(r,t)

1 K

A = [0+ D)+ =0 +5) - SV
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Bv = €At(iat + m0> [eAt(iE)t - mo)} VQl’
= {eAtz'é?t [eAt(z'at — m())] + e2Atm0(i8t — mg)} VQl/
= {e®iA(i0; — mo) + e*Mi0, (10, — mo) + € mo (10, — mo) } VU

a . 9 0 0 9 2 24t
= {—Aa — ZAmO - ﬁ - Zamo - molg + mgla - mo} e VQl/
2

en injectant A, et B, dans (3.3.24) , on obtient

2 20 k(k+1) 2 0 R
(52854 (o nf - —st) v

le fait que le spineur sphérique §; est complétement indépendant de la variable radiale r,t,
I’expression précédente devient

2 20 kk+1) oy [ 02 o ) B
{(ﬁ‘F;E—T)—Fe (—ﬁ—Aa—zAmo—mUﬂV—O,

2A

on multiplie par —e 2! on trouve

S N o P 20 k(k+1) B
[(@+Aa+ll\mo+mo>+€ <_M_FE+T)1V_O

Dans ce cas nous allons séparer la partie radiale et la partie temporelle de la solution V(r,t)
V(r,t) =V(r)V(t)
5o 72 20 k(k+1)

or?2  ror r2
c’est 'opérateur qui représente la partie radiale de cette équation si on 'applique a la fonction
radiale V(r,t), on obtient

2 20  k(k+1)]- -
i T} V(r)=b*V(r) (3.3.25)

b : la valeur propre de 'opérateur radial B2
Ainsi, la solution radiale v(r) est définie par une équation différentielle homogene, qui
s’écrit sous la forme suivante

9*V (r) n 23‘7(7“) n <b2 k(& ‘; 1)> V(r)=0 (3.3.26)

or? r Or r
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En tenant compte de (3.3.26), on constate que 'opérateur qui défini la partie temporelle
est donné par
o A iAo 4 m2 4 M
o ot oo
tel que

[BQ,GQ} —0

par conséquence, la solution temporelle V(t) est définie aussi par une équation différentielle
homogene, qui s’écrit comme suit

O*V (t) N Aaf/ (t)

. —2A ~
e i (mg + iAmg + e V) V(t) =0 (3.3.27)

c) La résolution des deux équations temporelle U(t) et V(t)

Dans le but de résoudre les deux équation radiale de U (t) et de V(t) précédement citée en
(3.3.22) et (3.3.27) respectivement, nous allons faire un changement de variable pour avoir
des équations similaires & I’équation de Bessel généralisée qui s’écrit sous la forme

0%Y 1—2a)0Y o? — 122
4 )OY | [of —viy

o o S+ (B ) Y =0 (3.3.28)

La solution de cette équation est connue, c’est la fonction de Bessel définie par
Y =2%J,(827) (3.3.29)
Le changement de variable est le suivant
t=—Inr = T=c (3.3.30)

par définition, la différntielle de t est donnée par

ot or

dr
dt = —— = dr=-—7dt (3.3.32)
T
Cela, nous permet a réecrire% en fonction de 7 sous la forme
dU(T) B _TdU(T)
da dr
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L’équation de Dirac dans ’espace-temps de de Sitter

Ainsi, la deuxiéme dérivée de U

dU(r)  d [ _dU(r)
a2 dt| | dr
PU(r)  d ] dU(7) _d dU(T)
a2 dt dr dt | dr
dQU(T) dU(T) 5 dQU(T)
a2 - o T e
Nous allons aussi avoir besoin du terme e2A?
6—2At — e2A1n7’ — [elnT]QA — 7_2/\,

par conséquence, les équations (3.3.22) et (3.3.27) deviennent

U () oU (1) , .

72 52 +7(1—A) 57 + (mg —iAmg + CLQTQA)U(T) =0
82‘7(7) 8‘7(7') , -

72 92 +7(1—A) 5y + (m?J + iAmg + 6272A)V(7) =0

on divise par 72

277 . ] 2 3
0*U (1) N (1—A)oU(7) n (mo 1Amg +a27'2A_2)U(T) — 0 (3.3.33)
or? T or 72
*V(r) (1—=A)oV(r) mE+iAmg 5 op o\ B
G2 T g T T T)V(T) = 0. (33.34)

On remarque que les deux équations (3.3.33) et (3.3.34) précédentes sont des équations de
type Bessel, leurs solutions est donnée par la fonction de Bessel, par identification avec
(3.3.28) on retrouve les valeurs de «, 7, 5 et v

1-2a=1—-A 3.3.35

( )
2y —2=2A 2 (3.3.36)
(B7)* = d® (3.3.37)
( )
( )
( )

o — Y% =md —iAmg 3.3.38
3.3.39

3.3.40

Y=U
Z2=T
a partir de (3.3.35) et (3.3.36), on tire 'expression de « et

a= % (3.3.41)
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7 =A, (3.3.42)
en injectant (3.3.42) dans (3.3.37), on obtient

a
= — 3.3.43
/3 A? ( )
et en remplagant (3.3.42) et (3.3.41) dans (3.3.38), on trouve l'expression de v
S L (3.3.44)
V= 5 115 3.

Par le remplacement direct de (3.3.39),(3.3.40),(3.3.41),(3.3.42),(3.3.43) et (3.3.44) dans

(3.3.29), on obtient
a A
lﬁéﬁ%>(AT )'

Selon le changement de variable effectué en (3.3.30), on trouve deux solutions

A
2

Ut)=r

ut) = e‘%JN%H%)(%e*A> (3.3.45)
ut) = e‘%l4éﬂg)<%e*A), (3.3.46)

V() = 016_%@(%,1%) <%€_m) (3.3.47)
v(t) = 026_%],(%,1%) (%6_“‘) (3.3.48)

d) La résolution des deux équation radiale U(r) et V(r)

Les deux équations radiales (3.3.21) et (3.3.26) sont des équations de type Bessel précé-
dement cité en (3.3.28) Affin de déterminer leurs solutions, il suffit de faire une identification
pour trouver les valeurs de «, 3,7 et v

1—20=2 (3.3.49)
27 —2=0 (3.3.50)
(87)? = d® (3.3.51)
o — vy = —k(k—1) (3.3.52)

z2=r,

selon (3.3.49) et (3.3.50), on trouve la valeur de « et

0 =—= (3.3.53)
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Conclusion générale

v=1 (3.3.54)

on remplace v = 1 dans (3.3.51), pour aboutir a
B =a, (3.3.55)

Pour obtenir la valeur de v, on injecte a et v dans (3.3.52)

(3.3.56)

1
2

l/zi'k;——

en injectant les relations (3.3.53), (3.3.54), (3.3.55), et (3.3.56) dans (3.3.29), on détermine
la solution radiale U(r)

U(r) = (ar) 2],y (ar) (3.3.57)
U(r) = (ar) 2]y (ar) (3.3.58)

De la méme maniére on obtient la solution radiale V() :

V(r) = (ar)7 -y (ar) (3.3.59)
V(r) = (ar) 2y (ar). (3.3.60)

En tenant compte des spineurs sphériques (3.3.2) (3.3.3), et des solutions (3.3.45), (3.3.46),
(3.3.47), (3.3.48), (3.3.57), (3.3.58), (3.3.59), et (3.3.60), on obtient la solution de I’équation
de Dirac dans I'espace de de Sitter sous la forme

J:tul(%eitA)J’k_ﬂ (CL’I“) VE+ meﬁ—Lm(ga ¢)
Ni J:I:Vl(%eitA)J|k7%| (ar) VRE—1M — ]-Ym—l,m-‘rl (97 Qb) _9At
Jar i T (§7) |y a) (ar) VE = Y00 (0, ) €

:FiJjFV2(%€_tA)J|k+%| (ar) VK +m + 1Y,£7m+1(9, o)

v, =

ol N, est une constante de normalisation.

Cette solution peut étre traitée comme une onde sphérique pour le sipn %
modulation d’amplitude temporelle. A limite A — 0, nous pouvons démontrer, en utilisant le
comportement des fonctions de Bessel a I'origine et a 'infini, que cette soplution se réduit a la
solution de I’équation de Dirac libre, en coordonnées sphériques, dans ’espace de Minkowski.

avec une
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Conclusion générale

La théorie de relativité générale a introduit la notion de courbure de I’espace-temps, ce
qui a changé notre compréhension de la gravitation. Le succes de cette théorie est basé sur son
pouvoir d’expliquer plusieurs phénomeénes physiques, ceux ont été toujours mystérieux pour
les physiciens. Notre intentions en choisissant ce sujet est de trouver des réponses scientifique
fiables a de multiples problémes. A titre d’exemple nous citons la construction d’une version
de I'équation de Dirac dans un espace-temps courbe, en choisissant comme espace de test
I’espace-temps de Sitter.

Dans le premier chapitre, nous avons construit ’équation de Dirac qui définie les parti-
cules fondamentales de la matiére sous la forme la plus générale dans le cas de relativité
générale. Pour le faire, nous nous sommes appuyés sur le formalisme des tétrades. Celui-ci
fait le passage entre la base naturelle, muni d’'une métrique rimanienne et une base locale
muni d’'une métrique Minkiwskienne. Aprés nous avons définie la dérivée covariante spino-
relle qui contient la partie déterminante de l'interaction entre le champ de gravitation et
le spin de la particules. Par la suite nous avons étudié I’équation de Dirac par ’approche
de Schishkin en s’intérissant uniquement a un univers homogéne et isotrope décrit par la
métrique de Friedman-Lamaitre-Roberson-Walker.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons donnée d’abord un apercu sur ’espace de de Sitter,
comme étant un espace d’une symétrie maximale. Puis nous avons étudié le comportement
de la particule de Dirac qui est donné par I’équation de Dirac dans cet espace, nous avons
calculé les solutions exactes de cette équation. Nous pouvons dire que 1’équation de Dirac
s’accorde parfaitement avec les concepts de la relativité générale.
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Annexe A

Annexe A

A.1 Les fonctions de Bessel

On appelle équation de Bessel, I’équation differentielle linéaire d’ordre deux a coefficients
non constants [14], donnée par I'expression suivante

2%y (x) + 2y (z) + (2° — ®)y(x) =0 (1.1.1)

ol « est un paramétre réel donné.
La méthode de Frobinius permet d’obtenir des solutions particuliéres de I’équation (1.1.1)
qui sont appelées "fonction de Bessel" sous forme d'un développement en série de la forme

= ana”t (1.1.2)

n>0

ol ag # 0 avec p est un paramétre a déterminer.
En calculant la premiére et la deuxiéme dérivée de (1.1.2), on trouve

y(r) = Y (p+n)aa®™! (113
y//(x) — Z (p +n— 1) (p + n) anxp+nf2

En remplagant (1.1.3) dans (1.1.1), on obient

7 Z (p+n—1)(p+n)a,z’" 2| +x Z (p+n) a2t + (22 — o?) [Zanxp+"] =0
n>0 n>0 n>0
Z (p+n—1)(p+n)az®" + Z (p+n)a,z?™™ + Zanx“”“ — 042Zanxp+” (1240
n>0 n>0 n>0 n>0

On calcule les deux premiers termes de n(n = 0, 1), la relation précédente devient pour
k=n+2 = n=k-2

aor” [p* — o] + ara”™ [(p+1)° = a®] + Y ana” [(p+1)* = 0®] + D ax0a? =0,

n>2 k>2
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Conclusion générale

par un changement de notation £ = n, on trouve

agz? (p* — o®) + a;z?™ [(p+ 1)° — o?] + Z " La, [(p+ n)? — o®] +ap2} =0

cela signifie que
ao (p2 — a2) =0
ar [(p+ 1) — o’ =0
{an [(p + n)2 - QQ] + an—Q} = 0,

(1.1.5)
(1.1.6)
(1.1.7)

A Daide de la relation (1.1.5) et la condition initiale ay # 0 , nous pouvons déterminer la

valeur de p, tel que

pP—a® = 0
p = =a.

Nous allons calculer le coefficient a;, en utilisant la relation (1.1.6)

a [(@+1)* —a?] =0 si p= «

a [(—a+1)*—a?] =0 si p=-—a
a1 [14+2a]=0 si p= «
a;[l1—2a]=0 si p=-—a

Dans ce cas, le coefficient a; est nul pour les deux valeurs de p

CL1:O

(1.1.8)

Afin de calculer les coefficients a,,, on remplace p par ses deux valeurs o et —« dans (1.1.7),

on obtient
_ __Tan-—2 : p =
n = 2 2am) o { n? + 2an # 0
_ —ap-2 . pP=—«
@n = 7=20m) . { n? —2an # 0

Pour les valeurs impaires de n, n = 2k + 1 ,Vk > 1 la relation précédente devient

a _ —Q(2k4+1)—2 S b=«
2k+1 = (2k+1)(2a+2k+1) —(2k+1)
a# —=

a = “ k1) -2 si p=
2k+1 = k1) (—20+2k+1) o # —(2k+1)

2

Le fait que le coefficient a; est nul, on trouve que

agi+1 =0 pour p = *£a.
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Conclusion générale

Pour les valeurs paires de n, n =2k Vk > 1, 0n a

A2t = Trgera) 7& a’f
a (8%

1.1.10
_ —ag(k—1) p - ( )

W2k = Tlk—a) a# —k

On trouve
a (=D*a si p=a
2k = 4kkl(1+a)(2+a) (k+a) a#F—1,-2,.—Fk (1 1 11)
Aop = (=D"ao si p=a N
2k 4FEI(1—-a)(2—a)...(k—a) o 7& 1, 2.k

En tenant compte de(1.1.9) et (1.1.10), la solution particuliére y;(z) de I’équation (1.1.1)
associée a p=«

Y (ZE) = Zanxa—&-n

n>0
y(z) = aoxo‘—l—Zagka:“”k
E>1
n(z) = apz® 1+ZC;2’“ 2’“] (1.1.12)
0
k>1

remplagant (1.1.11) dans (1.1.12) , on obtient
' (=1)" 4o -
mx) = agr® |1+ ZQ%kzl(l T2+ a).(kta)

k>1
@ (_1)k T\ 2k
n(z) = aor _1+;k!(1—l—a)(2+a)...(k‘+a) (3) ] a7 —1,-2. AkL13)

De la méme maniére, on obtient la solution particuliére de (1.1.1) associée & p =-a qui
s’écrit sous la forme

(-1 na]
1+;k!(1—a)(2—a)...(k—a) (5) ] a#1,2, .k (1.114)

yo(x) = agr™

Par définition, la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre (p), notée Jp est donnée par
I’expression suivante

Jp(x) = apz?

k>1

(- 2k
1+Zk' (1+p)(2+p)...(k +p) (5) ] (1.1.15)
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ou I'expression de ag est donnée par :

1

T )

I'(p+ 1) est la fonction Gamma.
En remplacant ’expression de aq , on trouve

Jp(z) = <§>P ;klr(;;i)k +1) @)%

Par définition la fonction de Bessel de premiére espece d’ordre (—p), notée J_p(x) est donnée
par ’expression suivante

Tl (2) Zk:'r +k+1)(§)2k (1.1.16)

en comparant les relation (1.1.13) et (1.1.14) avec (1.1.15) et (1.1.16), on constate que

y {pza = yi(x) = Jp(z)
p=-—a = y(z)=Jp(x)

Alors la solution générale de ’équation de Bessel est égale a
y(@) = Adp(z) + BJ_p(x)

A, B sont des constantes

Les propriétés de la fonction de Bessel
Relations de récurrence :
a) pour p =0

(1
holz) = 1+;k!1“(k+1) (3)

L) = 1

b)Y Wp £ 0: Jp(0) =0

¢) Sy (x) = "2 — J) (x)

d) Jn+1<1’) -+ Jn_l(‘f) = 2;1(]’ (l’)
- —2J,(x)

~—
S~
+
—
S
~
S~
L
S
~
Il

92



Conclusion générale

A.2 Les spineurs sphériques

Les spineurs sphériques sont des fonctions d’onde totale d’un systéme physique défini par
une combinaison linéaire d’harmoniques sphériques Y, (6, ¢) qui sont les fonctions propres
du moment orbital 1 et les spineurs (x(3) ,x(—3))-

Les harmoniques sphériques Ils sont les fonctions propres communes aux opérateurs
moment cinitéque orbital L? et L, notées Y;" (0, $) et leur représentation est donnée en
coordonnées sphériques par

Y0, 6) = (—1) "2 i \/ (254; (?f |;@|’7;‘) P (cos ) e (1.2.1)

Pl‘m‘ (cos ) :est le polynome de Legendre

m

m S(l+m 1 —cosh?) 2 d f=m !
P (cos@):{( 1) El—m§ ( 51 ) <d0039> (1 —cos6?)" pourm >0

LY"(0.6) = 11+ 1DRY"(0.9)
0

avec
1o . 0 1 &
o= (-l Lo
(smeae 50 T nd? a¢2)
9
L. = —in
» zh(,M

Elles sont utiles pour résoudre des problémes invariants par rotation, et peuvent étre
vues comme un équivalent de la transformation de Fourrier discréte (pour ce qui correspond
a la partie angulaire) lorsque 'on a 'invariance par rotation, car la dépendance en angles
sont naturellement périodique, avec m € {—I, -1+ 1,.....;1 — 1,1} le moment magnétique et
[ =0,1,2... le moment orbital.

La relation d’orthonormalisation est donnée par

27 7r
/ do / V™0, )Y (6, ¢) sin 0dh = 616
0 0

La relation de fermeture au sens de Dirac

+oco  +I

S SN0 o) = =60 - )50 &)

I=0m=-1
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Les spineurs Les spineurs (x(3) ,x(—3)) décrivent une particule dans les états de spin
+% et —% respectivement. Ce sont des vecteurs propres des matrices de Pauli , qui sont
reliées au spin de la particule par

S=nh

N | Qu

avec

x(%) = <é) (1.2.2)

w3 = ()

Si on considére que l'interaction entre le spin de la particule et son moment orbital [ est
négligeable, donc le moment cinétique total est j = [+ %, dans ce cas les spineurs sphérique
sont donnés par

)
Vs (0,6) = | -
l+27l, /_%><(_%>§/2 + (9,¢)
O 00 = [ s x(3)Y," 7 (0,9)
T L (DY 0, 9)

En utilisant les (1.2.1) et (1.2.2) on trouve les spineurs sphériques pour les deux valeurs de
moment cinitéque total j = [ & % tel que

JEmy ™3 g
QO 1 (0,¢) = 2 ! (9’@

l L ﬁ_mym+%
+ 27l7m 25 "1 ( a¢)
—~—
j—m+1 m—%
- 2j+2 Yz (‘97 (b)
0 g e = | V22
[ — §7l’m 2j+2 YE (67 ¢)
~——

Ces spineurs sphériques sont normalisés par la condition [15]

s 2
/ Sin 9d9/ ;lmQj’l’m’dQS = 5jj’5ll’5mm’
0 0

o4



1]

Bibliographie

C. Sayrin, thése de doctorat, Préparation et stabilisation d’un champ non classique
en cavité par rétroaction quantique, UPMC, Septembre 2011.

A.Messiah, Mécanique quantique, Tome II, Dunod (1960).
Gravitational effects on Dirac particles.

M.Saoussen, Mémoire en vue de l'obtention du grade de maitre des sciences, Les
bulles de masse négative dans un espace de de sitter, Décembre 2013

J.Queva, Sur quelques problémes de quantification : en espace-temps de de sitter et
par états cohérents, Paris 7, Juillet 2010

N.Poplawski, Covariant differentiation of spinors for a general affine connection, No-
vembre 2007

D.Tant, thése de doctorat, Nouvelles solutions et classification du superpotentiel et du
potentiel de Kahler compatible avec une brisure de la supersymétrie a basse énergie
induite par la gravitation, Université de Strasbourg, Décembre 2016

J.Yepez, Einstein’s vierbein field theory of curved space, Air force research laboratory,
Hanscome Air force Base, MA 01731, Janvier 2008.

W.O.Straub, The spin connection in weyl space, California

G.V. Shishkin, Some exact solutions of the Dirac equation in gravitational fields,
Department of theoretical physics, Byelorussian state university, 220080 Minsk, USSr

Q.Zhang, Master’s thesis, Calculations of atomic multiplets across the periodic table,
Septembre 2014

T.Foughali, thése de doctorat, Sur les différentes extensions de la relativité générale,
université de Béjaia

A.Belabbas, thése de doctorat, Les potentiels non gravitationnels et structure de
I’espace temps, université de Bejaia, 2009

Les fonctions de Bessel, PDF

S.Zehouani, thése de master, Solutions exactes de ’équations de Dirac pour des
potentiels particuliers, Université de Béjaia, 2016

55



