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Nomenclature

Nomenclature :

(Cy): Configuration initiale ;
(Cy) : Configuration actuelle ;
(©0): Volume occupé par le solide dans la configuration initiale ;

(€ ): Volume occupé par le solide dans la configuration actuelle ;
dX : Vecteur élémentaire dans la configuration initiale ;

dx : Transformation de d 1 dans la Configuration actuelle ;
F : Opérateur gradient de la transformation
FT: Transposé opérateur gradient de la transformation ;
: Tenseur des déformations Green-Lagrange droit ;
: Tenseur des déformations Green-Lagrange ;

: Tenseur des déformations Green-Lagrange gauche;

C
E
B
A : Tenseur des déformations d’Euler-Almansi ;
o :Tenseur des contraintes de Cauchy ;
7 . Premier Tenseur de Poila-Kirchhoff (P.K.1) ;
S : Deuxiéme Tenseur de Poila-Kirchhoff (P.K.2) ;
| : Tenseur d'identité;
W : Potentiel élastique ;
Uo - Module de cisaillement du matériau;
D : Module d'incompressibilité de matériau ;

[, : Premier invariant du tenseur des déformations de Green-Lagrange gauche B;
I,: Premier invariant du tenseur des déformations de Green-Lagrange gauche B;

P : Pression hydrostatique;

v : Coefficient de Poisson;

« : Angle de torsion;



Nomenclature

(Q): Volume occupé par le solide dans la configuration actuelle ;

(Q0): Volume occupé par le solide dans la configuration initiale ;

Uo - Module de cisaillement du matériau;

(Cp): Configuration initiale;

(Co) : Configuration actuelle (déformé) ;
[ : Premier invariant du tenseur des déformations de Green-L agrange gauche B;
[,: Premier invariant du tenseur des déformations de Green-L agrange gauche B;

dX : Vecteur démentaire dans la confi guration initiae;

dx : Transformation ded 1 dans la Configuration actuelle ;
A : Tenseur des déformations d' Euler-Almansi ;
B : Tenseur des déformations Green-Lagrange gauche;
C : Tenseur des déformations Green-Lagrange droit ;
D : Module dincompressibilité de matériau ;
E : Tenseur des déformations Green-Lagrange ;
F : Opérateur gradient de latransformation
FT: Transposé opérateur gradient de latransformation ;
| : Tenseur didentité;
P : Pression hydrostatique;
W : Potentiel hyper-dlastique ;
S : Deuxiéme Tenseur de Poila-Kirchhoff (P.K.2) ;

« : Angle de torsion;

m : Premier Tenseur de Poila-Kirchhoff (P.K.1) ;
o : Tenseur des contraintes de Cauchy ;

v : Coefficient de Poisson;

w: ladensité surfacique
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INTRODUCTION GENERALE

Les élastomeéres sont des polymeéres présentant des propriétés élastiques et sont souvent une
aternative aux matériaux métalliques, En effet, ces matériaux supportent des grandes
déformations réversibles, et sont dits hyper-élastiques.

L’ objectif de ce modeste travail consiste a calculer les distributions des contraintes (radiales,
circonférentielles, axiaes, cisaillement et de Von Mises) dans un cylindre plein constitué d'un
matériau hyper-élastique soumis alatorsion.

Ce mémoire est constitué d une introduction genérale, de trois chapitres et d’ une conclusion
générale.

Le premier chapitre est consacré ades généralités sur les élastomeéres (définition, classifications
et propriétés mécaniques les plus connues).

Au deuxiéme chapitre, on présentera quelques lois de comportement hyper-élastiques des
élastomeres. En passant par les outils essentiels de la mécanique des milieux continus en
grandes déformations.

Dans le chapitre trois, nous approcherons notre problématique qui sarticule autour de deux
parties principales:

e Dansla premiere partie, nous allons déterminer analytiquement les composantes du
tenseur des contraintes de Cauchy, la variable torsion est supposé une fonction
guelconque, et e potentiel hyper-éastique dépend des deux premiéres invariants du
tenseur de Cauchy Green.

e La deuxiéme partie est consacrée a une éude numérique de la distribution des
contraintes dans un cylindre en torsion pure. Notons que le modéle hyper-éastique
utilisé dans I’éude est le modele de Mooney-Rivlin. Une comparaison entre les

résultats anal ytiques et numeériques du model e sera dével oppée.

Enfin, nous terminons ce travail par une conclusion générale.
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Chapitrel Généralités sur les élastomeres

Introduction

Les matériaux élastomeres prennent une part de plus en plusimportante dans un grand nombre
d’industries comme par exemple |’ automobile, I’ aéronautique ou encore le génie civil.
Ce chapitre introductif a pour but d'analyser le comportement des matériaux type é astomére

d'un point de vue phénomeénol ogique.

.1 Généralitéssur lesédastomeres|[1]

Les élastomeéres appartiennent a la famille des hauts polymeres. Macroscopiquement, ils se
présentent sous forme de macromolécules constituées de longues chaines de polymeéres,
linéaires ou ramifiées, enchevétrées les unes dans les autres. Compte-tenu de leur structure
amorphe et pour des températures supérieures a leur température de transition vitreuse, les
éflastoméres se caractérisent par une grande déformabilité et une haute éasticité
caoutchoutique. En effet, |’ étude des propriétés physiques des polymeres, en fonction de la
température, montre |’ existence de plusieurs états de lamatiere :

e FEtat vitreux : cet état caractérise généralement les verres organiques qui présentent
unetresfaible déformabilite.

e FEtat de transition : a ce stade, on est en présence de polyméres linéaires
thermopl astiques de type cellulosiques, polyamides, polyesters, polyvinyles... .1l s agit
comme son nom I’indique d’une phase de transition significative de I’état quasi-fragile
aun état de grande déformabilité.

e FEtat caoutchoutique : les élastoméres sont caractéristiques de cet état. |ls possedent
une grande déformabilité et un comportement visgqueux.

e Etat d’écoulement : le polymére, bien que encore solide, se comporte comme un fluide

non-newtonien quasi-incompressible fortement visgueux.

.2 Classification des élastoméres|2]

Sdlon leur utilisation les élastomeéres sont classés en trois catégories :

1.2.1 Leséastomeéresa usage général

Sont caractérisés par leurs propriétés élastiques, il s agit essentiellement des caoutchoucs
naturels ou synthétiques (NR ou IR), des copolymeres de butadiéne styrene (SBR) et les
polybutadiénes (BR). Ils sont utilisés pour diverses applications dans I’industrie automobile
telles que les pneumatiques, supports moteurs, balais d’ essuie-glaces ; ou pour le batiment

)
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(étanchéité de toitures, cablerie, adhésifs, tuyaux...) ; ou encore pour le grand public telles que
gants de ménage et de chirurgie, tétines, préservatifs, tapis de sol...

1.2.2 Leséastomeéresa usages speciaux

Qui sont les copolyméres ou ter-polymeres d'éthylene propylene et diene (EPM et EPDM), les
copolymeres d'isobutylene isopréne, chlorés ou bromés (1IR, BIIR, CIIR), les copolyméres de
butadiéne acrylonitrile (NBR), et les polychloroprénes (CR), pour des applications requérant
des propriétés particulieres telles que la résistance aux liquides agressifs (solvants, acides,
huiles...), une stabilité vis-avis des hautes et basses températures et une bonne tenue au
vieillissement. Ils sont utilisés dans divers secteurs d activités (industrie pharmaceutique,
nucléaire, automobile, aéronautique...)

1.2.3 Lescaoutchoucs a usages trés spéciaux

Qui rassemblent les caoutchoucs de silicone (VMQ, FVMQ), les élastomeéres fluorés (FKM),
les polyéhylénes chlorés et chlorosulfonés (CM, CSM), les polyacrylates (ACM), les
copolymeres éthylene acétate de vinyle (EVM) et I'éhylene acrylate de méthyle (AEM), les
caoutchoucs nitrile hydrogénés (HNBR) et les caoutchoucs d'épichlorhydrines (CO,
ECO,GECO), les polyuréhanes malaxables (AU, EU), qui présentent d’ excellentes tenues
chimiques et thermiques, essentiellement utilisés en industries aéronautiques et spatiales, ainsi

gue dans I’ industrie chimique.

.3 Lespropriétésdeséastomeres

1.3.1 Propriétéschimiques[3]

Les élastomeres sont constitués de chaines carbonées liées entre elles par desliaisons physiques
(enchevétrements) et chimiques (type liaisons coval entes) appel ées aussi points de réticulation.
Lacohésion du matériau est assurée par les nceuds deréticulation : ¢’ est ce qu’ on appellel’ état

caoutchoutique. Les propriétés mécaniques restent stables jusqu'a ce que la Température soit

suffisamment importante.
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Figurel.l: Les chaines macromoléculaires sont liées entre elles par des liaisons
covalentes et des ponts soufre

1.3.2 Propriétésphysiques|[3]
Les élastomeres appartiennent a la famille des hauts polymeéres. Macroscopiquement, ils se
présentent sous forme de macromolécules constituées de longues chaines de polymeéres,
linéaires ou ramifiées, enchevétrées les unes dans les autres. Compte-tenu de leur structure
amorphe et pour des températures supérieures a leur température de transition vitreuse, les
elastomeres se caractérisent par une grande déformabilité et une haute éasticité
caoutchoutique.
1.3.3 Propriétés mécanique
1.3.3.1 Elasticité non linéaire [4]
Les élastomeres sont caractérisés par une capacité a supporter les grandes déformations de
facon réversible. La (Figure 1.2) représente la courbe de traction a rupture d un élastomere.
Celle-ci est clairement non-linéaire et est composée de trois zones distinctes :
e Lesfables déformations ou™ |I"énergie apportée est utilisée pour rompre les liaisons
faibles (Van der Waals...) entre les chaines ; cela se traduit par la courbure initiale de
la courbe contrainte-déformation (10 — 25%).
e Les déformations moyennes ou” |”énergie apportée sert au des enchevétrements des

chaines macromoléculaires (25 —400%).
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Figurel.2: Courbe detraction a rupture d’ un élastomere

e Les grandes déformations ou une énergie plus importante est nécessaire pour éendre
les chaines qui ont déja été d embrouillées, ce qui se traduit par un raidissement du
matériau. Celui-ci est d'autant plus important que le matériau cristallise sous
contraintes (Magill, 1995), ce qui est le cas des caoutchoucs naturels (> 400%).

1.3.3.2 Incompressibilité [5]

La troisieme caractéristique bien connue du comportement des élastomeres est
I’incompressibilité. 11 est convenu de considérer que pour des sollicitations ne faisant pas
intervenir de pression hydrostatiques (trop importants), la déformation du matériau sefait sans
variation de volume. En fait, cette caractéristique est une idéalisation de la réalité, puis qu’ on

montre expérimentalement que les élastomeres sont compressibles.

1.3.3.3 Viscodlasticité [6]
Ladeuxiéme propriété bien connue des matériaux é astomeres est leur caractére viscoé astique.
classiquement, ce phénomene est mis en évidence par deux essais bien connus :
Les essais de Relaxation et de fluage. Dans le cas de larelaxation, on impose au matériau un
Niveau constant de déformation et on observe larelaxation des contraintes (la diminution) au
Cours du temps.

Le fluage est e phénomene dual : on impose au matériau un niveau constant de contrainte et

ton observe I’accroissement de la déformation. Bien évidemment, d’un point de vue

)
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expérimental, il est plus aisé de mettre en place un essai a déplacement imposé (Relaxation)

gu’ aforce imposée (fluage).

\ E(HIE,

Figurel.3: Essai derelaxation

1.3.3.4 Vieillissement [3]
L’ environnement peut étre al’ origine des dégradations physi co-chimiques de la structure des
élastomeres. Ceci se répercute sur leur comportement mécanique, entrainant en général une

rigidification et une fragilisation du matériau.

.4 Conclusion
Les élastomeres présentent un comportement trés complexe avec de nombreux phénoménes
tels que la capacité a supporter de grandes déformations, 1a viscoél asticité avec la dépendance

au temps et alavitesse.
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Chapitrell Modélisation du comportement hyper-élastique des élastomeres

Introduction

Ce chapitre fait le point sur les modélisations fréquemment proposeées pour rendre compte des
aspects de comportement des élastomeres décrits dans le chapitre précédent.

Nous donnons un bref rappel sur la mécanique des milieux continus en grandes déformations.
Ensuite on présentera quelques modéles théoriques du comportement hyper-élastique des

éastomeres de la littérateur.

1.1 Rappelsdela mécanique des milieux continus en grandes défor mations

[1.1.1 Cinématique[7]

Dansle cadre des transformationsfinies, il est important de distinguer laconfiguration initiale
et laconfiguration actuelle (déformée). Le mouvement d'une particule d'un milieu continu peut
étre décrit soit dans la configuration lagrangienne, soit dans la configuration eulérienne. Les
coordonnées lagrangiennes (ou matérielles) sont celles qui définissent la position du point
matériel P(X; ; X, et X3) du milieu continu (Q), le repérage se faisant dans la configuration
initiale (ou non déformée). Les coordonnées eulériennes (ou spatiales) sont celles qui
définissent la position du point matériel p(x, ; x, et x3)du milieu continu a l'instant courant,
le repérage se faisant dans la configuration actuelle (ou déformée). Notons que dans le cas

d'une transformation infinitésimale, les deux configurations sont confondues.

11.1.2 Description du mouvement [8]

Soit un solide déformable S, évoluant dans un repére R. L'ensemble des particul es p constituant
le solide déformable occupe, a chagque instant, un ensemble de positions dans I’ espace voir
figure (11.1). C'est la configuration du systéme a l'instant t. Nous utiliserons le méme repére
pour la configuration initiale et la configuration déformee.

On note C,, laconfiguration initiale (ou le solide S occupe le volume(),), et (Ct) laconfiguration
actudleal'instant t (ou déformée), ou le solide S occupe le volume . e vecteur position de la
particule P € S a l'instant initial est notéX. On note % le vecteur position de cette particule a

I'instant t.
Le mouvement du milieu continu est défini par la donnée de la fonction vectorielle :

CO - (Ct
X: {7 BN (11.2)
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CO . i
— . C::
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X2 x1 ?
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X3x1 e X1 x1

Figurell.l: Configurationsinitiale et déformee

L'équation I1.1 définie la transformation faisant passer de la configuration de référence C, ala
configuration (Ct). Pour caractériser la déformation au voisinage de la particule, on introduit
I'application linéaire tangente au mouvement, ou tenseur tangent (voir figure (11.1)).
Considérons un Vecteur ¥ dans la configuration initiale, son transformé dans la configuration

actuelle S obtient par larelation (11.2) :
dx = FdX (1.2)

11.1.3 Description des déformations|[8]
Pour caractériser les changements de forme entre les configurations C, et Ct, il faut caractériser

les variations de longueur et les variations d'angle, soit, en fait, les variations de produit
scalaire. On forme donc le produit scalaire de deux vecteurs matériels dx et Ty et on examine

sa variation en fonction des vecteurs initiaux dX et dY Selon la configuration privilégiée,
plusieurs mesures des déformations sont possibles :

Description lagrangienne

En configuration lagrangienne, on introduit le tenseur de Cauchy Green droit € = FFT
symétrique et défini positif, qui caractérise les dilatations. Dans le cas ou le milieu ne subit
aucune transformation, C = 1.

Le tenseur de déformation de Green Lagrange, purement lagrangien, symétrique, relie a C par

-
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E=-(C-1)

Description eul érienne

De la méme maniere dans la configuration actuelle on introduit le tenseur de Cauchy Green
gauche B = FFT, symétrique et défini positif. Le tenseur de déformation associe, lié a la

différence de produit scalaire, est e tenseur d'Euler-Almansi A :

A= - (1-B™

[1.1.4 Description descontraintes[9]
On introduit les tenseurs des contraintes usuels de la théorie des grandes déformations le

tenseur des contraintes de Cauchy, o (eulérien) est défini par :
t= 0.1 (11.6)

t est le vecteur contrainte (effort mesuré par unité de surface définie instantanément)

s appliquant sur I’ élément de surface ds de la configuration initiale de normale extérieure 7.

On peut lier 1a force démentaire df de la configuration actuelle & I’ éément d'aire ds de la

configuration initiale, par larelation suivante :
df = Tds (11.7)

Il s'agit alors d’ une description mixte. Le vecteur T représente le vecteur contrainte de Piola-
Kirchhoff 1 (ou vecteur de Boussinesq). Le tenseur de contrainte associé est le premier tenseur

de Piola-Kirchhoff  qui n’est ni lagrangien ni eul érien (tenseur hybride), tel que :
df = Tds = mNds (11.8)
T N’ est pas symétrique.

Pour avoir un tenseur complétement défini en fonction des variables lagrangiennes, on

transporte laforce d_)f agissant sur le volume actuel versla configuration initiale non déformée

Y
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dfo = Ftdf (11.9)

_d_j%)Est une force fictive agissant sur la surface initiale. Le tenseur de Piola Kirchhoff 2 est
alors défini par :

df, = SN.ds (11.10)

S est un étre mathématique sans signification physique, mais il présente la particularité d'étre
symétrique.
Lestrois tenseurs des contraintes sont reliés par larelation suivante :

Jo= mw.FT = FSFT (11.11)
m=FS (11.12)
] =detF (11.13)

J: Jacobien de latransformation présenté.

En conclusion : On arassemblé les différents tenseurs de contraintes et de déformations dans

les deux configurations initiale et actuelle dans | e tableau suivant :
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Tableau I1.1: Récapitulatif des différents tenseurs de contraintes et de déformations dans les

deux configurationsinitiale et actuelle

Configuration (CO) initiale
(libre de contraintes)

Configuration actuelle (Ct )

Tenseurs des déformations

C : Tenseur des dilatations
de Green-Cauchy droit,
symeétrique.

E : Tenseur des
Déformations de Green-

Lagrange, symeétrique.

B : Tenseur des déformations

de Green-Cauchy gauche,
symeétrique.

A : Tenseur des
déformation- ions d’ Euler-
Almansi, symétrique.

Tenseurs des contraintes

S : Tenseur des contraintes
de Piola-Kirchhoff 2,
symétrique.

o : Tenseur des contraintes

de Cauchy, symétrique.

1.2 Equationsd'équilibre[10]

Figurell.2: Conditions aux limites dans les configurations de référence et actuelle

On définit la configuration actuelle Ct :
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— o, le domaine occupé par le solide dans cette configuration ;

— Om, sa surface ;

— 0w et Oof respectivement les sous domaines de dm sur lesquels on applique un déplacement
imposé 1, ou une densité surfacique de force par unité de surface déformée (dwu U doF = dw
et 0w N dw = Q)

0 un élément de volume dans la configuration déformée ;

Et les efforts de cohésion exercés a travers 1’élément de surface 09.

Dans la configuration de référence Q, 0Q, 0Qu, 0Qf, D et 0D sont respectivement les

transportés det vers Co par I’intermédiaire de, ®, 0w, dw, dw, d, et Jd.
et ladensité surfacique de force exprimée dans Co.

[1.2.1 Configuration actuelle
L’ écriture de la conservation de la quantité de mouvement, traduisant la configuration actuelle,

1I’équilibre du sous domaine 06 s’écrit :

Js€ds + [, pf dv=0 (11.14)

Ou p est la masse volumique dans la configuration actuelle, la densité massique de force. On
obtient dans la configuration actuelle, en utilisant le théoréme de la divergence, apres avoir

injecté |’ éguation o dedans:

dive SUr w
0.1 surdwg (11.15)
— —
U =1u, sur dwy,

I1.2.2 Configuration deréférence

L’¢équilibre peut aussi étre exprimé dans la configuration de référence. On note ou et OF les

images respectives de dw,, et dwy par |’ applicationX 1.

div T + pOf =0 sur()
nN =T surdws (11.16)

— P—
u= u, sur dwy,
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1.3 Modélisation de Comportement hyper dastique [§]

Un matériau est éastique s le tenseur des contraintes de Cauchy a l'instant t dépend
uniquement de |'état de déformation a ce méme instant, ainsi la contrainte ne dépend pas du
chemin suivi par la déformation, mais par contre le travail fourni par cette contrainte dépend
généralement du chemin suivi. Un matériau élastique est dit hyper édastique si le tenseur des
contraintes dérive d'une fonction d'énergie du matériau. Ceci implique que letravail misen jeu
pour aler d'un état de déformation a un autre ne dépend pas du chemin suivi. Pour écrire une
loi de comportement hyper élastique, on postule ainsi |'existence d'une énergie libre W définie

par unité de volume dans la configuration de référence.

[1.3.1 Loi decomportement hyper-élastique[11]

Dans |’ approche phénoménologique, |e matériau est considéré comme un solide continu. Le
comportement du matériau est régi par une relation non linéaire liant les contraintes et les
déformations. Ces contraintes sont obtenues par dérivation d’ un potentiel de déformation, noté
W.

La contrainte dérive de la densité d’ énergie de déformation est donnée larelation suivante :

ow ow
= —pl+2—B—-2—B"1 1117
o pl+ ol al, ( )
Ou P est lapression hydrostatique. Les densités d’ énergie de Déformation W sont alors écrites

en fonction des élongations principales A, ; A, et A5(valeurs propres du tenseur C) ou tres

souvent a partir des invariants I; ; I, et I3 du tenseur des Dilatations de Cauchy-Green

gauche B (ou C). Lesinvariants s expriment alors de la maniére Suivante :

I, =Trace B
I, = % [ Trace B* — (Trace B )?] (11.18)
13 = det B

On suppose I'existence du potentiel dastique W, qui est défini comme |'énergie volumique de
déformation rapportée au volumeinitial.

Pour un matériau isotrope, |'énergie volumique de déformation W ne dépend que des trois

Invariants: I; (C), I, (C) et I3 (C) du tenseur de Green Cauchy droite C, soit :

E
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w=w (11 ) 12 ) 13)
Il existe bon nombre de modéles hyper-élastique, dans la littérature, nous allons présenter les

model es frequemment implémentés dans |les codes de calculs par ééments finis.
11.3.2 Lesmodéeshyper-élastiques
11.3.2.1 Modéle de Mooney-Rivlin (1940) [12]

Mooney-Rivlin fut le premier a proposer un modele hyper-élastique pour les élastomeéres.
Apres avoir étudié les réponses en traction et en cisaillement des élastomeéres, il propose la

forme phénoménol ogique suivante pour I’ énergie de déformation :
W = ClO(Il - 3) + 601(12 - 3) (”19)

Cemodelerestedeloinle plusutilisé pour sasimplicité et sacapacité arefléter convenablement

le comportement des é astomeres pour des niveaux de déformation allant jusqu’ a 100%.

11.3.2.2 Modéle d’ Ogden (1972) [11]

C'est I'un desmodélesle plus utilisé pour lestrés grandes déformations. Saformul ation consiste
a remplacer les exposants entiers du développement de Rivlin par une série de puissances
réelles des extensions principal e, ces exposants réels deviennent alors des parametres matériels
a identifier. A la différence des formulations précédentes en invariants, le modéle d’ Ogden
S écrit donc en termes d’ extensions principales :

W = 22=1Z—:(Af“ + A"+ AS™) (11.20)

Ou les constantes (U, ; Xy)i=1._n SONt les paramétres matériaux. A, ; 1, et A3Sont-les

valeurs propres du tenseur de dilatation de Green-Cauchy.

11.3.2.3 Modéele néo-Hookéen (1943) [11]
Le modéle hyper-élastique isotrope et incompressible le plus ssimple est le modéle Néo-
Hookéen, ce modéle admet un unique paramétre matérielC;,. || permet d'avoir une bonne
corrélation pour des niveaux de déformation moderes (jusgu'a 50%)

W = Cyo(I; — 3)

)
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11.3.2.4 Modeedu tube étendu (1999) [11]

Le dernier modele présenté ici est proposé par Kaliske et Heinrich. Saformulation repose sur
laphysique des réseaux polymeres, et notamment sur les modél es dits « tubes » qui permettent
de décrire le mouvement des chaines polymeres dans un réseau réticulé. Le modéle du tube
étendu integre assez simplement des résultats issus de la physique des polymeéres dans le cadre
hyper-élastique. Ainsi, les auteurs proposent une densité d’ énergie de déformation, aliant une
fonction du premier invariant 11 et une fonction de type Ogden, qui entre parfaitement dans le
cadre mécanique tridimensionne :

w = S [(1—62)(11—3)

Ge ,1—B 4—
gy P = 82 (L = 3)] + 253 AP5F - 3) (11.21)

Ou les constantes, 6, B et Ge sont des paramétres matériaux.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté brievement les résultats essentiels du formalisme de
grandes déformations puis nous avons cité quel ques model es de comportement hyper-élastique

des éastomeres.
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Chapitre 11l Etude de la torsion des cylindres hyper-élastiques

Introduction
Dans ce chapitre, nous alons étudier théoriquement et numeériquement la distribution des

contraintes dans un cylindre plein en élastomére soumis a une sollicitation de torsion. Le
modéle de Mooney-Rivlin a éé considéré dans I’ étude. Une comparaison des résultats de

I’ étude théorique et numérique a été effectuée alafin du chapitre.

[11.1Etude analytique
[11.1.1 Formulation du probléme
On considere un cylindre de longueur initial L, , et derayoninitial R, tel qu’il est montré sur

lafigure (111.2).

Figurelll.l: Représentation du cylindre circulaire plein de section constante

Les coordonnées cylindriques seront utilisées a cause de la symétrie du probléme. Ainsi, soit
un point M(R, ©, Z) de la configuration de référence (non déformée) qui se déplace sous l'effet
des sollicitationsimposées occupe laposition, m (€, ; €, ; €,) danslaconfiguration actuelle (ou

déformée), on peut écrire larelation cinématique suivante [13].

r=R
0 =0 +g(Z) (11.2)
Z=17

Ici, le variable torsion est supposé une fonction quelconque de Z.

[11.1.2 Loi de comportement d’un milieu incompressible
On suppose que le potentiel hyper-élastique dépend des invariantes 1, I,, ¢’ est-a-dire:
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W=w(,,I)
Le milieu est supposé incompressible, 1;=1.
Letenseur de contrainte de Cauchy est exprime par :

¢ =—pl+22°B -2 B!

611 2

ow W
Onpose: —=w; &t —=w,
a1, a1,

Cequi donne :

En coordonnées cylindriques, |’ opérateur gradient de latransformation F sexprime :

ar 1 0r ar
JdR R 0O 0Z

rd®6 roe rao

o 102 o
AR RIO 0Z
De I"équation (I11.1) le gradient de latransformation F est donné par :
1 0 0
F= <0 1 Rg'(Z)) (111.4)
0 0 1
Del’équation (I11.4) on obtient :
1 0 0
T <0 | 0) (1s)
0 Rg' (@ 1

Pour cette transformation, le tenseur des dilatations de Cauchy-Green gauche B est égdl a:

10 0 1 0 o0 /1 0 0
B= <0 1 Rg'(z)><o 1 o): 0 1+[Rg'(x)]* Rg'(2) (111.6)
00 1 0 Rg'() 1/ \o Rg'(Z) 1
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Et letenseur B~1 est exprimé par :

1 0 0
B-1=(0 0 —Rg'(Z) (111.7)
0 —Rg'(z) 1+I[Rg' D]

Lesinvariants de contraintes de cauchy Green-droit (ou gauche) sont :

I; = trace B = 3 + [Rg'(2)]? (111.8)
I, = % ((trace B)? — trace B%) = 3 + [Rg'(2)]? (111.9)

Onconstateque: I; = I,.

A partir del’ équation (111.2), les composantes non nulles du tenseur des contraintes de Cauchy

sont les suivantes :

O =2 (W;—wWy) —p (111.9a)
ogg = 2(w;—w,) + 2w, [Rg'(2)]?> — P (111.9b)
0, = 2(w;—w,) — 2w, [Rg'(2)]? — P (111.9¢c)
0pz = 2(W1 + w,)[Rg'(2)] (111.9d)

En coordonnées cylindriques, I'expression de I'équation d'équilibre est :

. ao ao. do Orr—0 do ado do org+0
dlUO'z( rr_l_ r9+ rz+ rr Qe)gr_l_( Gr_l_ 66+ Gz_l_ 0 Gr)é>9+

Orr rdo 0z r ar rdf 0z r

00z 00,9 . 00z, @) 5>
(%4202 4 222 ) 5, = 0 (111.10)
Cequi donne:
9orr | Orr=%e0 _ (111.10.9)
Orr r
60'99 00'92 _
—e T 5, = 0 (111.10.b)
a d
226 4 Pz _ (111.10.c)

rdo 0z
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On remplace les équations (111.9) dans les équations (111.10), on obtient :

oP I}

P —2w;R[g'(@)]?

oP 2 1

55 = 2 (w1 + w2)R?g"(2)

0P ’ "

5 = —4w,R?%g'(2).g" (2)

Ona: % = 0 cequi implique que g’ (z) = 0 et par conséquentf,—i = 0.

La pression hydrostatique ne dépend que der, ¢ est-a-dire P=P(r).

Del’équation (111.10.a) ; on peut €crire que :
[P dogy = [ 2w [g' (@)]%dr

o (1) — o (r =) = wy[g'(D]*(r* — a%)

orr (1) = wy[g'(2)]*(R* — A?) + f(e;2)

Avec: f(e;2) = oy | RepOU

Del’équation (111.9.a), on en déduit I’ expression de la pression hydrostatique P :

P(r) = 2(w; — wy) —w, (R?—A%)[g'(2)]* — f(e,2)

Alorsf(e,z) = constante = —g,

(111.11.8)
(11.11.b)
(111.11.0)
(111.12)

Lapression hydrostatique et les composants du tenseur des contrai ntes de Cauchy sont données

par:

P(r) = 2(wy — wy) —w; (R?=A?)[g'(2)]* + 0y
o = wi[g'@]*(R?* — A?) — 0

oge = w1 (3R? — A?)[g'(2)]* — o)

0, = {w; (R?—A%) — 2w,R?}[g'(2)]* — o,

0oz = 2(w1+w3)R[g'(2)]

Si on supposeque: g(z) = tZ, aors:

O = Wq [T]Z(RZ - Az) — Op

0gp = W1 (3R* — A*)[1]* — 0y

(111.13)
(111.143)
(111.14b)
(111.14c)
(111.14d)
(111.153)
(111.15b)
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04, = {w;(R?—A?) — 2w,R?}[1]? — 0, (111.15¢)
0gz = 2(w;+w,)R][T] (111.15d)

Si le potentiel hyper-éastique est exprimeé en fonction des invariants 1, I, et que ladérivée de

W par rapport a [;, (i=1., 2) sont des constantes c’ est-a-dire w

oo = Wi = cst, alors la seule
i

possibilité de la transformation est lorsque g’’(z) = 0, en d autre terme g’'(z) = cst, ou bien
g(z) = tZ ou 1= cst. Dans ce cas, lacontrainte radiale sur la surface extérieure peut étre soit

nulle ou bien constante.

[11.1.3 Contrainte équivalente de Von-Mises

L'expression de la contrainte équivalente de Von-Mises est donnée par larelation suivante :

(0g) = EO’D: op (111.16)

Ou op est le déviateur du tenseur des contraintes donné par larelation suivante :
op = 6 —trace(o)l (111.17)

Dans le cas étudié, la contrainte équivalente de Von-Mises se réduit al’ expression suivante :

(og) = \/% [(o-rr - 0-99)2 + (6 — o-zz)z + (04, — 0-99)2 + 6(692)2] (111.18)

Il est clair que la contrainte de Von Mises ne dépend pas de gy, .

I11.1.4 Calcul delaforceaxiale et du moment résultant

Laforce axiae et le moment appliqué sont exprimés par les relations suivantes :
F,=[." [ 0,rdrde = [ [ ({w, (R2—A%) — 2w,R2}[1]* — 0,) RdRde (111.19)

M= [ [ oq,r2drd6 = [" [(2(w;+w,)[1]))R*dRde (111.20)
A partir de !’ équation (111.19), on déduit I’ expression de laforce résultante :

F, = mA%[©2A2 (2 + w; ) + 0] (111.21)
L’ équation du moment appliqué est déterminée a partir de |’ équation (111.20):

M = m(w; + w,)TA* (111.22)

-
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[11.2Etude Numérique

[11.2.1 Hypothése de quasi-incompressibilité
Laplupart des codes éléments finis donne le potentiel hyper-élastique(W) de lamaniére

suivante :
W =W 1,) +5 (G — 1)2 (111.23)

ou I; et I, sont lesinvariants modifiés du tenseur de Green-Cauchy droit (ou gauche).

Ona

I = l_?zll (111.24)
I = I_T4Iz (111.25)
Et D:%:% (111.26)

Ou K, est le module de compressibilité.

Dans toute notre étude, nous avons suppose gque le matériau est incompressible I; = 1 et afin
de comparer entre les résultats anal ytiques et les résultats numériques, nous avons supposé

gue le coefficient de Poisson v, = 0.4998.

AlorsD = 0.0015MPa~t.

111.2.2 Construction du modéele numérique

[11.2.2.1 Choix du modéle de comportement
Nous avons choisi e modele de Mooney-Rivlin adeux parameétresimplémenté dans le code de

calcul éémentsfinies dont le potentiel hyper-élastique est définit par :
W = W(I3; 1) = Cio(ly — 3) + Coy (I, = 3) + £ (J — 2)°? (111.27)

W est I’ énergie de déformation par unité devolume, C, et C,, sont les paramétres du matériau.
On pOSG W1 = ClO et Wz = COl

Ou p = 2(cqp + €o1) €st le module de cisaillement.

)
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[11.2.2.2 Présentation de la géométrie

Afin de construire un model e él éments finies, nous alons nous servir de la solution analytique
pour valider le modél e numérique, pour celaon doit définir la structure a étudier.

lecylindre est derayoninitial A et delongueur L, les dimensions sont exprimées en millimeétres

danslafigure.

Figurelll.2 : Modéle étudié

[11.2.2.3Lemaillage

La résolution par la méthode des éléments finis d’ un probléme physique formulé en termes
d’ équations aux dérivées partielles s'appuie sur une discrétisation spatiale, ou maillage, du
domaine étudié. Nous avons considéré une modélisation 3D avec un maillage de type linéaire

et unetaille d'édément de 3 mm.
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Tableau 111.1: Données utilisées pour la simulation numérique

Géométrie de cylindre

Eléments de maillage

Longueur L Rayon A Taille Nombre Nombre des neeuds
d'éément d'ééments
100mm 5mm 3mm 576 2913

Le maillage appliqué sur le corps du cylindre est montreé sur lafigure ci-dessous.

111.2.2.4 Chargements et conditions aux limites

Figurelll.3: Modéle maillé

Pour simuler I'essai de la torsion, nous avons blogué tous les nceuds du modele situés dans le

plan z=0 par I'application d'un encastrement au niveau d'extrémité z=0.Puis nous avons

appliqué un chargement impose sous forme d’ une rotation d'angle a qui varie suivant I’ axeeg.

La figure ci-dessous représente le chargement appliqué et les conditions aux limites du

probléme.
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Figurelll.4: Chargements et conditions aux limites

[11.2.3 Résultatsdela simulation numérique

Pour cette simulation, nous avons utilise les paramétres identifiés a partir de I'essai de traction
sur le Latex, ces parametres sont donnés dans la publication de Marckmann [ 3] soit :

€10 = 0.162MPa et cy; = 0.0059MPa.

Nous alons déterminer numériquement la distribution des contraintes sur une surface
circulaire du cylindre située aune extrémité Z = L et Z=L/2.

Ensuite, nous allons examiner ladistribution des contraintes suivant une trg ectoire quel conque
L (Rvariede0aA).

Les résultats obtenus pour les différentes valeurs d’angles a et de rayon R sont donnés sur les

figures (Figure 111.5) jusgu’a (Figure 111.34).
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Pour g=10° et R=5 mm :

Figurelll.5: Distribution des contraintes radiales o,

Figurelll.6 : Distribution des contraintes radiales o,.,- suivant la trajectoire £
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Figurelll.7 : Distribution des contraintes tangentielles ayg

Figurelll.8 : Distribution des contraintes tangentielles g, suivant la trajectoire £
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Figurelll.9 : Distribution des contraintes axiales o,

Figurelll.10: Distribution des contraintes axiales o, suivant la trajectoire £
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Figurelll.11: Distribution des contraintes de cisaillement oy,

Figurelll.12: Distribution des contraintes cisaillement o5, suivant la trajectoire £
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Figurelll.13: Distribution des contraintes de Von Mises

Figurelll.14 : Distribution des contraintes Von Mises suivant la trajectoire £
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Pour g=45° et R=5 mm :

Figurelll.15: Distribution des contraintes radiales .,

Figurelll.16 : Distribution des contraintes radiales a,.,- suivant la trajectoire £

-
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Figurelll.17 : Distribution des contraintes tangentielles ggq

Figurelll.18: Distribution des contraintes tangentielles oo suivant la trajectoire £

=



Chapitre 11l Etude de la torsion des cylindres hyper-élastiques

Figurelll.19: Distribution des contraintes axiales o,

Figurelll.20: Distribution des contraintes axiales o, suivant la trajectoire £
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Figurelll.21: Distribution des contraintes de cisaillement oy,

Figurelll.22 : Distribution des contraintes cisaillement o, suivant la trajectoire £
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Figurelll.23: Distribution des contraintes de Von Mises

Figurelll.24 : Distribution des contraintes Von Mises suivant la trajectoire £
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Pour g=75° et R=5 mm :

Figurelll.25: Distribution des contraintes radiales o,

Figurelll.26 : Distribution des contraintes radiales o, suivant la trajectoire £

=
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Figurelll.27 : Distribution des contraintes tangentielles a4

Figurelll.28: Distribution des contraintes tangentielles o4 suivant la trajectoire £

-
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Figurelll.29: Distribution des contraintes axiales g,

Figurell1.30: Distribution des contraintes axiales o, suivant la trajectoire £
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Figurelll.31: Distribution des contraintes de cisaillement gy,

Figurell1.32: Distribution des contraintes cisaillement o, suivant la trajectoire £

-
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Figurell1.33: Distribution des contraintes de Von Mises

Figurell1.34 : Distribution des contraintes Von Mises suivant la trajectoire £
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[11.2.4 Comparaison des contraintesradiales analytiques et numériques

Dans cette partie, nous alons comparer les contraintes radiales obtenues anal ytiquement
avec celles obtenues par un calcul éléments finis dans le cadre de modéle de Mooney-Rivlin.
Pour R=5mm et L =100mm :
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Figurell1.35: Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison
des résultats numériques aux résultats théoriques. Pour a=10°
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Figurell1.36 : Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison

des résultats numériques aux résultats théoriques pour a=45°
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Contraintes (MPa)

Figurell1.37: Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison des

résultats numériques aux résultats théoriques pour a=75°

Pour R=10mm et L=100mm :

Figurel11.38: Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison des

résultats numériques aux résultats théoriques. Pour a=10°
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Figurelll.39 : Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison
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des résultats numériques aux résultats théoriques pour a=45°
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Figurelll.40 : Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison

des résultats numeériques aux résultats théoriques pour a=75°
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Pour R=20mm et L =100mm

Contraintes (MPa)
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Figurelll.41: Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison des

Contraintes (MPa)

résultats numériques aux résultats théoriques pour a=10°
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Figurell1.42: Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison des

résultats numériques aux résultats théoriques pour a=45°
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Figurell11.43: Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison des
résultats numériques aux résultats théoriques pour a=75°

Pour R=20mm et L =50mm :
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Figurelll.44: Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison des
résultats numériques aux résultats théoriques pour a=10°
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Figurelll.46: Evolution des contraintes radiales en fonction du rayon (R) : comparaison des
résultats numériques aux résultats théoriques pour o=75°.

On constate que la contrainte radiale au centre déterminé numériguement est différente avec

celle calcul ée analytiquement et ce pour les deux valeursde de Z=L/2 et Z=L, ceci est peut étre

di au glissement de |’ axe du cylindre. Cette différence est remarquabl e surtout pour les angles
detorsion de 45°¢et 75°.

)
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[11.2.5 Comparaison des contraintes analytiques et numériques

Dans cette partie, nous allons comparer les contraintes (o, ; 0gg ; 04z ; Opz ; Oym) ObtENUES

anal ytiquement avec celles obtenues par un calcul ééments finis dans le cadre du modele de

Mooney-Rivlin.
Pour R=5mm et L=100mm :

Contraintes (MPa)

Figurelll.47: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des
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Figurell1.48: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des

résultats numériques aux résultats théoriques pour a=45°
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Contraintes (MPa)

0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

Figurell1.49: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des

résultats numériques aux résultats théoriques pour a=75°

Pour R=10mm et L =100mm :

Contraintes (MPa)

-3

x 10
12
a=10°
R=10mm
10 Théo ||
Oy
Num
S * "
8 4k i Théo H
* B e0
+* Soo
+ *
F* * Num
00
6 * Théo
zz
Num
S22
4 Théo
Sz
Num
0z ||
Théo
Sym
Num
e | * Ovm
-2
0 2 4 6 8 10 12

Figurell1.50: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des

résultats numériques aux résultats théoriques pour a=10°
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Figurelll.51 Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des résultats
numériques aux résultats théoriques pour a. = 45°
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Figurelll.52: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des
résultats numériques aux résultats théoriques pour 0.=75°.
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Pour R=20mm et L =100mm :
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Figurell1.53: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des
résultats numériques aux résultats théoriques pour o=10°.
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Figurelll.54: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des
résultats numériques aux résultats théoriques pour 0.=45°.
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Contraintes (MPa)

Figurelll.55: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des

résultats numériques aux résultats théoriques pour 0.=75°.

Pour R=20mm et L =50mm :
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Figurelll.56: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des
résultats numériques aux résultats théoriques pour o=10°.
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Contraintes (MPa)

Figurelll.57: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des
résultats numériques aux résultats théoriques pour 0.=45°.
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Figurell1.58: Evolution des contraintes en fonction du rayon (R) : comparaison des
résultats numériques aux résultats théoriques pour 0.=75°.
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D’ apres nos résultats, on constate que les contraintes de Von Mises sont presque nulles au

centre et elles sont maximales sur la surface extérieure du cylindre.

Ladistribution des contraintes de Von Mises sont uniforme pour un rayon R fixé compris entre

lavaleur minimale (R=0) et lavaleur maximale (R = A).

Les courbes (111.47) a (111.58) montrent que les contraintes radiales o, les contraintes
circonférentielles o, €t les contraintes axiales o, sont tres faibles par rapport aux contraintes

decisaillement o,.

D’ apres les courbes obtenues pour R=20mm, Z=100mm et Z=50mm (courbes 111.53 a 111.58),
on constate que les contraintes ne dépendent pas de Z. La variable torsion est supposé une

fonction linéaire de Z, ¢’ est-a-dire g(Z)=tZ ou t est constant.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié latorsion des cylindres hyper-éastique en supposant que
lavariable torsion est une fonction quelconque.

Nous avons trouvé gque lafonction g(Z) doit étre une fonction linéaire de Z, et dans ce cas les
sollicitations appliques sont |e moment de torsion, laforce de compression est une pression

extérieure.

La comparaison entre les résultats anal ytiques et numériques est développée dans le cadre du

model e de Mooney-Rivlin avec I hypothese d’ un angle de torsion constant.
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CONCLUSION GENERALE

Latorsion des cylindres hyper-él astiques constitue un mode de déformation non homogene.
Cetravail s'inscrit dans le cadre de I’ é&ude anal ytique et numérique de latorsion d'un cylindre

hyper-él astique.

Dans la premiére partie, nous avons démontré que dans le cas ou le potentiel hyper-éastique

W dépend desdeux premiers invariants du tenseur de Cauchy Green, et s 3_1“-, = cst, lavariable

torsion doit étre une fonction linéaire de Z, ¢’ est-a-dire g(2)=tZ.

Les sollicitations appliquées sont |le moment de torsion M, laforce de compression F, est une
pression extérieure appliquée sur la surface latérale du cylindre, cette derniere peut étre soit

constante ou nulle,

Dans la deuxiéme partie, nous avons étudié analytiquement et numériquement la distribution
des contraintes dans le cadre du modéle de Mooney-Rivlin. La variable torsion est supposé
constante. Les résultats obtenus montrent que les contraintes déterminées numériquement et

anal ytiquement sont presque les mémes.
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Résumeé
Les élastomeres, souvent appel és caoutchoucs dans |e langage commun, sont largement utilisés
dans I’industrie pour des applications antivibratoires. Le travail concerne |’ étude de latorsion
pure d'un cylindre en élastomeére. Le modél e hyper-éastique choisi est le modéle de Mooney-
Rivlin.

Nous avons démontré que dans le cas ou le potentiel hyper-élastique W dépend des deux

invariants du tenseur de Cauchy Green, lavariable torsion doit étre une fonction linéaire.

Summary
Elastomers, often referred to as rubbers in common parlance, are widely used in industry for
anti-vibration applications. The works concerns the study of the pure torsion of an elastomer.

The hyper-elastic model chosen isthe Mooney-Rivlin model.

We have demonstrated that the hyper-elastic potential W depends on the two invariants of the

Cauchy tensor Green, the variable torsion must be alinear function.
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