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INTRODUCTION

L’objectif de ce mémoire est d’étudier des systémes d’équations elliptiques quasi-linéaires,
soumis a des conditions au bord de Dirichlet et présentant eventuellement des singularités
a 'origine. Des solutions explicites sont, en général, impossibles a déterminer, ce qui rend
donc I'étude quantitative et qualitative des solutions d’une importance capitale. Cependant,
en général, ces résultats ne s’obtiennent pas aisément. La principale difficulté réside dans le
choix et 1’adaptation de la méthode d’approche, qui est étroitement liée a la structure des
non-linéarités présentes dans le probléme, ainsi qu’a la géométrie du domaine. Par ailleurs, ces
difficultés sont encore plus accentuées quand des singularités apparaissent dans le probléme.
Cela est di au fait que les méthodes utilisées pour 1'étude des problémes réguliers (i.e. ne
présentant pas de singularités) ne s’adaptent pas forcément au cas singulier. Il est alors
impératif de faire appel a d’autres outils d’analyse fonctionnelle pour espérer obtenir des

résultats.

Notre travail porte sur l'existence et la multiplicité de solutions pour une classe de sys-

téemes elliptiques singuliers
—Ayu = f(u,v) dans Q
—A,v = g(u,v) dans Q (1)
u,v >0 dans €
u,v =20 sur 0f),

ol les non-linéarités f,g : (0,+00) x (0,+00) — (0,+00) sont des fonctions continues sa-
tisfaisant certaines conditions de croissance. Deux solutions positives et régulieres (uy,v;) et
(ug,v9) sont obtenues. L’existence de la premiére solution est montrée dans le chapitre 2.
Elle est localisée dans un rectangle formé par des sous et sur solutions. Ces derniéres sont

construites en exploitant principalement les propriétés des fonctions propres associées aux



Introduction

premiéres valeurs propres des opérateurs p-Laplacien et g-Laplacien. Dans le méme temps,
ces propriétés nous renseignent sur le signe de la solution (uy,vy), ainsi que sur sa régularité.
Plus précisément, nous obtenons que la solution (u1,v;) € C3(Q) x CL(Q) est positive et qu’il
existe une constante R > 0, indépendante de u; et vy, telle que [[uy || o1 + |[v1]lcr < R. 11 est
important de noter qu’aucune régularisation du systéme n’est nécessaire malgré la possible
présence de singularité dans le probléme considéré. Cela s’explique par I'application d’un
Théoréme d’existence, impliquant des sous et sur solutions, relatif aux problémes singuliers
(voir § 1, Théoréme 1.17).

L’existence de la deuxiéme solution (ug, vy) est étudiée pour le systéme singulier (1) dans
le chapitre 3. C’est une solution differente de (u1,v;) du fait qu’elle n’appartient pas a la

boule contenant la premiére solution, c’est-a-dire :
Bp(0) == {(u,v) € Cy(Q) x Co(Q) : [[uller + Ivller < R}

La solution (ug,vs) est obtenue en appliquant le degré topologique de Schauder en mon-
trant, par la propriété d’excision de ce dernier, que le degré est bien défini et non-nul
sur Br(0)\By(0), avec R > R. Ici, la boule Bg(0) est constituée de toutes les solutions
(u,v) € CA(Q) x CL(Q) de (1) vérifiant ||ull o1 + ]l < R



CHAPITRE 1

RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur les espaces des Sobolev
WP et les espaces de Lebesgue LP et quelques définitions et résultats, qui jouent un role trés

important dans la résolutions des systémes quasi-linéaires.

1.1 Notations. Espaces fonctionnels

Ici sont présentées quelques notations utilisées dans ce mémoire.

aﬁ Dérivée partielle d'un champ de vecteurs

8% Dérivée normale exterieure d’un champ scalaire.

A Laplacien d'un champ de vecteurs.

\Y% Gradient d’un champ de vecteurs.

p.p Presque partout.

— Convergence faible.

Sy max (£s,0) de sorte que s =s™ — s ,s € R.

Q Est la fermeture du domaine 2 ¢ RY

00 La frontiére de Q, Q = QU 99

d(x)  La fonction distance séparant le point = € Q de la frontiére 95
Cm
COO

(RN ) Espace des fonctions m fois continument différentiables.
(RY) e (RY).
meN
o (RN ) Espace de fonctions dans C*° (R) a support compact dans RY.
LP (RY) Espace de Lebesgue muni de la norme |[-[|,,.
wmP () Espace de Sobolev d’ordre m muni de la norme ||-[|,, .



Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Les espaces L”

Soient p € R avec 1 < p < oo et © C RY un ensemble mesurable au sens de Lebesgue.
On définit
LP(Q) = {f 1 — R/ f est mesurable et / |fIPdu < oo} ;
Q

Et la norme de f dans L? (Q2) par :

1/p
T ( / !flpdu> .

L>®(Q)={f:Q— R/ f est mesurable et 3¢ >0 / |f(x)] < ¢, p—ppsur Q}

Si p = oo, on définit

I fll.o =min{M >0:|f| < M p-presque par tout }.

est la norme de f dans L™ (Q).

Pour p = 2, 'espace L? (€2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(fag):/ﬂf(l’)g(:t) dz.

Théoréme 1.1 (Convergence dominée de Lebesgue ). [3/ Soit (f,) une suite de fonction de
LY(Q). On suppose que :

a) fu(x) — f(z) p.p. sur,

b) Il existe une fonction g € L*(Q) telle que pour chaque n,

|fu(@)| < g(x), pp sur Q

alors
feLl' () et ||fo— fll;. — 0.

Inégalité de Holder(/3]) Soient 1 < p < oo et ¢ 'éxposant conjugué de p. Si f € LP (2) et
g € L7(9) sont deux fonctions mesurables sur un espace mesuré (2,3, i), alors fg € L' ()

et
/Q ol die < 1f 10 gl o
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1.1.2 Espaces de Sobolev

Soit Q un ouvert de RY, on définit :

W' (Q) = {z € LP(Q)/ D*u € LP(Q),Va € RV |a| < m};

muni de la norme la fonctionnelle [|.||,, ot m est un entier non négatif et 1 < p < oo comme

suit :
1/p
[ull,, , = { > Dl
0<|a|<m
lulloo =  max [ID%ull ,

pour toute fonction wu qui donne un sens a cette écriture.

On définit W™ () comme étant I'espace des fonctions mesurables u € LP (§2) telles que
la dérivée au sens faible D*u, 0 < |a| < oo appartient a LP () et I'espace W™ (Q) la
fermeture de C§° (2) dans WP (Q).

On associe a I'espace W™ (€2) la norme |-, , et on a alors la proposition suivante :

Proposition 1.2 (/3/). i) W™P (Q) est un espace de Banach.
i1) Pour p < 400, W™P (Q) est séparable .
i1i) Pour 1 < p < 400, W™P (Q) est réflexif.

Pour p = 2, on pose H™ (Q) = W™?2 (Q) défini comme suit :
H™(Q)={f€eL*() /VaeN" avec |a| <m, D*f € L*(Q)}.
H™ (Q) est un Banach muni du produit scalaire

(U, V) gm = Z (D%, D*v) ;2 ;

la|<m

c’est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.3 ([4/). Si Q est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne (ot si @ =RY ) on
a:

i) Sip < N alors WP (Q) — L™ Q).

ii) Sip > N alors WP (Q) — col Q).

iit) Pour tout ¢ € |N,+oo[, WV (Q) — L1(Q).

10
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Si U'on supprime ’hypothése "a frontiére lipschitzienne”, alors le dernier théoréme reste
valable en remplagant WP (Q) par Wy (Q). Dans ce cas si N > 1, (iii) est méme valable

pour tout q € [1,+0o0].

Lemme 1.4 (Inégalité de Hardy-Sobolev [1]). Soit Q un domaine borné de RN de frontiére
réguliere. Stu € W (Q) et 1 < p < N alors s L™ (), pour
1

1 1 1-9
= <4i<1
N O<os<l,

rop ’

u
Y
1

<C HVUHLP(Q) 5
Lr(Q)
ot C > 0 est une constante et ¢1 > 0 est la fonction propre associée a la premiére valeur

propre Ay de (—A, H}(Q)).

1.1.3 Espaces de Holder

Soit © un ouvert quelconque non vide de RV
Définition 1.5 (/3/). *) B(Q, E) l’espace des fonctions bornées muni de la norme
||f||B(Q,E) = sup ||f||E
z€eQ
x) C(Q, E) lespace des fonctions continues et bornées, muni de la norme
I lle@.e) = lfllp@.E)

x) C*(Q, E) avec k € N l’espace des fonctions dont les dérivées jusqu’d l'ordre k sont

continues et bornées , muni de la norme

1 fllex@e = D 10° (@)l s@.m)

18I<k
Définition 1.6 (/3/). Les espace C*(Q; E) et C*t*(Q; E), avec k € N, sont définis par :
CQ(Q; E) _ {f c B(Q,E) . [f]Ca(I;E) = sup ||f($) - f(y)HE < OO},
z,y€Q |$ - y|a

munt de la norme
[ fllce@e = IfllBee) + [flea@p)
et
CHe (i B) = {f € CMQ,E): 0 f(x) € C* (B E)} || =k,
muni de la norme
[ fllor+a@.my = [ fllor@m) + [8ﬂf]0a(Q;E),

ou [ est un multi-indice.

11
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1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Définitions et propriétés

Soit (X, | - ||) un espace réel de Banach et soit X’ son dual topologique.

Définition 1.7. Un opérateur A: X — X' est dit :

e Borné : si l'image directe d’un borné de X est un borné de X'
Continu : si | Az, — Az, — 0 lorsque ||z, — x|y — 0.

Compact : si A(By) est relativement compacte dans X', ot Bx désigne la boule unité

dans X.
Coercif : si

(A(z), z)

= +OO
lz]|—+o0 |||

Monotone :si
(Au— Av,u —v) >0 Yu,v € X avec u # v.

Strictement monotone :si
(Au — Av,u —v) >0 Yu,v € X avec u # v.
Pseudo-monotone : si

x, = x dans X et limsup{A(x,),z, —z) <0

n—-+00
implique
liminf(A(xn), z, —z) > (A(x),z — z), pour tout z € X.
n—-+0oo
de type (S), : si
T, = x dans X et limsup(A(z,),z, —z) <0
n—+o0o
implique

z, — ¢ dans X.

Théoréme 1.8 ([3]). Si X est réflexif et A : X — X' borné, coercif et pseudo-monotone
alors A(X) = X'.

12
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Théoréme 1.9 (Minty-Browder [3]|). Soit X un espace de Banach réfiexif et soit A X —

X" une application (non-linéaire) continue telle que
(Ar — Ay,z —y) >0 Ve,y e X x#y
et

lim (Az, z)

= .
lell—o0" ||| )

Alors, pour tout f € X', il existe un unique u € X solution de [’équation Au = f.

1.2.2 L’opérateur p-Laplacien

L’opérateur p-Laplacien (1 < p < o00) est un opérateur aux dérivées partielles quasi-

linéaire elliptique du second ordre défini par
Ayu = div(|VulP"2Vu) pour tout u € W2(Q).
Pour p # 2, 'opérateur A, est dégénéré.
Si p = 2, il coincide avec 'opérateur de Laplace usuel A.
Propriétés :
Soit © € RY un domaine borné.
o A, WyP(Q) — W-17(Q) est borné, monotone, coercif et de type (S) .

o A, WP (Q) — W(Q) est uniformément continu sur tous ensemble borné de

Wy (Q).
o (A7 W_l’p/(Q) — Wol’p(Q) est continu.

e L’opérateur composé (A,)~! : WL (Q) — W, (Q) — LI(Q) est compact si 1 < ¢ <

Np
N-—p-~

e La premiére valeur propre A;, > 0 de 'opérateur A, est simple et isolée. La fonction

propre ¢, corespondant a Ay, est de signe constant et vérifie

a¢1,p
on

ou 7 est le vecteur normal extérieure au domaine ).

P1p € C'(Q) et < 0 sur 99,

e Toute fonction propre ¢ correspondant a une valeur propre A > A; , de I'opérateur A,

est de signe changeant.

13
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1.3 Reégularité

Théoréme 1.10 ([8]). Soit u € W,P(Q), avec |u| < My, My étant une constante positive,

une solution du probléme
—Apu = f(z,u) dans S,
u=20 sur 0f),

et supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que :
|f(z,u)] < M pour tout (x,u) € Q x [—My, M. (1.1)
Alors, il existe des constantes R > 0 et 0 € (0,1) telles que
ueCHQ) et [ullers@ < R

Théoréme 1.11 ([6]). Soit h € L2.(Q) et supposons qu’il eziste des constantes § € (0, 1)

loc

et C'> 0 telles que :
|h(x)| < Cd(x)™° pour tout x € Q. (1.2)

Siu € WyP(Q) est la solution du probléme

—Ayu = h(z) dans <,
u=20 sur OS2,

alors, il existe une constante R > 0 telle que

u€CH(Q) et [ullern @y < R pour un certain v € (0,1).

1.4 Principe de comparaison

Pour f,g € W=7 (Q), soient u,v € W,"(Q) les solutions des problémes de Dirichlet

suivants :
—Ayu = f(z) dans €,
u=20 sur 0f),

et

—A,v = g(x) dans Q,
v=20 sur 0f2.

Définition 1.12. e On dit que f < g dans Q si (g — f,w) > 0 pour tout w € W, ()

avec w > 0.

e On dit que f < g dans Q si pour tout compact K C €, il existe € > 0 tel que
flz)+e < g(x), pourtout x € K.

14
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e On dit que u < v sur 9 si (u—v)y € WP(Q).

e On dit que u < v siu,v € CHQ) et

u < v dans S, @ < @ sur 0f).
on  On

Théoréme 1.13 ( Principe de comparaison faible/2/). Si f < g dans Q et u < v sur 0%,

alors uw < v dans €.

Théoréme 1.14 ( Principe de comparaison fort/2]). Pour f,g € L=(QQ) et u,v € C*(Q), si
f<getv>0, alors u < v dans 2.

Définition 1.15. (Fonction de Carathéodory)

On dit que h : Q2 x R?2 — R est une fonction de Carathéodory si :
(i) x — h(x,s,t) est mesurable pour tout (s,t) € R?
(i1) (s,t) — h(x,s,t) est continue pour tout x € €.

1.5 Théorémes des sous et sur solutions

On considére le systéme d’équations elliptiques quasi-linéaires

—Ayu = F(z,u,v) dans Q,
—Ayv =G(x,u,v) dans Q, (Prg)
u,v =20 sur 0f2,
ot Q C RY (N > 2) est un domaine borné de fronticre réguliere 9Q et F,G : Q x R? - R
sont des fonctions de Carathéodory.

Le but de ce chapitre est de présenter des théorémes d’existence impliquant des sous et
sur solutions pour des systémes elliptiques quasi-linéaires (Prg). Deux situations liées a la
structure du probléme (Prg) seront abordées : le cas singulier et le cas régulier. Le premier
cas correspond a la situation ot les fonctions non-linéaires F et G présentent des singularités
a l'origine. Cela se traduit par le fait que F et G explosent quand u et /., v approchent zéro.

Dans le cas complémentaire le systéme (Prg) est dit régulier.

Définition 1.16. On appelle sous-solution et sur-solution de (Prg) toutes paires (u,v) et
(@, 7) dans (W, (Q) N L2(Q)) x (W, 4(Q) N L>(Q)) telles que (T, T) > (u,v) dans Q, et

Jo \Vu|' > VuVe do — Jo Fz,u,wa)e dz <0
Jo IV0"2 VoV de — [, G(z,wi,v) do <0,

Jo \Val’* VaVe dz — Jo Flz,,wa)e dz >0
[ IV072 VoY de — [, G(z,wi,0) do > 0,

15
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pour tout (¢,1) € Wy (Q) x Wy (Q) avec @1 > 0 p.p. dans Q et pour tout (wy,ws) €
Whrr(Q) x Whe2(Q) dans [u,u] x [v,7].

1.5.1 Systémes réguliers

On impose aux fonctions F et G la condition de croissance suivante :
(hy) Pour tout p > 0, il existe une constante M > 0 telle que
max{|F(z,s,t)|,|G(z,s,t)|} <M
dans Q x [—p, p]?.

Le résultat d’existence impliquant les sous et sur solutions est formulé comme suit.

Théoréme 1.17 (/4]). Sous Uhypothése (hy) le probléeme (Prg) admet une solution (u,v) €
CH(Q) x CH(Q), pour un certain v €)0, 1[, telle que

u<u<u et v<ov<T. (1.3)

1.5.2 Systémes singuliers

Les fonctions F et G dans (Prg) sont de Carathéodory et présentent des singularités
lorsque les variables u et v approchent zéro. Cela rend le Théoréme 1.17 inapplicable du fait

que 'hypothése de croissance (h;) n’est pas satisfaite.

(hg) II existe des constantes ki, ke > 0 et —1 < o, 8 < 0 telles que :

| F(x,u,v)| < kid(2)* et |G(x,u,v)| < kod(z)? dans Q x [u, 1] x [v,7]. (1.4)

Théoréme 1.18 (/7]). Soient (u,v), (w,v) € CY(Q) x C1(Q) des sous et sur solutions du
probléeme (Prg) avec
u(@),0e) > cod(x) dans €,

Ou ¢y > 0, et supposons que (hy) est vérifiée. Alors le systéme (Prg) admet une solution

positive (u,v) dans C*7(Q) x CY(Q), pour un certain v € (0, 1), telle que

u<u<u et v<ov<T. (1.5)

16
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1.6 Le degré topologique
1.6.1 Le degré topologique de Brouwer
Soit A un ensemble défini par :
A= {(f,Q,y), Q ouvert borné de RY, feC (Q,RN) .y ¢ f(aQ)} )
Il existe une unique application d : A — Z vérifiant :
(i) Normalisation : siy € Q, alors d(Id,Q,y) =1,

(17) Additivité : si (f,Q,y) € A et 4, Qs sont des ouverts disjoints de 2 tels que
y & S\ (1 UQ)),

alors
d(f,Q,y) :d(valyy)—'—d(vaQay)v

(44i) Invariance par homotopie : si h : [0,1] x 2 — RY est continue et y : [0,1] — RY
vérifie Vt € [0,1], y (¢) ¢ h(t,00),

alors
d(h(t,),Q,y(t)) est indépendant de t.

1.6.2 Le degré topologique de Leray-Schauder
Si E est un espace de Banach et
A= {(Id— f,9,9), Qouvert borné de E, f:Q — E compacte, y ¢ (Id — f) (89)} ,
alors il existe une unique application d : A — 7Z vérifiant :
(1) Siy e Q,alors d(I,9Q,y) =1,
(i7) Si(Id— f,Q,y) € A et Qq, Q9 sont des ouverts disjoints de 2 tels que
y & (Id — f) (Q\ (21 U L)),

alors
d([d_f797y) :d([d_f7917y)+d([d_f7927y)7
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(iii) Si h:[0,1] x Q@ — E est continue et y : [0, 1] — E vérifie V¢ € [0, 1],
y(t) & (Id—h(t,-)) (09),

alors |

d(Id—h(t,-),Q,y(t)) est indépendant de t.

(1v) Si K C Q est un fermé de Q et y ¢ f (K) U f(0N) alors
d(f,Qy) =d(f, K, y).

Remarque 1.19. La propriété importante du degré est :
Si

(Id— f,Qy) e ANetd(Id— f,Q,y) #0,
alors il existe x € €) tel que
z—[f(z) =y.
Application

Théoréme 1.20 (point fixe de Schauder/3/). Soit Q@ un sous-ensemble conveze, fermé,
borné et non vide d’un espace de Banach X et f : QQ — Q une application compacte. Alors f
admet au moins un point five. De plus, le résultat reste vrai si () est seulement homéomorphe

a un conveze, fermé borné.

Démonstration. Sans perte de généralité, posons d’abord Q2 = B(0,r).
S’il existe xg € 0N tel que f(zg) = o, il n’y a rien & montrer , sinon on peut définir pour

0<t<1,deg(fi,9,0) avec
flx) =z —tf(z) = (I —tf)(z)
En effet, si tf(z) = x sur 09, alors
r=llzll = [tllf @) =1 =lla/rll = [tlllf()/7]],

donc
t="1[f(2)| =r= |z,

d’ou la contradiction avec I’hypothése.
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Enfin

Y

deg(ftuﬁvo) = d@g(f(),Q,O) =1

et on conclut d’aprés la deuxiéme propriété du degré. m

Théoréme 1.21 (Critére de compacité d’Ascoli-Arzéla). Soit (f,)nen C C([a, b], R) une suite

vérfiant les deux conditions :

(1) (fu)nen est uniformément bornée, i.e :

AC > 0, tel que ||f|| < C,¥n € N.

(2) (fu)nen est équi-continue , i.e :

Ve > 0,30 =6(e) >0 :Vay,xg € [a,b] : |1 — 22| <6 = |fulxr) — fu(z2)] < €,Vn e N.

Alors, la suite (f,)nen admet une sous-suite convergente .

1.7 Définitions et résultats supplémentaires

Définition 1.22. (Opérateur de Nemytskij)
Soit Q un ouvert de RN et soit f : Q x R? — R une fonction de Carathéodory. On appelle
opérateur de Nemytskij associé a [ Uapplication Ny définie par

Nyu)(z) = f(z, u(x)).
Définition 1.23 (Systéme variationnel). Le systéme

—Apu = fi(z,u,v) dansQ,
—Agv = fo(z,u,v) dans Q, (1.6)
u,v =20 sur OS2,

est dit variationnel si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

e Il existe une fonction différentiable F (x,u,v) pour (z,u,v) € Q x R x R telle que

% = f1 (z,u,v) et% = fo (z,u,v).

Dans ce cas, (1.6) est de type Gradient.
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e [l existe une fonction différentiable H (z,u,v) pour (z,u,v) € O x R x R telle que

PG = fo (w,u,v) et PG = £ (2,u,0).

Dans ce cas, (1.6) est de type Hamiltonien.

Lemme 1.24. ([5])
Soient y,z € RY et (-,-) le produit scalaire usuel dans RY.

e Sip>2ona

(12722 — [y[P %y, 2 — y)ge > cplz — yl?

e Sil<p<2alors
(2l + D> (2P 22 = [y Py, 2 = y)re > c|z =yl

Lemme 1.25 (/6]). Soit e > 0 et soient h,h € L2(Q) des fonctions satisfaisant (1.2) avec
h >0 ,h #0.S0it u,u. € Wy(Q) tels que

—Ayu=nh dansQ,

u=>0 sur 051,

et

h sid(z) > e,
N B (x)
h sid(x)<e
Alors pour € assez petit , on a :

ue > u/2 dans <
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CHAPITRE 2

EXISTENCE DE SOLUTIONS

On considére le systéme d’équations elliptiques quasi-linéaires

—Ayu = f(u,v) dans Q,
—Ayu = g(u,v) dans Q,
u,v >0 dans €2,
u,v =20 sur 0f),

(P)

ot 2 est un domaine borné RY (N > 2) de frontiére réguliére 9§2. La solution du probléme
(P) dans le sense faible est le couple (u,v) € W,P() x Wy%(Q), avec u, v positifs dans Q

tels que
Jo IVulP?VuVe dz = [, f(u,v)e dz, 2.1)
Jo V0|12V de = [ g(u,v) du, '

pour tout (¢, 1) € Wy (Q) x Wy 9(Q).
Les non-linéarités f, g dans (P) sont des fonctions de Carathéodory vérifiant ’hypothése

suivante :
(H.1) Pour tout L > 0, il existe des constantes m;, M; > 0 (i = 1,2) telles que
mys®tP < (s, t) < Mys®'t?, pour tout 0 < s < L et tout ¢ > 0,

mas®2t72 < g(s,t) < Mys®2t? | pour tout 0 < t < L et tout s > 0,

avec

{—1<oz1<p—1, 0<fy <min{p—1,p—1—} (2.2)

—1<fe<qg—1, 0<ay<min{g—1,q—1— [}

Sous I'hypothése (H.1), le systéme (P) présente des singularités a l'origine du fait que les

non-linéarités a droite des équations explosent quand u et/ou v approchent 0.
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FExistence de solutions

Notre objectif est de montrer, en appliquant la méthode des sous et sur solutions dans sa
version pour les systémes quasi-linéaires (voir théorémes 1.16 et 1.17 ),I’existence de solutions
positives (u,v) dans C*7(Q) x C17(Q), pour un certain v € (0, 1).

Dans ce qui suit, nous distinguerons deux cas relatifs aux signes des exposants a; et (5.

2.1 Systéme régulier (ay,8; > 0)

Rappelons que ¢y, et ¢, sont les fonctions propres associées, respectivement, aux pre-
miéres valeurs propres A;, et A;, des opérateurs —A, et —A, dans W, *(Q) et W, 9(Q).
C’est-a-dire

—Dpry = >\1,p¢’1’;1 dans Q, ¢, = 0 sur 092,
AP ES )\l,q¢(1];11 dans Q, ¢1, = 0 sur 0.

Du chapitre 1, nous savons que les fonctions ¢ , et ¢, , sont bornées dans C 1(Q) et vérifient

les propriétés suivantes :
P1p, P14 > 0 dans Q et |V, [V 4| > 0 sur 99,

d1p(x), P14(x) > ld(x) pour tout x € €, (2.3)

ot [ > 0 est une constante et d(z) := dist(x,00). En plus, le principe de maximum fort

assure l'existence des constantes [; et [ telles que

Lo p(z) < ¢14(x) < o () pour tout x € €. (2.4)
Dans tout ce qui suit, nous noterons par

M = rileag{ld)l,p(ﬂf)\ + |B1.4(7)]}. (2.5)

Soient 6,0, € C'(Q) 'unique solutions des problémes de Dirichlet suivants :

—Ayf =1 sur(, —Ay0, =1 sur
{ 0, =0 sur 052, et { 0y =0 sur 0f2, (2.6)
Il existe des constantes ¢; > 0 (i = 1, 3) telles que
co1p() < 01(x) < 101 ,,(z) dans Q (2.7)
et
Cop1,4(x) < 02(z) < c3¢1,4(x) dans . (2.8)
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Pour C' > 1, on pose
(u,v) = C Y p1p, P1,4) et (W, 0) = C(6,0). (2.9)
Pour C assez grand, il en résulte que
(u,v) < (u,v) dans .

En effet, d’aprés (2.7) et (2.8) et pour C suffisamment grand on a :

u=C"¢1, <Cleprp, <COH =T
et

v=C"101, <C o, < COy =7

Théoréme 2.1. Supposons que U'hypothése (H.1) est vérifiée telle que aq,0s > 0. Alors,
pour C' > 0 suffisamment grand dans (2.9), le systeme (P) admet une solution (positive)
(u,v) € Cy"(Q) x C(Q), v € (0,1), satisfaisant

u(z) <u(z) <u(x) et v(x) <v(xr) <ov(r) dans . (2.10)

Démonstration. Existence d’une sous-solution :

Compte tenu de ’hypothése (2.2), on déduit que
ar+Bi<p—1 et ap+ Py <q—1.
Donc, pour C > 0 suffisamment grand, les inégalités suivantes sont vérifiées
(C )P 1B I < (O @)l )P 1@ P 17 < 1 dans Q) (2.11)

(Cpy o) 1722782 ) 152 < (C7H |1 gl )7 172220 4152 < 1 dans Q, (2.12)
De (2.4), (2.11) et (2.12), on obtient

CDAL G, < i (O 1) (O M)

< mi(C11,)* (C 1y ,)" < mutv® dans Q, (2.13)

et
C—(q—l))\Lq(#f;ll < mz(C_llglqﬁLq)o‘Q(C_lqﬁl,q)BQ
< m2(0_1¢1,p)a2<0_1¢1,q)52 < mou®v™  dans Q,

sous la condition que C' > 0 est assez grand.

(2.14)
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En combinant (2.13), (2.14) et (H.1), on obtient

Jo V" VuVe de = Ja Cp—1)x1,p¢110;190 dz
<my fQ ualv,ﬁlgp dr < ml fQ alwglgo dx
< fQ u, ws)p dr,

et
Jo IV0 "2 VoV do = [, C9 N6 da
< my [ouv™y de < my [ wio?y do
< fQ g(why)w dI’,
pour tout (¢,1) € Wy? (Q) x Wyl (Q), avec ¢, > 0, pour tout w; > u et wy > v dans Q.
Ceci prouve que (u,v) est une sous solution de (P).

Existence d’une sur-solution :

Pour C > 0 suffisamment grand, les inégalités suivantes sont vérifiées :

Crimea=hig on- TS (egly) P > Ol B[ prpll )~ Preg @ (caly) P > 1 dans Q,

(2.15)
Ot g 1 ) ey 2 G ) ) e 2 1 dans D,
(2.16)
De (2.4), (2.15), (2.16), (2.7) et (2.8), on obtient
C’p—l > M1(000¢1 p) (063l2¢1 p)ﬂl > Ml(C’Hl) (CC3¢1’q)’81 (2 17)
> M, (C10)*1(CHy)5 > Miu1v® dans Q, '
et
CT1 > My(Cerly ' dr,4)*2 (Ceatpy ) > My (Cerrp)” 2(Chy)P2 (2.18)

> My(CH,)*2(Cy)% > Mou®21™ dans Q,
sous la condition que C' > 0 est assez grand.
En combinant (2.17), (2.18) et (H.1), on obtient
[o |Vaf 2 VoV dr = [,CP g do

> M, [u™ v d;v > Ml Jo UM wy e da
> [o f(@, ws)e dz,

« [ |V3|" 2 VoY do = [,CT ' da
> M, [ u*v%¢ de > M, [, wi?v7y do
> Jo 9(wi, )¢ d,
pour tout (p,1) € Wy? (Q) x Wy (Q), avec ¢, > 0, pour tout w; < T et wy < T dans Q.
Ceci prouve que (u,v) est une sur solution de (P).
m

Donc,d’aprés le théoréme 2.1 on déduit existence d'une solution positive (u, v) € Cy” (Q) x

Cy"(Q), v € (0,1), du probléme (P) dans le rectangle [u, @] x [v,7].
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2.2 Systéme singulier (aq,0; < 0)

Cette partie est consacrée a 1’étude du cas singulier du probléme (P). D’une maniére
analogue a la preuve du Théoréme 2.1, nous localisons une solution positive du probléme
singulier (P) dans un rectangle formé par les sous et sur solutions.

Soient &1, &, € C1(R) la solution des problémes de Dirichlet suivants

—Ap&i () = ¢rp(x)* sur €,

{ &1 = 01 1 sur 0f), (2.19)
—A&o(x) = Prg(z)?, sur Q,

{ £ = 02 1 sur 0f). (2.20)

Du fait que ag, 5> > —1, I'inégalité de Hardy-Sobolev (voir Lemme 1.4) est applicable et
assure que les termes a droite des equations dans (2.19) et (2.20) appartiennent a W~ (Q)
et W*Lq/(Q) , respectivement. Par conséquent, le Théoréme de Minty-Browder (voir théoréme
1.9) montre que & et & existent et ils sont uniques.De la monotonicité des opérateurs —A,,

et —A,, on dérive

codrp(x) < &i(7) < c1¢1,p(x) et cgdrq(r) < &(z) < 1y q(x) dans Q, (2.21)

pour certaines constantes positives ¢, ¢1, ¢, €.

On considere 2, 2o € C* (ﬁ) telles que

—Apzi(x) = hy(x), 2z = 0 dans 012, (2.22)
—Ayz(x) = ha(x), 22 = 0 dans 052, (2.23)
ou .
()™ dans Q\Q;s
Inlz) = { —d1p(x)™  dans Qs (2.24)
et 5 B
] prg(x)P dans Q\
ho(x) = { Cbug(x)®  dans Q. (2.25)
avec

Qs ={x € Q:d(z) <d}, tel que § > 0 suffisamment petit

L’inégalité de Hardy-Sobolev et le Théoréme de Minty-Browder impliquent l’existence et
I'unicité de z; et 2z dans (2.22) et (2.23) . De plus, (2.22),(2.23), ainsi que la monotonie des

opérateurs —A, et —A, et (voir Lemme 1.25) montrent que

$01,(1) < 21(2) < €161,(x) ot T y(1) < 2(x) < 1 4() dans Q, (2.26)
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On pose
(u,v) = C7* (21, 22) (2.27)

et
(@,v) = C(&, &) (2.28)

ou C' > 0 est une constante. Pour C' assez grand, il apparait clairement que
(u,v) < (u,v) dans Q.
Le résultat d’existence de solutions dans le cas singulier est formulé comme suit.

Théoréme 2.2. Sous l’hypothése (H.1) avec aq,82 < 0, le probleme (P) posséde au moins

une solution (positive) (u,v) dans C*7(Q) x CY(Q), pour un certain v € (0,1) telle que
w(r) <u(z) <u(r) et v(r) <v(r) <v(x), pour tout x € Q.

Démonstration. Existence d’une sous-solution :

Pour tout C' > 0 on a
0D (@) <0< my (O () (O (@)™, @ € O (2:29)

et
—C7IDGR () < 0 < ma(C 2 (2))°2(C ' 20(2)) %, x € Q. (2:30)

Soit une constante p > 0 telle que
G1p (), b14 (x) > p dans Q\Q;. (2.31)
Puisque ag < 0 < 31, (2.26) et (2.31) impliquent

Ca1+51_(p—1)¢%(x)<zl (z))™ < Ca1+ﬂ1—(p—1)¢¢111 (m)(cl¢17p(x))—a1

7p
= Cath==D(Me))= < my(cpu)P < my(cyprq(z)) (2.32)

< my(z (x))%, pour tout z € Q\Qs,

pour C' > 0 suffisamment grand. Ceci est équivalent a

C~r DM (2) < my(C7 2 (x))* (C 22 ()7, pour tout z € Q\Qs. (2.33)
D’une maniére analogue, on a

C=@ Vg2 (2) < my (O~ 1z (2))™ (O '2a(2))® pour tout z € O\, (2.34)
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pour C' > 0 assez grand.

D’autre part, un calcul direct donne
[ IVulP? Vuve dv = 0~ Jorg, P1pe do — c—=1) Jo, ¢ dx (2.35)

et
Jo V"2 VoV = O [0 @2 de— =D [ ¢ da, (2.36)
ou (p, ) € Wy (Q) x Wy? (Q) avec ¢, > 0.
En combinant (2.35), (2.36), (2.29), (2.30), (2.32), (2.34) et (H.1), on obtient
Jo VUl VuV de < my [, u oo da
<my foutiwite de < [ flu,ws)e da

et
Jo IVo|'™* VoV de < my Jo u*v™y da
< my [wite® de < [ g(wr, vy da,

pour tout (p,1) € Wy? (Q) x Wy (Q), avec ¢, > 0, pour tout w; > u et wy > v dans Q.

Ceci prouve que (u,v) est une sous solution de (P).
Existence d’une sur-solution :

Compte tenu de (2.19), (2.21), (2.5) et (2.2), on a
T (= A T) = CP e Mg P> Cr e (e g ()
> Or—1mea=Pu(cf MYP > My dans Q
et
T (= A,T) 20110 (e M) 3 M dans T,

sous la condition que C' > 0 est assez grand. Donc, de (H.1), il s’ensuit que

[y VP2 vave de > M, [, a1 0% ¢ dz

2.
> M, fQ ﬂalwglgo dr > fQ f(@, we)p dx (2.37)

et
[ IV0"2 VoV de > M, [, 0%y da

> M, [, W w0 de > [, gl ) de, (2.38)

pour tout (,1) € Wy (Q) x Wy (Q) avec o, > 0, pour tout (wy,w,) dans [u, 7] x [v,7].

Par conséquent, (u,7) est une sur solution de (P).

27



FExistence de solutions

Preuve du Théoréme 2.2

En utilisant (H.1), (2.3), (2.10), (2.26), (2.27), (2.28) et (2.21), pour (u,v) dans [u, ] X
[Qa U]? on a

flu,v) < Mu®oPt < yh < Cid(z)™

et
g(u,v) < Mou®20?? < g2 < ng(a:)’BQ,

pour tout x € 2, ou C; et Cy sont des constantes positives. Par conséquent, d’aprés le
Théoréme 1.18 , on déduit qu’il existe une solution (u,v) € C;7(Q) x €37 (Q), v € (0,1), du

probléme (P) dans le rectangle [u, @] x [v,7]. Ceci compléte la preuve du Théoréme. m
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CHAPITRE 3

EXISTENCE DE SOLUTIONS MULTIPLES

Dans ce chapitre, nous montrons l’existence d’au moins deux solutions positives pour le
systéme quasi-linéaire et singulier (P). En plus de 'hypothése (H.1), nous supposons que les

fonctions f et g vérifient la condition de croissance a l'infini suivante :

(H.2) Pour tout L~ > 0, il existe des constantes .J; > Ay, et Jo > Ay, telles que

t .
lim f(5,t) = Jypourtout 0 <t <L,
r—oo gp—1

t —x
lim 9(s,?) Jo pour tout 0 < s < L,

T—00 Sq_l

Exemple 3.1. Soit § € C.(R) avec 6(s) = 1 dans un ensemble borné. Considérons les
fonctions

f,9:(0,400) x (0,+00) = (0,400)
dans (P), définies comme suit :
f(s,t) = 0(s)s™t7 + (1 —0(s)) Jys"

et
g(s,t) = 0(t)s“2t7 4 (1 — 0(t)) Jot T,

pour s,t > 0. Alors, il est aisé de vérifier que les hypothéses (H.1) et (H.2) sont satisfaites.
Le résultat principal est formulé comme suit.

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses (H.1) et (H.2), le probléme (P) posséde au moins deux
solutions positives dans C17(Q2) x C7(2), pour certain v € (0, 1).
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Notre approche est basée sur la méthode des sous et sur solutions et la théorie du degré
topologique. Avant de procéder a la démonstration du Théoréme 3.2, nous donnons, d’abord,
un exemple ot les hypotheéses (H.1) et (H.2) sont vérifiées.

Le Théoréme 2.2, assure que le probléme (P), sous I'hypothése (H.1), posséde une solution
(positive) (u,v) dans C*(Q) x C1(Q), située dans le rectangle [u, @] x [v, 7]. Donc, le Théoréme
3.2 est prouvé si nous montrons que le probléme (P) admet une seconde solution. Cependant,
il convient de noter que d’aprés le Théoréme 2.2, 'ensemble des solutions (u,v) dans C*(Q) x
C'(Q) pour le probléme (P) n’est pas vide. Alors, sans perte de généralité, on peut supposer

qu’il existe une constante R > 0 telle que toute solution (u,v) avec une régularité C'! satisfait

luller@y s IVller@my < B (3.1)
Sinon, il existe une infinité de solutions bornées dans C*(Q2) x C1(Q) et de ce fait, le Théoréme

3.2 est prouvé.

Dans tout ce qui suit, on note
Ba(0) = {(u,v) € C'@) x CX@) : [lullex + uller < R},

Ogr = {(u,v) € BR(0) : u< u < g and v € v K O}

et
Opr ={(u,v) € BR(0) : u < u < Uy and v K v K Up},

ou
(Un,Tr) = A&, &) et (Ur,0r) = Ar(&1, &), (3.2)

avec &1, &y définies dans (2.19)-(2.20) et Agp > A > 0 sont des constantes qui seront choisies

plus tard. Un simple calcul donne que Og et O, sont des ensembles ouverts dans C'(2) x
CL(Q).

Sans perte de généralité, on pose
R > max{||uloo, [[@lloc, |0]lse, [10]lse, [ lloo, 1A lloc}-
Notation 3.3. Rappelons que : u; < ug 8iup,us € C1(Q) et
u(z) <up(z) Vo € Q et 22 < 24 sur 99,
ot v est la normale extérieure a Of).
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La proposition suivante sera trés utile pour prouver ’existence d’une deuxiéme solution.

Proposition 3.4. Supposons que (H.1) est vérifié. Alors, toute solution (u,v) de (P) dans
C1(Q) x CY (), satisfait

u(z) < ug(x) et v(zr) < og(z) dansQ, (3.3)

a chaque fois que

u(z) > u(z) et v(x) >wv(z) dans Q.

De plus, pour toute solution (u,v) de (P), localisée dans [u,a] % [v,v], on a
u(zr) K up(zr) et v(x) K< vp(z) dans Q. (3.4)

Démonstration. On montre uniquement la premiére partie des inégalités (3.3) et (3.4) car la
seconde partie peut étre justifiée de la méme maniére. En rappelant que toute solution (u,v)

bornée dans C17(Q) x C7(Q) satisfait (3.1), alors, de (H.1), (2.27) et (2.26), pour
u(z) > u(z) et v(zr) >v(x) dans ,

on a
—Ayu = f(u,v) < Myu®vP < Myu® R%

< Mi(C7'%L¢ )M R < N])g_lcb?}
= —A,(Ar&) = —A,up dans Q,

pour Ag assez grand. De plus, de (H.1), (2.28), (2.27), (2.3) et (2.26), pour (u,v) € [u,u] X

[v,7], il s’ensuit que

—Ayu = flu,v) < Myu*oft < Myju*o™
< Mi(C1961,)" (Ccidrg)™ < C™H2 ()0 (M) ¢y, (3.5)
< Ao = —Ap(A&) = —A,Tp dans Q,

sous la condition que A est suffisamment grand. Par conséquent, le principe de comparaison

fort (voir Théoréme 1.14) conduit & la conclusion souhaitée. m

3.1 Un probléme auxiliaire.

Afin de montrer 'existence d’une seconde solution pour le probléme (P), nous ferons
appel a la théorie du degré topologique. Cependant, les termes singuliers présents dans le

systéme (P) rendent les calculs relatifs au degré indéfinis. Afin surmonter cette difficulté,
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on perturbe le systéme (P), en introduisant un paramétre € € (0,1). Cela donne lieu & un

systéme régularisé de (P), défini pour £ > 0, comme suit :

—Apu = f(u+e,v) inQ,
(P.) —Apw=g(u,v+¢e) inQ,
u,v =20 on 0f).

En appliquant la théorie du degré topologique pour le probléme régularisé (P.). Nous
montrons 'existence d'une solution positive pour (P.), située a 'extérieur de 'ensemble O,.

Le principal résultat concernant le probléme (P.) est énoncé comme suit :

Théoréme 3.5. Supposons que les hypothéses (H.1) et (H.2) sont vérifiées. Alors, le probleme
(P.) posséde une solution positive (ti.,v.) € CH7(2) x CH(Q), v € (0,1), telle que

(e, V) € Or\Oy, pour tout ¢ € (0,1).

Remarque 3.6. [l est important d’observer que le méme raisonnement utilisé dans la preuve
du Théoreme 2.2 et de la Proposition 3.4 montre que (P.) admet une solution (u.,v.) €
C(Q) xCY(Q), v € (0,1), dans [u, 1] x [v,7], ot les fonctions (u,v) et (W, v) sont des sous

et sur solutions de (P.) et que (ue,v.) vérifie
us(x) K up(x) et v(x) Kvp(x) dans$,
pour tout € € (0,1).

Le lemme suivant fournit une propriété de comparaison importante qui sera utilisée dans

la preuve des résultats d’existence.

Lemme 3.7. Soient uy,uy € CH(Q) les solutions des problemes

T p(ur) = hi(x) dans Q, ; Tep(uz) = ho(x) dans Q,
up =0 sur OS2, ¢ ug =0 sur 0f),

ol

Tep(u) = =Apu+ p(u+ &) =D |y + P2 (u+¢), (3.6)

avec p,e > 0 et h; € L2 (Q),i =1,2. Si hy < hy, c’est-a-dire, pour chaque ensemble compact

loc

KK C Q, il existe une constante T = 7(IC) > 0 telle que
hi(z) + 7 < ho(z) p.p. dans K,
alors u; € us.

Démonstration. La preuve est identique a celle de la Proposition 2.6 dans [2]. m

32



Existence de solutions multiples

3.1.1 Premiére estimation (le degré sur Op)

Nous introduisons les fonctions

s ifu<s s ifu<s
we ={ 2 ae={ 0 s (3.7
et
~ ﬁR Sl¢27jLR QA}R SiSOzAR
p=<¢ ¢ siu<op<iap ,p=4 ¢ siv<p<ig (3.8)
usip<u v sip<uw,

ol (u,v) et (ug,vr) sont données, respectivement, par (2.27) et (3.2). Nous étudions le

probléme
—Apu = Fy(xu,v) dans €,
(Pot) —Ayu=G.i(x,u,v) dans €,
u,v =10 sur 0f2,

ot les fonctions F.; et G., sont définies par :
Fer(w,u,v) = tf (xu(v) +,0) + (1 = )xu(w)"™, (3.9)

Gei(w,uw) = tg(i, xo(v) +¢) + (1 — t)x,(v)7 (3.10)

pour t € [0,1] et € € (0,1), avec 7 > 0 une constante qui sera choisie plus tard.

Les résultats suivant sont cruciaux pour établir d’importantes estimations a priori pour
le systéme (P.:). Il est montré que les solutions du probléme (P.;) ne peuvent exister a
I'extérieur du rectangle formé par la sous solution (u,v) et I'estimation a priori des solutions
de (Pey).

Proposition 3.8. Sous ['hypothése (H.1), toute solution (u,v) € CH2) x CY(Q) de (P.)
satisfait

u(x) < u(zr) et v(r) <<v(r) dans Q, (3.11)
pour tout t € [0,1] et tout € € (0,1).
Démonstration. Tout d’abord, nous transformons (P;.) en un probléme possédant une pro-

priété de monotonie qui sera déterminante dans la suite de la démonstration. En effet, nous

introduisons le probléme auxiliaire

—Apu+ pLep(u) = Fep(x,u,v) + pLe (@) dans Q
— A+ pL.,(v) = Gep(x,uw) + pLe 4(0) dans
u,v = 0 sur €,
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ol

Leg(s)=(+e)® V(s +e)7,

pour s > 0 et ¢ € (0,1). Ici, la constante p > 0 est supposée suffisamment grande de sorte

{ Lep(s) = (u+e) V(s +e)pt

que les inégalités suivantes soient satisfaites :
a1 (31 + &)™ Lp(2) + pl(p — Lu(a) =D > 0 (3.12)

et
Batig () (s34 )21 + p(q — 1)v(z)P 4 Dsd2 > 0, (3.13)

uniformément pour x € €2, et pour
Up > 81> u et Up > s9 > v.

Noter que les inégalités (3.12) et (3.13) sont vérifices. En effet, de (2.27), (2.26), (3.2), (2.21),

(2.5) et pour toute constante p > 0 grande, si p > 2, nous avons

ar(s) 4 )10 + p(p — 1) (u + e) ==V (s; + )2
> an(u+ )M oR 4 p(p — 1) (u+ &) (u + e
> (u+e)! [Oél(ARCﬁqu)ﬁl +p(p—1)]

> (u+ ) [ay (AR M) + p(p — 1)] > 0 dans Q.

Sip < 2,1l s’ensuit que

(51 + )" 710+ p(p = 1) (u+e)* =D (s) 4 )2
o (u+e)* ™ i o+ p(p— 1) (w+ ) =D (g + )P
(U +e)u! [041(ARC1¢1,:1)'31 +p(p = 1)(C7' 901, + ) P(Arcrory + )P 7]
(u+e) " o (Apey M) + P( 1)Co(¢1,p +€)*P(1p + )77
(u+ ) oy (Arei M)Pr + p(p — 1)Co) > 0 dans €,

[y

v Iv |\/ o

ou

Co = min{1, 071%}2719 ~max{1, Agc; }P~2

Ici, du choix de la constante p, il est important d’observer que la croissance des fonctions
(514 )" 85" + pLop(s1) et s92(so+2)% + pLe4(s2)
suit, respectivement, celle de s; et sg, avec
Up = 12 u et O > s >0,

pour tout € € (0,1).
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Maintenant, montrons que les inégalités dans (3.11) sont vérifiées, pour toute solution
(u,v) de (P.;) bornée dans C'(Q) x C*(Q), pour tout t € [0,1], et tout ¢ € (0,1). Nous
ne montrons que la premiére inégalité dans (3.11) car la seconde peut étre prouvée d’une

maniére similaire. Soient les fonctions X; : 2 — R définies par
Xi(z) = O~V () + pLep(w)
et
X () = Foglit 0) + pLay (7).
En tenant compte de (H.1), (2.24), (3.7)-(3.9), nous avons

Xi(r) =—-C~ (P=1) ¢ (:B) +p£8p( )
< tmy(u+ )% + (1 — i+ pLey(u)
<itmy (Xl(u) + 5)(116& + (1 - t)ﬁX@(u)p_l + pﬁa,p(ﬂ) (3'14>
< tf(Xz(“) +,0)+ (1 - t)ﬁXg(u)p_l + pﬁe,p@)
= Foi(zu,v) + pL. p(u) = Xao(x) dans
pour tout ¢ € [0, 1] et tout £ € (0, 1).

D’autre part, de (2.26), (2.2), (2.27), (2.31) et (2.5), nous obtenons
Xi(z) =C-Y ¢ (@) + pLep(u)

< My (u+ s)o‘lyﬁl + pLep(u) dans Q\Q;s (3.15)
et
my(u+¢e)¥ 0P = My(t+1—t)(u+ )™
<t + 2100 + (1 — s (C1 861, (O 1k )
<tmy(u+e)* v + (1 — t)my (C~ 1 Lp) (C 1 M)” (3.16)
< tmy(u+ €)™ + (1 - 1)7(C uﬂ)p '
<tmy(u+e)v* + (1 —t)quP~t dans Q\Qs,

a condition que 77 > 0 soit trés grande, pour tout ¢ € [0, 1] et tout € € (0,1). En rassemblant
(3.15) et (3.16) ensemble, nous déduisons que

Xi(2) = C"P D60 (2) + pLey(u)

< tma(u+e)Mv” + (1= )nu~" + pLep(u)

< tma (xu(u) + )07 + (1= )xw(u)’™ + pLe, (1)
< Feu(wu,v) + pLey(ii) = Xo(x) dans Q\Qs,

(3.17)

pour tout ¢ € [0, 1] et tout € € (0,1). Par conséquent, de (3.14) et (3.17), pour tout compact
K C €, il existe une constante 7 = 7(K) > 0 telle que

Xi(w) +7 = —C7" VG () + pLep(u) +7

< Ferlzu,v) + pL. (0 ) Xo(z) p.p. dans K N Qs

et
Xi(x) +7=C" P VeY (x) + pLey(u) + 7 B
< For(a,0) + pLoy (i) = Xo(z) pop. dans K N (Q\Dy),
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pour tout ¢ € [0,1] et tout £ € (0,1). Donc,
X1 <Xy et X, € L?;)C(Q),

et ainsi, d’aprés le principe de comparaison fort donné par le théoréme 1.13, nous concluons
que

u(z) > u(x), VreQ.

Ceci achéve la preuve. m

Proposition 3.9. Supposons que (H.1) et (H.2) sont vérifices. Alors, toute solution (u,v)
de (P.;) appartient & C*(2) x C1(Q) et satisfait

uller@y s [10ller @) < B (3.18)
pour tout t € [0,1] et tout € € (0,1).

Démonstration. Par contradiction, supposons que, pour tout entier positif n, il existe ¢, €

[0,1] et une solution (u,,v,) de (P.4,) tels que
tn >t €[0,1] et [Junller@y, l[vnllei@ — 00 quand n — oo.
D’aprés la Proposition 3.8, nous avons
u(z) < up(x) et v(r) <K v,(x) dans Q. (3.19)

Donc, (P.+,) est équivalent a
—Apuy, = to f (up + £,0,) + (1 — t)u™!  dans Q,
— Ay, = tg(tn, v, +) +7(1 —t)vi~t  dans Q,

Uy, Uy = 0 sur 0f).

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
On := |lunllcr@ — o0 quand n — ooc.

Notons

1 —
U, := g Un € CH(Q) avec |[Uslerqy = 1, pour tout n € N. (3.20)

La premiére équation dans (P.,, ) donne

~ DUy = it (b f (e + 2, 8) + (L= t)mub™) (3:21)
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ol

U,(x) >0 p.p. dans Q,

a cause de (3.19).
Si u,, < L dans € pour une certaine constante L > 0, alors de (H.1), (3.8), (2.27), (3.19),
(3.2), (2.21), (2.26) et (2.3), nous avons
9171;1 (tnf (un +&,5n) + (1 = t)7ul ")
= g f(n + €, 00) + (1= o) Ul
< Mluo”vﬁ1 + 7|, Hc1(Q
< Mo + 7 < Ciéf, < Cid(z)™ dans Q,

(3.22)

ot la constante Cy > 0 est indépendante de n et e. Sinon, de (H.2), nous avons

o (tnf (1 + € m) + (1= to)u )
0P1f< n(Un + 5-),0n) + (1 — L) UL~ (3.23)
f(en (un+ ) Un,) :
= tnlUn + )" Gotit ) +( tn )

< Cy(1 4 UPY) < Co(1 4 |ty 7)< Co dansQ

avec une constante Cy > 0 indépendante de n et e. Donc, du Théoréme 1.11 (resp. Théoréme
1.10) dans le cas de (3.22) (resp. (3.23)), nous déduisons que U,, est bornée dans C*7(Q) avec
€ (0,1). L’injection compacte
CH(Q) —— C'(Q)
implique

U, — U dans C'(Q). (3.24)

En utilisant (3.21), (3.24), (H.2) et (3.19), nous obtenons

AU = (tJy + (1 = t)p)UP~! dans Q
{ U =0 sur 09, (3.25)
avec
U >0 dans €.
Puisque

tJ; + (1 — t)ﬁ > )\17p1,

alors la fonction propre correspondante U/ doit changer de signe et donc, nous avons forcément
que U = 0. Ainsi, de (3.24),
U, — 0 dans C'(Q),

ce qui contredit (3.20).
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Par conséquent, en augmentant la valeur de la constante i > 0 si nécéssaire, toute solution

(u,v) € CH(Q) x CHQ) de (P-,) satisfait (3.18), pour tout ¢ € [0,1] et tout £ € (0,1). m

Proposition 3.10. Sous la condition (H.1), le probléme (P.;) n’a pas de solutions pour

t=0.

Démonstration. En raisonnant par contradiction, supposons que (1, 7) € C*(Q) x C'(Q) est

une solution non-nulle de (P, ;) avec
(u,0) € Op et t =0, (3.26)

qui, di a (3.7) et (3.11), vérifie
—Ayu=nuP~! dans Q,
—A0 =707t dans Q,

u, v =10 sur 0,

De (3.7) et (3.11), nous avons
u() = C (1) > €'y o (x) dams O
Dans ce qui suit, posons
uy () = C’lcgoqbl,p(:v) < u(x) dans ©Q,

et
As = Aip +0 pour d > 0.

Soit uy € C1(2) la solution du probléme

—Apug = Agu’l’fl dans €,
uy = 0 sur 0.

Pour § > 0 petit et 77 grand, nous avons
—Ajus = Aguzf_l < qpuP~t = —A,u dans Q

et

—1 —1
—Apuy = Apul T < AsulT = —Ajuy dans Q.

Du le principe de comparaison faible donné par le théoréme 1.13, nous obtenons

() < wug(z) < u(x) dans .
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Maintenant, en considérant les solutions du probléme

n—1

—Aju, = Msu?"} dans ©Q,
Uy =0 sur 0,

nous construisons une suite croissante {u, }, telle que
u(z) < up_q1(x) < wuy(x) < d(x) p.p. dans €.

En passant a la limite, nous obtenons une solution positive u € VVO1 P(€)) qui vérifie le probléme

—Ayu = A\suP~!  dans Q,
u=20 sur 0f),

qui est impossible pour ¢ > 0 suffisamment petit du fait que la premiére valeur propre du

p-Laplacien est isolée. Par conséquent, le probléme (P. ;) n’a pas de solutions pour t = 0. m

On définit ’homotopie H. dans [0, 1] x C*(Q) x C'(Q) par
_ _ (_Ap)il 0 F&,t(xvuvv)
He(t, u,v) = I(u,v) ( 0 (—Ay)! X :

gg,t(aja Uu, /U)

Comme les fonctions F.; et G.; sont dans C(), alors pour tout z € Q et tout ¢ € (0,1), H.

est bien définie. En plus,
H.:[0,1] x CH(Q) x CH(Q) — C(Q) x C(Q)
est complétement continue pour tout € € (0,1). Cela est da a la compacité des opérateurs
(=8) 7 (=4y) 7 1 C(Q) = CH(Q).
Donc, (u,v) € Og est une solution pour (P.) si, et seulement si,
(u,v) € Or et He(1,u,v) =0.

Sur la base des Propositions 3.8 et 3.9, il est clair que les solutions de (P. ;) sont localisées
dans Og. En plus, du fait que le probleme (P.;) n’a pas de solutions pour ¢ = 0 (voir

Proposition 3.10), il s’ensuit que
deg (H:(0,-,),Og,0) =0, pour tout € € (0, 1).
Par conséquent, d’apres la propriété d’invariance par homotopie, on a

deg (H-(1,-,:),Ogr,0) =0, pour tout € € (0,1). (3.27)
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3.1.2 Deuxiéme estimation (le degré sur O,)

Nous montrons que le degré d’un opérateur associé au systéme (P.) est égal & 1 sur
I'ensemble Oy. A cet effet, nous modifions le probléme (P.) de sorte que les solutions ne

peuvent pas exister a l'extérieur du rectangle formé par (u,v) et (ua, V).

Posons
Up S1 U > Up VA S1U > Uy
t=< usiu<u<uy , V=<K vsiv<v<Ty (3.28)
usiu<uy vsiv<uw,

et définissons le probléme tronqué

~Ayu = F.i(z,u,v) dans Q

(Pes) A =G.i(r,u,v) dans Q
u,v =20 sur 0f),
avec
Feoi(z,u,v) =tf(i+e,9) + (1 — t)7(pr,p + )™
et

Gou(z,u,v) = tg(i, 9+ &) + (1 — )7(d1q + )™,

pour t € [0,1], € € (0,1) et une constante 77 > 0.

Nous énongons le résultat suivant concernant le systéme (P, ;).

Proposition 3.11. Sous [’hypothése (H.1), toute solution (uc,v.) de (P..) est bornée dans
CL(Q) x CY() avec
ueller @y« 1v=llenmy < R,

pour tout t € [0,1] et tout € € (0,1). De plus, on a
u(z) K u(x) K up(z) et v(r) K v(r) K vpa(x), Vel (3.29)
pour tout t € [0,1] et tout € € (0,1).

Démonstration. De (H.1), (3.28), (2.27), (2.26), (3.2) et (2.21), nous avons

Feilz,u,v) < f(Ua+e,0) + 1977, < Myu™ o + ney, < Ci¢7), dans Q
et
Gerla,u,v) < g(i+e,0) + ¢ < Myug2e® + 762, < Cog? dans Q,

ou C7 Cy > 0 sont des constantes indépendantes de €. Donc, par le Théoréme 1.11, nous
dérivons que les solutions (u.,v.) de (P.;) sont bornées dans C*7(Q) x C7(Q), pour tout

€ (0,1).
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Montrons (3.29). Nous ne montrons que la premiére partie des inégalités dans (3.29) car
la seconde partie peut étre justifiée de la méme facon.
Introduisons le probléme
—Apu+ pLep(u) = Fep(w,u,v) + pLep(a) dans Q
—Ap+ pL.,(v) = G.i(x,u,v) + pL. (V) dans Q
u,v = 0 sur 052,
pour t € [0,1], € € (0,1) et 7 > 0. La constante p > 0 est choisie assez grande de sorte que

les inégalités suivantes soient satisfaites :

an(s148)™ 5 4 p(p — V) (u+e)™ ™" (s4e)"* > 0,

82582 (s9+€)” " 4 p(q — 1)(24_5)52*((1*1)(8_{_5)!172 >0,

uniformément pour x € €, pour tout (s, 82) € [u, U] X [v,T4], et tout € € (0, 1).

Définissons les fonctions X; : 2 — R par
Xi(z) = C"" Vhy(a) + pLey(w)

et

Xo(z) = Fop(zyu,v) + pLe p(0).
De (2.5) et (2.26), pour tout € € (0, 1), et tout ¢ € [0, 1], nous obtenons

(t+1— ) (ute) o

< tute)" 0 + (1= t)(C71 91, + ) (CH 1)
< t(ute) v 4+ (1 = t)(C7 1Ly, + ) (CTL e M)P
< tlute)™ 0P + (1 — t)7(¢p1p + €)** dans Q,

(3.30)

pour 7 > 0 suffisamment grand. Alors, en suivant un raisonnement similaire a celui utilisé

dans la preuve de (3.11) dans la Proposition 3.8, nous obtenons
X; < Xy avec Xy, Xy € Lo (Q).
Dong, le principe de comparaison fort (voir Lemme 3.7) implique
u(z) > u(x), VreQ.
Il reste & montrer que

u(zr) € up(z), VYo e Q.
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A cet effet, soient les functions X; : Q — R définies par

Xi(z) = Ferlz,u,v) + pLe ()
et
Xo(x) = AP 711, (2)* + pLe ().
De (2.3), (2.28) et du choix de p > 0, nous avons

tMy (a+e)™ 0% + (1 — £)i)(¢1p + €)™ + pLe ()

< My (Up+e)™ T3 + (1 + €)% + pLep(Tn)

< My olt + g + pLey(Tin)

= MiAHAL e + gt + pLe ,(Ta)

S ]\41A011+61 (CO¢1,p>al (0/19251,q>61 + T_]Qbi; + pLE,p(ﬂA>
< APTIOY + pL. p(Tp) dans Q,

pour A > 0 suffisamment grande. Donc, pour tout ensemble compact K C €2, il existe une

constante 7 = 7(K) > 0 telle que

Xi(z) +7=Feoi(z,u,v) + pLp(@) + 7
< APy (2)M + pL. y(Tp) = Xa(x) p.p. dans KN Q,

pour tout t € [0,1] et tout € € (0,1). C'est-a-dire,
X; < Xy, avec X; € Ly ().
Le principe de comparaison fort, donné par le théoréme 1.13, implique
us(r) K up(x) Vo €,
pour tout € € (0,1). Ceci achéve la preuve. m

Définissons ’homotopie A; sur [0, 1] x C}(Q) x C1(Q) par

Nt u,0) = I, v) — ( (_Aop)l (_Aoq)l > x ( gfﬁiﬁﬁf ) . poure e (0,1). (3.31)

Il est clair que N est bien définie et qu’elle est complétement continue pour tout € € (0, 1)

et tout t € [0,1]. En plus, (u,v) € Oy est une solution du systéme (P-) si, et seulement si,
(u,v) € Oy et N.(1,u,v) =0, pour tout € € (0,1).

Compte tenu de la Proposition 3.11 et d’aprés la définition des fonctions wy et vy, il

s'ensuit que toutes solutions de (P.;) sont également des solutions de (P.). De plus, ces
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solutions sont localisées dans O,. Par ailleurs, pour t = 0 dans (3.31), le Théoréme de
Minty-Browder, combiné a l'inégalité de Hardy-Sobolev et au Théoréme 1.11, assurent que

les problémes

—Apu =gy +e)* dans @ [ —Apw =17)(¢1+ £)?2  dans Q
u=20 sur 0f) v=0 sur 0f2,

possédent, respectivement, une solution unique 4. et 0. dans C*7(Q), pour v € (0, 1) et pour
e € (0,1). Donc, la propriété d’invariance par homotopie du degré implique
deg(/\/’a(lv'a')aol\ao) :deg(./\/’g<0,'7')70/\,0)
= deg('/\/‘a«)’ K ')7 BR(O))> 0) (332)
=1

Puisque

Hs(la * ) = -/\/’8(17 * ) dans OA7

il s’ensuit que

deg(H.(1,-,-),04,0) = 1, pour tout € € (0, 1). (3.33)

3.1.3 Troisiéme estimation (le degré sur O\O,)
Preuve du Théoréme 3.5. Dans ce qui suit, on suppose que

Ho(l,u,v) #0 V(u,v) € 0O,.

Sinon, il existe une solution (., v.) € 00,, qui est différente de la solution (u,v) obtenue
dans le Théoréme 2.2, car (u,v) € Oy et que (u,v) ¢ 00,, du fait que O, est un ensemble
ouvert.

D’aprés (3.27) et (3.33), on déduit de la propriété d’excision du degré que
deg(H-(1,-,-), Or\Os,0) = 1.
et donc, le probléme (P.) admet une solution (i, .) € C*(Q) x C1(Q) telle que
(te, V) € Or\Oy. (3.34)

Par conséquent, d’aprés le Théoréme 1.11, on conclut que (i, 9.) € C*7(Q) x C(Q), v €
(0,1). m
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Existence de solutions multiples

3.2 Preuve du résultat principal

Preuve du Théoréeme 3.2. On pose € = %, pour tout entier positive n > 1. De (3.34) avec
e = 1 il existe une suite de solutions (i, ¥,) = (i1, ¥1) bornée dans C17(€2) x C'7(Q), avec
v € (0,1), telle que
Ay, = f(u, + %,T)n) in €,
— A0, = g(TUp, Uy, + %) in €, (3.35)
U, = U, = 0 on 012,
et
(tin, U) € OR\Oy, Vn € N. (3.36)

Sur la base du Théoréme d’Arzéla-Ascoli, il existe (4, 7) € C*(Q) x C(2), solution de (P),
telle que
(U, Uy) — (1, 0) dans C*(Q) x C1(Q)

et
(i1,7) € Or\Ox (3.37)

Finalement, compte tenu de (3.37) et de la Proposition 3.4, on conclut que (i,?) est une

seconde solution positive du probléme (P). Ceci achéve la preuve du Théoréme. m
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons montré 1’existence de solutions positives pour des systémes
elliptiques quasi-linéaires présentant éventuellement des singularités a l'origine. Notre ap-
proche est basée essentiellement sur la méthode des sous et sur solutions. Ces derniéres sont
construites moyennant un choix adeéquant de constantes positives ainsi que des fonctions
comparables aux premiéres fonctions propres des opérateurs A, et A,.

Dans le cas d'un systéme singulier, deux solutions positives différentes sont obtenues en com-
binant le degré topologique a la technique des sous et sur solutions. L’idée est de construire
deux boules comparables, de sorte que la plus petite contienne la premiére solution et mon-
trer qu’il existe une autre solution localisée a I'extérieur de cette boule et contenue dans la

plus grande boule.
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