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Principales notations utilisées

Jl(b)(x,y, z) : la jacobienne de T3 au point (z,y, 2).

| Jl(b) (x,y,2) | : déterminant de la jacobienne Jl(b) (x,y, 2).

P® : le polynome caractéristique associé & la jacobienne de T, (b)-

S; : le i-éme multiplicateur (la i-eme valeur propre) de Jl(b).

PC,, : variété critique (plan critique) d’ordre n de T().

PC = PCj : variété critique (plan critique) de rang un du plan critique PC_;.
l; : exposant de Lyapounov.

Dy : dimension de Lyapounov.



Introduction

La théorie des systemes dynamiques est une branche classique des mathématiques in-
troduite par Newton vers 1665. Elle fournit des modeles mathématiques, pour des systemes
évoluant dans le temps et suivant des regles généralement exprimés sous forme analytique
comme un systeme d’équations différentielles ordinaires. Ces modeles sont appelés systemes
dynamiques continus. Dans les années 1880, Poincaré trouva commode de remplacer cer-
tains systemes dynamiques par des systemes dynamiques discrets. C’est a dire, des systemes
dans lequels le temps évolue par ruptures de séquences régulieres. Ainsi, depuis plus de
cent ans, les systemes dynamiques sont définis en deux classes : les continus et discrets.
L’object de ce mémoire consiste a la construction des cycles d’'une transformation ponc-
tuelle symétriquement découplée de dimension trois a partir de 'une de ses composantes

unidimensionnelles. Il s’agit de la récurrence de dimension trois définie par :

Tn+1 = Yn,
T Yn+1 = Zn, (1)
Zn+1 = flji + b.
Une transformation ponctuelle symétriquement découplée est une transformation qui

peut se mettre sous la forme :

T yl = (Z)’ (2)

De telles transformations se rencontrent dans différents domaines de la science,
par exemple en économie, en physique et en ingénierie. On rencontre en économie le
duopole de cournot (1838) [6] qui décrit une figure du marché tres intéressante, tant en
micro-économie qu’en économie industrielle et internationale.

Un des exemples rencontrés en physique décrit par des transformations symétriquement
découplées est celui des systemes avec retard qui sont sous la forme X,, = T'(X,,_,, A), ol

Pentier u représente le retard et A est le vecteur de parametres du systeme ; on rencontre
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de telles transformations dans le cas d'un systeme optoélectronique. Voir par exemple les
travaux de L.Larger et D.Fournier-Prunaret (2005) [19] et L.Larger et Jhon M. Dudley
(2010) [18]. Elles se rencontrent aussi dans le cas de la sécurité des transmissions, voir par
exemple les travaux de J.Xu, D.Fournier-Prunaret, A.K.Taha et P.Chargé (2010) [33].

Peu de travaux ont été fait dans la dimension trois, en I'occurrence M.Sonis (1999) [27]
G.I.Bischi et al (2000, 2013) [4, 5], G.Wen et al (2003) [31], E.Zeraoulia et al. (2010) [36],
A.Djerrai et I.Djellit (2011) [8], E.Shamsara et al (2017) [26] et H.Gharout et al (2019)
[10, 12, 11, 13].

Dans ce mémoire, on distingue trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré a une introduction générale et quelques généralités
sur les transformations ponctuelles tridimensionnelles.
Nous allons d’abord définir quelques éléments essentiels relatif a la théorie de transforma-
tion ponctuelles et en donnant de différentes notions de singularités, courbes invariantes,
bassins d’attractions, variétés critiques, et quelque bifurcations. Ensuite a la fin de
ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et théoremes sur les transformations

ponctuelles symétriquement découplée.

Le deuxieme chapitre concerne ’étude des points fixes et des cycles (homogenes et
mixtes) et leurs stabilités de la transformation ponctuelle symétriquement découplée T' a
partir de 'une de ses composantes de dimension une. Certaines bifurcations de T' seront

déduites a partir de la composante unidimensionnelle.

Dans Le chapitre trois, un diagramme de bifurcation (Feigenbaum) de la récurrence
T nous a permis d’observer l'existence des cycles et 'apparition d’une zone chaotique.
Un nouveau type des variétés critiques de la transformation tridimensionnelle, qu’est une
généralisation des points et des lignes critiques introduites par Mira et ses collaborateurs
[21, 15, 22, 23], sera vu dans le cas de la dimension trois, ou les variétés critiques de la
récurrence sont des plans dans 'espace délimitant les attracteurs obtenus [10]. Cette étude
est suivie de la détermination et de la présentation du bassin d’attraction d’un attracteur

chaotique.
A la fin de ce travail on trouve une conclusion générale qui résume les résultats obtenus.

N.B : La majorité des courbes sont tirées des travaux de Monsieur H.Gharout.



Chapitre 1

Généralités sur les transformations

ponctuelles tridimensionnelles

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons quelques généralités sur les systemes dynamiques dis-
crets. Nous présentons d’abord les singularités de ces transformations. Apres la présentation
de la nature de ces singularités, nous donnons les définitions des courbes invariantes, bas-
sins d’attraction, variétés critiques et quelques structures de bifurcations classiques.

Nous nous intéressons aux transformations ponctuelles (récurrences) définies par :

Xpa1 = T(X,) = F(X,, A), (1.1)

ou X, € RP, p entier non nul et A étant un vecteur de parametres réels dans R™, m =
1,2,.... L’espace RP est appelé espace d’etat.

Une solution de (1.1) est formée par une suite de points X,,,n = 0,1,2,... ou X, est appelé
condition initiale; les points X,,,n = 0,1,2,... forment une trajectoire discrete de phase
ou orbite.

Si F' est continument differentiable et d’inverse unique sur son domaine de définition,
alors (1.1) est appelée difféomorphisme. Si F' ne possede pas d’inverse unique, (1.1) est
appelé un endomorphisme.

L’itéré X,,4,, avec r > 1, est appelé conséquent de rang r de X,,, c’est-a-dire : X, =
T"(X,), X, est un antécédent de rang r de X, ., noté X,, = T7"(X,4,).

Lorsque T est un endomorphisme, un méme point peut avoir plusieurs antécédents de rang

un ou aucul.



Généralités sur les transformations ponctuelles tridimensionnelles 9

1.2 Singularités

Nous présentons dans cette section certaines singularités, ainsi que, leurs natures.

1.2.1 Points fixes et cycles d’ordre k de la transformation 7'

Les transformations ponctuelles peuvent posséder différents types de singularités :

Définition 1.1. X* est dit point fixe d’une transformation ponctuelle T', si :
X" =T(X"). (1.2)

Définition 1.2. Un cycle d’ordre k& (k entier non nul) est un ensemble de k points,
{X1, X, ..., Xy}, vérifiant :

Xi+1 :T(Xz), 1= 1,,]{3—1,
X, =T (Xy);
Xl#Th(Xl), 1=1,2,...k,1 < h<k.

Un cycle est caractérisé par 'ordre d’échange de ses k points X; par applications suc-
cessives de T'.

1.2.2 Natures des singularités

Pour caractériser la nature de ces singularités (points fixes et cycles), on introduit la

notion du multiplicateur :

a) Lorsque la dimension de la récurrence est p = 1, le multiplicateur d’'un point fixe
X*est S =T(X*) ou T = 9L et le multiplicateur d’un cycle d’ordre k, formé des
points X7, X5, ..., X} est S = IIF_ T'(X7).

Un point fixe ou un cycle est dit stable si | S |< 1 et instable si | S |> 1.

b) Lorsque p > 1, les multiplicateurs d'un point fixe d'un cycle d’ordre £k,
{X}, X5, ..., X[}, sont les valeurs propres de la matrice jacobienne de 7T'(X*) ou de
THX?),i=1,.., k.

Lorsque p = 2, on associe a un point fixe ou a un cycle, deux multiplicateurs S et Ss.

Définition 1.3. Dans le cas de la dimension deux, on distingue alors les singularités

sulvantes :

1. Col : Sy et Sy sont réels, | Sy |< 1 et | Sy |> 1. Un col est point instable :
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o detype 115 >0et Sy >0;
e detype2siS; >0et Sy <0 (ousS; <0etSy>0);
o de type 3si 5] <0et Sy <O0.
2. Noeud : S; et Sy sont réels.
e stablesi | S; |[<1,i=1,2;
e instablesi | S; [>1,i=1,2.
3. Foyer : Sy et S5 sont complexes conjuguées.
e stablesi | S;|<1,i=1,2;
e instablesi | S;|>1,i=1,2.
En dimension deux, les principaux cas sont illustrés sur les figures (1.1, 1.2). Ou, A et

Ay sont les valeurs propres (multiplicateurs) de T' et & et & sont les vecteurs propres réels
de T associés quand ils existent. On appelle ici plan de phases I’espace R? correspondant & x.

Lorsque p = 3, on associe a un point fixe ou a un cycle d’ordre k, trois multiplicateurs
S1, Sy et S, qui sont les valeurs propres de la linéairisation de 7%, k entier non nul.
Définition 1.4. [32] Dans la dimension 3, les singularités sont telles que :

1. Col : S;, S5 et S3 sont réels.

e detypelsi|S;|<1l,i=12et]|S;|>1;
e detype2si|S;|>1,i=1,2¢et|S;|<1.
2. Col-foyer : S; et S, sont complexes conjugués et Sz est réel.
e detypelsi|S;|<1l,i=1,2et|S;|>1;
e detype2si|S;|>1,i=1,2¢et|S;|<1.
3. Noeud : 51,95 et S3 sont réels.
e stablesi | S;|<1,i=1,2,3;
e instablesi | S; [>1,i=1,2,3.
4. Noeud-foyer : S; et Sy sont complexes conjugués et Ss est réel.
e stablesi | S; |[<1,i=1,2,3;
e instablesi|S; [>1,i=1,2,3.

Une illustration de certaines singularités, dans le cas tridimensionnel, est donnée dans la

figure (1.3). On constate, si T a deux valeurs propres conjuguées a parties réelles négatives

et une valeur propre réelle négative, on a convergence suivant une direction et enroulement

avec convergence (typique d’un foyer stable) suivant deux autres directions.
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Fi1GURE 1.1 - Plans de phases pour des valeurs propres A; et Ay ayant une partie imaginaire

non nulle.

8_
_(r o) (A
T_l_q} .1.| i<0 T-“:| ;..l i<0

Mozud stable Col Moeud instabla
)f Ex Sz + Es
-.‘_ 1 {:—\—"T‘,”( .
- £ /I =S T 5

x”'/f i

FIGURE 1.2 — Portraits de phases plans et linéaires, lorsque les valeurs propres sont réelles

(&1 et & vecteurs propres associés a A\; et Ag, respectivement, lorsqu’ils existent).
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(@) Phase space of a linear equation (b) The case A, <13 <0 < A;: (C) The case Red, , < dy < O:
in the case A; < d; < 1y < 0. The phase Contraction in two directions and expan- Contraction in the direction of ¢ 5 and rota-
flow is a contraction in all three directions. sion in the third, tion with faster contraction in the plane of

§yand §,.

(d) The case 4y, < Red,, < 0: (8) The case Rel, ;< 0 < d;:
Contraction in the direction of & and rota- F_.:pansion in the direction of §5 and rota-
tion with slower contraction in the plane of tion with contraction in the planeof §,

& and §;. and §{;.

FI1GURE 1.3 — Classification des points singuliers dans la dimension trois

1.3 Courbes invariantes

Une récurrence 1" peut admettre d’autres singularités que les points fixes ou les cycles

d’ordre k, les courbes invariantes.

Définition 1.5. [32] une courbe invariante Q(X) = C, ou C' étant une constante réelle, est

invariante par la transformation 7" définie par (1.1), si @ satisfait I’équation fonctionnelle :
QIT(X)] = Q(X), (1.3)

c’est-a-dire,

Q(Xnt1) = Q(X,). (1.4)

En général, un ensemble A de RP est invariant par T, si et seulement si :

T(A) = A. (1.5)
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Dans le cas d’un point fixe (ou d'un cycle d’ordre k) de type col, on note W* les
branches de la courbe invariante associées au multiplicateur de module inférieur a 1 et WY

les branches de la courbe invariante associées au multiplicateur de module supérieur a 1.

1.3.1 Variété instable

Soit T" une récurrence définie dans R™ et X* un point répulsif (instable) de 7" et U un

voisinage de X™*.

Définition 1.6. Variété instable locale [25]
On appelle W, (X*) ensemble instable local ou variété instable locale (c-a-dire dans U)
de X*, 'ensemble des points de U ayant une séquence d’antécédents successifs dans U, qui

converge vers X*.
We(X)={XeU: X_,eTPX) — X" etVpe N, X_, € U}. (1.6)

Définition 1.7. Variété instable globale [25]
On appelle W*(X*) ensemble instable global de X*, I’ensemble des points de R ayant une

séquence d’antécédents successifs, qui converge vers X*.
WHX") ={X eR": X_, e T7(X) — X"} = | JT"(Wi(X")). (1.7)
n>0
Propriété 1.1. Les proprié¢tés d’ensemble instable global :
1. W*(X™) est invariant par T : T(W*(X*)) = W*(X*).
2. Si T est un endomorphisme, en général, W*(X*) n’est pas invariant par T~ et on
a: T7HWH(X*)) D WH(X*).

3. L’invariance de W*(X*) par T™' a lieu lorsque T est inversible.

1.3.2 Variété stable

Soit T" une récurrence définie dans R™ et X* € U, un point fixe de T, attractif ou
répulsif.

Définition 1.8. Variété stable locale [25]
On appelle W _(X*) ensemble stable local ou variété stable locale de X* dans U, I'ensemble

des points de U dont la séquence d’images successives appartient a U et converge vers X*.

We (X)) ={XeU:X,=T(X) — X" etVpe N, X, € U} (1.8)
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Définition 1.9. Variété stable globale [25]
On appelle W*(X*) ensemble stable global de X*, I’ensemble des points de R™, dont la

séquence d’images successives converge vers X*.

WHX*) ={X eR": X, =T"(X) — X"} = | JT"(Wj.(X")). (1.9)

n>0

Si X* est un point fixe attractif, I’ensemble stable globale est son bassin d’attraction.

1.4 Attracteurs, attracteurs chaotiques et bassin d’at-

traction

Dans un systeme dynamique, il peut exister des singularités plus générales que les points
fixes et les cycles; sont les attracteurs. Dans ce mémoire, on se contentera de la définition
donnée par I.Gumowski et C.Mira [15].

1.4.1 Attracteurs réguliers

Les attracteurs réguliers caractérisent 1’évolution des systemes non chaotiques, et on
distingue trois types d’attracteurs réguliers [34] :

1. Le point fixe : C’est le plus simple attracteur, car le systeme évolue vers un état
de repos (point).

2. Le cycle limite périodique : Il peut arriver que la trajectoire de phase se referme
sur elle-méme. L’évolution temporelle est alors cyclique et le systeme présente des

oscillations permanentes.

3. Le cycle limite pseudo-périodique : C’est presque un cas particulier du précédent.
La trajectoire de phase ne se referme pas sur elle-méme, mais s’enroule sur une variété

de dimension deux (par exemple un tore).

1.4.2 Attracteurs chaotiques

Il existe des systemes dynamiques, pour lesquels deux trajectoires issues de points
de départ (points initiaux) dont la différence est tres petite pour étre observable, se
séparent apres un certain temps et leur distance croit de facon exponentielle. On ap-
pelle ce phénomene ”sensibilité aux conditions initiales”. Cette propriété du systéme est
caractérisée par des coefficients, appelés exposants de Lyapounov. Un exposant de Lya-
pounov calcule la distance entre deux points de la trajectoire de deux itérés tres proches.
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Il indique le taux moyen de divergence par iteration. On dit que l'on a la propriété de
sensibilité aux conditions initiales (S.C.1.), si au moins un des exposants de Lyapounov est

strictement positif [7].

Définition 1.10. Un attracteur est dit chaotique, s’il a la propriété de sensibilité aux

conditions initiales pour presque tout point le constituant.

Il n’existe pas de définition précise du chaos, ce phénomene est tres irrégulier sur une
période ou dont la période est trop grande pour étre mise en évidence et il englobe divers

comportements non périodiques. Un tel comportement est caractérisé par :
1. La coexistence d'une infinité de cycles répulsifs.
2. L’absence de cycles attractifs d’ordre fini.
On distingue deux types du chaos

1. Le chaos stable ou attracteur étrange : Le chaos est dit stable, lorsque le systeme
évolue d’une maniere tres désordonnée dans une zone de I'espace sans en sortir et la
caractéristique de cet attracteur est sa dimension de Lyapounov qui est fractale (non
entiere)[9].

2. Le chaos instable ou répulseur étrange : Le chaos est dit instable, lorsque
il y a existence d’un transitoire étrange dii a la présence d’une infinité de solutions
périodiques instables ; on parle alors de répulseur chaotique, un tel ensemble peut étre
associé a l'existence d’un attracteur a l'infini (divergence pour les conditions initiales

choisies) ou a l'existence d’une frontiere floue entre les bassins de deux attracteurs.

1.4.3 Bassin d’attraction

Définition 1.11. [15] Le bassin d’attraction D(A) d'un ensemble attractif A, est 'ensemble

ouvert constitué de tous les points z tels que, T"(x)convergeversA, quand n — oo.

1.5 Bifurcations

Un des problemes pratiques de la dynamique non linéaire est 1’étude des bifurcations
dans l'espace de parametres. Une bifurcation correspond a un changement qualitatif du
comportement du systeme quand un de ses parametres traverse une valeur critique. Sous
I'effet d’une petite variation des parametres, ce changement peut correspondre soit a l'ap-
parition ou a la disparition des singularités, soit a une modification de la nature des sin-
gularités.
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Parmi les bifurcations classiques : bifurcation noeud-col (Fold), bifurcation double-
ment de période (Flip), bifurcation de Neimark-Sacker, bifurcation transcritique et bifur-
cation fourche. Nous rappellerons que celles qui interviennent dans la suite de notre travail.
Considérons la transformation ponctuelle définie en (1.1) :

Xpi1 =T(X,) = F(Xn,A), F:RP xR™ — RP.

1.5.1 Bifurcation noeud-col (Fold)

Lorsque les multiplicateurs sont a valeurs réelles, et que I'un d’eux traverse la valeur
+1, il y a naissance de deux points fixes ou deux cycles d’ordre k, I'un est stable et 'autre

est instable. Cette bifurcation est représentée par le schéma :
¢ =Tt Nk(resp'. Ny) + C* (1.10)

¢ signifie absence de cycle d’ordre k, N¥ cycle noeud d’ordre k stable, C* cycle col d’ordre
k et N¥ cycle noeud d’ordre k instable. Les valeurs du parametre A qui correspondent &
cette bifurcation sont notés Azk)o( J, k € N*), ou k représente l'ordre du cycle et j caractérise
I'ordre d’échange des points du cycle par T

1.5.2 Bifurcation doublement de période (Flip)

Cette bifurcation se produit lorsque un des multiplicateurs S associé au cycle d’ordre

k traverse —1. Elle est représenté par le schéma suivant :

{ NE(respt. NF) +—5=71 NZ(resp!. N2*) + NF(resp'. N¥)

CF +—5=71 NE(resp'. N¥) + C%*. (1.11)

NZ* signifie cycle noeud d’ordre 2k stable, N#* cycle noeud d’ordre 2k instable et C** cycle
col d’ordre 2k. Les valeurs du parametre A qui correspondent a cette bifurcation sont notés
Ai (7, k € N*), ot k représente 1'ordre du cycle et j caractérise 'ordre d’échange des points
du cycle par T [15, 20, 32].

1.5.3 Bifurcation de Neimark-Sacker

Cette bifurcation se produit lorsque les multiplicateurs sont complexes conjuguées (57 =
Sy = pe?). La situation p = 1 est celle d'un cas critique au sens de Lyapounov. Un cas
critique est associé a une bifurcation locale obtenue par traversée des trajectoires des itérés
du point ou de la courbe ayant p = 1, sous l'effet de variation des parametres; et cette
bifurcation est appelée bifurcation Neimark-Sacker, pour laquelle un noeud foyer donne
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naissance a une courbe fermée invariante qui a la méme stabilité que les points fixes et

cycles d’origines [29]. On a le schéma suivant :
Fh(resp'. FF) <—"=' FF(resp'. F&)+ CFIs(resp'. CF1I;), (1.12)

olt F¥ est un cycle foyer d’ordre k stable, FF est un cycle foyer d’ordre k instable, C FIg
une courbe fermée invariante stable et C'F'I; une courbe fermée invariante instable. Les

valeurs du parametre A qui correspondent a cette bifurcation sont notés F{;.

1.6 Transformations ponctuelles symétriquement
découplées

Dans cette section, nous donnons certaines définitions et propriétés des transformations
ponctuelles symétriquement découplée T' de dimension trois. On parlera de transformation

symétriquement découplée T' si cette transformation peut se mettre sous la forme :

f(),
=9(2),
h(z),

/
’

x
TS y (1.13)
z

ou f; g et h sont des fonctions unidimensionnelles et T une transformation ponctuelle
tridimensionnelle.

L’étude des cycles de la transformation ponctuelle symétriquement découplée définie
par (1.13), se fera en utilisant les fonctions unidimensionnelles H, F' et G, définies par :

H(z) = f(g9(h(z))); (1.14)
F(y) = g(h(f(y))): (1.15)
G(z) = h(f(g(2)))- (1.16)

A T’aide des transformations unidimensionnelles H, F' et G il est possible de construire

les itérés de T, en effet :
TMw,y,2) = (H"x
T y,2) = (f
T ay.2) = (f

), (1.17)
), h(H"(x))), (1.18)
L g(h(H"(2))), h(f(F*(y))))- (1.19)
pour k£ > 0, ot H°, FO et G sont les fonctions identités.

Les cycles des fonctions unidimensionnelles H, F' et G sont liés; en effet, si x est un
point fixe de H, alors y = g(h(z)) est un point fixe de F' et z = h(x) est point fixe de G.
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Propriété 1.2. [1] Pour tout n > 1, les trois fonctions de dimension 1, H, F' et G vérifient

les relations suivantes :

ho H"(x) = G" o h(z), gohoH"(z) = F"ogoh(x),
goG"(z) = F"oyg(2), fogoG™(z)=H"o fog(z),
foF"(y)=H"o f(y). hofoF"(y)=G"oho f(y).

La correspondance entre les cycles des trois fonctions est donnée dans la propriété (1.3).

Propriété 1.3. [1/
o Si{xy,x9,...,x,} est un cycle d’ordre n de la fonction H, alors
{z1,29, ..., 20} = {h(x1), h(x2), ..., h(x,)} est un cycle d’ordre n de la fonction G

et {y1, Y2, -y Yn} = {g(R(x1)), g(h(22)), ..., g(h(x,))} est un cycle d’ordre n de la fonc-
tion F'.

o Si{y1,v2, .., yn} est un cycle d’ordre n de la fonction F', alors
{z1, 29, ..;xn} = {f (1), f(y2), .., [(yn)} est un cycle d’ordre n de la fonction H

et {z1, 22, ..y 2n} = {h(f (1)), h(f(y2)), ..., h(f(yn))} est un cycle d’ordre n de la fonc-
tion G.

o Si{z1,29,..., 2} est un cycle d’ordre n de la fonction G, alors
{y1,92, -, Un} = {9(21), 9(22), ..., g(2n) } est un cycle d’ordre n de la fonction F

et {x1, 29, ...z} = {f(9(21)), f(9(22)), ..., [(g(2n))} est un cycle d’ordre n de la fonc-
tion H.

En tenant compte d’un cycle d’ordre n de H, les cycles des fonctions F' et G seront
appelés cycles conjugués, et sont tels que, si X = {x;}i—12._, est un cycle d’ordre n de H,
alors un cycle conjugué de F, existe, est donné par Y = g(h(X)) et le cycle conjugué de
G est donné par Z = h(X).

1.6.1 Cycles homogenes

Définition 1.12. Un cycle de la fonction 7' est appelé cycle homogene si les composantes
de ses points périodiques sont des cycles conjugués de H, F' et G. Sinon, il est appelé cycle

mixte.

Proposition 1.1. [1] Sin n’est pas un multiple de 3 (il s’écrit sous la forme n = 3s + 1
oun = 3s+ 2 avec s un entier naturel), les cycles homogénes de période n de T associés
au cycle X = {1, xs,...,x,} de H de méme période, ont toujours un point périodique avec

la premiére composante x1. Ce point périodique a pour composantes :



Généralités sur les transformations ponctuelles tridimensionnelles 19

(@1, Y2541, Zs41) pourn =3s+ 1,

(21, Ysi1, 22542) pour n = 3s + 2.

Proposition 1.2. [1] Tous les cycles homogénes de période 3n de T obtenus a partir des

cycles de période n de H avec n > 2, peuvent étre obtenu a partir des points périodiques :

(21,95, 2j4n) avec h < j<n—2h et 1 <h<|[%],
T1,Yj, Zip1on) avec 2h —1<j<n—h et 1 <h <[],
2 % :

ot |x| est la partie entiere supérieure de x et j et h sont des entiers.

Le nombre N, des différents cycles homogenes de période 3n, obtenus a partir des

cycles de période n de H [1], est :

B B L K B i N &)

n2-1

. n? . . . . .
Dés lors Neye = - si n est multiple de trois, et si non Ne,. = "5

Théoréme 1.1. [1] Soit {z;}i—1.. . un cycle de H de période n > 1, alors T' admet :

n2-1
3

— Un cycle homogene de période n et cycles homogenes de période 3n, st n nest
un pas multiple de 3.

— n? cycles homogénes de période n, sin est un multiple de 9.

— Trois cycles homogenes de période 5 et n%—1 cycles de période n, si n est un multiple

de 3 et 3 n’est pas multiple de 3.

1.6.2 Cycles mixtes

Soient {z;}
tivement), avec leurs cycles conjugués (y; = g o h(x;), b; = g o h(a;) et §; = g o h(a)

=T 145} j=Tm et {au}_15 trois cycles de H de période n, m et p (respec-
sont les points périodiques des cycles de F, avec z; = h(x;), ¢; = h(a;) et v = h(qy)) et
s = p.p.m.c(n,m), S = p.p.m.c(n,m,p) et d = p.g.c.d(n,m), on a :

Proposition 1.3. [1] Si la fonction unidimensionnelle H, admet deuz cycles coexistant de

cycles homogenes. Tous les cycles mixtes distincts, peuvent étre obtenus a partir des points

périodes n et m, alors T posséde (n+m) cycles miztes distincts d’ordre 3s en plus des

périodiques :

(1,bj,21) avec 1 <j<d et 1<[<n,
(1,bj,¢1) avec 1 <j<d et 1<1<m.



Généralités sur les transformations ponctuelles tridimensionnelles 20

Proposition 1.4. [1] Si la fonction unidimensionnelle H, admet trois cycles coexistants
de périodes n, m et p, alors T possede 2™g* cycles miztes distincts d’ordre 3S, sans
compter les cycles homogenes. Tous les cycles mixtes, peuvent étre obtenu par mizage des

composantes des trois cycles existants, a partir des points périodiques :

(1,b5,m) avec 1 <j<d et 1§l§pl%c(mv”)7
(1, B1,¢;) avec 1 <j<d et lglgpl%c(mﬁ).

Théoreme 1.2. [1] Si H admet deuz cycles coexistants de période n et m, et s =

ppem(n,m), alors T admet :

1. (n+m)™2 cycles miztes de période 3s, si s n'est pas multiple de 3.

2. 3(n+m)™" cycles mistes de période s, si s est multiple de 3.
Théoréme 1.3. [1] Si H admet trois cycles coexistants de période n, m et p, alors T
admet :

o 222F cycles miztes de période 3S, si S n'est pas un multiple de 3.

o 6% cycles miztes de période S, si S est un multiple de 3.



Chapitre 2

Etude des cycles et bifurcations
d’une transformation ponctuelle
symétriquement découplée de

dimension trois

Dans ce chapitre, nous donnons quelque résultats obtenus sur la dynamique d’une trans-
formation ponctuelle tridimensionnelle symétriquement découplée (notée TPSD) déduite a
partir de I'une de ses composantes unidimensionnelle. On s’intéressera a la transformation
ponctuelle de dimension trois (2.1) étudiée par H.Gharout [10, 11, 12, 13] :

Tn+1 = Yn,
T Yn+1 = Zn, (21)
2 e xi + b
La transformation ponctuelle 7' définie par (2.1) est une transformation ponctuelle

symétriquement découplée, qui s’écrit sous la forme[l, 10] :

x' = f(y),
T Yy =g(2), (2.2)
2 = h(z).
avec T = Ty, Y = Yp €t 2 = 2, ainsi ' = x,41, ¥ = Y1 €t 2 = 2,41, et les fonctions f, g
et h sont :
fly) = v 2.3
g(z) = z, 2.4
h(z) = 2°+b 2.5
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L’étude des cycles du systeme défini par (2.1) se fait, en utilisant les fonctions :

H(z) = f(g(h(x))) . F(y) = g(h(f(y))) et G(z) = h(f(9(2))) (2.6)
H(z) = [f(g(h(x)) = f(g(z® + b)) = f(z* + ) = 2> +b 2.7
Fly) = g(h(f(y) =g(h(y) =g9(y* +b) = y* +b 2.8
G(z) = h(f(g(2))) =h(f(2)) = h(z) = 2> +D. 2.9

2.1 Etude des Cycles d’ordre un de 7' et leurs bifur-

cations a partir de H

La construction des transformations ponctuelles d’ordre 3k, 3k+1 et 3k+2 (avec k € N)
en utilisant les fonctions unidimensionnelles H, F' et G se fera de la maniere suivante :

On a:

T (x,y,2) = (H"(x), F*(y).G"(2));
T (2,y,2) = (F(F*(9)), 9(G"(2)), h(H*(2))) = (H*(f(y)), F*(9(2)), G* (h(2)));
T2 (a,y,2) = (f(9(G*(2))), g(h(H"(x))), h(f(F*(y))))-
Des lors, pour k =1 :
T3(z,y,2) = (H(x), F(y),G(2)) = (z* + b,y* + b, 2> + b); (2.10)
T'(z,y,2) = (f(F(9)), 9(G(2)), h(H(2))) = (y* + b, 2* + b, (2* +)* + b); (2.11)
T2(z,y,2) = (f(9(G(2))), g(M(H(2))), h(f(F(y)))) = (z* + b, (2* + b)* + b, (y* + b)* +b).
(2.12)
2.1.1 Recherche des points fixes de H
Les points fixes de H sont tels que :
Hz)=2 < f(g(h(z))—x=0 2.13)
& 2*+b—x=0 2.14)
x:%+%\/1—4b, ou
<~ { x:%—%\/l—élb, pourbg}L (2.15)
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2 -
Xn+1 /

X1
pt fixe instable

Xp#1=Xn

pt fixg stable

b=-0.5
[r,x1] le bassin d'attraction de x2

F1GURE 2.1 — Cycles d’ordre un de H.

2.1.2 Construction des cycles homogeénes d’ordre un de T

La transformation ponctuelle T, est définie comme suit :
T(z,y,2) = (y,2,2% +b) = (y, 2, H(2)). (2.16)

La recherche de ses points fixes se ramene a :

r =y

y = <

z = H(x)
Ce qui est équivalent a :

r=y = =z

H(z) = =

Des lors, les points fixes de T', s’obtiennent a partir des points fixes de H :

1 1 1 1 1 1
X1 = (znonm) = (5 +5VI—4b g+ oVI—db o+ ovV1—4D),

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1
X2 = (I2,$2,$2):(§—§ 1—4[),5—5 1—4b,§—§\/1—4b)

Les deux points fixes de T' peuvent étre obtenu a partir de H et ses cycles conjugués F
et G [10, 13]. En effet;
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y1 = g(h(z1)) = % + % 1 — 4b, point fixe de F';
21 =h(z) = 5+ 2v/1 -4, point fixe de G.

Y2 = g(h(x2)) = % — I\/1T—4b, point fixe de F;
29 = h(xy) = % — %m, point fixe de G.

1 1 1 1 1 1
X1 = (x1,9(h(x1)),h(x1)) = (5 +3 1 — 4b, 5 + 5\/1 — 4b, 5T 5\/1 — 4b),
1 1 1 1 1 1

T admet deux cycles homogenes d’ordre un.

2.1.3 Stabilité des points fixes de T' déduite de la stabilité de H

Les valeurs propres définies pour chacune des fonctions correspondants aux points fixes
x; de H, y; = g(h(x;)) de F et z; = h(z;) de G, pour i € {1,2}, sont :

Aoy = (H(w)) = (27 +b) =2, (2.17)
Azy = (G(h(@) = (2 +b) =2z, (2.18)
Ay = (Flg(h(x))) = (7 +b) = 2ys. (2.19)

Les cycles mixtes d’ordre trois sont construits a partir des points fixes de la fonction
unidimensionnelle H [1, 13].
En utilisant la jacobienne de T2, on peut obtenir ces mémes valeurs propres [13]. La jaco-
bienne de T est :

2 0 0
J3 = 0 2y O (2.20)
0 0 2z

Et le polynome caractéristique correspondant est : P3(\) = (22 — A)(2y — A\)(2z — \).

A =2x, ou;
P;s(A\) =0 < A =2y, ou;
A3 = 22,
La stabilité des points fixes de H induit celle des fonctions conjuguées F' et G, elles ont les
mémes valeurs propres et la méme propriété de stabilité. De méme pour les transformations
ponctuelles tridimensionnelles T et T2, la stabilité des points fixes de H induit celle des
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cycles d’ordre un et d’ordre trois de 7' [1, 10]. Sachant que les points fixes x1 = %—l—%m
et 1o = % — %m de H sont instable et stable respectivement pour _Tg <b< i, alors le
point fixe X; de T généré par x; est instable et Xy généré par x5 est stable sous les mémes
conditions sur b [10].

2.1.4 Bifurcations de points fixes de T a partir des bifurcations

des points fixes de H

De méme, les bifurcations de la transformation 7" se déduisent de celle de H [13].

Bifurcation Fold :

La bifurcation Fold de H correspond & H(z) = x et H'(x) = 1, dés lors, T subit une

bifurcation Fold pour b = }1 et r = %, y=g(h(x)) =Ltet z=h(z)=1

1
2 2

Bifurcation Flip :

La bifurcation Flip de H correspond & H(z) = x et H'(x) = —1, dés lors, T subit une
-1

bifurcation Flip pour b= =2 et z = 3, y = g(h(z)) = 3 et 2 =h(z) = 5

Bifurcation transcritique des points fixes de 7' :

Une bifurcation transcritique des points fixes x; et x5 de H se produit lorsque il existe
un b* tel que pour b > b* les deux points fixes échangent leurs stabilité avec H /(xl) =

H'(xy) = 1, pour b = b*. Ici T vérifie cette propriété pour b* = }L.

2.2 Cycles d’ordre deux de T'

En vertu de la proposition 1.1, la transformation 7" admet un cycle homogene d’ordre
deux Cy = {Vi, V5}, déduit du cycle d’ordre deux ¢y = {Vi,, Vo, } de H, on

-1 1
Vie = & +5V=3-4b, (2.21)
-1 1
Var = — —5V=3-4b (2.22)
Le cycle homogene d’ordre deux Cy de T', qui a pour composantes Vi = (Vig, Vo, Vi) et
Vo = (Vag, Vig, Vay), est stable pour 22 < b < 22.
Avec :

-1 1 -1 1 -1 1
‘/l = (%xag(h(‘/ix))ah(%x)) = (7 + 5 vV —3 _4b> 7 =+ 5\’ -3 _4b7 7 - 5 vV —3 _4b)>
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-1 1 — -1 1 -1 1 —
%:<‘/§xyg<h(%x>)vh<‘/21)):(7_5 —3—46,74—5\/—3—46,7—5 _3_4b)

La bifurcation Flip du cycle d’ordre deux de T se déduit de la bifurcation Flip du cycle
d’ordre deux de H (H*(z) =z et (H?) = —1): b= 22 pour z € {3 + 1v2,-1/2 -1}
(10, 13]

On verra par suite, la construction des cycles d’ordre six de T" a partir des cycles d’ordre
deux de H, et cycle d’ordre deux de H mixé avec un cycle d’ordre un de H.

2 —-
\ Xn+1

[3*]
o
><
=
"

c2
Xn+1=Xn

FIGURE 2.2 — Les cycles d’ordre deux de H.

2.3 Cycles d’ordre supérieure a deux de T

2.3.1 Cycle d’ordre quatre et cinq de T

En vertu de la proposition (1.1), la transformation 7" admet un unique cycle homogene

d’ordre quatre C'4 et ses composantes sont déduites du cycle d’ordre quatre de H, noté
c4 = {ay,as,a3,a4} (points notés ¢4 sur la figure 2.3(a)), en utilisant le point périodique
(a1,a4,a3). Le cycle d’ordre quatre de T est stable pour —1.38 < b < _T5'
De méme, il existe un unique cycle homogene d’ordre cinq C5 de T et ses composantes
sont déduites du cycle d’ordre cing de H, noté ¢5 = {by, ba, b3, by, b5} (figure 2.3(b)). Les
composantes du cycle d’ordre cinq C5 de T sont construits en utilisant le point périodique
(b1, b3, b5). [1, 10, 13]
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(a) Cycles d’ordre un, deux et quatre de H (b) Cycles d’ordre cinqg de H

FI1GURE 2.3 — Représentation des cycles d’ordre un, deux, quatre et cinq de H.

2.3.2 Cycle d’ordre trois de T'

En vertu de la proposition (1.2) et du théoreme (1.1), la transformation ponctuelle T
admet uniquement deux cycles mixtes d’ordre trois, déduits des points fixes x1 et xy de H
[13].

Les coordonnées des cycles d’ordre trois de 7', sont :

[ ] 031 = {V31,V32, V33} :

1 1 1 1 1 1
V31 = (l’g,.fl,xQ):[§—5\/1—4675—§V1—4b,§+§\/1—4b],
1 1 1 1 1 1
V32 == T(Vgl):[5—5\/1—4b,§+§\/1—4b,§—5\/1—4b]
1 1 1 1 1 1
V33 - T(Vgg):[§+§\/1—4b,§—5\/1—4b,§—§\/1—4b]

o 03y ={V3,,V35,V3}:
V3i = (z2,21,11) = [% - %m, % + %m, % + %M],
V3; = T(V3y) = [% + %\/ﬁ % + %m, % — %M]
V3s = T(V35) = [% + %m % - %m% - %M}.
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Bifurcations

La bifurcation Flip associée au cycle d’ordre trois de T se produit pour b =
—1.768529152 et la bifurcation Fold se produit pour b = %7.

La bifurcation transcritique associée & b = 2

1, correspond a un échange de stabilité entre

deux points fixes du méme ordre de cycle.
Entre autre, les deux points fixes d’ordre trois change de nombre de valeurs propres
supérieures a 1. On a :

1. Le point périodique (x2,ys,21) = (22, x2,21) est un col de type 1, a deux valeurs

propres inférieures a 1 et une supérieure a 1 :

AN = 1-VI—db<1
A, = 1—-V1I-4b<1
A o= 14+V1—4b>1.

2. Par contre le point périodique (z2,91,21) = (22, 21,21) est un col de type deux, a

une seule de ses valeurs propres qui est inférieure a 1 :

e = 1-VI—db<1
Ay = 14+V1—4b>1
A o= 14+V1—4b>1.

En particulier, pour b = 0, nous avons :

As =0,
(2,42, 21) = (0,0,1) = (0,1,0) — (1,0,0) — (0,0, 1), avec ¢ A, =0, (2.23)
A, =2
As =0,
S(z2,y1,21) = (0,1,1) = (1,1,0) — (1,0,1) — (0,1,1), avec { A, =2, (2.24)
A, = 2.

z

Le cycle stable d’ordre trois de H a pour valeurs —1.768529152 < b < —7/4 (figure
2.4), ou b = —1.768529152 est la bifurcation Flip du cycle d’ordre trois de H et b = —7/4
est une bifurcation Fold du cycle d’ordre trois de H. De méme, la bifurcation Flip du cycle
d’ordre trois de T" est b = —1.768529152 et la bifurcation Fold du cycle d’ordre trois de T’
est b= —7/4 [10].
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FIGURE 2.4 — Représentation de la partie stable du cycle d’ordre trois de H.

Un cycle d’ordre trois non homogene peut donner naissance a un cycle homogene, en
I'occurrence des cycles d’ordre neuf.
Notons le cycle stable d’ordre trois C3° = {z5, 25,25} de H; et le cycle instable d’ordre
trois de H C3" = {af, x5, 2} }.
La proposition (1.2), nous permet d’obtenir trois cycles d’ordre neuf homogenes stables en
utilisant C'3°. Les points périodiques utilisés sont : (7, 3, x3), (xf, x5, x5) et (5, x5, x5).
Egalement trois cycles d’ordre neuf instables & partir de (27,27, 2%), (27,5, 2}) et
(a7, 2%, 2%). Ce qui nous permet de dire que la stabilité des cycles d’ordre trois de H
induit celle des cycles homogenes d’ordre neuf de 7.

2.3.3 Cycle d’ordre six de T

La transformation T d’ordre six est définie par :

T%(x,y,2) = (H*(x), F*(y),G*(2))
= (H(H(z)), F(F(y)), G(G(2))
= ((@*+0)*+0b,(y> +b)*+b,(z* +b)* +0).

En vertu des théoremes et des propositions énoncés, on a en tout neuf cycles d’ordre
six de T'; en effet :
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(a) Cycles d’ordre un et trois de H (b) Cycles d’ordre neuf de H

cl

F1cURE 2.5 — Cycles d’ordre neuf de H avec les cycles d’ordre un et trois de H pour
b= —-2.
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.
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FIGURE 2.6 — Cycles d’ordre six de H.

'
[

b=-1.6

1. En utilisant le théoreme (1.1) et la proposition (1.2), un cycle homogene d’ordre six
de T' déduit du cycle d’ordre deux ¢2 = {Vi,, Vs, } de H, est obtenu en utilisant le
point périodique (aq, g, ag), avec a; = Vi, et ag = Vs, ; stable pour ’TE’ <b< %3.
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2. Du théoréme (1.3) et de la proposition (1.4), on a l'existence de huit cycles mixtes
d’ordre six de T :

(a) Il existe deux cycles mixtes d’ordre six déduit de la coexistence des deux cycles
d’ordre un, {x1} et {x2} et du cycle d’ordre deux ¢2 de H (icionan=1,m =1
et p = 2, donc S = p.p.cm(n,m,p) = 2). La premiere composante de chacun

des deux cycles d’ordre six, est (g, 2, 1) et (ay, 21, x2) respectivement.

(b) De la coexistence des cycles {x1} et ¢2 de H, trois cycles périodiques d’ordre
six sont obtenus & partir des points périodiques : (aq,z1,q), (g, 21, ) et
(o, 21, 27).

(c¢) Et de la coexistence des cycles {x2} et ¢2 de H, trois autres cycles périodiques

d’ordre six sont obtenus a partir de : (ay, 22, aq),(q, T2, @) et (aq, e, T3).

Remarquons que il nous est toujours possible de construire les cycles mixtes d’ordre

supérieure a six par le théoreme (1.3) et de la proposition (1.4).

2.3.4 Cycles d’ordre douze de T'

La construction des cycles mixtes de T', dépend de celle des cycles coexistants de H.
Avec le cycle d’ordre quatre C4 et les cycles d’ordre un et deux de H, on peut obtenir
facilement les cycles mixtes d’ordre douze de T, juste en faisant appel aux propositions
énoncées [1, 10].

Commencgons par la coexistence de deux cycles et 'application du théoreme (1.2) et de
la proposition (1.3).

e La coexistence de C4 et {1}, donne naissance a cinq cycles d’ordre douze de T, en
utilisant les points périodiques : (a1, x1, a141),1 = 1,2,3,4, et (al,zy,21);

e La coexistence de C4 et {3}, nous permet d’avoir cinq cycles d’ordre douze de T, avec
les points périodiques : (a1, T2, a;11),0 = 1,2,3,4 et (al, xq, x3);

e Et la coexistence de C4 et le cycle d’ordre deux C'2 de H, nous permet d’avoir 12
cycles d’ordre douze, avec les points périodiques : (a1, ojy1,a141), avec j = 1,2 et
1=1,2,3,4 et (a1, 041, 41), avec j = 1,2 et [ =1,2.

Du théoreme (1.3) et de la proposition (1.4), on déduit I'existence de deux autres cycles
de chaque coexistence de trois cycles a la fois :

e La coexistence de C4, {z,} et {x2}, donne naissance a deux cycles d’ordre douze de T,
en utilisant les points périodiques (a1, x1, z2), et (al, xe, z1);

e La coexistence de C4, C2 et {1}, nous donne quatre cycles d’ordre douze de T Les
points périodiques utilisés sont : (a1, ji1,21) et (a1, x1, aj11), avec j = 1,2.
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e La coexistence de C4, C2 et {x2}, nous donne quatre cycles d’ordre douze de T'. Les

points périodiques utilisés sont : (a1, oj11,x2) et (a1, 2g, ajpq1), avec j = 1,2.

La proposition (1.2), nous permet d’obtenir cinq cycles homogenes d’ordre douze de T
en utilisant le cycle d’ordre quatre C'4 de H, avec les points périodiques : (a1, @11, a;42) et
Jj=12et (a1,aj41,a;41), avec j = 1,2,3. Sachant qu'un cycle de période un, deux, trois
ou quatre de T est un cycle d’ordre douze de T

\\ x: Xn+1]
gy
\/

2 Xn'

|
[

o
.

1
o
n

=t
o

74 Xn+1=Xn -7
N b=-1.8 N

(a) Cycles d’ordre un, deux, trois et quatre de (b) Cycle de période douze de H.
H.

FI1GURE 2.7 — Représentation des cycles d’ordre 1 < k < 4 et le cycle d’ordre douze de H
pour b = —1.8.

Conclusion

Dans ce chapitre, la construction et la stabilité des cycles mixtes et homogenes d’une
transformation tridimensionnelle symétriquement découplée T' a été faite a partir de I'une
de ses composantes unidimensionnelle notée H.



Chapitre 3

Espace de phases de T(b)

Dans ce chapitre, on exposera certains résultats obtenus dans l'espace d’états de la
transformation ponctuelle T(3). Nous commencons par le diagramme de bifurcation qui
résumera, d’une manicre générale, le comportement de la récurrence T(;) en variant le

parametre b et par suite on abordera la nature des singularités en.

3.1 Diagramme de bifurcation

La figure (3.1) [10, 13|, donne un exemple de diagramme de bifurcation de type Feigen-
baum de la transformation ponctuelle 7' défini dans le plan [b, z] en choisissant la valeur
initiale Xy = (0, —0.5,0). Dans la figure (3.1), lorsque le parametre b varie en on peut ob-
server la bifurcation d’un point fixe attractif en un cycle d’ordre deux attractif, et ensuite
en un cycle d’ordre quatre attractif, etc.

Remarquons que le point fixe d’ordre un (—0.5, —0.5, —0.5) pour b = _T?’, correspond aussi
a un point de la bifurcation doublement de période (également, le seul point fixe d’ordre
deux de T'), avec deux multiplicateurs complexes conjugués de module égale a un ( Sy et

Ss, tel que, Sz = S = pe? et p=1) et d'un troisitme multiplicateur Sy = —1, de module
-3
4
un noeud foyer instable. La coexistence des cycles d’ordre un et du cycle d’ordre deux de H

égale a un. Notons aussi, que le second point fixe (1.5,1.5,1.5), correspondant a b = est
donne naissance a un cycle d’ordre six de la transformation 7. A partir du diagramme de
bifurcation, on peut retrouver les observations : évolution vers un point fixe pour b = —0.4,
un cycle d’ordre deux pour une valeur de b comprise entre —0.8 et —0.75, un cycle d’ordre
quatre pour b = —1.25. Pour b = —1.6, on ne distingue plus les cycles; le systeme présente
un caractere chaotique qu’on verra par la suite [13].

33
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FIGURE 3.1 — Diagramme de bifurcation sur le plan [b,z] (b = —0.75 correspond a la

premiere bifurcation).

3.2 Etude de la nature des singularités (points fixes

et cycles) dans R’

L’étude de la nature des singularités se ramene au calcul des multiplicateurs (valeurs
propres) associés a la jacobienne de 7.
Rappelons la transformation 7" (2.1) :

Tn4+1 = Yn,

T Yn+1 = Zn,
2 b
Zn+1 = Ty, -+ 0.

Soit X = (x,y, z) un point de l'espace d’état. La matrice Jacobienne de T au point X

est :

0O 10
0O 01
2¢ 0 0

J' = (3.1)
A.Agliari [1] et H.Gharout [10] ont déterminé de fagon analytique la nature des points

fixes et de certains cycles de T' (points fixes et cycles d’'ordre k = 3p, k = 3p + 1 et

k=3p+2).

Soit X* = (x*,y*, z*) un point d’un cycle d’ordre k.

On a vu, au début du chapitre, les points des cycles d’ordre k = 3p, k = 3p+1 et k = 3p+2,
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vérifient :
T (2,y,2) = (HP(z
T (,y,2) = (H(f(y)),
T2,y 2) = (f(9(G"(2))), g(h(H(x))), h(f(F*(y)))),
avec H, F' et G sont définies par les equations (2.2) et (2.6).
1. Les points des cycles d’ordre k = 3p + 1 avec p € N, vérifient I’expression :

T @y, 2) = (HP o f(y"), FP 0 g(2"),G" o h(a")) = (¢",y", 2"). (3.2)

La matrice Jacobienne est :

0 A, 0
I x =1 o 0o A |, (3.3)
B, 0 0
avec
, A(H o f)
A, = 8—y(y)/y=y*3 (3.4)
/ O(F? o g)
Az - 9z (2)/222*; (35)
/ J(GP o h)
B = —= =t - 3.6
. 20 w), (36)
L’équation des valeurs propres est
X — A ALB, = 0. (3.7)

A;, A et B, sont réels, on a donc trois solutions A\; € R et Xy, A3 € C (complexes
conjuguées). Selon la classification de [32], les cycles d’ordre k& = 3p + 1 sont soit des
noeuds-foyers, soit des cols-foyers.

Nous donnons, ici, un exemple de deux matrices jacobiennes des cycles d’ordre k =

3p+ 1, pour p=1cet p=2 (de méme forme que la jacobienne J**! donnée dans

(3.3)) :

0 2y 0
JYX) = 0 0 2z |, (3.8)
4(z>+b)z 0 0
0 4(y* +b)y 0
J(X) = 0 0 4(22 + )z (3.9)
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2. Les points des cycles d’ordre k = 3p + 2 avec p € N, vérifient 1'expression :

TRty ) = (f(9(GP(2"))), g(h(HP (27))), h(f (F"(y"))))
= (fogoGP(z"),goho HP(z%), ho foFP(y*))

= "y 7).

La matrice Jacobienne correspondante au point X* est :

0 0 C,
2= D, 0 0 |,
0 D, 0
avec
/ I(fogoGP)
Cz - Oz (Z)/Z_Z*’
/ d(gohoHP)
Dac = al, (x)/l’*f'f ’
/ d(ho folFP)
Dy = T ) e

L’équation des valeurs propres (multiplicateurs) est

X — C.D,D, =0.

(3.10)
(3.11)
(3.12)

(3.13)

(3.14)
(3.15)

(3.16)

(3.17)

Sachant que, C’;, D;, et D; sont réels, on a donc trois solutions A\; € R et g,

A3 € C (complexes conjuguées). Alors, selon la méme classification, les cycles d’ordre

k = 3p + 2 sont soit des noeuds-foyers, soit des cols-foyers.

De méme, un exemple de deux matrices jacobienne des cycles d’ordre &k = 3p + 2,

pour p =0 et p =1 (méme forme que la jacobienne J**2 donnée dans (3.13)) :

0 0 1
J(X)=|2z 0 0|,
0 2y O
0 0 2z
J(X)=| 4(=2*+b)x 0 0

(3.18)

(3.19)
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3. Les points des cycles d’ordre k = 3p avec p € N*, vérifient ’expression :
T3 (2%, y*, 2*) = (HP(2*), FP(y*), GP(2*)) = (2%, ¥, 2%). (3.20)

La matrice Jacobienne de T3P au point X* est :

E 0 0
JPX )= 0 E, 0 |, (3.21)
0 0 E,
avec
/ OHP
E. = =t 3.22
L= S, (322)
/ OFP
Ey = a_y (y)/y:y*; (323)
, 0GP
E - z=z*. 324
L= ), (3:24)
L’équation des valeurs propres obtenue (le polynome caractéristique), est
A—E,)A—E,)(A—E.) =0. (3.25)

Les valeurs propres sont réelles : \; = E;, Ay = E; et \3 = E; Les cycles d’ordre
k = 3p (p € N*) peuvent étre de type noeud ou col.

Ici, nous donnons deux matrices jacobienne des cycles d’ordre trois et six (de méme
forme que la jacobienne J* donnée dans la formule 3.21) des cycles d’ordre k = 3p

(p € N*) :
2c 0 0
PX)y=| 0 2y 0 |, (3.26)
0 0 2z
4(x? + b)z 0 0
JO(X) = 0 4(y* 4+ b)y 0 : (3.27)
0 0 4(2% 4+ b)z

3.3 Etude de ’espace d’état

Dans cette section, nous donnerons quelques attracteurs de la transformation ponc-
tuelle tridimensionnelle T', délimités par des variétés critiques. Afin d’illustrer ceci, nous
donnerons quelques attracteurs chaotiques pour des valeurs de b fixé, ainsi que leurs bassins
d’attraction.
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3.3.1 Plans invariants

L’étude des plans invariants dans R?® demeure d'une complicité bien supérieure a celle
dans les cas de la dimension une et deux. Nous restreindrons notre étude aux plans in-
variants associés aux cycles d’ordre k = 3p (p € N*). Comme indiqué précédemment, les
valeurs propres des cycles d’ordre k = 3p (p € N*) sont A\; = E:;, Ay = Ely et A\3 = E;, et
les cycles peuvent étre des noeuds ou des cols. Les vecteurs propres associés, sont :

V, = (1,0,0), Vs = (0,1,0), et V, = (0,0,1),

donc un plan invariant est parallele a 'un des axes de I’espace tridimensionnel, soit parallele
a Paxe des x, soit parallele a I’axe des y, ou parallele a 1’axe des z (voir figure 3.2, le plan
invariant d’'un point Xy d'un cycle col)).

Y 7, =[0,1,0] V,=[0.0.1]
\ —
e / :
|
|
P QR
AE AR O
' '/
,l
Fd
0L -
| / X

FIGURE 3.2 — Exemple des plans invariants associés a un point d’un cycle de type col.

3.3.2 Variétés critiques de T

Nous remarquons dans le cas de la transformation ponctuelle T, que les variétés
critiques sont des plans [10, 13, 4]. C’est la généralisation a la dimension trois des

notions de point critique et de ligne critique définies en dimension une et deux. Un plan
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critique de rang k + 1 noté PC} est le plan conséquent de rang k de PCy, k = 1,2, ....
PC_; est 'antécédent de rang un de PCy. L’équation de la variété critique PC_; de
T vérifie | Ji(z,y, z) |= 0, ou Jy(z,y, ) est la jacobienne de T" au point (z,y, z) définie par :

0 10
Ji(z,y,2)=1 0 0 1 (3.28)
2¢. 0 0
Cette variété critique est le plan
PC_, = {(0>ya Z)aya z € R} (329)
Le plan critique PC' = PCj est donc
PCy = T(PC—1> = {<ya Zab)> Y,z € R}a (330)

c’est un plan parallele au plan [x,y] qui coupe I'axe des z en b; PC sépare l'espace de
phase en deux régions. Une région Zy vérifiant z — b > 0 et constituée de I'’ensemble des
points qui possedent deux antécédents de rang 1; et une région notée Zj telle que z—b < 0
et dont les points ne possedent pas d’antécédents (voir figure 3.3).

2> VA
b e b Pe
z z
| Zo Zo
[ I ' T T
10 0 10 -10 -5 0 10
X
(a) Zy — Z5 dans 'espace (b) Projection sur le plan (c) Projection sur le plan

(z,2) (,2)

FIGURE 3.3 — Plan de phase (Z,41, Ynt1, 2nt1) de T (Zo — Z3). PC' sépare les régions Z,
et ZQ.

Les plans critiques d’ordre n + 1, sont définis par PC,; = T(PC,,) pour tout n > 0.
D’une maniére équivalente pour un ordre n, n > 0, sont définis par PC,, = T""(PC_,).
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Tous les plans critiques de T', dépendent du paramétre réel b, a part PC_;. Les plans
critiques de T sont tous paralleles & I'un des plans de I'espace de dimension trois (z,y, z),

comme le montre la figure (3.4 obtenue par H.Gharout [10, 13]).

La distance entre deux plans critiques paralleles dépend de la valeur de b. Pour b = 0,
on peut avoir des plans critiques confondus, en 'occurrence, PC'_1, PCy, PC5 et PCy; qui
sont définis par :

PC, = T(PCy) = {(z,b,y> +b), y,z € R},

PCy = T(PCy) ={(b,y*+b,2*>+1), y,z € R},

PCy = T(PCy) ={(y*+b,2*+bb>+b), y,z € R},

PCy = T(PCs)={(z*+b,b>+b,(y* +b)>+b), y,z € R},

PCs = T(PCy) ={(*+b,(y*+b)>+b,(2*+b)>+b), y,z € R},

PCs = T(PCs) ={((y* +b)* +b,(z* +b)* +b,(b* + b)* +b), y,z € R},

PC; = T(PCs) = {((z>+b)*+b,(b> +b)* +b,((y* +b)* +b)? +b), y,z € R},

PCs = T(PCy) ={((t” +b)*+b,((y> +b)* +b)*>+b,((z* +b)* + b)>+b), y,z € R}.

Intersection de deux plans critiques

Dans le cas étudié, l'intersection de deux variétés critiques (plans critiques) est un
segment de droite, contrairement au cas de la dimension une, ou l'intersection de deux
variétés critiques (lignes critiques) se réduit en un point (voir les travaux de A.Barugla
dans la dimension deux [2]). Le conséquent de rang un d’intersection de PC_; et PCj,
Jj € N, est une droite de tangence (d’intersection de plans dans notre cas) entre PC' et
PCji1; PCjyy étant situé au moins dans le voisinage de la droite de contact du coté de
PC ot le nombre d’antécédents de rang un est le plus grand (voir les travaux de H.Gharout

dans le cas de la dimension trois [10, 13]). Autrement dit,
Ay =PC_NPC; = T(A,)=PCNPCiy, jeN. (3.31)

Nous donnons ici, le cas correspondant a j = 0 comme une petite illustration (voir les
figures 77 et 3.4). Soit A\, la droite d’intersection des deux plans critiques PC_; et PC.
A\ est une droite formée de tous les points communs entre ces deux plans critiques :

Ao = pC,1 ﬂPC’, (332)

= {(0,y,2),y €e R} N{(y,2,0),y,z € R}, (3.33)
= {(0,y,0),y € R}. (3.34)
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(a) Plans critiques (b) Rotation des plans critiques

FIGURE 3.4 — Les huit premiers plans critiques de T pour b = —0.5

(a) PC_ et PC (b) PC_; N PC

FIGURE 3.5 — L’intersection des plans critiques PC_; (couleur marron) et PC (couleur
verte) de 1" pour b = —0.5.

A\ est une droite parallele a I’axe des y et perpendiculaire au plan [z, z], avec z = 0 et
z = b (voir figure 3.5).
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Notons A! la droite d’intersection des deux plans critiques PC' et PCY,
AY = PCNPCY, (3.35)
= {(y,2,0),y,2 € Ry N {(2,0,y> +b),y,2 € R}, (3.36)
= {(y.0,0),y € R}. (3.37)
Or,
T<A0) - {T(07 Y, b)7 y e R} - {(yu b7 b>7y € R}? (338)
alors
T(Ny) = A = PC N PC. (3.39)

T(Ap) est une droite parallele a I’axe des = et perpendiculaire au plan [y, z|, avec y = b et

z = b (voir figure 3.6).

0T o 05

5
04 -0310 x

(a) PC et PCy (b) PC N PCy

FIGURE 3.6 — L’intersection des plans critiques PC' (couleur verte) et PC (couleur bleu)

de T pour b = —0.5.

Remarque 3.1. Si les plans PC_; et PC; sont paralleles, alors de méme les plans PC' et

PCj41, j € N seront paralleles. De plus, on a

PC_; et PCj sont paralléles — A; = PC_; N PC; =0,
- T(AJ) :PCmPCj+1 :(Z)

(3.40)
(3.41)
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3.3.3 Attracteurs

Dans le chapitre précédent, on a vu que la coexistence des cycles de différents ordres de
T donne naissance a d’autres cycles (cycles mixtes) ; un phénomeéne qui peut étre observé

pour la coexistence d’attracteurs sensibles aux changements des conditions initiales.

En choisissant la valeur initiale X, = (0,0,—0.5) et en variant le parametre b, on a
I’apparition d’un attracteur d’ordre trois formé par une surface et deux plans sécants pour
la valeur de —1.864 (voir figure 3.7(a))qui changera de forme pour b = —2 (l'attracteur
sera formé uniquement de trois segments de droites(voir figure ) [10, 12, 13].

xo=yo=0, zo=-03, b=-1

N

2 0

FIGURE 3.7 — Apparition d’attracteurs en variant le parametre b[10, 12, 13].

Sachant qu'un attracteur dont les points génerent des itérés qui vérifient la propriété de
sensibilité aux conditions initiales, est dit chaotique. Chose qu’on peut confirmer avec les
exposants de Lyapounov. Un exposant de Lyapounov calcule la distance entre deux points
de la trajectoire de deux itérés tres proches et il indique le taux moyen de divergence par
iteration. Si ce nombre est positif, il y a sensibilité aux conditions initiales. S’il est négatif,

on perd de l'information sur les conditions initiales et les trajectoires se rapprochent.

Les exposants de Lyapounov nous ont permis de conclure, pour b = —1.864, que
I’attracteur obtenu est un attracteur chaotiques.
En effet, pour b = —1.864, les exposants de Lyapounov, calculés numériquement, ont

pour valeurs : [y = 0.1535, [, = 0.1532 et I3 = 0.1532, qui sont tous positifs. Une petite
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x0=y0=-0.5,20=-0.48, b=-1.864, n=30000 x0=y0=20=-0.5, b=-1.864, n=30000

(a) Xo(—0.5,—0.5,—0.48) (b) Xo(—0.5,-0.5,—0.5)

FIGURE 3.8 — Attracteur chaotique de T" pour b = —1.864.

perturbation du vecteur initial, nous donne deux trajectoires différentes de l'attracteur
d’ordre six comme le montre la figure 3.8 (voir réf. [10, 13]).

Les exposants de Lyapounov ont été calculés en utilisant le logiciel Dynamics [24].

La figure 3.9 représente une orbite de 30000 points, ainsi que, quelques plans critiques
qui délimitent l'attracteur chaotique définis pour b = —1.864, en prenant pour valeur
initiale Xy = (0, —0.5,0.5). Les plans critiques sont représentés en différentes couleurs :
PC_y en marron, PC' en vert, PC en bleu, PCs5 en gris, PC5 en cyan, PCy en noir, PCg
en blanc et PCy en jaune.

L’attracteur chaotique défini pour ces conditions, corresponds au chaos instable. Le
chaos est dit instable, lorsqu’il y a existence d’un transitoire étrange dia a la présence
d’une infinité de solutions périodiques instables; on parle alors de répulseur chaotique, un
tel ensemble peut étre associé a l'existence d’un attracteur a l'infini (divergence pour les
conditions initiales choisies) ou a l'existence d'une frontiere floue entre les bassins de deux
attracteurs. Pour b = —1.864, tous les points fixes sont des nceuds instables ou des noeuds
foyers instables [10] ; en I'occurrence, pour b = —1.864, les cycles d’ordre un, deux, quatre
et cinq sont des nceuds foyers instables, et les cycles d’ordre trois et six sont formés des
noeuds instables.
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FIGURE 3.9 — Attracteur chaotique délimité par des plans critiques (b = —1.864).

La représentation graphique du bassin d’attraction d’une orbite dense dans 'attracteur
chaotique défini pour la valeur de b = —1.864 en prenant Xy, = (0, —0.5,0.5) en utilisant
Maple, est donnée dans la figure (3.10.
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FIGURE 3.10 — Bassin d’attraction pour b = —1.864 avec X(0,—0.5,0.5).

3.4 Conclusion

Ce chapitre, résume le comportement chaotique de la récurrence tridimensionnelle
symétriquement découplée T a travers le diagramme de bifurcation; un comportement
qui est du a la coexistence d’attracteurs et des points fixes (nceuds et nceuds foyers). Les
variétés critiques observées sont des plans, différentes de celles connues dans la dimension
une (points) et la dimension deux (segments de droites).



Conclusion Générale

L’objectif assigné a ce mémoire est 1’étude de la dynamique des transformations
ponctuelles symétriquement découplées de dimension trois a partir de l'une des ses

composantes unidimensionnelle en s’inspirant des travaux de A.Agliari et de H.Gharout.

On s’est intéressé a l'étude de la dynamique de la transformation ponctuelle tri-
dimensionnelle symétriquement découplée T et a la construction des cycles mixtes
et homogenes a partir d'une de ses composantes unidimensionnelle. L’existence et la
stabilité des cycles de différents ordres de la composante de T' de dimension une, nous a
permis de déduire la stabilité des cycles de T et de construire le diagramme de bifurcation

de type Feigenbaum, ainsi que, la stabilité des cycles de T' par rapport au parametre défini.

A partir d'une étude analytique, la nature des singularités dans la dimension trois des
cycles d’ordre 3k+1, 3k+2 et 3k, k € N* a été illustrée. Une illustration d’un nouveau type
d’ensembles invariants (dit aussi variétés critiques) de la transformation tridimensionnelle
est observé par H.Gharout, qui est une généralisation des points et des lignes critiques
introduites par C.Mira est constaté, qui prend la forme de plans paralleles aux plans des
axes z, y et z dans R3. Ainsi, la présence du comportement chaotique illustré avec quelque

représentations graphiques(attracteurs chaotiques et bassin d’attraction).
En perspectives :

Etude de la construction des cycles pour d’autre type de transformations tridimension-

nelles a partir de I'une de ses composantes unidimensionnelle.
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Résumé

L’objectif assigné a ce travail est [’étude d’une transformation ponctuelle
symétriquement découplée de dimension trois T et la construction de ses cycles
(homogenes et mixtes) a partir de I'une de ses composantes unidimensionnelles, notée
H. I’étude des cycles et bifurcations de T" est déduite de celle de la fonction unidimen-
sionnelle H, suivie d’une cascade de bifurcations qui nous permet de voir le passage
de T des cycles attractifs vers une zone chaotique. Un nouveau type de variétés cri-
tiques (plans critiques) de la transformation est vu et qui partage 'espace de phases en
deux parties. En variant le parametre b de la récurrence 7" un attracteur chaotique apparait.

Mots clés : transformation ponctuelle symétriquement découplée, bifurcation, variétés

critiques, chaos.

Abstract

The objective assigned to this work thesis is the study of symmetrically decoupled
three-dimensional point transformation was made from one of its one-dimensional com-
ponents, denoted H. The study of the cycles and bifurcations of T" is deduced from that
of the one-dimensional function H, followed by a cascade of bifurcations which allows us
to see the passage of T' from the attractive cycles towards a chaotic zone. A new type of
critical manifolds (critical planes) of the transformation is seen that divides the phase
space into two parts. By varying the parameter b of the recurrence T' a chaotic attractor
appears.

Key words : symmetrically decoupled point transformation, bifurcation, critical ma-

nifolds, chaos.



