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INTRODUCTION GENERALE

Ce travail se veut une modeste contribution a la modélisation des écoulements a surface libre
en eaux peu profondes. Ce type de phénomenes est régi par les modeles de Saint-Venant. C’est
en 1871 que le mathématicien et hydraulicien : Adhémar Barré de Saint Venant a publié ces
équations, pour la premiere fois, dans un compte rendu a l'académie des sciences. Du point de
vue mathématique; les équations de Saint Venant sont déduites, par intégration des équations
de Navier Stokes sur toute la profondeur, en adoptant certaines hypotheses et approximations
simplificatrices. De nos jours, l'approximation numérique des équations (SV), (appelées aussi
Shallow water en anglais) est d'une tres grande importance dans le domaine de la simulation
des écoulements en hydrodynamique fluviale et maritime, ainsi que la prédiction de catastrophes
naturelles tels que : la pollution environnementale, inondations, tsunami, rupture de barrage et

mouvement des avalanches ..., etc.

Pour une meilleure compréhension de la formulation mathématique des systemes shallow wa-
ter, nous avons jugé utile de consacrer le premier chapitre de ce mémoire a un bref rappel sur
les fondements et concepts généraux de la mécanique des fluides. Nous y avons aussi exposé les
différents types d’écoulements et leurs caractéristiques physiques. Une attention particuliere a été

accordée a la définition des écoulements en eaux peu profondes et leurs champs d’applications.

Le deuxieme chapitre constitue le coeur de ce travail, il est consacré a la formulation mathématique
des équations de Saint-Venant. Les équations de Navier-Stokes pour un fluide newtonien in-
compressible y sont décrites dans le détail, ainsi que les différents parametres et variables de

I’écoulement. Nous avons ensuite déroulé dans le détail, les différentes étapes qui ont permis le



passage des équations de Navier-Stokes vers le systeme final de Saint-Venant. Nous avons d’abord
procédé a l'intégration sur la verticale (profondeur de 'eau) des équations locales de la masse
et de la quantité de mouvement, pour les moyenner. Des hypotheses et approximations telles
que : I’hypothese de pression hydrostatique et I’hypothese de Boussinesq . . ., etc, nous ont permis
d’annuler des termes de faibles influences et d’aboutir ainsi au systeme final de Shallow water

unidimensionnel (1D ) et bidimensionnel (2D).

Le systeme de Saint-Venant est non linéaire et hyperbolique, sa résolution analytique est
en général difficile voire impossible. Les méthodes numériques constituent alors 1'ultime recours
pour la simulation des solutions approchées de notre systeme afin de calculer les hauteurs d’eau
et les débits d’écoulements. A cet effet, une breve revue des principales méthodes numériques est
donnée dans le troisieme chapitre. Il s’agit de la méthode des différences finies, éléments finis et
volumes finis. Notre intérét s’est principalement porté sur les schémas aux différences finies sous

leur formulation implicites et explicites et leurs variantes.

Le quatrieme chapitre est dédié a l'illustration des systemes de Saint-Venant, a travers un
exemple d’application, a savoir le probleme de transport de sédiments. La modélisation des
phénomenes de transport de sédiments dans les lits d’écoulements (boue, sable, gravats ..., etc)
nécessite l'introduction d’'une autre équation qui prend en compte la présence de solides dans
I’eau. Dans notre cas, nous nous sommes intéressés au systeme couplé Saint-Venant-Exner, afin
de mieux comprendre le phénomene de charriage des sédiments et son interaction avec la phase

liquide de I’écoulement.



CHAPITRE

1

INTRODUCTION A LA MECANIQUE DES
FLUIDES : ECOULEMENTS A SURFACE
LIBRE

10




1.1 Introduction a la mécanique des fluides

La mécanique des fluides est une branche de la physique qui étudie les milieux continus. Elle
consiste en I’étude du comportement des fluides (liquides, gaz et plasmas) qui perdent leurs formes

au cours du temps.

Définition 1.1.1. (Fluide) :

Un fluide est un ensemble de particules matérielles continues, déformables, sans rigidité et
qui peut s’écouler. Les fluides peuvent se classer en deux familles, relativement a la viscosité. La
viscosité est une caractéristique physio-chimique qui définit le frottement interne des fluides :

— La famille des fluides < newtoniens > : Ces fluides ont une viscosité constante qui ne varie

qu’en fonction de la température. (par exemple : l’eau, Uair et la plupart des gaz).

— La famille des fluides < non newtoniens > : Ces fluides ont la particularité d’avoir leur

viscosité qui varie en fonction de la vitesse et des contraintes qu’ils subissent lorsque ceuz-ci

s’écoulent (par exemple : le sang, les boues, les gels ..., etc).

L’évolution de la mécanique des fluides :

L’étude de la mécanique des fluides remonte au moins a ’époque de la grece antique, avec le
célebre savant Archimede, connu par son principe qui fut a I'origine de la statique des fluides.
Nous citons aussi Héron d’Alexandrie qui s’est intéressé au concept de la pression des fluides.
Au XV¢ sciecle, Léonardo De Vinci fiit le premier a se lancer dans ’étude de I’évolution des
fluides au cours du temps avec une classification de différents types de fluides. 11 a aussi pro-
posé de nombreuses déscriptions d’écoulements (jets, tourbillons ..., etc) ainsi que la formule de
conservation de la masse.

Au XV I¢ sciecle, le développement de I’algebre a permis une plus grande mathématisation de la
physique.
Puis en 1738, D. Bernoulli a étudie les fluides non visqueux, fondant son analyse sur la conserva-
tion de I'énergie.
Plus tard, en 1757, Leonahard Euler a établi des équations aux dérivées parielles non linéaires
pour les écoulements incompressibles ! qui décrivent ’écoulement des fluides dans I’approximation
des milieux continus.
Que veut-on dire par < la mathématisation de la mécanique >des fluides ?
La mathematisation de la mécanique des fluides s’est faite par :

— L’introduction des dérivées partielles.

— La notion de pression interne d’un fluide.

1. Lorsque le volume occupé par une masse donnée ne varie pas en fonction de la pression extérieure. Les
liquides sont considérés comme des fluides incompressibles(comme : eau, huile ..., etc). Quand la divergence de
la vitesse est nulle,le fluide est dit incompressible.

11



— L’introduction de la notion du champs de vitesse.
De nos jours, la science des lois de I’écoulement des fluides est un domaine actif dans la recherche,

avec de nombreux problemes non résolus ou partiellement résolus.

Domaine d’application de la mécanique des fluides :
Tous les domaines industriels et scientifiques comme : la géologie, I'aéronautique, la météorologie,
les industries chimiques et alimentaires, centrales nucléaires, ’océanographie, 'ingénerie navale
., etc. Tous les domaines ou l'utilisation des liquides (particulierement 1’eau) intervient, font

appel a la mécanique des fluides.

1.2 Les différents types d’écoulements

Un écoulement est caractérisé par son régime.

D’apres les expériences de Reynolds en 1883, on a deux types d’écoulements :

1. Ecoulement laminaire : lorsque le nombre de Reynolds? est inférieur a 2000 et son flux est
lisse. En dynamique des fluides, ce genre d’écoulement est caractérisé par des trajets lisses ou
réguliers de particules du fluide. Les fluides s’écoulent en couches paralleles sans perturbation
entre les couches. De ce fait, I’écoulement laminaire est appelé aussi écoulement fluide ou
visqueux. Les écoulements visqueux génerent trés peu de bruit a cause de leur structure de

vitesse bien ordonnée.

2. Ecoulement turbulent : lorsque le nombre de Reynolds est supérieur a 3000 et son flux est
chaotique. En dynamique des fluides, ce type d’écoulement est particularisé par le mouve-
ment irrégulier des particules de fluide. L’écoulement turbulent s’écoule avec des variations
de vitesses brusques et aléatoires en chaque point. De tels écoulements engendrent du bruit

a cause de leur structure chaotique.

Remarque 1.2.1. Lorsque le nombre de Reynolds est entre 2000 et 3000 [’écoulement est dit

transitoire (intermédiaire). C’est la phase entre les deux états laminaires et turbulents.

2. Ce nombre a été présenté en 1883 par Osborne Reynolds. C’est un nombre sans dimension utilisé dans la
mécanique des fluides qui caractérise un écoulement, en particulier la nature de son régime (laminaire, transitoire
et turbulent).

12
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F1GURE 1.1 — Types d’écoulements.

Nous citons aussi d’autres types d’écoulements :

1. Ecoulement polyphasique : C’est un écoulement comportant plusieurs phases d’écoulements,

par exemple : gaz, liquides et solides.

2. Ecoulement de Stockes : est un écoulement long d’un fluide visqueux en un lieu étroit ou

autour d’un petit objet, les forces visqueuses dominent sur les forces d’inertie d’advections.

3. Ecoulement de Poiseuille : est un écoulement qui suit la loi de Poiseuille. Cette loi décrit

I’écoulement laminaire d’un fluide visqueux dans une conduite cylindrique.

4. Ecoulement & surface libre : est la branche de I’hydraulique qui étudie I’écoulement de 1’'eau

dans les canaux (hydraulique fluviale, rupture de barrage).

1.3 Introduction aux écoulements a surface libre

L’hydraulique a surface libre traite les écoulements dans les canaux artificiels et naturels ayant
une interface eau/air soumise a la pression atmosphérique. En général, ces types d’écoulements
sont regis par le modele mathématique de Saint Venant. Ce systeme d’équations permet de décrire
les écoulements en eaux peu profondes lorsque la couche d’eau est suffisament mince pour sup-
poser la vitesse constante sur 1’épaisseur. Les écoulements en eaux peu profondes interviennent
dans plusieurs domaines d’application tels que : I’hydraulique, I’hydrologie souterraine, hydrody-
namique marine ..., etc.

Un écoulement a surface libre peut étre classé et décrit de différentes manieres :

— Permanent et non permanent selon le temps.

— uniforme ou non uniforme selon I'espace.

13



— Torrentiel ou fluvial selon l'effet de la gravité.

1.3.1 Régimes d’écoulements a surface libre

— Ecoulement permanent (stationnaire ) : les parametres (pression, vitesse, masse volumique

ou
.., etc) qui le caractérisent sont constants au cours du temps. C'est a dire — = 0 et

ot
% =0, ou u est la vitesse d’écoulement et h est la hauteur d’eau.

— Ecoulement non permanent (non stationnaire) : pour ce type d’écoulement les parametres
(pression, vitesse, masse volumique ... etc) sont variants au cours du temps. C’est a dire
8_1; # 0 et N # 0, ou u est la vitesse de I’écoulement. h est la hauteur d’eau.

— Ecoulement uniforme : lorsque ses caractéristiques (la hauteur, la vitesse ... etc) sont des

valeurs invariantes dans le temps et ’espace.

— Ecoulement non uniforme : lorsque ses caractéristiques (la hauteur, la vitesse ... etc) sont
variantes dans le temps et 'espace.

— Ecoulement torrentiel : Cet écoulement est caractérisé par le nombre de Froude?, lorsque
ce nombre est supérieur a 1, I’écoulement est dit torrentiel. Ce régime est qualifié par une
faible hauteur d’eau et une vitesse importante.

— Ecoulement fluvial : Dans le cas ott le nombre de Froude est inférieur a 1, le régime est dit
fluvial. Dans ce type d’écoulement, on observe une hauteur d’eau importante et une vitesse
d’eau plus faible.

Lorsque le nombre de Froude est égal a 1 le régime est dit critique. C’est un régime qui

permet le retour le plus rapide du systeme a ’équilibre.

1.4 Equation de Saint-Venant

En 1871, les équations des écoulements a surface libre ont été élaborées pour la premiere
fois par le mathématicien Adhémar Jean Claud Barré de Saint Venant lors d’un compte rendu
a I’Académie des sciences en présentant un premier modele pour les canaux a surface libre. Ces
équations qui portent le nom de Saint Venant sont appelées aussi Shallow Water dans le monde
anglo-saxon.

Le modele de Saint Venant (SV) est obtenu par une intégration verticale des équations de Navier
Stockes et en considérant I’hypothese de I’écoulement hydrostatique. Le systeme de Shallow Water
est constitué de ’équation de conservation de la masse et celle de la conservation de la quantité
de mouvement. C’est un systeme d’équations différentielles aux dérivées partielles de type non

linéaire et hyperbolique. Généralement, il n’est pas aisé de trouver une solution analytique a ce

3. Ce nombre apparait dans les phénomenes a surface libre, en particulier dans I’étude de cours d’eaux, de
barrage,etc. C’est un nombre sans dimension qui précise dans un fluide I'importance relative de 1’énérgie cinétique
de ces particules par rapport a son énergie potentielle gravitationnelle.

14



type de systeme. Ainsi, c¢’est 'approche numérique qui est privilégiée pour résoudre le systeme
de Saint Venant. Grace a une bonne approximation numérique; les hauteurs d’eaux (h) et les
vitesses moyennes (1) sont simulées le long de la direction d’écoulement en fonction du temps.
De nos jours, les équations de Saint Venant sont les plus utilisées pour modéliser les écoulements
non stationnaires graduellement et rapidement variés a surface libre.

De ce fait, la simulation numérique des modeles (SV) permet de concevoir des systemes de
protection contre les avalanches (paravalanche) ou a déterminer des zones a risques (couloirs
d’avalanches, zones d’inondations, etc). Nous citons aussi d’autres domaines d’application : Les
phénomenes liés a 'océanographie cotiere, tsunami, ondes de crue. Les systemes de Shallow Water
sont aussi trés présents dans I’étude des phénomenes de rupture de barrage et le transport de

sédiment. [4]

15



CHAPITRE

2

SYSTEME DE SAINT VENANT :
FORMULATION MATHEMATIQUE

Dans ce chapitre, nous allons exposer 'origine mathématique des équations de I’hydraulique
a surface libre, a savoir : le modele de Saint Venant.
Le principe de base dans les modeles (SV) est de partir des équations locales de la masse et de la
quantité de mouvement (équations de Naviers-Stockes), de les intégrer selon la verticale pour les
moyenner.

A la fin, et grace a certaines hypotheses simplificatrices, des termes de faibles influences sont

supprimés.

16



D’abord un rappel sur les équations de Naviers Stockes.

2.1 Equation de Navier-Stockes

Les équations de Naviers Stokes (NS) doivent leur nom aux mathématiciens Frangais Claud
Navier et le phycisien Britannique Géorge Stokes. Ce sont des équations aux dérivées partielles
non linéaires qui décrivent le mouvement des fluides newtoniens (gaz et la majeur partie des
liquides) (ou le mouvement des fluides dans 'approximation des milieux continus).

Comment s’écrivent-elles 7 Quels phénomeénes modélisent-elles ?

Le principal objectif de ces équations est de décrire 1’évolution au cours du temps des fluides
visqueux. N’importe quel mode de circulation des eaux terrestres (par exemple un écoulemnt
dans un tuyau) sous l'effet de la pesanteur et le flux resultant de cette circulation est modélisé
par le modele de NS. Ces équations sont couramment utilisées dans la prédiction météorologique
ou océanographique (le mouvement des courants dans les océans). On s’en sert aussi pour étudier
la circulation du sang dans nos arteres et dans de nombreux contextes.

Afin de décrire un fluide en mouvement, il faut connaitre sa vitesse en un point de I’espace. Dans
un fluide, nous considérons deux types de forces : les forces de pression et les forces visqueuses.

Voici ’équation de Navier Stokes :

ov 9
p(a +v.Vv)= —=Vp + uV

Fpression  Fvisqueux

ol

. v représente le champ de vitesse.

. p désigne la pression.

. p indique la masse volumique du fluide.

. 4 exprime la viscosité dynamique.

En écoulement de fluide, nous distinguons deux grands types de comportements. Chacun de ses
comportements caractérise un régime d’écoulement particulier : le régime laminaire et le régime
turbulent. Un facteur important dans 1’écoulement du fluide est le nombre de Reynolds.
Pourquoi I'équation de Navier Stockes est-elle compliquée ?

Il y a deux fagons d’analyser la difficulté de cette équation. Du point de vue mathématique, cette
équation est difficile car c’est une équation différentielle non linéaire. La complication vient du
terme v.Vuv, ce terme varie comme le carrée du champ de vitesse et c’est lui qui rend ’équation
mathématique complexe. En mathématique, la non linéarité complique les choses, mais en phy-
sique aussi, car ce terme non linéaire se traduit dans la complexité des phénomenes physiques

représentés. Néanmoins on ne sait toujours pas aujourd hui si ces solutions peuvent développer des

17



singularités en temps fini, et cette question est d’ailleurs I'une des sept problemes du millénaire

en mathématique proposé par la fondation clay en 2000.[8]

2.1.1 Notations et définitions

Dans ce qui suit, nous considérons que 'unique fluide modélisé est 1'eau, c’est-a-dire, nous
N ) ) : )4
supposons que les matieres contenues dans I’eau n’ont aucune influence sur ’écoulement. Dans ce

cas, les équations de bases sont les équations de Navier-Stokes pour un fluide newtonien incom-

pressible :
V.U=0
ou 1
— +V.UU + -Vp=puAU + F
ot p
ol

. U est le vecteur vitesse.

. p est la masse volumique de l'eau.

. p est la pression.

. 1 est la viscosité.

. F indique les forces extérieures.

D’abord, nous déterminons notre domaine d’application, et nous fixons quelques notations et
rappelons certaines notions de bases que nous allons utiliser dans la présentation des équations
de Saint Venant unidimensionnelles et bidimensionnelles.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux écoulements a surface libre dans des sites marqués
par leurs faible profondeur. La grandeur caractéristique horizontale est supérieure aux grandeurs
caractéristiques verticales. Si I'on se réfere a la figure au-dessous, la dimension caractéristique

horizontale L est supérieure a la profondeur h.[4]

[~]
>

/

Surfacelibre n

hix, 1)

Topographie dufond

\

|z
L O

F1GURE 2.1 — Milieux peu profonds.
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Notations :

Soit € un ouvert de R? et ¢, € R, on consideére :

b : Qxty,+o0] — R
(X, 1) — b(X,t)
On note par :
. X = (z,y)" les coordonnées dans R? avec t; € R.
o la dérivée partielle de b par rapport a t.
. Vxb = (9.:b,0,b)" € R? son gradient en X.

Pour toute fonction vectorielle :

W Qx[ty,+oo] — R?
u(X,t)
(X,1) — W(X,t) = ( )

On note aussi

Vx. W =divW = d,u + Oyv (2.1)

L’équation (2.1) représente la divergence de W qui est défini sur R, sa matrice jacobienne est

_ [(Ou Oyu
VxW = (&Dv 8yv>

donnée par :

2.1.2 Quelques rappels et définitions
Lemme 2.1.1. Soit ¢ de classe C, alors pour tout ty € R et tout Xy € Qq :
det(Jy(Xo, to;t)) >0, Vt. (voir [15])

De plus, Jy vérifie :

{ %(det(J¢(X0,t0;t))) = Vx.U(é(Xo, to;t), t)det(Js(Xo, to; 1)), Vit
det(J5(Xo, to;1)) = 1.

Théoréme 2.1.1. Si ¢ est une application intégrable sur un ouvert Q C RY (d € N*) et si pour

toute boule ouverte B C ), on a :

Je(X)dX =0 alors p(X) =0, VX € Q. (voir [15])

Dérivée particulaire : [11]

La dérivée matérielle d’'une intégrale de volume est définie par :

D . [ of -
Ht/gf(:c,zf)dyc—/Q atda:+/FV.ndo
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2.1.3 Formule de divergence

Soit © un domaine de R? ou R3, et n(z) sa normale extérieure. Soit u et v deux fonctions

régulieres et w un champ de vecteurs définis sur €2, alors :

/wdx:/w.ndcr
Q r

ou I' = 9. (voir [6])

2.1.4 La regle de Leibnitz

Cette formule est appliquée pour permuter les opérateurs différentiels et d’intégration. Cette
regle précise que la dérivée d'une intégrale aux bornes variables fait apparaitre une dérivée a
I'intérieur de l'intégrale et des termes de flux (f) suivant la formule (voir [13]) :

o [ mof

an
— dz = ——dZ + F — = F Z
0X fo 2 6X + (xayan)aX (m7y7 f)

02,
0X

Equations de bases :

2.1.5 La deuxiéme loi de Newton

La seconde loi de Newton est une loi tres importante dans la mécanique classique. Lorsqu’'un
systeme est soumis a des actions mécanique extérieures, 'application de cette loi permet de prévoir
le mouvement de ce systeme au cours du temps. On la nomme aussi le principe fondamental de
la dynamique (PFD) ou relation fondamentale de la dynamique (RFD). Et s’énonce ainsi :
Dans un référentiel galiléen, la variation temporelle de la quantité de mouvement est égale a la

somme des forces extérieures qui s’appliquent sur le systeme :

ol
. F; désigne les forces extérieures exercées sur 'objet.
. m est la masse de I'objet.
. a correspond a l’accéleration.

. P est la quantité de mouvement.

2.1.6 Loi de conservation de la masse

La masse est préservée au cours du temps, que ¢a soit avec un fluide ou un solide. Le principe

de conservation de la masse impose :

0
o _ 0, avec:m = [ p(X,t)dX
ot O
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ol p est la densité du fluide.

2.1.7 Equation de continuité

L’équation de continuité est une conséquence de la conservation de la masse du fluide pour
un milieu continu, elle traduit ce principe au sein d’un écoulement. Par exemple, cette équation
met en evidence le fait que la quantité du fluide qui entre dans un tube est la méme que celle qui
sort de celui-ci.

Soit
Oy = {o(Xo, to;t); Xo € Qo}

Vt, on a :
m(t) = / p(X,t)dX
Q

Et I'équation de conservation de la masse est donnée par :

dm(t)
at 0
Soit :
¢(->t0§t)390 —
Xo = X =¢(Xo,t0;t)
bijective.

oll ¢ et ¢! étant de classe Ct. Avec ¢ est un changement de variable.
On a:
99

U(o(Xo, to;t)) = E(Xo,to;t)

Notons J,(Xo,to;t) la jacobienne de ¢ en X,, et Xy = (z0,¥0) les composantes de Xy et
¢ = (¢u, ¢y) les composantes de ¢, alors :

8;]00 o 7] o Px
Js(Xo, to;t) = Dx,0(Xo, to; t) = (8 z ay ZZ ) (Xo,to;t)
oYy Yoy

Ainsi

m(t):/Q p((b(Xo,to;t),t)‘det<J¢(X0,t0;t))‘dXo

to
Comme ¢ et ¢~! sont de classe C?, le jacobien dérivable et I’équation de la conservation de la

masse qui s’écrit :

dm(t) = /Qt {[@ <¢(X0,to;t),t) + VX/)(<Z5(X07150;t)at)%(XOJO?t>]‘d€t<‘]¢<x0’t0;t)‘ T

di ot
8’det<J¢(X0, to; t)) ’
ot

p(6(Xo.toi1).1) }dX = 0.
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En utilisant la définition de la vitesse

(U(¢(X0>to;t)> = %(Xoato;t))

et grace au lemme énoncé auparavant, I’équation précédante devient :

/ {8,0(@25()(0,150;75),1?)

ot
P<¢(X0, to;t), t) VxU <¢(X0, to; t))}

+ VXP<¢(X0J0;t)>t>U<¢(X0;to;t)at> +

det(Jd,(Xo,to;t))‘ —0.

En utilisant le changement de variable inverse ¢!, on obtient :

/ [ O] 9 wp(X U)X, OV DX, t)} e

ou encore (d’aprés la définition de la divergence) :

/Qt {ap(;f, b vX.(p<X, HU (X, t))} dX =0 (2.2)

L’application du théoréme 2.1.1 a I'équation (2.2), permet d’aboutir a la version locale de

I’équation de conservation de la masse (équation de continuité) sous une forme différentielle, c’est

a dire :
%(X, t) + VX.(p(X, HU (X, t)) =0, VX € et VteR. (2.3)
En utilisant la définition de la divergence, nous aurons :
Ip(X, 1) dp
_— A p(X X = —(X :
SV (U X) = ZL0G) + UV p(V0)
dp
= LX)+ (X0 (VUK )
=0
Par conséquent :
10p
-—=-V.U 2.4
Jar -V (2.4)

Dans notre étude, les variations de densité sont supposées faibles, grace a la définition d’un

0
écoulement incompressible (_p = 0), et d’apres I’équation (2.4), nous obtenons I’équation de

ot

continuité d'un écoulement incompressible :

VxU(X,t)=0, VX € et Vt. (2.5)
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L’écriture de I’équation (2.5) (équation de continuité) sous la forme algébrique en dimension deux

est donnée par :

ou v _
or Oy

ou U et V sont les composantes de la vitesse dans la direction x et y.

0, (2.6)

2.1.8 Equation de la quantité de mouvement

L’équation de conservation de la quantité de mouvement résulte de la relation fondamentale

de la dynamique des fluides (la deuxieme loi de Newton) :

ou
. m est la masse.
@ est son accélération.

. ?Z sont les forces exercées sur le systeme considéré.

Si la masse ne change pas au cours du temps, cette dérniere équation devient :

dP (1)
at Z F (2.7)

7

ou
? = mﬁ est la quantité de mouvement.
Puisque nous travaillons dans un milieu continu, alors la quantité de mouvement du systeme est

donnée par :
P= / p(X,HU(X,t)dX, (2 CR?
)
ol
. p est la masse volumique.

. U est la vitesse du milieu continu.

Alors
‘;_ft’ = %(/ﬂp(X, tU(X, t)dX) =Y F (2.8)

i

23



En utilisant la dérivée matérielle de pU et en utilisant le théoreme de divergence, nous obtenons :

dt

ot
opU

- | +/p(v.UU)dX
Q

- /Qp<%—g+V.UU>dX

ou ' =00
Le terme UU désigne un tenseur d’ordre deux.

L’équation (2.8) peut s’écrire aussi :

Lp(%—g + V.UU)dX =3 F.

i( /Q p(X, t)U(X,t)dX) = /Q a<p(X’t)U(X’ t)> + (X, OU(X, 1) /F Undo

(2.9)

Avant d’écrire I’équation de la quantité de mouvement, nous devons préciser les forces appliquées

sur le systeme. Les forces F' qui activent le fluide dans le domaine €2 sont les forces massiques

(poids) et les forces surfaciques.

Il s’ensuit que 'équation (2.9) s’écrit :

/p(a—U—l—V.UU)dX: mf + /de
q \Ot ~~ r

poids
force de surface

/p(a—U+V.UU)dX:/pde+/E.ndX,

. 2 représente le tenseur de contrainte.

ou encore

oll v = X.n, avec :

. n est la normale unitaire.
. [ représente la densité massique des forces massiques.
. p est la masse volumique.

Le tenseur des contraintes s’écrit sous la forme :
Y=-pl+T

ou
. 1 est le tenseur d’identité.
. p représente la pression.

. T est le vecteur des contraintes.
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Et puisque nous avons considéré des fluides newtoniens incompressibles, alors :
T =2pvD

ou v est le coefficient de viscosité cinématique et D est le tenseur des taux de déformations donné

par :
o Lou v,
D— ox 2°0y Ox
B l(a_U + a_v) 6_V
20y Ox Ay

En utilisant le théoréme 2.1.1 dans I’équation (2.10), nous aurons :

,o(%—(t] + v.UU) = of+3Zn,
=V.2

= pf+V.<—pl+T>
= pf—=-Vp+V.T; (car :V.(pl) =pV.1+1.Vp = Vp>

ou encore
U
pa +V.pUU = pf —Vp+ V.T, (2.11)
Comme

V.pUU = pUVU + UV .pU

Et puisque nous considérons des fluides newtoniens incompressibles (V.pU = 0), alors 1’équation
(2.11) s’ecrit :
U
PE +pUVU = pf —Vp+200V.D (2.12)
ol
. v indique le coefficient de viscosité cinématique.

. f représente la densité massique des forces massiques.

. D est le tenseur de taux de déformations.

Remarque 2.1.1. La notation (UVU ) ne signifie pas le produit entre le vecteur U et le tenseur

(matrice) VU. Il faut écrire (UV)U c’est-a-dire lopérateur UV est appliqué au vecteur U.

En dimension deux, la formule (2.12) qui représente ’équation de la quantité de mouvement peut

s’écrire de la maniere suivante dans un repere cartésien :

ou oU?  oUV 10p
- 4= _—_ -z A 2.1
T + pe + Iy p3x+y (U)+ fv (2.13)

oV ouv  ov? 10p
7 EASIE N 2.14
BT + %% + Jy pay—i—l/ (V)—fU (2.14)




Dans la partie qui suit, nous décrivons les hypotheses et les moyens d’approximations considérés
pour simplifier les équations de Naviers-Stokes afin d’aboutir aux équations finales de Saint Ve-

nant régissant les écoulements a surface libre.

2.1.9 Hypotheses et approximations simplificatrices

Les équations de Saint Venant peuvent étre déduites par une intégration verticale des équations
de Navier-Stokes et en optant pour un certain nombre d’hypotheses :
— La pente de la surface libre est faible.
— Les variations d’écoulements sont toujours progressives. Les hauteurs d’eau changent dou-
cement d’un point a I’autre sur un méme bief.
— Les variations de masse sont négligeables durant I’écoulement (apport ou perte d’eau).

Nous considérons les hypotheses fondamentales suivantes :

1. Hypothese de pression hydrostatique : Cette hypothese est essentielle pour traduire
la pression en terme de hauteur d’eau. Nous supposons que l'accélération du mouvement sur la
verticale est négligeable devant 1'accélération die a la gravité. [13]

La pression n’étant donc que les forces de pression sous gravité :

op _

2 = —pg. (2.15)

Les équations de Saint Venant ne sont qu'une perturbation de cet état de base. Nous indiquons
par Z = Zy la cote du fond, le fond varie lentement en x et y dans la description de Saint Venant
et on définit Z = 1 comme étant la cote de la surface libre. La hauteur d’eau est h = n — Z;.
Au-dessus de la surface libre, ’air assure une pression atmosphérique py que nous supposerons
comme constante et uniforme.

Par intégration de I’équation (2.15) sur la verticale, on aura donc la relation < hydrostatique > a

une coordonnée verticale ascendante z quelconque :
p ="po+ pgh..
ou h, = n — z est la hauteur de plongement (immersion).

2. Hypotheése d’imperméabilité du fond et de la surface libre : a travers le fond et la
surface libre, nous supposons qu’il n’y a pas de transfert de masse, et qu'une particule d’eau située

sur une de ces deux surfaces restera au cours du temps. D’apres les hypotheses et les remarques

26



précédentes, nous pouvons écrire :

0 0
Uz, y,n)a—z + Vi, y, n)a—z =0 (2.16)
07 07

ou
. U(z,y,n) et V(x,y,n) sont des composantes du vecteur vitesse en surface.
« U(z,y,Zs) et V(z,y, Zy) sont celles du vecteur vitesse au fond.[13]

Les expressions (2.16) et (2.17) assurent que la surface libre ou le fond soient une ligne de courants.

3. Hypothese de Boussinesq : Cette approximation consiste a négliger les variations de densité
de 'eau Ap par rapport a la densité de référence py (Ap << po), a Pexclusion de celles croisées

dans le terme de gravitation [13]. De plus, nous avons supposé que le fluide est incompressible :

p=po+Ap=po

2.2 Moyenne des équations de Navier Stockes

2.2.1 Principe

Dans cette partie, nous allons intégrer les équations de Navier-Stokes sur la verticale entre le
fond de la cote Z; et la surface de la cote 7 en utilisant les hypotheses de pression hydrostatique
et 'approximation de Boussinesq.

On note par u et v les vitesses moyennes sur une verticale suivant x et y. Alors, deux nouvelles

variables vont apparaitre :

1 n

L (2.18)
v=— [ VdZ

h )z,

ou h =n — Z; est la profondeur d’eau totale.

2.2.2 Moyenne de I’équation de continuité

Nous intégrons I’équation de la continuité sur toute la profondeur totale, nous obtenons :

1oU AV
/Zf (a—era—y)dZ—O (2.19)
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Nous utilisons la regle de Leibniz, I'équation (2.19) devient :

T oUu oV a [" on ozZy o ["
P Nz =L 7 — o1 P e 7
|, (G + 502 =5, |, Va2~V + vzl - o [ va

877 OZf
-V —+V Z¢)—=
(l’, Y, 77) ay + (CC, Y, f) ay
(2.20)
En tenant compte des hypotheses d’imperméabilité, on aura :
— Pour la surface libre
dn an  0n
—U 1y Z4 2 2.21
(‘”’y’”)az (af,yyn)ay T (2.21)
— Pour le fond
0Z; 0Zy 0Zs
-U Zi)—= —V 0L 4)—+ = —= 2.22

Nous remplagons les équations (2.21) et (2.22) dans I’équation (2.20), nous obtenons :

Zy 7 Zy
—d2 UdZ+@—Q—2/ VdZ =0
n

n
ou encore

Zy Zf
_ﬁ/ Udz+%—g/ VdzZ =0
oz J, ot 9y J,

En substituant (2.18) dans cette dérniere formule, nous aurons ’équation de continuité suivante :

O(hu) ~ O(hv) = Oh

or oy + 5 =0 (2.23)

ou 'équation (2.23) représente la forme intégrale de I’équation de continuité, avec :
. u et v sont les vitesses moyennes.

. h est la hauteur d’eau.

2.2.3 Moyenne de ’équation de la quantité de mouvement

Nous intégrons les équations de la quantité de mouvement sur toute la profondeur totale.
Nous utilisons 1'hypothese de pression hydrostatique p(z,y) = pg(n — z) pour les équations cor-
respondant aux projections sur x et y respectivement .

Nous commencons par développer et intégrer 1’équation en U, c’est-a-dire :

/Zj (88_? * %_lfaaU—yv>dZ - /Zj (%%(W(” —2)) +vAU) + fV)dZ (2.24)

Nous appliquons la regle de Leibniz afin d’évaluer la moyenne de chacun des termes, nous obtenons

les expressions suivante pour 1’équation en U.
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— Dérivée en temps :

T oU o " on 0Z;
—dZ = dz — — Z
2, Ot mL%UZ Ulwy,mgy +Ulw.y. 2) 5
Comme
1 n
U= — / Udz
h 2
Nous obtenons :
T oU 0 on 02y
—dZ = hu) — — A 2.2
, ot 5 w) — U,y + U2y, Zp) = (2.25)

— Terme d’advecion : C’est un cheminement de modélisation en eau peu profonde, qui
ne se base pas sur une déduction exacte des équations de Navier-Stokes. En effet, toute la

caractérisation découle d’une série de paramétrisation de phénomenes physiques. On pose :

uw =U-—u
{U”:V_U (2.26)
Nous aurons :
T oU? 0 an 07
——dZ = 2dz — U? =+ U (a,y, Z5) L 2.2
S = g |, VU g+ U 2 (227
et
Touv K an 0Z;
—dZ—— ovdz —U(x,y,n)V(x,y,n)— +Ulzx,y, Zs)V(x,y, Zs)—= (2.28
L =5, (@ V) 5+ Ul 2V (a0, Z) 5L (228)

Nous simplifions les équations (2.27) et (2.28) :

. En développant I'expression (2.27) en U?, nous obtenons :

9 U2dZ _ 9 n(u+U—u)(u+U—u)dZ
Ox Oz

o, o 9
_ a_x/ dZ+%/(U )dZ+28—x/(uU—u)dZ

1 0
= 0 —(hu?) + 0 / u"?dZ + 32u<hu - hu) (car/ w*dZ = hu?)

Ox o Ox 7
_ a a 77 92
= 5% —(hu?) + B / dzZ

. En développant I'expression (2.28) en UV, nous obtenons :
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g [ g [7
—/ UVdz = —/(u—l—U—u)(’u+V—v)dZ

ay Zy ay Zy

0 o [" o [

- a—y(huv) + 3_y Zf(U —u)(V —v)dZ + 8_y g (uV 4+ oU — 2uv)dZ

f

0 a [7 0 0 0

= —(huv +—/ "vdZ + huv) + huv) — 2— (huv
gy + g [ o)+ - (uv) = 2.2 ()
a a K 77 77

En substituant ces deux résultats dans les équations (2.27) et (2.28), nous obtenons :

19172 0
ale = 0 —(hu®) + g/ u?dZz — U*(x,y n)% + U*(x,, Zf)% (2.29)

z; O Ox T Jz, T O
et
ToUvV 0 o [ on 0Z¢
—dZ = huv +—/ "vdZ—-U(x Vie,y,n)—=+U(x,y, Z¢)V(x,y, Zs)—=
., 0y 83/( )ay ., (yn)(yn)ay (@, y, Z)V(z,y f)ay
(2.30)

En remplacant les équations (2.25), (2.29) et (2.30) dans le premier membre de 1'équation (2.24),

nous obtenons :

/’7 <a_U LU UV
ot 8:6 y B
hls g =L L 2 - u2dz — -
at<h“) U(:v,y,n)at+U(w,y, f) at + o (hu )+ax ., d U(x,y,n)8$~l—
oz 0 o [7 0 o0z
UQ(:r,y,Zf)a—;vLa—y(huv)Jra—y/Z v dZ =U(x,y,n)V (x,y, n)a—ZvLU(l’,y,Zf)V(w Yy, Zy) 8yf
f
0 0 0 on on on
= gy () + - (hu?) + ay(huv) U(z,y, ”)[at Ul,y,m) 5 +V(x,y,n)ay] +

n
0Z; 0Z 0Z;1 0 (" )
U(%%Zf)[ﬁ"‘{]( ) 7Zf)a_yf+v<xayazf) ayfi| +_/ U”QdZ‘i‘—/ v dZ
Z

Grace a I’hypothese de 'imperméabilité du fond et de la surface libre, nous aurons :

n
ou oU?  oUV 0 0 0 a [" 0

Az = h —(hu®) + =—(h — "2d7 —/ v dZ
/ <8t+8:v+ 8y> at( u)+ax(u)+ay( uv)+ax/zfu +8y

Zy
n n
ﬁ/ nQdZ et g/ b ﬂdZ
Ox 9y Jz,

expriment le changement des composantes de vitesse (U, V') autour de sa valeur moyennée (u,v)

Les termes :

sur la profondeur h. En général, ces éléments sont interprétés comme une diffusion supplémentaire,
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et appelés termes de dispersion. La paramétrisation de cette fluctuation de vitesse est fondée sur

la notion de dispersion qui est identique a la notion de la viscosité turbulente :

K oh K oh
/ w3z = vd—u et / uwv'dz = vd—u
Z; Ox Zy dy

ol vy est le coefficient de dispersion.
Nous remplagons ceci dans la derniere équation, nous aurons :

"OU OUr AUV ) B 9 0/ Ohuy 0, Ohu
a2 4 V7 = = — (hu? —(h Ay, == — (==
/Zf (et e ay )z = 5y )+ 5o () + gy + 5y (v )+ dy (v ay )

9 o L, 0
— a(hu) + %(hu )+ a—y(huv) + V.(vdV(hu)>

De la méme maniere, nous obtenons le premier membre de ’équation de la quantité de mou-
vement pour la composante de vitesse dans la direction y :

TovVo ov? VU 0 d ., 0 0 Ohv 0 Ohv
/Zf (B *+ 3y + 3 )12 = alt) + gy )+ ) + 2 () + 5 ()

o, , 0
= () + 5 (0?) + 5 (hw) + 9. (va¥ (h0))

Nous simplifions maintenant le second membre de I’équation de la quantité de mouvement en
U:

— Gradient de pression : nous appliquons I’hypothese de la pression hydrostatique a ce

terme, nous aurons :

/77 %%(PQ(@ - 2)>dZ ~ g2 (2.31)

Z; ax
Comme le fluide est supposé newtonien, alors la masse volumique (p) est constante.

— Terme de diffusion : nous utilisons encore une fois la formule de Leibnitz :

/ NG A / 'V (VU)Z

Z; Z;
" on 07
- V. . yVUAZ = vNU (x,y,m) 5 +vVU (2, Zf)a—xf
D’ou
" on 07,
Aw)dZ = V. hu)) — el Z;) =1L 2.32
/ A = V(59 0) ~ VU ey )L VU 29) (2.3

N .
ol v = —, avec :
P :
. 1 est la viscosité dynamique.

. p est la masse volumique.
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Contraintes dues au frottement

Les deux derniers termes de ’équation (2.32) sont des forces superficielles (des forces
de volume), elles apparaissent dans les équations de Saint Venant comme des < termes
sources »appliquées a la masse d’eau, puisque ces équations représentent une moyenne sur
la verticale.

Ces termes expriment les contraintes de cisaillement a la surface die au fond et au frotte-
ment sur le fond.

Nous notons par ?} la contrainte de cisaillement du fluide agissant sur le fond.

Et par ?,,) la contrainte due au vent de la surface.

a) Contrainte diie au frottement sur le fond (7}) : Elle est déterminée par la loi de

Newton :

F=nlo| =Y

on \z; on 1z,

ou U est La vitesse du fluide a une hauteur 7.

avec n la coordonnée de la surface libre repérant la position du fluide.

La contrainte entrainée par le fond sur le fluide est opposée au vecteur vitesse du fluide :
7

En hydrodynamique, la contrainte de frottement est donnée par :
1
FJZ(fo,Tfy) = ipC’fvuz —I—U27 (233)

Ou
Cy est le coefficient de frottement.

On peut écrire aussi :

-1
ya—U = —pCrvVu? + 02
on lz; 2

En géneral, le coefficient C est explicité par les formules de Chézy, de Strickler, et de
Manning (voir la remarque 2.2.1).

Nous déterminons les composantes de la contrainte de frottement sur le fond par :

Tiy = pc%\/zﬁ + v2u
Tpy = pci}%\/iﬂ + v2v
On a:
0z -1
vVU(z,y, Zf)a—xf =5 OVl + v
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De plus :

Z "1
vVU (z, y,Zf)a e /—F}dz

(9 Z; ph
_ Ty
p
Par conséquent, nous trouvons :
aZf Tf
VU A —
VU, 2y) 5t = =

b) Contraintes dues au vent de la surface ?77) : nous exprimons cette contrainte d’une
maniere similaire a la formule (2.33) a part que la vitesse du fluide est remplacée par la

vitesse du vent, alors :

on s
—vVU —~ =21
vVU(x,y,n) o
— Terme de coriolis :
n
fvdz = f(hv) (2.34)

Zy
L’intégration du second terme de 1’équation de la quantité de mouvement dans la direction de
x nous donne :

Tna . Tt

/ [ L9 (pg(n )) n uAU+fv} 47 — —gh% + f(hw) +V.<VV(hu)) pm

p Ox

En suivant la méme procédure, nous obtenons le second membre de ’équation de la quantité

de mouvement dans la direction y :

/ [ pl a@y (PQ(U )> + AV — fU] d7 = _ghgn (hu) + V.(VV(]W)) + % T/f)y (2.35)

D’ou I'équation de la quantité de mouvement pour la composante u, moyennée sur toute la

profondeur :

0 0 2 0 . 87’] Tz Ttz

at(hu) + &(hu )+ a—y(huv) = —gh% + f(hv) + V.((V + vd)V(hu)) + ) (2.36)

Et Iéquation de la quantité de mouvement pour la composante v, moyennée sur toute la
profondeur :

0 d . 0 _ on Ty _ Ty

g () + () + 5 () = —ghih — () +V.<(1/+vd)V(hv)> b2
On pose :

AH:V+Ud
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ou Ap ne varie pas en espace, alors I’équation(2.36) devient :

8 8 2 8 _ 677 Tz B Trx
P (hu) + pe (hu?) + ay(huv) = ghax + f(hv) + V. (AHV(hu)) + p p
ou encore
a a 2 8 _ 87] Tz i Tfx
at(hu) + ax(hu )+ 8y(huv) = ghaz + f(hv) + AgA(hu) + P ) (2.38)

De la méme maniere, nous obtenons la moyenne de 1’équation de la quantité de mouvement

dans la direction y qui s’écrit :

9ty + L) + 2 (huw) = —gn 27 — Tw _ Tty
azf(hfu) + By (hv®) + 83:(}”“}) = ghay f(hu) + AgA(hv) + ) P (2.39)

Remarque 2.2.1. Dans les expressions de la contrainte due au frottement sur le fond et celle
due au vent en surface libre, nous avons vue l'apparition de certains parametres fives Cy, il s’agit

des coefficients propres aux écoulements :

2.2.4 Formule de Chézy

Elle permet d’exprimer la perte de charge d’un écoulement gravitaire. Le principe de base de

la formule (2.40) est basé sur un équilibre des forces en présence.

29
Cy = o (2.40)

ou Cy, est le coefficient de Chézy.

2.2.5 Formule de Manning

C’est une formule d’évaluation de la vitesse moyenne d’un liquide s’écoulant en surface libre,
qui s’écrit :

2gn?
=1

Ry

ou n est le coefficient de Manning et Ry, est le rayon hydraulique.

Cy

2.2.6 Formule de Strickler

Le coefficient de Strickler est déterminé empiriquement, il dépend de nombreux facteurs parmi

lesquels la rugosité de la surface et la sinuosité, qui s’écrit :

2
Cp=—2
Ry K?

ou Ky est le coefficient de Strickler et Ry, est le rayon hydraulique.
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2.3 Forme finale des équations de Saint Venant

Les équations de Saint Venant bidimensionnelles sont constituées de I’équation de continuité
(2.41) et les équations de la quantité de mouvement (2.42)-(2.43) qui sont de types non linéaires
et hyperboliques.

Equation de continuité :

J(hu) N d(hv)  Oh _

2.41
or oy otV (2:41)
Equations de quantité de mouvement :

a a 9 8 87] Tnx fo
= - — = —gh—' AgA 2= 2.42
8t(hu) + 8x<hu )+ ay(huv) gh@x + f(hv) + AgA(hu) + g p (2.42)
9, 0, 0 on T, Ty
= - - = —gh— — AgA LI S 24
8t<hv) + By (hv?) + 83:(}”“}) ghay f(hu) + AgA(hv) + ) P (2.43)

Le modele de Saint Venant parait sous deux formes fondamentales lorsqu’on considere ses

variables d’états :

2.3.1 Forme conservative

La forme conservative est basée sur la hauteur d’eau et les composantes en (z,y) du débit
spécifique ¢ = (¢, q,) = (hu, hv) pour le mouvement d’eau. Elle s’applique aux écoulements
hyperboliques et ressaut hydraulique. Cette forme du systeme de Saint Venant est plus adéquate
pour une résolution numérique approchée des équations de conservation de type hyperbolique. Il

est conseillé d’utiliser cette forme quand les solutions discontinues sont possibles.

2.3.2 Forme non conservative

La forme non conservative se repose sur la hauteur d’eau mais aborde le mouvement a ’aide
des variables primitives de vitesse (u, v). Elle s’applique aux écoulements de rivieres, des estuaires
ou des zones cotieres a fond irregulier. En pratique, on utilise souvent cette forme afin d’échapper
au probleme de solutions discontinues. Dans le cas ou le fond est irrégulier, il est préférable

d’utiliser cette forme.

Remarque 2.3.1. Ces deux formes sont équivalentes sur le plan mathématique tant que les

solutions sont continues.

2.3.3 Equation de base de Saint Venant

Les équations de Saint Venant sous la forme conservative sont les plus utilisées dans I’approche

numérique. Nous présentons par ici ces équations sous forme conservative avec une formulation
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en (vitesse - hauteur d’eau) :

8_W + a_E + a_G =9
ot or Oy
ol les vecteurs W, E, G et S sont définis comme suit :
h
W =1 hu
hv
hu
E = | hu® + ghn
huv
hv
G = huv
hv? + ghn
et
0
S = | —-Fhu+ fhv + AgA(hu)

—Fhv — fhu+ AgA(hv)

Avec : S représente le vecteur du terme source.

ou
. Fhu= 1%
P
p
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CHAPITRE

3

TECHNIQUES NUMERIQUES POUR LES
EQUATIONS DE SAINT VENANT

Les dernieres décennies ont vu une exploitation trés importante des méthodes et outils numériques,
qui permettent de résoudre efficacement un certain nombre de probleme d’ingénieurie.
Ce chapitre a pour objectif de rappeler les principales méthodes numériques (différences finies,
éléments finis et volumes finis), adoptées pour l'approximations numériques des solutions du

modele (SV).
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3.1 La résolution analytique des équations de Saint Ve-
nant

Les équations de Saint Venant n’ont pas de solutions exactes. Ces équations sont de type non
lineaire et hyperbolique, leur résolution analytique est trés difficile, voire méme impossible. Avec
des simplifications et en appliquant I’hypothese de quasi-stationnarité et de quasi-uniformité de
I’écoulement la résolution reste possible.

Certaines recherches ont proposé des solutions analytiques dans le cas de présence de frotte-
ments(cas d’un fluide réel) et/ou de turbulence).

La difficulté due a la résolution analytique de ces équations nous mene a la résolution numérique.

3.2 La résolution numérique de ce systeme

Les différences finies, les éléments finis et les volumes finis sont considérés parmi les trois
grandes familles, qui permettent de passer d’un probléeme directe continu, régit par une équation
différentielle aux dérivées partielles, au probleme approché discret. Ces méthodes numériques
aident a résoudre le systeme de Saint Venant, c’est a dire a calculer les hauteurs d’eau, les vi-
tesses et les débits dans les trongons de fagon approchée.

Nous allons détailler la méthode aux différences finies qui est la plus facile a utiliser. Nous don-
nerons les définitions de bases des méthodes aux volumes finis et éléments finis qui sont plus

puissantes et plus complexes.

3.2.1 Méthode des différences finies

Cette méthode consiste a remplacer les dérivées partielles par les différences divisées de valeurs
ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou nceuds du maillage. Elle repose
sur les développements de Taylor des fonctions continues et dérivables. Lorsque le pas de temps
et d’espace sont petits, le développement au limite est proche de la valeur exacte. Selon I’emploi
de ces développements, on obtient des expressions différentes qui génerent trois types de schémas
(centré, progressif et régressif).

On présente ci-dessous ces schémas, dans le but d’approximer la premiere dérivée :

or\ - F
(%) - +A:c +olAz)

1. Shéma progressif :

2. Shéma régressif : , , ,
or\’  fl -1

%
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Les deux shéma précedents sont d’ordre un.
On introduit maintenant le shéma d’ordre deux qui est dit centré :
j Y Y
(%)l _ i+12sze1 + o(Az?)
La classification par rapport au temps fait ressortir deux grandes familles de schémas :

— Shéma explicite : C’est le plus simple, on exprime ce qui se passe en temps t + At en
fonction de ce qui ce passe au temps t. Si le pas At est choisi trop grand le shémas dans ce
cas est instable.

— Shéma implicite : On exprime ce qui se passe au point x et au temps ¢t + At en fonction
de ce qui ce passe au point x et au temps t.

Pour résoudre les équations de Saint Venant, nous commengons par encercler (quadriller) le plan
(x,t) afin d’avoir des mailles de taille (Ax, At) ou Ax est le pas d’espace et At est le pas de
temps.

Nous présentons quelques schémas utilisés dans la discrétisation des équations de Saint Venant :

— Schéma explicite a différences centrées : C’est un schéma centré en espace et progressif

en temps. Quelque soit le pas de 'espace Az et le pas de temps At, ce schéma est toujours

stable.
t
j+1
—&
!
|
I
j Y L &
f(x,t)
i—-1
N I
+—> X
Ay i-1 i i+1

FIGURE 3.1 — Notations du schéma explicite a différences centrées.

— Schéma explicite Leap-Frog : C’est un schéma de second d’ordre centré en espace et en
temps. Il est I'un des premiers a étre utilisé.

— Schéma implicite de Vasiliev : Ce schéma a été mis au point par Vasiliev O.F de I'institut
d’hydrodynamique, Branche Sibérienne, URSS, Académie des sciences, en 1963. C’est un
schéma centré en espace et progressif en temps. Il est inconditionnellement stable.

— Schéma implicite de Preissmann : Ce schéma a été mis au point par Alexandre Preiss-

mann de la société Sogreah, au début des années 1960. Il est actuellement le plus utilisé
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t
j+1
ra d
!
[}
-—-—'—_-_J__ ______ -
j e : =
‘H\ f(x,t)
j—1 ")
—> X
Ay i-1 i i+1

L
ji+1 +—9 —4
!
|
\
\
i Y'Y
flx,t
N I .9
X
o+
Ay i-1 i i+1

FI1GURE 3.3 — Notations du schéma Vasiliev.

pour les équations de Saint Venant. Soit f une fonction définie par

Flat) = S — 1+ 5~ )

i+1 % 2
ou les dérivées de f par rapport a la variable d’espace x ou par rapport a la variable de

temps t sont discrétisées en :

of  fiH - fi—f7
% =0 Az + (1 ) Az

et

of _ RS —Ha+ - F
ot 2At

ol f est un coefficient de pondération compris entre 0 et 1.

— Schéma de Lax-Wendroff : Ce schéma est introduit par Peter Lax et Burton Wendroff

est défini en analyse numérique comme une technique de résolution numérique des équations
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FIGURE 3.4 — Notations du schéma de Preissman.

aux dérivées partielles de type hyperbolique. C’est un schéma explicite de second ordre a la

fois en temps et en espace.

3.2.2 Meéthode des éléments finis

Le principe de cette méthode consiste a diviser la structure étudiée d'un domaine en éléments
par exemple triangulaire ou quadrilatéraux dans le cas bidimensionnel (2D). Dans le cas uni-
dimensionnel (1D), I'espace est divisé en segments a pas régulier (AX). La solution numérique
approchée est ensuite recherchée dans un espace fonctionnel détérminé a priori. La solution est
donc écrite a la base de fonctions connues sous le nom des fonctions d’interpolations. Le choix
de ces fonctions est trés important pour définir cette méthode. Elle nous donne une meilleure

précision de la solution grace au choix du nombres de noeuds qu’on veut par élément.

3.2.3 Meéthode des volumes finis

Cette méthode s’appuie sur deux étapes principales : subdivision du domaine en un nombre de
volumes finis, et la discrétisation intégrale des équations d’eaux peu profondes . Cette technique
convient a la résolution des systémes conservatifs, et les conditions aux limites sont mieux prise
en compte.

La résolution des équations de Saint Venant a base des volumes finis utilisent principalement deux

techniques : le solveur de I'approximation Riemann de Roe et la technique de projection.

Actuellement, la méthode des volumes finis est la plus utilisée. Selon le constat fait par
les ingénieurs, la méthode des différences finies est la mieux recommandée quand on traite un
écoulement unidimensionnel (1D). Et pour étudier des structures tridimensionnelles, les méthodes

des éléments finis et volumes finis sont les plus adaptées.
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CHAPITRE

4

EXEMPLE D’APPLICATION : TRANSPORT
DE SEDIMENT

Les équations de Saint Venant gouvernent les phénomenes d’écoulement en surfarce libre tels
que les avalanches, rupture de barrage, les écoulements a travers les tubulures, écoulement en
riviere ou en canaux artificiels, mais encore le comportement des grandes étendues d’eau. Dans
notre application, nous allons nous contenter du cas unidimensionnel (1D)(cad : des rivieres
rectilignes de section invariable). Pour cela, nous avons choisi comme exemple d’application le
transport de sédiments, que nous trouvons généralement dans les rivieres, canaux, les zones

cotieres ..., etc.
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FIGURE 4.1 — La couleur brune bien distinctive de cette riviere est due au nombre important de
sédiments qui sont charriés.

4.1 Introduction : Transport de sédiments

L’étude du transport de sédiments (de particule, de sable, d’alluvion, de boues) joue un role
trés important dans tous les problemes d’hydraulique fluviale et dans la distribution des cours
d’eaux. Afin de décrire le mouvement de sédiments, il est utile de différencier les matériaux cohésifs
(vases) des matériaux non cohésifs (sable ou élément plus grossiers). Nous avons deux types de
transport :

— Un transport prés du fond (par charriage / saltation) qui est caractérisé par une vitesse

horizontale variante.

— Un transport dans la colonne d’eau (par suspension) qui est caractérisé par une vitesse

horizontale identique.
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Suspention

Glissement

Saltation

L mRouacment

Charmriage

FIGURE 4.2 — Continuité sédimentaire.

Il existe un modele mathématique qui représente cette action-réaction (i.e : transport de
sédiments) connu sous le nom du modele Saint-Venant-Exner. Ce phénomeéne est modélisé comme

suit :

4.2 Modélisation de transport de sédiment

La modélisation du transport de sédiments nécessite d’ajouter aux équations de Saint Ve-
nant unidimensionnelles, I’équation de conservation de sédiment connue sous le nom d’Exner. Ce
systeme permet de calculer ’évolution du niveau moyen du fond. Ce phénomene de transport est

modélisé par le systeme couplée Saint Venant Exner.

modele hydrodynamique modele morphodynamique

Equation Saint-Venant Equation de continuité du sédiment.

U(t, x) : vitesse h(t x) : hauteur d'eau
_

Zi(t, x) : épaisseur de la couche de sédiments.

FI1GURE 4.3 — Milieu peu profond.
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4.2.1 Equation de Saint-Venant

Nous énoncons ici les équations de Saint-Venant pour un écoulement non permanent non

uniforme, dans un canal prismatique 'rectangulaire pour une pente a fond mobile :

oh  O(hu)
o Tor =0
Lou  udu o
got gdxr Ox

(4.1)

ol
. g est I'accélération de la pesanteur.
. u est la vitesse moyenne.
. J; représente la pente du fond.
. J. indique la pente d’énergie.
. h est la hauteur de I'eau.

Avec Jy et J. sont exprimés en fonction de u , h et Z;.

Tels que :
Jp=—%2
Je — 'LL2.TL2
(Rp)3

ol n désigne le coefficient de manning et R; est le rayon hydraulique.

Le systeme (4.1) décrit 1’écoulement de la phase liquide sur un fond mobile.
La premiere équation du systeme (4.1) exprime ’équation de continuité et la seconde équation

représente celle de la dynamique.

4.2.2 Equation d’Exner

En présence de transport de solides, le systeme de Saint Venant (4.1) est complété par
I’équation d’Exner. Cette équation est la forme finale de I’équation de la conservation de la masse
(I'équation de continuité) du sédiments. I'équation d’Exner traduit 'instabilité entre le flux des
sédiments entrant et sortant d'un trongon de riviere entrainant un changement de la cote du fond.
Ainsi, elle décrit I’érosion ou ’engravement du lit d’écoulement.

L’équation d’Exner est donnée par :

0z, 1 ou,

ot 1—-Pox

=0 (4.2)

1. est un canal dont la pente et la géométrie de la section restent constantes dans la direction horizontale du
canal.
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ol

« ¢s est le flux du sédiment.

. P est la porosité (la perméabilité) du fond.

. Zy est la cote du fond.

Nous combinons les équations de Saint-Venant et celle d’Exner, nous obtenons les équations

de Saint-Venant-Exner :

(Oh  O(hu)
ot + or 0
10u wou Oh

554‘5%—#%—%0:—(]@ (4.3)
7 1

L Ot 1—Pox
Ce systeme contient trois inconnues, u(z,t), h(z,t) et Zy, avec leurs variables indépendantes

x et t.
ou
. u est la vitesse moyenne.
. h est la profondeur d’écoulement du mélange eau sédiment (phase liquide), ou d’eau seule-
ment si la concentration du sédiment est négligeable.
. s désigne le flux de sédiment.
Le systéme couplé Saint Venant Exner (4.3) exprime trois principes fondamentaux :
— La conservation de la masse du fluide (L’eau).
— La conservation de la masse du sédiment.

— La conservation de 1'énergie.

4.3 Solution directe

Les équations de Saint Venant Exner de type hyperbolique n’ont pas de solution exacte, leur

résolution est trés difficile. Pour cela, la recherche des solutions approchées s’impose.

4.4 Reésolution numérique

Actuellement, deux approches existent pour aborder la question de résolution numérique du
systeme Saint-Venant-Exner :
— L’approche découplée des équations consiste a résoudre séparément la partie hydraulique
(systeme de Saint Venant) et la partie solide (équation d’Exner). les inconnues hydrodyna-
miques et morphodynamique sont échangées a des pas de temps particuliers.

— La seconde repose sur un traitement couplé du systeme.
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D’une part, le traitement découplé est justifié entre autres par les échelles de temps différentes
caractérisant I’écoulement et le transport de solide. L’hypothese qu'une modification du lit a une
influence négligeable sur I’écoulement de 1’eau permet le découplage des équations Saint Venant
et Exner (discuté par Cunge et al.) [14]. En effet, cette méthode offre 'avantage de conserver
toutes les propriétés pour la phase liquide. Cependant, au moment ou les échelles du temps sont
comparables, ce traitement de découplage devient inadapté. La littérature s’accorde a dire que ce
probleme est corrigé par une approche couplée.

Il est important de préciser qu’en général, le systeme par une approche numérique couplée ne
dispose pas de formulation conservative, et donc il est nécessaire de travailler avec des formulations
non consevatives. Or la formulation non conservative présente un incovénient du point de vue

numérique.

Nous allons tenter de résoudre le systeme (4.3) en utilisant la méthode des différences finies.
Dans notre étude, nous utiliserons la démarche implicite aux différences finies associant les deux
phases par une résolution simultanée.

D’abord, nous considérons un trangon qui doit étre discrétisé en un maillage régulier a partir des
sections en travers bien choisies. Il n’est pas nécessaire de multiplier le nombre de sections a I'infini.
Sur la base de ce maillage, les modeles numériques résolvent de proche en proche les équations
de 'hydraulique (équations de Saint Venant associées a une loi de frottement) et du transport
(équation d’Exner associé a une formule de transport). Pour chaque pas de temps (celui choisi
pour propager I’hydrogramme) et d’espace (celui choisi pour le maillage), ces modeles calculent
les valeurs des caractéristiques hydrauliques (vitesse, hauteur d’eau, topographie du fond) et une
valeur du transport solide associé. C’est la différence entre ce qui sort d’une maille et la capacité

de transport de la maille suivante qu’il détermine s’il y a dépot d'une érosion dans cette dérniere.

Approximation aux différences finies des équations de Saint-Venant-Exner : Dans
notre discrétisation, nous allons utiliser I'exposant (j + 1) afin de désigner le temps (¢t + At),
quand la variable n’est pas connue explicitement. L’exposant j désigne le temps ¢ quand la va-
riable est connue explicitement. I'indice i indique 'abscisse du point concerné, un pas de Az en
avance indique l'indice (i 4+ 1). Nous prendrons un schéma implicite inconditionnellement stable,
car la stabilité est trés importante dans la validation des résultats numériques.

Nous choisissons un schéma du premier ordre progressif en temps et centré en espace, afin d’as-

surer le schéma implicite.
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r AX

FIGURE 4.4 — Volume de controle de I’équation de continuité.

La discrétisation de I’équation de continuité : Nous donnons 1’équation de continuité
d’une fagon équivalente a la premiere formule du systeme (4.3), afin de faciliter sa discrétisation.

Alors :

oQ oh
oz + BE =0 (4.4)
Tel que :
Q =u.S

ol
. @ représente le débit liquide par unité de largeur.
. S est la surfarce mouillée.
. B représente la largeur du miroir.
. h indique la hauteur d’eau.
. u désigne la vitesse moyenne.
En s’appuyant sur le volume de controle de 1’équation de continuité (figure 4.4), discrétisant

I’équation (4.4), nous aurons :

R | (

J+1 @i J+1 @i
IR w8 —u,_%.Si_l> (4.5)

1 1
i+5  it3 7 3

La discrétisation de I’équation de dynamique : Nous pouvons écrire la seconde équation

du systeme (4.3) de la fagon suivante :

ou ou oh 0Z
E——u%— %—F E—gje (46)

En se servant du volume de controle de I’équation de dynamique (figure 4.5), et en discrétisant
tous les éléments de 1’équation (4.6), nous trouvons :

1 .
‘7,+1 _U/]

ou|’tt Wi T U
gui _ ita it (4.7)
ot |, 1 At
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J J
ou il — %3
- =2 "2 4.8
onl’  hIt— (19)
ox|, Ax '
0z;) _ Zy" 705
L I 4.10
oz |, Az (4.10)

Nous remplagons ces formules (4.7), (4.8), (4.9) et (4.10) dans ’équation (4.6), nous obtenons :

A i1 i1 1 1
u. u:. h2+ _h2+ Zf’J+ —Z J+

J
i1 -1 ; i+d T i3 i i
A _uff%< oAz ) _g<A—x1> +9( Az ) —9Je (1)

Tel que :

Je =

Jo=—2
(thi l)é
L’équation (4.11) devient :
, , At [ . , :
wly =gt oag [y (g~ )
At ; At ;
+9A$(h]+1 hg+1)+gA (Zf’j+1 _Zf’g+1)
CgA—"" (Y | (412)
(Rhfz 1 )% ‘ % %

De méme, la discrétisation de I'élément u au point (i + 3,7 + 1) de P'équation (4.6), nous

donne :
: At [ . A :
+1 _ J J J
wly =y T oag [ (g~ )
At At n?
(Rt h]—i—l 7,0t 7 gty At J+1 413
+gA:I:'( ( z+1)+9A ( [ ’z+1) 9 (Rhaj-+1)§( Z+2)’u 1’ ( )
T3
posons :
J 1+At(j 7 4) 4+ gAt i ! | (4.14)
= e . —Uu. u .
“ieg oAz iy T g IR T i
=3
J 1 At(j ) + gAt : ! || (4.15)
- e . — w. .
ivy A\ T ey IR R T T
Can)
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En substituant (4.14) et (4.15) dans les équations (4.12) et (4.13), nous aurons :

J

u. 1 A
1 At g i+1 +1 i—3 t i1 i1
qul - Azx ) (hgj—l - hg—i_ ) + j “+yg J (Zf7gj_1 _vag—i_ ) (4'16)
2 Ty o 1 Al’.ai_l
2 2 2
At ul, s At
J+L _ g j+1 j+1 it3 j+1 j+1
ul = R (hi — W) S g (200 20 (4.17)
i+l it+3 it
h 1-3/2 hi_l U.in hj Ui f‘] 34 Uiz v
R e e S
e i S Wy R U
e fo e T T
N e B T e i v M b ——
Pl e i e
il Tl e _'_‘"" i
e e Be e, et T e e
e e e
Z " Z s Zin
) At |

F1GURE 4.5 — Volume de controle de I’'équation de dynamique.

Discrétisation de I’équation d’Exner : Nous écrivons I’équation (4.2) sous cette forme :

02, __ 04

=—-F 4.18
ot ox (4.18)
Avec :
1
E=——
1—P
La discrétisation de (4.18) donne :
7 j+1 -7 J q&g l_Q&Z_l
I I :E +2 2 (419)
At Az

Il existe plusieures formules pour modéliser le transport par charriage. Chacune d’elle exprime
une utilité pratique en abscence de jaugeages, qui nécessite d’étre justifiée par des mesures en
matiere de pente et de granulométrie. Nous donnons la formule de charriage d’Einstien-Born

(GRACIA, 1982 ) [3], qui prend en considération la vitesse d’écoulement, par :

qs = Ku® (4.20)
Tel que :
i _  A0Fg: "
== B
(S, — 1)3dz, fin
ou
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. F représente le facteur dépendant du diametre dxq.

. S5 = ps est la masse volumique du sédiment et pg est la masse volumique de I'eau.

La résolution de I'expression ¢; donne des équations algébriques non linéaire en type de puis-
sance, entrainant des difficultés de calcul. Afin d’éviter le probleme de convergence en calcul

numérique, linéairisons d’abord 1’équation (4.20), alors :

6 5
g, (o) oty ) o s
De méme,
qs? = —bK’ | (uj. 1) +6K7 (uj, 1) wo (4.22)
Z—a 2_5 Z—g 1—5 1—5 1—5
Nous posons :
6
. . 5
Nous allons déduire ces équations discrétisées en différence finie avec un schéma implicite :
A (2037 =270 ) = WU+ W2l W, = W2l
I; P ) = T g Sty T T
D’ou :
; ; ; Ax Ax
J J+1 J J+1 _ J J =4 J+1 ]
% U - W2 a1l = Wli_% —WlH% — AtZ —I—A Zs (4.25)

Maintenant, Nous remplagons les formules (4.16) et (4.17) dans les équations (4.25) et (4.5),

nous aurons :

]
; At i1 At
WQJ 7[A 9 (hj+1 h]+1) : 3 . (Zf’J-i-l ~7; j+1>]
xa . o 1 Aazxai_l
2 2 2
J
At Wits At
WQ] [Ax 9 <h3+1 hfill) ]+2 - <Zf,”1 _7 ’gill)] _
o’ 1 Axxa. 1
+ 74 §A AZ+§
x x .
11748 CAR 7 E N p——/ P o By 5
-3 5 AT AT
D’ou :
4 . 4 “Ar .
Ly Zeltt (only ol T (G iyl ) 2 ol it 2,0 =
J J J J
AV ; ; W2 1t W2zeluz;l
Zid W1 | — W1 22 2 2
I = o,
i+35 =3

De méme, nous obtenons :

_5 h]+1 B] Zf7j+1+(Bj —i—ﬁj +BJ )h]+1 (BZJJr _i_ﬁj )Zf7z+l 5lj+ hzill BiL%Zf,ng:

1
J J J J
w .50 uw o S L
B]hj . At Z+§ 7,—‘,-5 At 1—5 13
YA o Azr o
+5 1—5



;o W2l At

et ;
At S

J N2

6@ g<AI‘) O[j

Ces deux dérnieres équations entierement discrétisées, exercées d’'une maniere symétrique a

tout point du maillage, (formant le systeme AX =0 ) :

(B] + B} + Bé)hj“ <52 + BYZp T =Bt — Bz 3
—B]hj Atui 2+ Lao "’Bo hj+1+ﬁo Zf]Jrl
(_770 - 772)h]1+1 (__ - 770 772>Zf ]+1 hHl + 7 Z ]H
. . J

— ez T Wi — Wi 4+ P W2 “0
_5jhj+l 5]2 ]+1 (BJ + ﬁ?’ + ﬁj)hﬁl (53 + ﬁ])Zf,]H ﬁghéﬂ N ﬁng’gﬂ

BJ h] Al‘ u3 Aw ul S]

+

)+ n{Zf ”1 ( - ns)h”“ + (- ﬁf —nl =) Zp 3T e+ iz 5

= Qg Wl W1+ & “3 + W2

1

_ﬁgz lh]+1 Zf7]+1 +(B] + /Bn—‘rl + 637, 1) J+1 + ( n+1 + 671 I)Zf7j+1

_ nind At “n+1 n+1 At u) . n 1 J J Jj+1
- B h - Az 04] + o) ., + ﬁn—&—l +1 + Bn—‘rlZf?n—&-l

1 . . . '
R et ( Mooy~ M)+ (55 =ty =) 21!
= A7y Wy — Wy + e W2ty

\ At O‘n 1

7 Jj+1
- 77n+1hn+1 M 12 fnt1

j+1 j+1 : N
Avec : b et Z;,7" sont les inconnus de ce systeme.

B]h] At UZ + At U(; 0 +B(J)h]+1 _l_ﬁj-i-l ]+1
A w2? w2l i+1 i1
—ReZp ] W - W - W 4 WA et i

2, o .
Jnd Aﬂc us 53 Az ui-Si
A
A j w2? u WZJu
b= —Aez bW - W 4 W W
3 1

G1i Az Ung1-Shi At“ Uy 1Sy J Jj+1 J J+1
Bnhn N I + ol + Bn+1h _'_ 6n+1me+1
n

Ax j J J W2n+1 ugn.-&-l W2ZL 1- “] _1 j j+1
_Eme _W1n+1 - Wln—l + J + J - nn-i—lhn—l—l 77n+IZf>n+1
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Le systeme obtenu est un systeme lineaire algébrique, qui peut étre résolu par la méthode
d’élimination de gauss.
La programmation de ce systeme nécessite d’initialiser comme parametres d’entrées certains
termes qui sont : la vitesse moyenne (ug), la surface mouillée (S), I'accélération de la pesan-
teur (la gravité g), la pente du fond (.J;), le rayon hydraulique (R},), le coefficient de manning (n),
le facteur qui dépend du diametre dsy (F), la masse volumique du sédiment (S;), la porosité du
fond (P), le pas de I'espace (Ax) et le pas du temps (At). I nous faudra un sous programme dans
le programme principal qui permet de calculer les vitesses moyennes. Notre objectif est d’avoir
comme paramétres de sorties les hauteurs d’eau (h/™) et la pente du fond (Zﬁrl) Aprés avoir
terminé ce programme nous pourons simuler la topographie du fond initiale et la topographie
du fond trouvée ce qui nous permettra de comparer 1’évolution du lit des cours d’eau aprés une

certaine période.

4.4.1 Conclusion

Pour mieux comprendre le phénomene de transport de sédiments, nous avons mis en évidence
les différentes variables et parametres de I’écoulement eau/sédiment, modélisés dans le cadre du
systeme couplé Saint-venant-Exner. Nous avons bien constaté que la forme non conservative de
I’équation d’Exner ainsi que la variation de la cote du fond Z¢ complique la simulation numérique

des variables de sorties du systeme couplé hydrodynamique et morpho-dynamique.
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CONCLUSION GENERALE

La réalisation de ce mémoire nous a offert 'opportunité de nous initier au domaine des
mathématiques appliquées aux phénomenes physiques. Le choix de I'étude des écoulements a
surface libre nous a obligés a faire < une immersion »dans le monde 6 combien vaste de la
mécanique des fluides. C’était 1’occasion de découvrir certaines notions de base dans la théorie des
écoulements, telles : la conservation de la masse, la seconde loi de Newton, fluide compressible,
incompressible, quantité de mouvement, densité, viscosité . .., etc. L’occasion aussi de décortiquer
I’équation < star »>des mécaniciens : I’équation de Navier-Stokes; 'intégration et la moyenne des
équations qui en découlent a nécessité le recours a des outils mathématiques couramment utilisés
en physique. Il s’agit entre autres des notions de : dérivée normale, champ de vecteur, tenseur,
opérateur et formule de la divergence, gradient et jacobien ..., etc. Enfin, et afin d’illustrer I'im-
portance des systemes de Saint-Venant dans la simulation de certains phénomenes naturels et la
prédiction des catastrophes, nous avons mis en lumiere le systéme couplé : Saint-Venant -Exner
pour modéliser le phénomene de transport de sédiments dans les lits d’Oued. Ce phénomene in-
duit un changement de la cote du fond de I’écoulement, ce qui complique davantage la simulation

numérique des variables de sortie de ce systeme couplé.
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Résumé :

La modélisation des écoulements a surface libre a faible profondeur, occupe de nos jours
une place primordiale dans le domaine d’hydrodynamique fluviale et maritime. En effet, la
simulation de ce type d’écoulements permet de prédire certains phénomeénes et
catastrophes naturels tels que : les inondations, la pollution enviromentale, tsunami, rupture
de barrage ..., etc.

Le noyau de ce travail a été consacré a la formulation mathématique des équations de Saint
Venant qui décrivent les écoulements a surface libre. Ce systéme est obtenu par une
intégration verticale des équations de Navier Stockes, en considérant certaines hypotheses
et approximations simplificatrices, telles que I’hypothése de la pression hydrostatique. Enfin,
nous avons illustré le systeme de Shallow Water a travers un exemple d’application, a savoir
le transport de sédiment qui est décrit par le systéme couplé Saint Venant Exner.

Abstract :

The modeling of free surface flows shallow depth now occupies a primordial place in the
field of fluvial and maritime hydrodynamics. Indeed, the simulation of this type of flow
makes it possible to predict certain phenomena and natural disasters, such as : floods,
environmental pollution, tsunamis, dam failure, etc.

The core of this work has been devoted to the mathematical formulation of the Saint Venant
equations which describe free surface flows. This system is obtained by a vertical integration
of the Navier Stockes equations and by considering some simplifying assumption. Finally, we
have illustrated the Shallow Water system through an application example, namely the
sediment transport which is described by the coupled system of Saint Venant Exner.
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