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Introduction générale

La presque périodicité est une généralisation de la périodicité, elle a été introduite au début
des années vingt par H. Bohr [7]. Elle concerne seulement les fonctions continues. Cette restriction
est parfois un inconvénient dans I’étude qualitative des équations différentielles. Ceci a motivé
plusieurs auteurs a généraliser la presque périodicité aux fonctions qui ne sont pas nécessairement

continues.

En 1926, Stepanov [27] a introduit une nouvelle classe de fonctions presque périodiques qui
porte son nom (fonctions Stepanov presque périodiques). Par la suite la presque périodicité de
Stepanov a été développée grace aux travaux de plusieurs mathématiciens comme par exemples
Amerio et Prouse [1], A. S. Besicovitch [5], C. Corduneanu [8] et B. M. Levitan [19].

Bersani et al [2] ont fait une trés bonne synthese des fonctions presque périodiques généralisées
dans le cadre des espaces de Lebesgue LP : il s’agit des fonctions presque périodiques de Stepanov,
de Besicovitch, et de Weyl.

C. Zhang [28] a introduit la pseudo presque périodicité comme extension de la presque
périodicité. Plus précisément, une fonction pseudo presque périodique est une perturbation d’une
fonction presque périodique par un terme ergodique (une fonction continue bornée de moyenne
nulle). Cette classe de fonctions a attiré de nombreux chercheurs, elle a été largement utilisée dans
I’étude qualitative des solutions des équations différentielles ordinaires, des équations différentielles

partielles et des équations différentielles abstraites.

En 2007, Diagana [11] a introduit les fonctions Stepanov pseudo-presque périodiques. Ce
concept est une généralisation de la notion classique de la pseudo presque périodicité.
Ce mémoire se fixe deux objectifs essentiels : le premier est 1’étude de la presque périodicité au
sens de Stepanov et ses applications aux équations différentielles, le deuxieme est la présentation
des fonctions Stepanov pseudo presque périodiques. Les propriétés essentielles de ces notions et
des théoremes de superpositions sont exposés et détaillés dans ce mémoire.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :
L’objectif du premier chapitre est la présentation des fonctions Stepanov presque périodiques. Il
traite en premier lieu la presque périodicité au sens de Bohr (différentes définitions et quelques

propriétés sont données). Par la suite, la presque périodicité au sens de Stepanov est présentée
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ainsi qu’'une étude comparative des deux notions de presque périodicité introduite précedement.
Nous terminons ce chapitre par la démonstration de deux théoremes de superposition I'un pour
les fonctions Bohr presque périodiques et I'autre pour les fonctions Stepanov presque périodiques.
Dans le deuxieme chapitre on s’est intéréssé aux fonctions Stepanov pseudo presque périodiques. Il
est composé de troix sections, dans la premiere section, nous avons présenté la classe des fonctions
ergodiques et leurs propriétés. Dans la deuxieme section on s’est interessé par la pseudo presque
périodicité. On a finalisé le chapitre par la présentation des fonctions Stepanov pseudo presques
périodiques.

Le troixieme chapitre est consacré a l'étude de la nature des solutions de certaines équations
différentielles a coefficients pseudo presque périodique(ou Stepanov presque périodique), il est
composé de deux sections. Dans la premiere section, nous avons étudié l'existence et 1'unicité
de solution pseudo presque périodiques d'un systeme de réseaux de neurones. Dans la deuxieme,
nous avons abordé le probleme d’existence et d’unicité de solutions mild Bohr presque périodiques

d’une classe d’équations différentielles a coefficients Stepanov presque périodiques.



Chapitre 1
Fonctions Stepanov presque périodiques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux fonctions presque périodiques au sens de Stepanov. Nous
présentons leurs définitions et leurs propriétés essentielles. Pour cela on commence par rappeler

quelques notions sur la presque périodicité de Bohr.

1.2 Les fonctions presque périodiques de Bohr

La presque périodicité a été introduite par le mathématicien Danois H. Bohr [7] autour de
1924-1926 et généralisée plus tard par de nombreux mathématiciens comme par exemple A. S.
Besicovitch [5], S. Bochner [6], C. Cordueanu [8], T. Diagana [10, 11, 12], A. Fink [17], W. Stepanov
[27].

1.2.1 Définitions et propriétés

On rappelle dans ce qui suit trois définitions équivalentes des fonctions Bohr presque
périodiques :
1. Critere de Bohr en utilisant les ensembles relativement dense.

2. Critere d’approximation en utilisant la fermeture de 1l’ensemble des polynomes trigo-

nométriques relativement a la norme uniforme.

3. Critere de Bochner en utilisant la compacité relative de ’ensemble des translatés.

Définition 1.2.1. [2, Definition 2.1]
Un ensemble E C R est dit relativement dense s’il existe un réel [ > 0 tel que tout intervalle de

longeur [ rencontre E c’est-a-dire
3 1> 0tel que[a,a+INE#0 VacR.
Le nombre [ est appelé nombre d’inclusion de [E.

3
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Exemple 1.2.1.

1. N n’est pas relativement dense dans R car VI > 0,[—2], =20 + ] NN = (.

2. 7 est relativement dense dans R car tout intervalle de longeur 2 rencontre Z. Il suffit de
prendre | = 2, alors |a,a+ 2] # 0.

3. VT € R, 'ensemble {nT,n € Z} est relativement dense dans R.

Notons que tout ensemble contenant un sous ensemble relativement dense est relativement dense.

Par conséquent Q, R, C, sont relativements dense.
Définition 1.2.2. [1, Definition 1.2], [2, Definition 2.2], [11, Definition 2.1]

Soit f : R — X une fonction continue. On dit que f est presque périodique au sens de Bohr
si pour tout € > 0, ’ensemble E(e, f) est relativement dense dans R. Ou :
E(e, f) ={T R, Sup If(z+T) = flz)|| <}
xe
Autrement dit,

Ve > 0, dI. tel que tout intervalle de longeur . contient un 7" qui vérifie :
[f(z+T)— f(z)]|<e, VreR

Un nombre T" € E(e, f) est appelé e-presque périodique ou e—nombre de translation de f.
L’ensemble des fonctions Bohr presque périodique sera noté AP(R,X). On notera AP(R) dans le
cas X = R.

Exemple 1.2.2. [12]
La fonction f : ¢+ sint + sin(\/ﬁt) est presque périodique mais elle n’est pas périodique.
Du point de vue géométrique, on observe la presque périodicité d’une fonction a partir de I'allure

de sa courbe représentative donné par la figurel.l.

™ |' T " 'I' " U LJ T
-500) 250 0 0 ' 5000

s

figurel 1
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Dans la proposition suivante, nous collectons les propriétés fondamentales des fonctions Bohr
presque périodiques a valeurs dans un espace de Banach.

Proposition 1.2.1. [1], [12, Proposition 3.4]
Soit f € AP(R,X). Alors les propriétés suivantes sont vraies :
1. f est bornée et est uniformément continue sur R (f € BUC(R,X)).
2. Sige AP(R,X), h€ AP(R,C), a, B € R, alors af + g € AP(R,X) et hf € AP(R,X).
3. Imf ={f(x), x € R} est relativement compact dans X.
4. Les coefficients de Bohr-Fourier de f,

1 /T Tra
ax(f) = ’111—{20 T/o e f(s)ds = 711_1)150 ) e~ f(s) ds.
existent pour tout A € R et pour tout a € R.
5. Siax(f) =0 pour tout X € R, alors f(t) =0 pour tout t € R.
6. Le spectre de Bohr o(f) ={A € R:ay(f) # 0} est au plus dénombrable.
7. (Invariance par convolution ) Si g € L*(R), alors g x f € AP(R,X), ou
@O = [ gt-s)G)ds, ek

[e.9]

Proposition 1.2.2.

1. L’espace AP(R,X) est invariant par translation.
2. Lespace (AP(R,X), ||.|lc) est un espace de Banach.
3. AP(R,X) est stable par la limite uniforme c’est-a-dire :

Si (gn)n est une une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformément vers

une fonction g, alors g est aussi presque périodique.

Critére d’approximation :

Définition 1.2.3. (voir [1, 2])

On appelle polynome trigonométrique généralisé, toute combinaison de la forme :

n
Z akei)"“x, avec ap € X, \p € R, ne€N.
k=1

On notera A I'ensemble de ces polynomes.
Définition 1.2.4. [2, Remark 2.9], [2, Definition 2.8]

f € AP(R,X) si et seulement si elle possede la proprieté d’approximation polynomiale. C’est-a-dire
pour tout £ > 0, il existe un polynéome P. € A tel que :

sup || f(z) = Pe(@)llx < &
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Critere de Bochner :

Définition 1.2.5. [2, Definition 2.6]

Une fonction continue f : R — X est dite normale si I’ensemble de ses translatés :

H(f) ={fa, a€R}

est relativement compact dans Cy(R, X), f,(t) = f(t +a), VteR.

Autrement dit, de toute suite (a,)ney C R on peut extraire une sous suite (an, )i telle que la
suite (f(t + ay, ))x soit uniformément convergente.
Théoréeme 1.2.1. [1]

Les définitions 1.2.2, 1.2.4 et 1.2.5 sont équivalentes.

Valeur moyenne d’une fonction presque périodique

Définition 1.2.6. [2, Theorem 6.2]
La valeur moyenne d’une fonction f € AP(R, X) existe indépendament de a € R et elle est définie

par :

Proposition 1.2.3. [1, Definition V1]
Soit f € AP(R,C) une fonction dérivable alors :

f € AP(R,C) si et seulement si f' est uniformément continue.

Preuve.

On sait que pour tout x € R. On a

Posons alors, pour tout n € N*

1
fula) = n{ S+ ) = (@)
La fonction f,, est presque périodique comme somme de deux fonctions presque périodiques.

Pour montrer que f' € AP(R, X), il suffit de montrer que la suite (f,) converge uniformément vers

.



Chapitrel. Sur Les fonctions Stepanov presque périodiques 7

On a par définition V n € N*

1

T+
|ﬂ@—ﬁ@ﬂ=wwwm/‘ F(t)d]
a:—l—% z+%
i [ p@it-n [ po

1
m—i—n

=1 (f' () = f(1))d]

T
1

T+

<uf 17w -rol

1 !/ /

<n— sup [f'(z)— f(t).

te[x,x—i—%}
Ce qui implique que
[f'(@) = fal@)| < sup  |f'(x) = f'()], ¥V z€R
te[z,az+%]

On veut montrer que lim sup|f’'(z) — f.(z)| = 0. C’est-a-dire montrer que
TL*)OOxGR

Ve > 0,3ng €N, tels queVn >ng et Vo € R, on a |f'(z)— fu(z)| <e.

Comme [’ est uniformément continue sur R, alors pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si
|lu—v| <4, ona

|f'(u) = f'(v)] <e.
Finalement, pour tout £ > 0, il existe ng € N (provenant de I'inégalité |z + % — x| = % < 6, avec
d > 0 est celui provenant de 'uniforme continuité de f’), tel que Vn > ng, on a

sup | f'(z) — f(t)] <e.

tE[CEﬂS-‘r%]

Ce qui implique que f,, — f" uniformément, et comme f,, est presque périodique alors f’ est aussi

presque périodique. |

Proposition 1.2.4.

Soit f € AP(R,X) et F' une primitive de f.

Dans le cas ou X = C ou X est uniformement convexe on a
F e AP(R,X) si et seulement si F' est bornée sur R.

1.2.2 Théoreme de superposition des fonctions Bohr presque
périodiques

Définition 1.2.7. [12, Definition 3.29]
On dit qu'une fonction continue F' : (t,z) — F(t,z) est presque périodique en ¢ € R et uni-

formément en z si la fonction ¢ — F(t, z) est presque périodique uniformément en x € B C X, on
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B est un sous-ensemble borné de X.
C’est-a~dire, F' est continue et Ve > 0, Jl. > 0 tel que tout intervalle de longeur /. contient un 7
qui verifie :

|F(t+ 7,2) — F(t,x)|| <e, VteR et Vo€ B.

On note par APU(R x X, X) I'espace des fonctions Bohr presque périodiques avec parametres.

Dans ce qui suit on definit I'opérateur de superposition, et on montrera que ce dérnier envoie

AP(R,X) dans lui-méme quand la fonction qui le construit est lipschitzienne.

Définition 1.2.8.
Soit F': R x X — X| (¢t,z) — F(t,z) une fonction.
L’opérateur de superposition appelé aussi opérateur de Nemytskii, noté par Ny construit sur la

fonction F, est définit comme suit :
Ne [t — g(t)] = F(t, g(t)),

pour toute fonction g : R — X.
Plus précisement, si on note F(R, X) : 'espace des fonctions définies sur R a valeurs dans X alors

NF2F<R,X> — F(R,X) ol Np(g):R —- X
g — Nr(g) t = F(tg()).

Théoréme 1.2.2. [12, Theorem 3.30]
Soit F: R x X = X, (t,z) — F(t,z) une fonction presque périodique en t € R uniformément en
x € BCX, ou B est un sous-ensemble borné de X. Supposons que F' est Lipschitzienne en x € B

uniformément en t € R c’est-a-dire AL > 0 tel que
Si g € AP(R,X) alors Np(g(-)) = F(-,9(-)) € AP(R,X).

Preuve.
Comme g € AP(R,X), alors pour tout ¢ > 0, il existe [. > 0 tel que tout intervalle de longeur I,

contient 7 vérifiant
€

lg(t +7) =g < 57 (1.1)

Pour tout t € R on a :

INF(g(t+ 7)) = Ne(g@)Il = | F(t +7,9(t + 7)) — F(t, (1))
<[F(E+79+7) = Ft+ 790+ |F(E+7,9(8) — F(E,9(t))]l
< Lllg(t+7) =gl + [F(t +7,9(t)) = (¢, 9@))]-

En utilisant le fait que F' est presque périodique

sup |[F (¢ + 7, 9(1)) — (1, 9(1))| < - (1.2)
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De (1.1) et (1.2) on obtient

sup [Nr(g(t + 7)) = Nr(g(t))l] = Sup [F(¢+ 7, g(t+ 7)) = F(t g(@)]] <&

teR

Par conséquent Np(g) est presque périodique. Clest-a-dire Ny envoie AP(R,X) dans lui-

meme. [ |

1.3 Les fonctions Stepanov presque périodiques

Cette section est consacrée au concept de la Stepanov presque périodicité (ou SP-presque
périodicité), qui est une généralisation de la notion de Bohr presque périodicité. Cette notion a été
introduite dans la premiere moitié du vingtieme siecle par le mathématicien russe V. Stepanov [27].
Elle est développée par la suite par les travaux de plusieurs mathématiciens, comme par exemples
Amerio et Prouse [1], J. Andres [2], et A. S. Besicovitch [5].

1.3.1 Définitions et propriétés

Définition 1.3.1. [1, 2, 24]
Soit f € M(R,X) et 1 <p < 0.

On dit que f € L (R,X) si pour tout compact K de R la quantité [, || f(¢)|[dt est finie.

loc

On introduit la norme de Stepanov comme suit :

3=

1 x4+l
Il =sup |7 [ Ispar] L >0

Propriété 1.3.1. [2]
Pour tout 1 < p < oo les normes de Stepanov sont équivalentes. C’est-a-dire : pour tout ly,ly > 0,

il existe o B dépendant de 1,1y tels que :

e Hf”slp1 < Hf”sfz <p Hf“sfl-

Preuve.
Montrons qu’il existe a > 0 tel que o || f[|sz < || f[lsz . Soit 0 <y <5 alors on a:
1 2

1 z+lo 1 z+l 1 z+lo
1 / V(o) = - / 1) Pdts / o
l2 z l2 x l2 x

+11

1 x4l l l 1 T+
>0 [ worax (222 (5 [ Isora)

1
I\ »
111, > () Wl

D’ou :
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Montrons qu’il existe § > 0 tel que ||f||5lp2 <p ”f”Sfl‘

r 1 x+lo %
1@l =sue |7 [ e

'1 -+ 1 1 T+l %
<sw o [ sra] w5 [ el

zeR | 02 +11
r ll z+11 . 1 T+l %
< sup / ||f<t>|rpdt] +sup{ / Hf<t>||pdt]
z€R _l1 X ly J, zeR |2 411

ll % 1 T+l % 1 T+l %
< sup (—) (— / ||f(t)||pdt) +sup[ / ||f<t>||pdt}
TeER lQ ll T z€R l? T+

I % 1 x4+l % l %
< (1) i v [2 [ irowa]” < (2) o o
2 1 Jx 2

+l1
< ((ﬁ—) +1) 170l
2
L\ 7
1£llsp, < <(E) +1) I fllsp -

Ce qui acheve la démonstration [ |

D’ou :

Remarque 1.3.1.

En raison de cette équivalence, on peut supposer dans tout ce qui suit que [ = 1 c’est-a-dire :

il = [ [ o]

Définition 1.3.2. [2]

Soient 1 <p < ocet fe L (R X). f est dite Stepanov bornée si

loc

£ llse < o0

LE+1 1 1
s ( / IIf(t)||”dt> — s ( / ||ft+w||”dt) < 0.

L’espace de ces fonctions sera noté BSP(R, X)), il est muni de la norme

C’est-a-dire

1
t+1 P
[ flls» = sup </ Hf(s)l!pds) = sup [ f(t + )|l e(o,0.%)-
teR t teR

Proposition 1.3.1. /2, 12, 24]
Soit p,q € [1,00][ tel que p < q alors BSY(R,X) C BSP(R, X).
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Preuve.
Soit f € BS?(R,X), montrons que f € BSP(R, X).

On a f € BSY(R,X) alors

feLll (RX)CLP

loc loc

(R, X).

En appliquant 'inégalité de Holder au deux fonctions f et g = 1 on aura

Vi eR, 1
[ e s ([ asomra)” ([ )

avec 1 + L = 1. En prenant n = ¢ on obtient,
n m P

z+1 z+1 %
/’|U@Wﬁs(/ uﬂwQ coo, ¥ sER

D'ou, || f]lsr < +00. Clest-a-dire, f € BSP(R,X).
Par consequent, BS?(R,X) C BSP(R,X). Ce qui acheve la démonstration l

3=

Théoreme 1.3.1. [4, Theorem 2.5]
Pour tout 1 < p < oo, l'espace (BSP(R,X), ||.||s») est un espace de Banach.

Définition 1.3.3. [2, Definition 3.1], [1]
Une fonction f € L7 (R,X) est dite presque périodique au sens de Stepanov (on écrit f €

loc

SPAP(R,X)) si pour tout e > 0, il existe [ > 0 tel que tout intervalle de longeur [ contient

au moins un nombre 7 verifiant :

z+1 %
I = fllsr = U+ ) = SOl =swp | [ I+ 7) = 1P| <
Tre x
Autrement dit, pour tout € > 0, 'ensemble SPE(e, f) est relativement dense dans R ou :

SPE(e, f) ={r e R, [[f (. +7) = f()ls» < e}
Le nombre 7 € SPE(g, f) est appelé Stepanov-e presque période de f.

Exemple 1.3.1. [18, Exemple 2.2.2]
Soit f € AP(R), alors la fonction sign(f) € STAP(R,R) avec,

1, sif(z) >0
sign(f(x) = { 0. sif(z) =0
-1, sif(x) <0

Exemple 1.3.2.

Les fonctions de classe C*°(R, R) suivantes :
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1. g(x) =2+ cosx + cosv/2z.
La représentation graphique de cette fonction est

2. f(@) =sin (55)
3. h(z) = (g(z))"sin (ﬁ)

sont des fonctions SPAP(R

ais pas AP(R).

Définition 1.3.4. [2, Definition 3.3](La propriété de SP normalité)
Une fonction f € LV (R,X) est dite S? normale si la famille des fonctions {f(. + h),h € R} est

loc

SP précompact, c’est-a-dire si pour toute sous suite f(. + h1), f(. + ha) ... on peut extraire une
sous suite SP convergente.

Définition 1.3.5.
L’espace des fonctions Stepanov presque périodiques est la fermeture de I’ensemble des polynomes

trigonométriques généralisés relativement a la norme de Stepanov. C’est-a-dire,

SPAP(R,X) = A",

Autrement dit, f : R — X possede la propriété d’approximation polynomiale au sens de

Stepanov, si il existe une suite (P,), C A tel que :

| [ 1o - a] <

z€R

Proposition 1.3.2. [2, Theorem 3.2]
Si f € SPAP(R,X) alors :

1. SP-bornée, (f € BSP(R, X))

2. SP uniformément continue c’est-a-dire : Ye > 0,30 > 0, tel que si |h| < 0 alors

1fn = flls» <&,

fn est la translatée de f.

Théoréme 1.3.2. [2, Theorem 3.5/
Les trois définitions 1.53.3, 1.3.4, 1.3.5 coincident.
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Dans ce que suit, on présentera certaines propriétés des fonctions Stepanov presque
périodiques.

Propriété 1.3.2.
Soient les fonctions f,h € SPAP(R,X) et 1 <p < oo, on a :

1. f+heSPAP(R,X).
2. 851 f € SPAP(R,X), A € R alors \f € SPAP(R, X).

Preuve.

1. Montrons que f + h € SPAP(R,X).

Soit € > 0 et 7 € SPE(S, f) N SPE(5, h), alors

£
2

S

x+1
sup U I +R)(E+7) = (f + h)(t)llpdt} = sup [f(E+7) = f(8) + h(t+7) = h(t)||Pdt

z€eR z€R

hSA

zeR
1
+ sup |h(t + 1) — g(t) ||pdt}

=E&.

[
< sup [ I$e+7) = ol
[
o<
2

8
wmm
=

Dou T € SPE(e, f + h).
Par conséquent, SPE(e, f + h) est relativement dense dans R. Ceci implique que f + h est
presque périodique au sens de Stepanov.

2. Soient € >0 et 7€ SPE(fT‘, f) alors

sop ([ st - o) <

z€R

=0

Par suite,

[

(| T A f(t)”pdt); ~isu ([ s - o)’

z€R

< mw

3=
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Dot 7 € SPE(e, A f) c’est-a-dire SPE(5, f) C SPE(e, Af). Comme SPE(5, f) est relativement
dense alors SPE(e, \f) est relativement dense.

Par conséqgent, Af est presque périodique au sens de Stepanov. |

Propriété 1.3.3.
Soient f € SPAP(R,X) et g € STAP(R,X), 1 <p, ¢ < oo tels que }D—l— % =1,0na:
fg e STAP(R, X).
Preuve. Soit € > 0 et 7 une Stepanov e-presque périodique commune a f et g.
En vertu de I'inégalité triangulaire et I'inégalité de Holder, on a

x+1
supb/’ | fg(t+7) — fo(t)|dt

= sup /I+ I+ 1)t +7) = g(0) + g(O)(f(t+7) = ()]

Ssup/z 1@+ DI (gt +7) = g(t)||dt

+&m/%|M®HHU@+T SOl

< (?Jéﬂ% (/ e e ) (sup gt +7) — gl >||th);)
b (s /:Hng( e <p( 1+ 7) - <t>||pdt)>

< 2Me.

z+1 % z+1 %
M:max{igﬂg ( / Hf(t)det) - ( / ug<t>uth) }

Donc fg est S'-presque périodique. |

ol=

avec

Propriété 1.3.4.
Si f € SPAP(R,X) alors |f| € SPAP(R, X).

Preuve.
Soient € > 0, 7 € SPE(e, f) alors :

(| AT \f(tm\pdt); <sup | T rolra)’

zeR

=

<e.

Dot 7 € SPE(e,|f|) qui est relativement dense. Donc |f| est presque périodique au sens de

Stepanov. [ |
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Propriété 1.3.5.
Soit (fn)n une suite de fonctions de SPAP(R,X) SP-convergente vers une fonction f.
C’est-a-dire :

Ve >0, AN >0,Yn > N : || fu— fllsr <e,

alors f € SPAP(R,X).

Preuve.
Soient 7 € SPE(%, f), alors Vn > N on a :

HfT - fHSP = ||f'r + (fn)-r - (fn>-r + fo— fu— f”SP
< H(fn)‘r - anSP + “(fn)T - fTHSP + an - fHSP
e € €
< 1 + Z_L+§ =¢€.
D’ou SPE(S, f.) C SPE(e, f). Donc SPE(e, f) est relativement dense ce qui donne f €
SPAP(R,X). MW

Théoreme 1.3.3. [4, Proposition 2.2]
Pour tous 1 < p < oo l’espace (SPAP(R,X), ||.||s») est un espace de Banach.

Preuve.
Soit 1 < p < o0, il est clair que SPAP(R, X) est un sous espace vectoriel de BSP(R, X).
Il suffit de prouver que SPAP(R, X) est fermé dans BS?(R, X).

Soit (f,), une suite de SPAP(R,X) telle que f,, — f quand n — oo dans BSP(R,X). Par
hypothese f, — f C SPAP(R,X). Donc pour tout € > 0, il existe [. > 0, tel que pour tout a € R

il existe 7 € [a, a + ] satisfaisant

t+1 %
</t | fu(s+7)— fn(s)||pds> <e, V teR.

D’autre part, en utilisant I'inégalité triangulaire on obtient
t41 »
[t = ) <
t

([ s+ n -t +niras) ;+( [ s+ - sy as) ;+< [ 10 - s as)

Par conséquent,

Jun

([ 150 - f@upds)’l’ <= G o ([ 1alstm) = 1P ds) 415 = ulls

Ce qui implique que

t+1 5
([ 15640 = 50Pas)" <1 = Gl + 17 = ullsr + 5. ¥ 1R

B =
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Par hypothese f,, — f quand n — oo dans BSP(R, X) il s’ensuit que (f,), — fr quand n — oo
dans BSP(R, X).

Par conséquent, pour n > 0 suffisament grand, on déduit que

t+1 %
(/t Hf(s+r)_f(8)“pd8) < §+§+§:€.

Danc, f € SPAP(R,X). |

Proposition 1.3.3.
Soit f une fonction Stepanov presque périodique.

St f" est SP-uniformément continue sur R, alors elle est Stepanov presque périodique.

Preuve.
Supposons que f est presque périodique au sens de Stepanov et prenons une suite (h,,), telle que

h, — 0, lorsque n — +o0, alors

f([)?—{—hn)—f(l’)

. = f'(z+6h,), 0<O6<1

L’expréssion a gauche de cette égalité est une somme de deux fonctions presque périodiques au

sens de Stepanov, elle est donc Stepanov presque périodique.

Puisque f’ est SP-uniformément continue sur R, alors (f'(. + 6h,)), est SP-uniformément

convergent vers f’.

En effet,

z+1 %
sup (/ |f'(t+ ) — f/(t)|pdt) <e, lorsque |x| <4.

zeR

Choisisons h,, telle que |h,| < d, alors
|t + O0h,, — t| = |Oh,| <.

Ainsi .
z+1 P
sup (/ |f'(t + 6h,) — f’(t)\pdt) <e.
z€R T

D’apres le Théoreme 1.3.3, f’ est Stepanov presque périodique. |

Proposition 1.3.4. [1/
Si f e SPAP(R,X) et F(t fo n)dn, alors F est uniformément continue.

Preuve. [1, Definition VIII]
Pour p = 1, on suppose que F n’est pas uniformément continue, alors il existe p > 0 et deux suites
(0n)n €t (0p)n, avec lim 4, = 0, tel que :

n—oo

on
|F (0 +6,) — Flow)] = | / F(on+m)dn]) > p (1.3)
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Comme f € STAP(R,X) est uiformément, on peut ( par le critere de Bochner) admettre que :

lim / VF(t 4 0+ 1) — fult +m)ldn = 0.

n—o0

f» existe, comme f € STAP(R,X), de plus :
On On On
n d -~ o d n — Jo d
||/0 F (0w + m)dn] < ||/0 f(n)d] + ||/0 (f(0n +1) — fo(m))dn]

Ce qui contredit (1.3)

Par suite, F' est uniformément continue. [ |

1.3.2 Le lien entre les fonctions Bohr presque périodiques et les fonc-
tions Stepanov presque périodiques

La transformée de Bochner

Définition 1.3.6. [2, Remark 3.10], [24, Definition 4.1], [11, Definition 2.7]
La transformée de Bochner f” d'une fonction localement p-intégrable f : R — X est définie comme

suit
1] - X

7(3) = f(t+s).

ou

forR — LP([0,1],X) 1o
t—= f s = ff

Proposition 1.3.5. [/, Remark 2.2]
Soient f,g € LI (R, X), pour 1 <p< oo on a

loc

L(f+9=f"+g"
2. Si A € R alors (\f)? = \f°.
3. SiT€R alors (f.) = fb, ou f. designe la translatée de f.

T7

En effet, pour tout T € R et Vit € R, s € [0,1] on a

(fr)t(s) = fo(t + 5)
= flt+s+7)=(filr +3))

= (f{)+(s)-
Remarque 1.3.2.
Sif:RxX— X alors
fPrRxX — LP([0,1],X) f(bt’u) :0,1] — X

ou

1
(t,u) =[G s fh g (s) = flt+su).

Le théoreme de Bochner qui suit exprime la presque périodicité de Stepanov a 'aide de celle
de Bohr.
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Théoréeme 1.3.4. [1], [11, Definition 2.10]

Soit f € L} (R,X), on a la caractérisation suivante :

f € SPAPR,X) & f* € AP(R, L*([0,1],X)).

De plus,
1£llse = [1£lloc = sup [|.f7 Il oo,,-
teR

Proposition 1.3.6. [1], [12, Proposition 3.70]
Toute fonction Bohr presque périodique est Stepanov presque périodique.
C’est-a-dire :
AP(R,X) C SPAP(R, X).

La réciproque n’est pas vraie, il existe des fonctions Stepanov presque périodiques qui ne sont

pas Bohr presque périodiques, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 1.3.3. [12, Exemple 3.69], [18, Exemple 2.2.1]

Soit «, B € R avec oS! un nombre irrationnel bien défini alors les fonctions :

) 1
J() = sin (2 + cos(at) + Cos(ﬂt))  tek,
1

teR.

t) =
glt) = cos (2 + cos(at) + cos(ﬂt)) ’
Proposition 1.3.7. [1, DefinitionVIL], [20, Lemma 4]

Si f est Stepanov presque périodique et uniformément continue alors f est Bohr presque périodique.

Autrement dite,
AP(R,X) = SPAP(R,X) N C,(R, X).

Preuve. (Voir [1], [20])

Pour chaque n € N, on pose :
fult) =n [ ft+ myan.
0

Comme f est uniformément continue, il vient par la Proposition 1.2.3 que f,, — f lorsque n — 400
uniformément sur R.

Pour montrer le résultat désiré, il suffit de montrer que f, est Bohr presque périodique pour
chaque n.

Pour ce faire, nous exploitons la Stepanov presque périodicité avec [ = %

Soit € > 0, on peut trouver un ensemble relativement dense dont les élements 7 vérifient :

[

supn / WA ) — f(E )Py < <.

teR
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En utilisant 1'inégalité de Holder, il vient que pour tout t € R :

-

Mult +7) = FulO < / T ) — £+ )y

<n</j1q); (/01 IIf(t+T+n)—f(t+n)||pdn>p
" (%) </O If(t+7+n) f(t+77)|pd77>;

Sn.n%1 (/On ||f(t+7'+77)—f(t+77)||pd77>

€.

IN

3=

IN

ol ]l)—{—% = 1, ce qui acheve la démonstration. [

1.3.3 Théoreme de superposition des fonctions Stepanov presque
périodiques

Définition 1.3.7. [4, Definition 2.7

Soit 1 < p < co. Une fonction F' : R x X — X telle que F(-,z) € L} (R, X) Vz € X est dite
Stepanov presque périodique en ¢ uniformément en x € X si pour tout compact K C X, Ve >
0 Jl.x > 0tel que Va € R, 37 € [a,a+ [, k] satisfaisant :

t+1 %
sup (/ Hf(8+7,x)—f(8,x)\|pds) <e, VteR.
t

zeK

On note par SPAPU(R x X, X) l'espace de ces fonctions.

Lemme 1.3.1. /4, Lemma 3.1]
Soient 1 < p < oo, F: R x X — X une fonction telle que F(-,z) € L} (R, X), Vz € X alors
F e SPAPU(R x X, X) si et seulement si les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Ve eX, F(,z)e SPAP(R,X).

2. F est SP uniformeément continue par rapport a la deuxieme variable sur tout compact K C X.
Autrement dit,
Ve >0 F0x. tel que Vay,20 € K

t+1 H
|21 — 22| < 0k = (/ If (s,x1) — f (s, 22)|]" ds) <e VteR (1.4)
t
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Théoréme 1.3.5. [/, Theorem 3.1]
Soitl <p<ooetF:RxX-—X, (tz)w— F(t,x) une fonction Stepanov presque périodique.
Supposons que F vérifie 'hypothése de Lipschitz c’est a dire ILp € BSP(R, X)) tel que

|F(t, ) = F(t,y)ll < Lelle —yll, Vo,yeX, VteR, (1.5)
Sig e AP(R,X) alors Np(g(-)) € SPAP(R, X).

Preuve.

Soit 1 < p < oo prenons [. > 0 tel que pour tout a € R il existe 7 € [a, a + [] satisfisant

P

(lHWF“+Tﬂ@+T»—F@w@»W@)

_l_
sigmw+ﬂ—w@w(

<[ Ll[sv -

(1.6)
On donne K = {z(t) : t € R} un sous ensemble compact de X, et £ > 0 fixe.
En utilisant le Lemme 1.3.1 il s’ensuit qu'il existe 6. x tel que I'équation (1.4) soit satisfaite. En vue

de la compacité de K, il vient qu'il existe un ensemble fini {g1,...,9,} C K (n € N*) tel que K C
U B (gi, 0k ) alors pour tout t € R, il existe i(t) = 1,...,n tel que Hg(t) — gi(t)H < Ok
i=1
Danc
t+1 ) P £
(/ |F(s+7,9(s) = F(s+ 7, gi0)) | ds) < 1 (1.7)
t

et

([HWH&Mw—F@m@mwaégz .

En utilisant (1.5) on obtient

</tt+1 ||F(S + 7, gir)) — F(S,gi(t)))deS) < Z. (1.9)

Par conséquent, par (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9) on obtient :

B =

t+1 . - . -
[ It rgls ) - FosgoiPds) <5+ 545+ 5 ==
t 4 4 4 4
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D’ou
Nr(g(+)) € SPAP(R, X).



— Chapitre 2

Fonctions Stepanov pseudo presques
périodiques

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de faire une présentation des fonctions pseudo presque périodiques
introduites par C. Zhang [28] et des fonctions Stepanov pseudo presque périodiques définies pour
la premiere fois par Diagana dans [11]. Pour se faire on doit commencer par une présentation des

fonctions ergodiques.

2.2 Les fonctions ergodiques

2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.2.1.
Soit ¢ € Cyp(R, X)), on dit que la fonction ¢ est ergodique si :

1T
Jim 5 [ le@ldz =o.

On note par £(R, X) l'espace des fonctions ergodiques.

Proposition 2.2.1.
L’ensemble £(R,X) est invariant par translation c’est-a-dire, si p € E(R,X) et s € R alors

vs € E(R,X).

Preuve.
Soit p € E(R,X) et s € R, montrons que ¢, € £(R, X).

22
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On pose y = = + s. alors,

T T
Jim oz [ len@lde = Jim o [ et + 9o
1 T+s
=t oz [ ey
1 T+s
= lim d
i s [ el

= 0.

Donc ¢, € £(R,X). [ |

Proposition 2.2.2.

Sip € E(R,X) et a € R alors ap € E(R, X).

Sip,h € ER,X) alors p+ h € E(R,X).

Sip € E(R,X) et g une fonction bornée définie de R a valeurs dans C alors gp € E(R, X).
Si o, h € E(R,X) alors hp € E(R, X).

Si o € ER,X) alors || € E(R,X).

SR

Preuve.

1. Soit ¢ € E(R,X) et o € R, montrons que ap € E(R, X).
On a

lim —/ |lap(x)||de = |af hm —/ ()| dz

Par conséquent, ayp € E(R, X).
2. Soit ¢, h € £(R,X), montrons que ¢ + h € E(R, X).

On a
tim o= [ e+ W@ = Jim o [ ot + b o
I I
< Tlggoﬁ/_T lip()llde + Jim . |7 (z)||dz
=0.
D’ou

hm—/ (o + B)(@)|ldz = 0.

T—oo 2

Par conséquent ¢ + h € E(R, X).
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3. Soit ¢ € E(R,X) et g une fonction bornée, montrons que gy € £(R, X).
Par hypathese g est bornée donc il existe ¢ > 0 tel que :

suplg(a)] < c.
T€R
On a
1 T
- < —
tim o [ lop)wlde < Jim o2 [ swlotwl 1ot
<clim —
<cjim 3 [ lo@lds
=0.

Donc gy € £(R,X).
4. (4) est une conséquence de (3).

5. (5) découle directement de la Définition 2.2.1. [ |

Remarque 2.2.1.
D’apres les Propriétés (1) et (2) de la Proposition 2.2.2 on remarque que 'espace £(R,X) a une

structure d’espace vectoriel.

Proposition 2.2.3.
L’espace (E(R, X)), ||.||s) est un espace de Banach.

Preuve.

Il est claire que £(R,X) est un sous espace vectoriel de Cy(R, X), alors il suffit de montrer que
E(R,X) est fermé dans Cy(R,X). Soit (¢,), une suite de E(R,X) telle que n1_1>I_~I_loo ©n = ¢ uni-
formément sur R.

On a:
/ le@lidt < [ olt) — eu(®)dt + / (eut)lldt

T —-T -T
On déduit que :
1

dt < | o n(t)]|dt
o | el < o=l + 55 [ llento

En utilisant le fait que ¢, € £ (R, X), on obtient

<
dm o [ el < e = s Yo N

Comme lim ||¢ — ¢nllec = 0, on déduit que :
T—+o0

lim — _
L YO

Finalement, (£(R,X),||.||«) est un espace de Banach. |
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Théoreme 2.2.1.
Soit ¢ € Cp(R, X). Alors

0 € ER,X) si et seulement si ¢©* € E(R,X).

Preuve.

La premiere implication découle de la Proposition 2.2.2 donc il reste a montrer la deuxieme impli-
cation.

On suppose que ¢* € E£(R,X) et on montre que ¢ € E(R, X).

D’apres I'inégalité de Holder, pour p =g =2 on a :

3 [ el < o ([ / i”@“)“%r [ 1a é)
- | [ etoipa] !

-|x/ TTH@@)H?th-

1T 1T :
ggﬂlﬂﬂmwéygbrkﬂwwdd-

1 T
Comme ¢? € E(R,X) alors Tlim ﬁ/ l¢(t)||?dt = 0. Ce qui donne ¢ € E(R, X). [ |
—00 T

D=

Donc

Définition 2.2.2.

Un sous ensemble C' de R est dit sous ensemble zéro-ergodique de R si

7i(C) = lim %u(Cm [—T,T]) = 0.

T—o00

Théoreme 2.2.2.
Soit ¢ € Cp(R, X). Alors p € E(R,X) si et seulement si pour tout € > 0, [’ensemble

Ce={teR: e = ¢}

est un sous-ensemble zéro-ergodique de R.
Autrement dit,
v e &R, X) & nu(C.) =0,e > 0.

Lemme 2.2.1. [21, Lemma 2.7]
Supposons que f € BSP(R,X). f* € E(R, LP([0,1],X)) si et seulement si pour tout e > 0,

1
Am oo (Mre(f)) =0, (2.1)

1
O p définie la mesure de Lebesque et Mr.(f) = {t €l-T,T: (fttﬂ Hf(a)”pda>p > 5}.
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Preuve.
Si f* € E(R, LP([0,1],X)). On montre (2.1). Supposons le contraire, c’est-a-dire il existe g9 > 0,
tel que 5= 1(Mre,(f)) ne converge pas vers 0 quand T — +00.
Alors il existe 0 > 0 tel que pour tout n
1
o7 w(Mr, - (f)) =6 pour certains T, > n.

Nous avons donc :

1 Tn t+1 % 1 t+1 %
— flo pda) dt > — (/ flo pda) dt
! e

> 505.

Ceci contredit le fait que f* € E(R, LP([0, 1],X)). D’autre part, supposons que (2.1) est vraie alors
pour tout € > 0 il exist Ty > 0 tel que pour tout T > Ty on a

L0 () < -

2T 1f]ls0
Par suite
1 T t+1 -
i pd d
5 ([ i) a
1 t+1 %
[+ ([ 1seras) a
Mr,e(f) [T, T\Mr,c(f) t
1
< o7 Ifllso (Mo (£))) + (2T — p(Mre(f))e)
<e4e=2
pour T > Ty.

Ce qui implique que f* € E(R, LP([0,1],X)). [

2.2.2 Fonctions ergodiques avec parametres

Définition 2.2.3.
Soit ¢ : R x X — X (t,u) — ¢(t,u) une fonction bornée continue. On dit que ¢ est ergodique en

t uniformément en u € K avec K un compact de X si

1T
Jim 5 [ et u)lit = .

Autrement dit,

T

) le(t, u)||dt = 0}.

On désigne par EU(R x X, X) I'espace des fonctions ergodiques avec parametres.

1
EU(R x X.X) = {p € Cy(R. K) : lim ﬁ/
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2.3 Les fonctions pseudo presque périodiques

Le concept de la pseudo presque périodicité est une généralisation de la presque périodicité.
Il a été présenté pour la premiere fois, dans la littérateure, par C.Zhang dans son article publié
en 1994. Par suite cette notion a été développée et généralisée par plusieur auteurs citons par
exemples, Toka Diagana [11, 12], [12], Li, Hong-Xu and Zhang, Li-Li [21], Long, Wei and Ding,
Hui-Sheng [22].

2.3.1 Définitions et propriétés

Définition 2.3.1. [11, Definition 2.3],[28, Definition 1.2], [12, Definition 5.1]
Une fonction f € Cy(R, X) est dite pseudo presque périodique si :

f=9g+p,avec g€ AP(R,X) et ¢ € E(R,X).

g est dite la composante presque périodique de f et ¢ la perturbation ergodique de f.
Lensemble de ces fonctions sera noté PAP(R, X).

Exemple 2.3.1. [12, Exemple 5.2]

La fonction f définie par

. . 1
f(x) = sin(z) + sin(v2zx) + Tt VreR

est pseudo presque périodique.

En effet, la fonction o +— sin(z) + sin(v/2x) est presque périodique et la fonction x +— m est

dans (R, R) car elle est continue et bornée, de plus

I | 1
im — [ ———dr = lim — [arctan(x)]"
T—o0 2T J_p 1+ 22 T—oo 2T
tan(T) — arctan(—T
iy G an(T) — arctan(—T)
T—o0 2T
2 arctan(T)
= lim ———*
T—00 2T
= 0.

Exemple 2.3.2.

La fonction f définie par

f(x) = cos(2mx) + cos(2mV/2z) + wsin(z), Yz € R

est pseudo presque périodique.
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En effet, la fonction z — cos(27wx) + cos(2mv/2z) est presque périodique et on a aussi la fonction

x +— xsin(z) est ergodique, car elle est continue bornée, et

1 T 1 0 T
Tll)rgoﬁ /T |z sin(z)|dx = Tlggoﬁ (/T —zsin(—x)dx +/0 :L'sin(x)dx)
1 T
= lim —/ xsin(z)dx
2T

T—o00 T
— fim ~ ! ' (z)d
= Jim [—z cos(z)]_; + . cos(x)dx

= lim % [—T cos(T) + Tcos(—T) + sin(T) — sin(—T)]

T—o0
9gi
. sin(T)
T—00 2T
in(T
~ i 50D
T—00 T

=0.

Théoreme 2.3.1. [29, Theorem 1.4], [28, Lemma 1.5], [12, Definition 5.6]
Si f € PAP(R,X) et g sa composante presque périodique alors :

g(R) C f(R),

Donc,
> > ] > ] .

Preuve.

On raisonne par I'absurde.
On suppose que g(R) € f(R), alors

dzg € g(R) et xy ¢ f(R).

C’est-a-dire

J2eRY >0 ona igﬂg||g(x0) —f(9)| > e
D’apres la continuité de g en zg, 3 0 > 0 tel que
o] < 8 = i0f g2y () — Fo ()] > <. (22)

Comme AP(R,X) est invariant par translation alors g, € AP(R,X), donc pour € > 0,3 I >0

tel que chaque intervalle de longeur /= contient un nombre 7 vérifiant :

190 )= (2) = guo ()] = 5, Vi, |2 < 6. (2.3)

DO | ™
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Par hypothese f € PAP(R,X) donc f = g+ ¢ avec ¢ € E(R,X). Donc

a0 (z + T = [1fzo (4 7) = gay(z + 7)|
= [ fao (& +7) = Garg (% + 7) = Gy (%) + Gy (@)
2 || fao (2 +7) = Guo (@) | = 11920 () = guro (z + T)]]
2 [1(fro)= (@) = Gao ()] = (1920 () = (9o )7 ()]

%3

D’apres (2.3) on aura :
5
lezo(@ + T 2 1 fao (2 +7) = gy ()] = 5, Yz, ] < 0.
On pose s =z + 7 alors, Vs € [T — §,7 + 4].

[0 (2 + T)| = lze ()| = (| fao(8) = gao ()] = %

Ce qui donne :

lo(s) = _ inf 1) = 2o(@)] = 5

sE[T

' €
> inf ||fxo(3) = Jao (@)l = 5

En utilisant (2.2) on obtient :

Par suite, on aura

Ceci contredit le fait que ¢ € E(R, X).
Par conséquent, g(R) C f(R). [ |

Lemme 2.3.1. [11, Lemma 2.5/, [12, Lemma 5.8/
Si (fu)n € PAP(R,X) et ||fn — flloo = 0 lorsque n — oo, alors f € PAP(R,X).

Preuve. [11]
Soit (fn)n € PAP(R,X). Alors Vn € N, on a

fo=0gn+ pn avec g, € AP(R,X) et ¢, € E(R,X).

D’apres le Théoreme 2.3.1 on a ||gn|lco < ||falloo- Comme ||f,, — fllooc — 0 lorsque n — oo donc
dg € AP(R,X) tel que ||gn — gl/cc = 0 lorsque n — oo ( car AP(R,X) est stable par passage a la
limite uniforme).

De la méme maniere on trouve qu’il existe aussi une fonction ¢ € Cy(R, X) tel que ||¢, — @]l — 0
quand n — oc.

Il reste a vérifier que ¢ € E(R, X).
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Pour T >0

1 T
| et < o2 [ 1ot - ant@ldr + 5 [

Sy +2T/_T”%0 (@)l

En utilisant le fait que ¢, € £(R,X), ¥n € N on trouve :

T

1
lim o g [o(z)]|dz = 0.

C’est a dire ¢ € E(R, X)
Par conséquent f € PAP(R, X). [

Proposition 2.3.1. [12, Proposition 5.5]
Soit f € PAP(R,X), si h € L'(R) alors (f x h) € PAP(R,X).

Preuve.

Soit f =g+ ¢ tel que g € AP(R,X) et ¢ € E(R,R).

Ona: fxh=gxh+px*xh.

D’apres la Proposition 1.2.1 On a g x h € AP(R,X).
Verifions que ¢ x h € E(R,R) avec ¢ € E(R,R) et h € L'(R).
On a

ln ()| dz

5 [ Mm@l =g [ [ ote - onesas] ao

2T | 4 2T

—00

2T

+T +o0
<o [ [ leta=llins)lasda

<[ :O 6 (55 [ et —s)lr) s
< [T (g [ oz ) ds

Comme E(R,R) est invariant par translation alors

lim —/ |p—s(x)||dz = 0.

T—oo 2T

Ceci se déduit de 1'égalité précedente que la fonction T %

2 o=

s(z)||dz est bornée et

h € L*(R) et grace au Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient :

Jm [ uh ) (QT/ los \dx)ds—o
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Dou
hm—/ |l * h(x)|dx = 0.

Alors
pxh e PAP(R,R).

Dong, f*h € PAP(R,X). [ |

Théoréme 2.3.2. [12, Theorem 5.9]
L’espace (PAP(R,X),||.|l) est un espace de Banach.

Preuve.
Il est clair que PAP(R,X) C Cy(R, X) et par le lemme 2.3.1, 'espace PAP(RR, X) est fermé.
Par conséquent, 'espace (PAP(R,X), ||.||») est un espace de Banach. |

Proposition 2.3.2. [29, Theorem 1.5], [12, Proposition 5.7]
L’espace PAP(R,X) est invariant par translation. Ceci découle de linvariance par translation de

AP(R,X) et £(R,X).

Proposition 2.3.3. [29/, [12, Lemma 5.5]

1. Soit f € PAP(R,X), la décompotion f = g+ h est unique, c’est-a-dire
PAP(R,X) = AP(R,X) @ £(R, X).
2. L’espace PAP(R,C) est stable par le produit.

Preuve. [29]

1. Montrons que la décompotion de f est unique.
Soit f € PAP(R,X) on suppose qu'il existe g1, g2 € AP(R,X) et ¢,y € E(R,X) tels que :

f=g+¢1 et f=g2+ o

Alors
(91 = 92) + (91 = p2) = 0.
(g1 — g2) € AP(R,X), (p1 — ¢2) € E(R,X), car AP(R,X) et E(R,X) sont des espaces
vectoriels.
D’apres le Théoréme 2.3.1, (g1 — g2)(R) € {0} alors (g1 — g2)(z) = 0,Vx € R.
Ce qui donne g; = gs.
Par concéquent : ¢ = o.

D’ou la décomposition de f est unique.
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2. Montrons que I'espace PAP(R,X) est stable pour la multiplication.
Soit f1, fo € PAP(R,X) on a
fi=g+¢1, f2= g2+ 2 avec g1, g2 € AP(R,X) et o1, 02 € E(R, X).
On a

fifo= (g1 +¥1)-(g2 + v2) = g1.92 + 1.2 + G102 + P1.92.
D’apres la Proposition 1.2.1 et la Proposition 2.2.2 on a
91-92 € AP(R,X) et ¢1.902 + g1.02 + 1.2 € E(R, X).
D'ou f;.f; € PAP(R,X). [ |

Dérivation et intégration des fonctions pseudo presque périodiques

Théoreme 2.3.3.
Si f € PAP(R,X) et sa dérivé f' est uniformément continue sur R, alors f' € PAP(R, X).

Théoréme 2.3.4. [12, Theorem 5.12]
On suppose que l’espace de Banach X est uniformément conveze. Soit f € PAP(R,X), avec
f=g+h, ge AP(R,X) et h € E(R, X).

On définit les fonctions :

On suppose que
1. G est bornée.
2.3 & eXtel que : H— P € E(R,X).

Alors la fonction définie par :

ts F(t) = G(t) + H(t) € PAP(R,X).

2.3.2 Théoreme de superposition des fonctions pseudo presque
périodiques

Définition 2.3.2. [11, Definition 2.6], [12, Definition 5.10]
Soit f: R x X — X, (¢t,u) — f(t,u). On dit qu'une fonction continue f est dite pseudo presque

périodique en t € R, uniformément en u € X si
f=g+¢ avec g € APR xX,X) et ¢ € ER x X, X).

Exemple 2.3.3. [12, Exemple 5.11]
La fonction f : R x X — R définie par

f(t,u) = cosu [sint + sinmt + (D)
est pseudo presque périodique en t € R uniformément en v € B, ou B C R est un ensemble borné

arbitraire.
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Théoréme 2.3.5. [12, Theorem 3.13]
Soit F € PAP(R x X, X), on suppose que F vérifie la condition de Lipschitz, c¢’est-a-dire 3L > 0

tel que
|F(t,u) — F(t,v)|| < Lllu—v|, VuveX et tecR.

Si g € PAP(R,X), alors Nr(g(")) = F(-,9(-)) € PAP(R,X).

Preuve.
Soit FF'=H + ¢ avec H € APUR x X,X), ¢ € EUR x X,X) et g = g1 + g2 avec g; € AP(R,X)
et g2 € E(R, X).
On utilise le fait que f vérifie la condition de Lipschitz alors
[E(E g < [|F (2 g(t)) — F(&0)[ + [|1F(E,0)]]
< Llgll + IF(L,0)]
< Lllgllee + [1H (£, 0)[] + [[&(£, 0)]].

Par conséquent F'(-,g(+)) € Co(R x X, X). Nous avons
F(,H())=H(,01() + F(9() = H(-, 91(-))
= H(,0:10) + F(9() = F(, () + 0(- 61 ())-

D’apres le Théoreme 1.2.2, H(-,91(+)) € AP(R x X, X) de plus en utilisant le fait que F' vérifie la
condition de Lipschitz et g, € £(R, X) alors

1t 9(t) = F(t, g1(0))]| < Lllg(t) — g1(8)]
< Lilg2(8)]]-

Donc F(vQ()) - F(?Ql()) S 5<R X X7 X)
Pour montrer que F(-, g(+)) € PAP(Rx X, X), il suffit de montrer ¢(+,¢:(+)) € E(RxX, X). Comme
Img(g;) est relativement compact dans X alors pour € > 0 il existe un nombre fini m de boules

ouvertes Oy de centre uy € X,k =1,2,...,m, et de rayon inférieur a = tel que
Img(g1) C UL, O
Pour tout k£ =1,..., m 'ensemble
By ={z €R:gi(z) € Ok} (2.4)

est ouvert et
Soit
Ep = B\ U2} B;,
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alors
EyNE; =0 quand k # 7,1 < k,j <m.

Comme chaque ¢ (-, u;) € E(R x X X)), il existe un nombre T > 0 tel que

m 1 T
Sor [ letulda<g, (72T, (2:5)
k=1 -

De plus, comme H € AP(R x X, X) est uniformément continue alors
|H(tw) = H(tw)| <5, (weOnteR)., (2.6)
Comme F' satisfait la condition de Lipschitz et
O 91() = F(010) = H(» 1 () et o (up) = F (- up) = H (- up)
Alors d’apres (2.6), (2.4) et (2.5) on a

T

% » l6(t, g1 (2)) | dt < %;/M - (lo(t, g1(t)) — & (t,ug) || + || (£, ux) |]) dt

/E A-T.7] (I1E @ 1) = F (L) [ + [ H (¢, 91(8) — H (8, ) ||

IA
S| =
M=T

Lllgu(t) ] +Z 57 M)~ (tw)

kﬂl TT‘

|

E o7 1 (- up) || dt
k=1 EpN|-T,T]
< €.

Donc é( (1) € E(R x X, X).
Par conséquent Np(g(-)) € PAP(R x X, X). |

2.4 Les fonctions Stepanov pseudo presque périodiques

En 2007, T.Diagana [11] a défini les fonctions Stepanov pseudo presque périodiques. Ces
derniers sont congus a partir des fonctions Stepanov presque périodiques introduites par Stepanov

lui méme en 1926 [27]. Plus précisément, on a la définition suivante :

2.4.1 Définitions et propriétés

Définition 2.4.1. |21, Definition 2.2], [11, Definition 2.11]
Une fonction f € BSP(R,X) est dite Stepanov pseudo presque périodique (SP-pseudo presque
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périodique), si f = g + ¢,
avec
¢" € AP(R, L7([0,1,X)) et " € E(R, L7([0,1],X)).
L’espase de toutes les fonctions Stepanov pseudo presque périodiques est noté par SPPAP(R, X).

Remarque 2.4.1. [21, Remark 2.6]
L’espace SPPAP(R, X) est un espace de Banach muni de la norme ||.||s».

Proposition 2.4.1. [11, Proposition 2.12]
Si f € PAP(R,X) alors f est SP-pseudo presque périodique pour tout 1 < p < oo.

Preuve. [11]

Soit f € PAP(R,X) alors f = g+ ¢ tel que g € AP(R,X) et ¢ € (R, X).
On note que f € BSP(R,X) et ¢* € AP(R, L?([0, 1], X)).

Alors 1l reste a verifie que ¢* € E(R, LP([0, 1], X)).

Pour cela, on choisit ¢ tel que Il) + % =1,

en utilisant 'inégalité de Holder pour T > 0, on aura

/_1(/01||¢(t+s)||pds);dt§( t)( ([ 1 ||sot+s>||pds)dt)1

< (21)} / (/ lo(t + )| \pds)dt)l
< (1) / (/ It + (e + )P~ 1ds)dt);
< (2m); / (/ (e + )l lds)dt)l

< i [[ ([ w+s>|ds)dt)ll
<emae [ ([ ||sot+s||ds)dt)l
—onol? [ [ ([ hetesias) )’

p—1 1 1 T %
( lo(t + ) |Pds) dt < ol ( / —(/ ||¢(t+8)||dt> ds)
o 2T\ /4

Comme & (R, X) est invariant par translation alors en utilisant le Théoreme de la convergence

Dou

dominée de Lebesgue, on obtient

1 1 T %
(/ 2T (/ ot S)Hdt) ds) — 0 quand T — oo.
0 —T
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Proposition 2.4.2.
S1PAP(R,X) C SPPAP(R,X), V1<p<gq< .

2.4.2 Théoreme de superposition des fonctions Stepanov pseudo
presque périodiques

Définition 2.4.2. [11, Definition 2.13]

Une fonction F': R x X — X (¢t,u) — F(t,u) avec F(.,u) € LP(R,X) pour tout u € X, est dite
SP-pseudo presque périodique en ¢ € R uniformément en u € X si 'application ¢ — F'(t,u) est
SP-pseudo presque périodique pour tout u € X.

Autrement dit, il existe deux fonctions G, ® : R x X — X telles que F s’écrit comme F' = G + &
avec G € AP(R x X, LP([0,1],X)), et ®* € E(R x X, LP([0, 1], X)). C’est-a-dire

1 /T t+1 .
1 . B
Jim /_T (/t 15(s, u)| ds) dt =0

L’espace des fonctions F': R x X — X SP-pseudo presque périodiques est noté par SPPAP(R x
X, X).

uniformément en u € X.

Théoréeme 2.4.1. [11, Theorem 2.14]
Soit F': RxX — X une fonction SP-pseudo presque périodique. Supposons que F est Lipschitzienne
par rapport a sa deuzrieme variable u € X uniformément en t € R, c’est-a-dire il existe L > 0 tel
que

|1F(t,u) = F(t,0)|| < Lllu — o (2.7)
pour tout t € R et (u,v) € X x X.
Si ¢ € SPPAP(R,X) alors Np(¢) € SPPAP(R, X).

Preuve.

Comme F € SPPAP(RxX, X) alors on peut écrire : F* = G*+®° avec G* € AP(RxX, L?([0,1], X))
et ®* € £(R x X, LP([0, 1], X)).

¢ € SPPAP(R,X) alors ¢ = ¢% + ¢4 avec ¢° € AP(R, L*([0,1],X)) et ¢4 € E(R, LP([0,1],X))

c’est-a-dire )
1 [T t+1 . >
N » _
tim o [ T ( / o4l da) at 0. (2.8)

1 est évident que Fb(.,¢(.)) : R — LP([0, 1], X).

En décomposant maintenant F° comme suit
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D’apres le Théoreme 2.3.5 on a G®(., ¢5(.)) € AP(R, L?([0,1], X).
En mettant H® = F°(., ¢°(.)) — F°(.,¢5(.)), alors H® € E£(R, LP([0, 1], X).
En effet, pour T > 0 ona

=/ ([ ||Hb<o>||pdo—)'l’dt:i ([ ||Fb<a,¢b<a>>—Fb<a,¢i<a>>||pda);dt

I (T t+1 .
<i [ ([ 1o -dwia)
—-T t

I /T L -
<o [ ([ 1oorras)”ar
—T t

Par suite en utilisant I’équation (2.8) il s’enscrit que

1 (T t+1 .
lim —/ (/ ||Hb(a)|]pda) it = 0
T—oo 2T T ‘

En utilisant le Théoreme 1.2.2, il est facile de voir que ®°(., #%(.)) € E(R, LP([0, 1], X) (c’est-a-dire
1

1 T t+1 ) X P
1 iV
i e [ ([ 190 onipas) =0,
Finalement, F'(-, ¢(-)) € SPPAP(R, X) [ |



Chapitre 3

Application aux équations différentielles

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a la nature de la presque périodicité des solutions de certaines
classes d’équations différentielles. Dans la premiere section on étudie des résultats d’existence et
d’unicité de solutions pseudo presque périodiques d'un systeme de réseaux de neurones avec retards
mixtes. Dans la seconde on énonce quelques résultats concernant I’existence et 'unicité de solutions
mild Bohr presque périodiques de deux classes d’équations différentielles abstraites (linéaire et semi

linéaire) a coefficients constants avec second membres Stepanov presque périodiques.

3.2 Existence et unicité de solution pseudo presque
périodiques d’un systeme de réseaux de neurones

Les réseaux de neurones (NNs) ont été largement étudiés en raison de leurs applications dans
de nombreux domaines en pratique tels que le traitement du signal, la reconnaissance de formes,
etc ... Leurs modélisation conduit généralement a des équations différentielles ordinaires ou a des
systemes différentiels retardés. Ces derniers trouvent des applications dans différents domaines
applicatifs comme la biologie, la robotique etc voir (les références citées dans [3]).

L’objectif de cette section est de discuter l'existence et 1'unicité des solutions pseudo presque
périodiques du modele de réseaux de neurones récurrents, avec retards mixtes et a coefficients

variables, décrit par le systéme suivant. Voir [3]

#i(t) = —aimi(t) + Y (e (8) f;(x5(0)) + dig(£)g; (x5 (t — 7))
, o (3.1)
+ sz‘j(t) / kij(t — s)hj(x;(s))ds + Ji(t), 1<i<n

Ou

1. n, ordre du systeme, est le nombre de neurones.

38
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a; est une constante strictement positive, V1 <1 < n.
7;(t) désigne 1'état du i°™° neurone a l'instant .

fi(),9;(.) et h;(.) sont des fonctions d’activation.

A

Les fonctions ¢;;(.) et d;;(.) sont les poids de connexions entre le neurone j et le neurone ¢
a l'instant ¢ et (¢ — 7) respectivement.

‘eme eme

6. Les fonctions p;;(.) sont les coeficients de connexions entre le 7™ et le ¢ neurone, liés aux

termes sous intégral.
7. Ji(t) est 'entrée exteérieure du neurone i a l'instant ¢.
8. 7 le retard.

Dans cette étude on considere les hypotheses suivantes :
(H;) : Pour tout 1 < j < n, les fonctions f;(.), g;(.) et h;(.) sont pseudo presque périodiques et il

existe des constantes positives L;-c , ng et L? telles que pour tout x,y € R on a

fi(2) = fi)| < Lilz —yl, 1g;(x) — ;)| < LIl —yl, |hj(x) — hi(w)| < Ljlz—yl.  (3.2)

De plus, on suppose que pour tout 1 < j <mn, f;(0) = g;(0) = h;(0) = 0 et ||h;|| < +00.

(Hy) : Pour tout 1 <4,j <n, le noyau k;; : [0, +00[— [0, +-00] est pseudo presque périodique,

+o0
/ k’m‘(S)dS =1.
0

(H3) : Pour tout 1 <i,j < n, on note

et

¢ = sup (e (1)), di; = sup (|di; (1)]) -
teR teR

v = sup (o)), 7 = sup (1))

teR

et on suppose que :
n

f h
> (ehL] +abLs +piet)

J
r = max < 1.
1<i<n a;

Remarque 3.2.1.

On note que PAP(R,R") est muni de la norme uniforme suivante :

Si f(t) = (fi(t), ..., fo(t))" alors

1flloc = sup [ £(#)|en = sup max |fi(#)]

R 1<i<n

Lemme 3.2.1. /3, Lemma 1]
Si o € PAP(R,R"), alors pour tout h € R, (- —h) € PAP(R,R"™).
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Preuve. Ce résultat découle de l'invariance par translation de PAP(R,X) (voir la Proposition
2.3.2).

Pour la commodité du lecteur, on refait la démonstration.
v € PAP(R,R™), donc on peut écrire
© = @1+ g, avec p; € AP(R,R") et po € E(R,R").

Evidemment
o(-=h)=p1(- = h) + @2(- = h).
D’apres la Proposition 1.2.2 ¢1(- — h) € AP (R, R").
On a aussi - LT
A o . |pa(t — R)| dt = Am o o |p2(t)] dt = 0.
Ce qui implique que ps(. — h) € E(R,R™). Donc ¢(- — h) € PAP(R,R™). |

Théoréme 3.2.1. [3, Theorem 1]
Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hy) sont vérifiées et pour tout 1 < j <n, z;(.) € PAP(R).

Alors pour tout 1 <1i <n, la fonction

t
biit o / ks (= 8)hy ((s))ds
est pseudo presque périodique sur R.

Preuve.

En premier lieu, on a Vt € R
t

601 < Il [ Hite = s)ds

—0o0

+o0o
= 7y / by (s = |11y .

Ceci montre que la fonction ¢; est bornée.
Montrons maintenant la continuité de la fonction ¢;.

Soit (hy,), une suite de nombres réels telle que lim h,, = 0. La continuité de la fonction z;(.)
—00

implique que pour tout € > 0, il existe N € N tel que

€
25 (s + hyn) — x(s)] < 5 Vn > N,s € R.
J
Ainsi, pour tout n > N, on a
t

[ bt = yGaseds = [ (e = s)has(9)ds

—00 —0o0

|9i(t + hn) — Gi(t)] =

t
< [ byt = 9Lhay(s ) = s)lds

—00

t
g
S / klj(t—S)L;ldSﬁ = E.
— 00 j
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Il nous reste a prouver que la fonction ¢; s’écrit comme la somme d’une fonction Bohr presque
périodique et d’une fonction ergodique.

En utilisant respectivement le Théoreme 2.3.5 et le Lemme 3.2.1, on obtient ce qui suit :
pour tout 1 <4, j <n, les fonctions s — k;;(t —s) et s — hj(x;(s)) appartiennent a PAP(R).

La Proposition 2.3.3 implique que ¢ : s — k;;(t — s)hj(z;(s)) € PAP(R). De plus, pour tout
1<j<nona
hi(x;(+)) = ui(-) + v;(-) ot u; € AP(R) et v; € E(R).

Par conséquent,
0= [ hylt =) (o) + vy(s)) ds
= / kij(t — s)u;(s)ds + / kij(t — s)v;(s)ds

—00 —00

= ¢i(t) + ¢ ().

Prouvons la presque périodicité de la fonction ¢} ().
Pour € > 0, on considere, compte tenu de la presque périodicité de u;, un nombre L. tel que dans
tout intervalle [a,a + L.] on trouve un nombre §, avec la propriété
sup |u; (€ +9) —u;(§)| < e.
¢eR

Ensuite, nous pouvons écrire
6100+ 0) — ok =1 [ k40— huers— [ k(e st

g/_ bt = 5) s (s + 8) — s (s) ds
< €/+°° kij(s)ds = e.

Ce qui implique que ¢;(-) € AP(R).

Maintenant, nous devons prouver que pour tout 1 <7 <mn

1 2
i g etonas =o.
On a
1 T t 1 T 00
T1—1>I—Ii-loo T /., /_Oo kij(t — s)v;(s)ds|dt = TEIBOO T / ki (p)v;(t — )dp‘ dt

< —
A o / / ii(P)[vj(t — p)ldpdt
1
< | ki lim — t— p)|dt ) d
< [ kito) (T;TMT [ o= pat) dp
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Ce qui implique que ¢Z(-) € E(R).
Par conséquent, ¢(-) = ¢}(+) + ¢?(-) est une fonction pseudo presque périodique. [ |
Lemme 3.2.2. [3, Lemma 3]

Supposons que les hypotheses (Hy) et (Hy) sont satisfaites. On définit l'opérateur non linéaire T’
comme suit : pour tout o = (1, ..., ) € PAP(R,R")

Ty () (t) [t e t9mE (s)ds
(Te)(t) = : = : 7
Ln()(t) [f et (s)ds

Fi(s) = Z cij(s)f5 (p5(s)) + Z dij(5)g; (¢i(s — 7))
3 (o) [ hsts = oy (o0 ) + ),

Alors I' envoie PAP(R,R™) dans lui méme.

Preuve.
Notons que, grace a la Proposition 2.3.3, le Lemme 3.3.1 et le Théoréme 2.3.5, la fonction Fj(-),
(1 <i < n) est pseudo presque périodique.

Par conséquent, pour tout 1 < i < n, F; peut s’éxprimer comme suit :
Fi=F'+F?ou F! € AP(R) et F} € £(R).

Alors,

t t
(Tip) (t):/ e_(t_s)“iFil(s)ds—i-/ e~ =94 2(5)ds

= (DiF)) (1) + (DaF?) (1),
La fonction (I E}!) : t = [*_ e~(=9)% [1(s)ds est presque périodique.

En effet, pour € > 0, on considere le nombre L. tel que dans chaque intervalle de longeur L.,

[, & + L] on peut trouver un nombre 7 qui vérifie

sup | F}'(t +7) — F(t)| <e.
teR

(Le . existe car F}! est presque périodique.)

Ensuite, on peut écrire
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t+7 t

e_(t”_s)aiFil(s)ds—/ e~ =D pl(s)ds

‘ —00 —o0

Fl(s+7) — F)s)| ds

(TaF) (t+7) — (TaF)(1))|

—

e—(t—s)ai

—0o0

[\
o —

IN
&

Ce qui implique que (T;F}') € AP(R).

Maintenant on montre que (I';F?) € E(R). C'est-a~dire, on doit prouver que

1 T t ( )
: _ t—s)a;
g [, |[ o ronfa=o
On a
‘ 1 T t e R
Apgr [, |
avec
1 T t 1 T =T
— | —(t—s)a; 2 _ 1 —(t—s)a; 2
Il_TgTooﬁ _T(/_Te( ) E(s)|ds)dtetlg—Tgrfooﬁ _Tdt(/_ooe( ) Fi(s)|ds).

On pose £ =t — s, alors en appliquant le théoreme de Fubini on obtient

1 T t (t ) ) 1 T t (t )
— e VTN EA(s)|ds | dt = — / e~ (t=s)ai | B2 ds) dt
oz [ (Lt m@la)a=gp [ (f el
1 T t+T : )
= — e S FA(t—¢ f) dt
7/, >
1 T “+o00 ¢ )
< — et FA(t—¢ 5) dt
7/
+oo : 1 )
= T FZ(t—¢)|dt | d
/0 ‘ <2T/ | ) )5
—+o00 c 1 T-¢ )
< e s —/ Fi(u du) d&
/0 (2T —T—§| ()

<f e (T; B /i £ d“) “

Donc F?(-) € E(R).

La fonction définie par :

est bornée et vérifie Tlim Or(&) =0.
—00

Par conséquent, par le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

: 1 ’ ! —(t—s)a; 2
L= lim o _T(/_T]e< )ZFi(s)}ds)dt:O.
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D’autre part, notons que || F?||_ = sup !Ff(t)‘ < 00. Alors
teR

L= lim — < e =)o 2 )\ds) dt

o o —(t—s)a; 2
n TEIEOO 2T < FGs)] ds) dt

sup !F ‘

< lim &£ / ' ( / - e@fdg) dt
‘ reR 1 T +o00 _ta,
Sﬁﬂg—iﬁ*—/;(LTff “)ﬁ

Par conséquent, la fonction (I';F?) € £(R). Finalement, (I'y) € PAP(R,R"). [ |

Théoréme 3.2.2. [3, Theorem 2]

Supposons que les hypotheéses (Hy)-(Hs) sont vérifiées, alors le systéeme (3.1) admet une unique
solution pseudo presque périodique dans la région

B:B(QOD,T) = {LPEPAP(R7RH>7||()O_¢DHOO S %}’

o
—(t s a1J ( )d
e —(t= S)a”J (s)ds
+7f + h
( ZJLJ + ngdw + L pzy)
7=1
r = max ,
et I
ﬁzgﬁ(a)-
Preuve.

Il est clair que B est un sous ensemble convexe fermé et borné de PAP(R,R"). On a

t saL
[ olle = sup max (‘/ Ji(s)ds )

< max | 2 ) =
1<i<n < a; ) ﬁ
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donc pour tout p € Bett € Ron a
le@) < [le() = wo)]| + lleo(®)]]
< lle(t) = @o(®)]| + B-

rp s
lolloo = Nl = wollg + l0llo < 37—+ 6= 7—

Montrons que 'opérateur I' defini dans le Lemme 3.2.2 envoie B dans B.

Pour tout ¢ € B, en utilisant (H;), (Hs) et (H3) on a

n

t
[(T'p) — ol < sup max/ e~ (t=s)ai | =1

teR 1<i<n

R 1<i<n
j=1
n + f + 79 h
Zj:l ( ZJL] deJ +pr )
< lleoll max
1<n ai
< rp .
~ (=)

> (eI (pi()) = £;(0)] + |dis(s)]

00 19 (@3(s = 7) = g;(0))| + [pi; (s)]
J* o Fisls = p) 1Ry (93(p) = h(0))] dp)

t n
< lpllwsup s [ e 3 (e (o) 2+ ldy(6) 2+ Ips(®)] Lydp) ds

Danc V¢ € B on a 'y € B. En utilisant (Hy) — (H3), on a pour tout ¢, € B, et pour tout ¢t € R

1<i<n

[T()(H) = T(@)(1)] < max / | 6(t5)[i<\cz~j(8)\!fj(90j(5))—fj(%(é’))!

j=1

s () 195 (5(5)) — gjwj(sm)

+Z|pu [ e = Dl s — (0t s

t n
< max / S (et i) less) — i)

j=1

+pr [ ke =06 0) - v 0lar)as

f h
E’ < ciLy + Lidf; + Lj pw>
< max =1

1<i<n a;

< rllo; — ¥jllco-

le; —
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Par (Hj3), I' est une application contractante. Alors par le théoreme du point fixe de Banach, I'

possede un unique point fixe qui est la solution du systeme (3.1) dans B. |
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3.3 Solution presque périodiques d’une classe d’équations
différentielles a coeficients Stepanov  presque
périodiques

Considérons les équations différentielles suivantes :

u'(t) = Au(t) + f(t), (3.3)
et
u'(t) = Au(t) + F(t,u(t)). (3.4)

ou f:R—X, F:R— Xsont des fonctions Stepanov presque périodiques (ou Stepanov pseudo

presque périodiques) et A : Dom(A) C X — X est un générateur infintésimal d'un C semi-groupe
(T'(t))o0-

Notre objectif dans cette section est de savoir si les équations différentielles (3.3) et (3.4) admettent
des solutions purement Stepanov presque périodiques lorsque le second membre f (respectivement
F') est une fonction presque périodique au sens de Stepanov.

Avant de répondre a cette question, on donnera dans ce qui suit quelques notions concernant les

semi groupes d’opérateurs linéaires.

3.3.1 Semi groupe d’opérateurs linéaires

Définition 3.3.1.

Soient (X, ||.||) un espace de Banach. Un opérateur 7" de X vers X est dit linéaire si on a :
T(ax +by) = aT(x) + b1 (y), Vo,y € X et Va,beR.
T est dit borné s’il existe un réel positif M tel que
1T ()| < Mzf|, VzeX

Soit T : X — X un opérateur linéaire. Alors les propriétés suivantes sont équivalents :
1. T est borné.
2. T est continu sur X.
3. T est continu en 0.
4. T est uniformément continu sur X.

Tout au long de ce manuscrit, £(X) = £(X, X) designera I’ensemble des opérateurs linéaires bornés

dans X. £(X) est muni de la norme suivante :

1T ()]
1T = 1Tl eex) = sup [|T(x)[| = sup ===
lzl|=1 lel20 |1l
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Semi-groupes

Définition 3.3.2. [23, Definition 2.1],[25, Definition 1.1]
Une famille (7'(t)):>0 d’opérateurs linéaires bornés de X a valeurs dans X est dite semi-groupe

d’opérateurs linéaires bornés sur X si :

1. T(0) = I, (I étant Popérateur identité sur X).

2. T(t+s)=T()T(s),Vt,s >0 (dite propriété du semi-groupe).
Exemple 3.3.1.

Soit le probleme de Cauchy suivant

(fgro=e

avec k, zg € C.

La solution de (3.5) est y(t) = zge **. Dans ce cas

X=C, T(t):z— xoe "

(T'(t))s>0 est un semi-groupe.
En effet,

1. T(0)(zo) = zoe® = xo. Donc T(0) = L.

2. eton a:
T(t+ s)(zo) = xoe_k(t+5) = xoe MRS = g, (e_kt . e_ks) = (T(t) -T(s)(zo)) -

Exemple 3.3.2.

Soit le systeme différentiel suivant
(3.6)

avec A € M,(C) et X, € C".
La solution de (3.6) est Y (t) = Xoe ™.
Dans ce cas
X=C"et T(t) : Xo — Xoe

(T'(t))e>0 est un semi-groupe. En effet,

1. On a
T(0)(Xo) = Xoe’ = Xo. Donec T(0) = I.

T(t+ 5)(Xo) = Xoe 94 = X, (e e = (T'(t) - T(s)(Xo)) -
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Définition 3.3.3. [25, Definition 1.1]
Soit (T'(t))¢>0 un semi-groupe defini sur X. On dira qu’il est

1. Uniformément continue si :
li Tt)—1 =0.
et 1T() = 1l £ex)

2. Fortement continu ot Cy-semi-groupe si :

lim ||T'(t)x — z|| = 0.

t—0t

3. Exponentiellement stable, s’il existe des constantes M > 0,w > 0 telles que
IT(8)]] < Me™", t>0.

Définition 3.3.4. Soit (T'(t));>0 un semi-groupe défini sur X.

Posons 7
0= {mEX, lim LT~

t—0t

existe dans X}
L’opérateur A defini de €2 dans X par
A — Jig LT —2
t—0+ t

est appelé générateur infinitésimal de (7'(t)):>0

Remarque 3.3.1.

1. Q= D(A) est le domaine de A.
2. Ox € Q.
3. A est linéaire.
4. A est non borné en général.
Théoréme 3.3.1. [25, Theorem 1.2/
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu si

et seulement si A est un opérateur linéaire borné. Dans ce cas, le semi-groupe associé a A est

donné par

=
=
I
(.0(‘4-
B
I
(]2
=~
=
3

(3.7)
~ n!

Théoréme 3.3.2. [25, Theorem 1.3]

Soit (T'(t))i>0 et (S(t))>0 deux semi-groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés,
s1

lim -1 =A= lim S0 -1 I,

t—0+ t t—0+ t

alors
T(t)=S(t), Vt>0.
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Corollaire 3.3.1. [25, corollary 1.4]
Soit (T(t))i>0 un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés uniformément continu dans L(X).
Alors :

1. Fw >0 tel que | T(t)| < e™™.
2. A € L(X) unique tel que T(t) = e et A est le générateur infinitésimal de T'(t).

Preuve. Montrons (2). C’est a dire montrons si (7'(t));>0 est un semi-groupe fortement continu
dans £(X) alors il existe un unique opérateur A € L(X) tel que T(t) = e et A le générateur
infinitésimal de (7'(t))s>o0-
D’apres le Théoreme 3.3.1, on sait que le générateur infinitisimal d'un semi-groupe fortement
continu est un opérateur linéaire borné. Soit A ce générateur, alors A est le générateur infinitésimal
de T4, Donc par le Théoreme 3.3.2, T(t)=eT4.
(1) découle directement de (2). En effet,
D’apres (2) T(t) = et alors | T(¢)|| = [let]] < el comme A est borné alors il existe w > 0 tel
que ||A]| < w. Par conséquent,

IT(0)] < .

Proposition 3.3.1. Soient (T'(t))i>0 un Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés et A son
générateur infinitésimal.
Siu e D(A), alors T(t)u € D(A) et on a l’égalité

T(t)Au = AT (t)u, Vt > 0.

Preuve. Soit u € D(A). Alors pour tout ¢t > 0, nous avons :

T(t)Au=T(t) lim T(h);‘ —u
_ tim T(h)T(t)u —T(t)u
h—0+ h

Donc T(t)u € D(A) et on a T'(t)Au = AT (t)u, Vt> 0. [

Théoréme 3.3.3. [25, Theorem 2.4]

Soit (T'(t))i>0 un Co— semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Alors :
1. Yu€eX, [ T(s)uds € D(A) et A <fg T(s)uds) =Tt)u— u.
2. VreXett>0ona:

Preuve.
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1. Soient u € X et h > 0 on pose z = s + h. Alors on aura

Z@%llziﬂQuds:%[?ﬂs+®m%—%[?ﬂ$uds

t+h 1 t

/ T(x)udz——/T(s)udS

h h Jo
t+h 1 h 1 tT J
h/o () u dz h/o () u dz h/o () u dz
1 t+h 1 h

:ﬁ/t T(m)udx—ﬁ/o T(x) u dz.

Par pasage a limite pour h — 0% et compte tenu du Théoréme 3.3.3 nous obtenons :

A(AH@W@>=T@u—w

/tT(s)uds € D(A).

1
h
1

avec

3.3.2 Existence et unicité de solution mild Bohr presque périodique
d’une classe d’équations différentielles linéaires

Avant d’énoncer le théoreme d’existance et d’unicité de solution mild Bohr presque périodique
de (3.3) commengons par la définition d’une solution mild.
Définition 3.3.5. [16, Definition 1.10]
On appelle solution mild de I'equation (3.3), toute solution continue u de 1’équation intégrale

t
u(t) =Tt — a)u(a) +/ T(t—s)f(s)ds, Vt>a, a€cR. (3.8)

on signale que cette solution est différente de la solution classique dont la définition est donnée

comme suit :

Définition 3.3.6. Une fonction u : [ty,t] — X est dite solution classique de 1'équation (3.3), si
u est continue sur [tg,T],u(t) € D(A) pour tyg < t < T, u est continuement differentiable sur
to <t < T et satisfaite I'équation (3.3).

Remarque 3.3.2.

1. Toute solution classique est une solution mild I'inverse n’est pas forcement vrai.

2. Toutefois, en dimension finie, la solution (3.3.7), obtenue par la méthode de la variation de

la constante, est bien une solution classique, de plus,
T(t—s)= eAlt=2)

et 'opérateur A est partout défini c’est-a-dire D(A) = X.
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Le théoreme qui suit, affirme la non existence de solutions purement Stepanov presque
périodiques pour ’équation (3.3).

Théoreme 3.3.4. [23, Lemma 3.3/
Soit A : X — X un opérateur linéaire borné et f : R — X une fonction SP-presque périodique
continue. Toutes les solutions mild SP-presque périodiques de ’équation (3.3) sont Bohr presque

périodiques, et elles sont données par :

u(t) = — /00 = (s) ds, teR. (3.9)

t

En d’autres termes l’équation (3.3) n’a pas de sulution purement Stepanov presque périodique.

De plus, (3.3) admet une unique solution mild Bohr presque périodique.

Avant de montrer ce théoréeme on aura besoin des résultats suivants :

Lemme 3.3.1. [23, Lemma 3.1/
Soit f : R — X une fonction SP-presque périodique et continue, et ¢ : R — C une fonction
continue. Alors la fonction F : R — X définie par

Ft) = / " (= ) f(s)ds

est Bohr presque périodique si l'une des conditions suivantes est vérifiée.

1
oo 1-k q
1. Sil<p<oo, ona Z </k ]¢(t)|th> est finie avec Il) + % =1.
k=1
2. Sip=1, ona Z sup |o(t)| est finie.
T —k<t<1-k

Preuve.
Nous définissons
t+k
Fk(t):/ bt —s)f(s)ds, keEN, teR.
t+k—1

Alors
t+k

Fi(t) = [Fi(t)] < / [6(t = s)I[1.f (s)llds. (3.10)

t+k—1
Sil<p<oo,alors 1 < ¢q < oco. En utilisant 1'inégalité de Holder et en posant u = ¢ — s, nous

s ([ o) ([ o)
= ( / |¢<u>lqdu)é 1115w,

obtenons

(3.11)
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1,1
avec = + = = 1.
P+q

Sip=1,alors ¢ = co. A partir de (3.10) et en utilisant 'inégalité de Holder, on obtient

ol (s tote—s1) ([ 1)
< (s 1ot ) Il

—k<s<l—k

(3.12)

Par hypotheses on a L, et L sont finis avec
1

o0

L= ([ o) @ =Y s oo

1 k =1 —k<t<1-k

De (3.11), (3.12) et en utilisant le test de Weierstrass, il s’ensuit que la suite de fonctions Z Fi(t)

k=1
est uniformément convergente sur R. On a donc

F(t) =) Fi(t).

I nous reste a montrer que E(e, F) est relativement dense puisque la continuité de F découle de
la définition.
On a f € SPAP(R,X), alors Ve > 0, il existe [ > 0 tel que tout intervalle de longeur [/ contient un
nombre 7 tel que
t+1 e
o ([ WG sepas) <
zeR t q

On considere

s+7+k s+k
HFk<s+r>—Fk<s>||=/ o(s + 7 — 2)f(2)dz — / os — 2)f(2)dz

+7+k—1 s+k—1

s+k (313)
< / 6(s — )| F(r+2) — F(2)]|dz.

+k—1

Si 1 < p < oo, alors en utilisant 'inégalité de Holder, on obtient

|F(s+7) = F(s)] < ( / o |¢(8—z)|qdz>1/q ( [*’“ 1o+ ) — f(z>||pdz>”p

+k—1 +k—1

<(f ot "

C’est-a-dire,

1—

k 1/q c
]¢(z)|qdz) = L—Lq =c.

q

IF(s+7) = F(s)| < Y l1Fuls +7) = Fils)| <€) (/

k
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Ainsi F' est une fonction presque périodique.
Sip =1, soit 7 € SPE(;=, f) alors de (3.13), on obtient

L e O G ) (/ I£(+7) - Sz

s+k—1<2<s+k s+k—1

<. ( sup |<z><z>|) .
—k<2<1—k

g} | Ee(s + 1) — i ( sup z)|> = LLLOO —c

k=1 —k<z<1—k

C’est-a-dire

Ainsi F' est une fonction presque périodique. |

Remarque 3.3.3. [23, Lemma 3.2]

Sous les mémes conditions que le Lemme 3.3.1 on a la fonction F': R — X définie par

= [ o= 9sispas

est presque périodique.

Preuve.

La preuve de ce lemme est similaire a celle du Lemme 3.3.1. [ |

Lemme 3.3.2. /23, Corollary 3.1]

Soit f: R — X une fonction SP-presque périodique continue et (T'(t))i<o une famille d’opérateurs
linéaires bornés de X dans X. S’il existe M > 0 et w > 0 tel que | T(t)|| < Me*t, Vit <0 alors la
fonction F : R — X définie par :

Flt) = / T(t — 5)f(s)ds, Vi€ R
t
est Bohr presque périodique.

Montrons maintenant le Théoréme 3.3.4

Preuve.
On a: ;
u(t) = ey a) +/ =) f(s)ds, t>a, a€R.

On intervertit le ¢ et le a et on trouve, pour a >t :
u(a) = e D %(t) + / e @A f(s)ds
t

Ceci implique que

u(a) — /ta el f(5)ds = el @Dy (t).
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D ou

u(t) = e(t_“)Au(a) — et / e(“_S)Af(s)ds

t

= =94 (a) — / eltm0A 5 ela=9)4 £(5) ds.
t

Donc, on obtient

u(t) = e~ (a) — / =¥ (s)ds, a>t, acR. (3.14)
t
En se servant du Lemme 3.3.2 lintégrale [~ e(=)4f(s)ds existe. Donc d’aprés (3.14) on aura

lim e~Y4y(a) = x existe.
a—r o0

Et on a

|z|| < lim inf e(t*a)”A”Hu(a)H.
a—r o0

Supposons que lim inf (e(t_a)HAH |u(a)]]) > 0, comme u est SP-bornée alors il existe M > 0 tel que
a—00

t+1 %
lulls» = sup ( / nu<s>uds) <M
teR t

Soit (ay), une suite réelle telle que a,, — 0o quand n — oo, on suppose que
ety (a,) || = 1 quand n — oo avec 0 <1 < oo,

Si0 << oo, alors il existe N € N tel que :
l
plt—an)l| Al 1w (an)]| — l\ < §,vn > N.

Ce qui donne

l
S < ()], ¥ 2 N,

Par conséquent,

|lu(an)|| = o0 quand n — co.

Si [ = oo, alors pour € > 0 il exists N € N tel que

e(t—an)l|All lu(a,)| >¢, VYn>N.

Alors
Se(an*t)”A“ < Hu (an)H , Yn > N.

Par conséquent,

|lu(ay)|| = o0 quand n — co.
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Ainsi ||u(ay,)|| = oo quand n — oo, c’est-a~dire lim ||u(a)|| = co. Alors, il existe § > 0 tel que
a—r o0
|lu(t)|| > M + 1, ¥t > 4§, ainsi on obtient

t+1 »
M+1< </ ||u(s)||pds) <M.
t

Ceci constitu une contraduction. Ainsi on obtient :
lz|| < lim inf e(t*a)”A”Hu(a)H =0.
a—r o0

Donc,
u(t) = —/ e =Df(s)ds, t€R.
t

En utilisant le Lemme 3.3.2, u est presque périodique.

Maintenant, on considere t > a,a € R

u(t) = — /too e =D4f(s)ds, t€R.

Donc, par le Lemme 3.3.2, u est une fonction presque périodique. On a

u(t) = — / T et (s
_ {/oo e(H)Af( Yds — /te(ts)Af(S)ds}
(=94 £ (5)ds + te(t’S)Af(S)dS
L
(t—a+a—s) ( )d8+/ e(t_S)Af(S)dS
_ A / e @A f(s)ds + / (=94 f(s)ds
= e(tia)AU(@) + /t e(tis)Af(S)dS

Alors u est une solution mild presque périodique de (3.3).

e
s

L’ unicité :

Supposons que (3.3) a deux solutions mild presque périodiques u; et ug, alors u = uj + ug est une
solution mild presque periodique pour v’ = Au.

Par (3.9), u(t) =0, Vte R, alors u; = us.

Par conséquent, I'equation (3.3) a une unique solution mild Bohr presque périodique. |

Théoreme 3.3.5. Soit (T'(t))i>0 un Co-semi groupe exponentiellement stable et f : R — X
une fonction SP-presque périodique. Alors l’équation (3.3) admet une unique solution mild bornée

presque périodique donnée par :
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Preuve.

On montre dans un premier temps que u(-) est une solution mild de (3.3). On suppose que

u(t) = / T(t—s)f(s)ds, teR.

Alors, Va <t on a :

:/ T(t—s)f ds+/Tt—s ds

:/ Tt—a+a— s)f(s)ds+/ T(t —s)f(s)ds

T(t—a)T(a—s)f(s)ds+ / T(t—s)f(s)ds

—00

:T(t—a)/ T(a—s)f(s)ds+/ T(t—s)f(s)ds.

—0oQ
Donc

u(t) =Tt — a)u(a) + / T(t—s)f(s)ds.

Montrons que u(-) est 'unique solution mild de (3.3). On suppose que u : R — X est bornée et

satisfait I’équation homogene
u'(t) = At)u(t), teR. (3.15)

Alors u(t) = T(t — s)u(s), pour tout t > s.
Par hypotheses u est bornée donc il existe K > 0 tel que ||u(t)]| < K et (T'(t)); est exponentielle-
ment stable donc il existe M, w > 0 tel que ||u(t)| < Me ™

Donc
Ju(t)|| < KMe ),

Si uy, us deux solutions bornées de I’équation (3.3) alors v = u; — uy est une solution bornée de
I'équation (3.15), ce qui implique que v = 0, c’est-a-dire u; = us.

Nous aurons également besoin de montrer que u(+) est une solution mild bornée.

Comme f € SPAP(R, X), alors Ve > 0 il existe [ > 0 tel que tout intervalle de longueur [ contient

T qui verifie

Ss‘éﬂ%’/ |75 +7)~ f(s)llds < - (3.16)
avec
1 1
c= (e™ —1)a

Jqu 1—ew
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1

En utilisant I'inégalité de Holder (= + = = 1) on obtient

ol =| [z

< / IT(t - 8)[[1£(5)]|ds

’UI
~Q|’—‘

<M/ w9 | £(s)]|ds
/ ~ul=9)| £(s)||ds

AP s
<M / -qw<t-8>ds) ( / ||f(8)||pd8)
0 t—nm—1 t—m—1

>
<oy (L e - ev)) el

Q=

n=0 qu
M - —quwn w 1
< ST (e (e - 1)) 4 ()l
VA o
M
< qw —wn ]
S (e Ze I f(s ‘Sp

Sachant que

on aura

2 =

Ju@)] < 2L (e — 1)

a/qu 1—ew

1F(s)llsv

€
<cM— <e.
cM

Donc u est borné. Il reste donc a montrer la presque périodicité de la solution mild. Pour cela,

suffit de montrer que pour tout 7 € E(Z57, f), donné dans (3.16), on a

il
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En faisant le changement de variable s — 7 = r, on obtient

T ¢
lu(t +7) —u(t)]| = / T(t+71—35)f(s)ds — / T(t—s)f(s)ds

—0o0 —0o0

=|| [ r- st = [ 165000

—0o0 —0o0

_ / T(t — s){f(s+7) — f(s)}ds

—00

< [T = IS+ 7) = 55l
<> [ =9l + ) - 16)las

<SSO M f(s 4 1) — f(s)]ds.

o0 t—n

n

D’apres I'inégalité de Holder, on a

e -won s w3 ([ e_qw(t_s)“); ([ st +m- f(s)H”dS);

n=0 —n—1 —n—
€
< Mc—
- cM
< E.
Ce qui implique que u est presque périodique. Ce qui acheve la démonstration. [ |

3.3.3 Existence et unicité de solutions mild de I’équation différentielle
semi-linéaire

Définition 3.3.7. [16, Definition 1.10]

On appelle solution mild du probleme (3.4), toute solution continue u de 1’équation intégrale
t
u(t) = T(t — a)ula) +/ T(t — s)f(s,u(s))ds, Vt>a, acR.

Théoréme 3.3.6. [23, Theorem 3.5/

Soit A : X — X un opérateur linéaire borné, et f : R x X — X une fonction continue SP-presque
périodique. Supposons que f(-,x) est lipschitzienne en x € X uniformément ent € R c’est-a-dire :
il existe L > 0 tel que

1f(t2) = fty)l < Lz —yll, VEeR et (z,y) e XxX.

Si L < ||A|| alors il existe une unique solution mild presque périodique u pour (3.4).
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Preuve.

On définit 'apliquation I' par :

Tu(t) = — /00 e (s u(s))ds, teR.

En utilisant le Théoreme 1.2.2 et le Lemme 3.3.2, si v € AP(R, X) alors on aura I'u € AP(R, X).
C’est-a-dire I' envoie AP(R, X) dans lui-méme.
Soit u,v € AP(R,X), on voit que

[Tu(t) — To(@)|| < /too |4 11 £ (s, u(s)) — f(s,v(s))|ds
< L/Oo e AN u(s) — v(s)||ds
< Llfu— o] /Oo L=9)141 g

o0
< LHU_UHOOQtnAn/ o—sllAl g

t

< a0l
< —|u — Voo
Al
Par suite, on obtient
L
ITu(t) = To(t) |l < 7l = vloe-
[A]

Alors T est une contraction qui envoie AP(R,X) dans AP(R,X). Donc I" a un unique point fixe
dans AP(R, X),c’est-a-dire il existe un unique ¢ € AP(R, X) tel que .o = ¢. Alors, ¢ est 'unique
solution mild presque périodique de (3.4). [ |



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons commencé par traité les questions naturelles concernant les
fonctions Stepanov pseudo presque périodiques (définitions, propriétés principales, exemples et
théoremes de superposition). Pour ce faire, il était indispensable de revisiter les fonctions Bohr
presque périodiques, les fonctions ergodiques, les fonctions pseudo presque périodique de Zhang et

les fonctions presque périodiques de Stepanov.

Par la suite nous nous somme intéressé a la nature de la presque périodicité des solutions
de certaines classes d’équations différentielles : un systéeme de réseaux de neurones et une classe

d’équations différentielle abstraites linéaires et semi linéaires.

Nous tenons a signaler que plusieurs propriétés concernant les fonctions presque périodiques et
leurs généralisations n’ont pas été abordé dans ce mémoire comme par exemple I’étude harmonique

de ces fonctions.

Espérant que ce modeste travail va suscité un intérét et va donner lieu a d’autres travaux.
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Annexe

Définition .0.8.
Un espace de Banach X est un espace vectoriel normé complet (c¢’est-a-dire un espase normé dont

lequel toute suite de Cauchy est convergente).

Définition .0.9.
On dit que A C X est un espace pré-compact si pour tout € > 0, il existe un nombre fini de boules

de rayon € dans X telles que leur réunion couvre ’ensemble A. C’est a dire
ol z, les centres des boules qui couvrent A.

Définition .0.10.
On dit qu’une fonction f : R — X est uniformément continue sur R si Ve > 0,dn > 0 tel que
Vz,y € R ona

[z =yl <n=|flx) - fWl <e

Définition .0.11.
On dit que (fy), converge uniformément vers f sur R si pour tout € > 0, il existe N tel que pour
tout n € Nyn > N on a

[fn = flle <.

Définition .0.12.
Soit f : R — X une fonction continue sur R, alors f € L'(R) si et seulement si [, || f(x)||dz < 4-o00.

Définition .0.13. Inégalité de Holder :
Soit Q C R", et f € LP(Q) et g € LI(Q2) alors :
1. f.ge LY Q).
2 £ gl < 1wl

Avec p et ¢ sont deux exposants conjugués c’est-a-dire }17 + % =1
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Définition .0.14.
On dit qu’'un espace de Banach X est uniformément convexe si Ve > 0, il existe § > 0 tel que

T+
Ve,yeX, |z < Lyl £1 et ||z —y|| >e= HTyH <1-4.

Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue
Soit (fn)nen C L1(€) une suite de fonction.

On suppose que :
1. fu(z) — f(x) presque partout sur .
2. Tl existe une fonction g € L'(Q) telle que Vn € N, | f,,(z)| < |g(x)| presque partout sur .
Alors, f e LY(Q) et || fo — flli@) — 0.
Théoréme de Fubini

Soit f une fonction continue sur [a, b] X [¢,d] & valeurs dans [a, b]. Alors

/ab (/f iy o= | d (/ bf(x,wdx) ay

Théoreme du point fixe de Banach
Soit (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une application contractante, alors f admet

un point fixe unique dans X, c¢’est-a-dire

dlzg € X, f(xg) = xo.

Test de Weierstrass
Supposons que (f,), est une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes définies sur un

ensemble A, et qu’il existe une suite de nombres positifs M,, satisfaisant

Vn > 1,Vz € A |fu(z)| < My, Y M, < oo.

n=1

Alors la série -
> falw)
n=1

converge absolument et uniformément sur A.
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RESUME

Dans ce mémoire, nous avons fait une présentation des fonctions Stepanov presque périodicité
et les fonctions Stepanov pseudo presque périodiques.
Des résultats concérnant 'opérateur de Nemytskii entre les espaces des fonctions Stepanov (pseudo)
presque périodiques sont aussi présentés dans ce mémoire.
Nous avons aussi exposé un resultat d’existance et d’unicité de solutions pseudo presque périodique
d’un systeme de réseau de neurone et des résultats d’existance et d'unicité de solutions mild presque
périodiques d’une classe d’équations différentielles abstraites linéaires et semi-linéaire a coefficients
constants et second membre Stepanov presque périodique.
Mots clés :Bohr presque périodicité, Stepanov presque périodicité, pseudo presque périodicité,
fonction ergodique , opérateurs linéaires, semi-groupes, solution mild.

ABSTRACT

In this memoir, we have made a presentation of Stepanov almost periodic functions and
Stepanov pseudo almost periodic functions. Results concerning the Nemytskii operator between
the spaces of these functions are also presented in this memoir.

We have also exposed a result of existence and uniqueness of pseudo almost periodic solutions
for a neuron network system and results of existence and uniqueness of almost periodic mild
solutions of a class of linear and semi-linear abstract differential equations with constant coefficients
and second member Stepanov almost periodic.

Keywords : Bohr almost periodicity, Stepanov almost periodicity, pseudo almost periodicity,

ergodic function, linear operators, semi-groups, mild solution.



