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Résumé

Dans ce travail, nous introduisons la théorie des points critiques qui constitue une
méthode variationnelle permettant ’étude des équations aux dérivées partielles notam-
ment non linéaires. Nous rappelons des théorémes dus & Rabinowitz, généralisant le
principe du min-max ainsi le théoréeme de Ljusternick Schnirelmann et sa généralisation.
Ensuite, nous les appliquons a la résolution de quelques problémes non linéaires ayant des

structures variationnelles avec ou sans contraintes.

Mots-clés : Théoréeme de Ljusternick-Schnirelmann, Points critiques, fonctionnelles
d’énergie, équations d’Euler-Lagrange, minimisation, contraintes, théorémes du col et du

point selle, problémes non linéaires, Suite de Palais-Smale.
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Abstract

In this work, we introduce the theory of critical points which constitutes a variational
method allowing the study of the partial differential equations in particular nonlinear.
We recall theorems due to Rabinowitz, generalizing the principle of min-max as well as
the theorem of Ljusternick Schnirelmann and its generalization. Then, we apply them
to the solution of some nonlinear problems having variational structures with or without

constraints.

Keywords : Ljusternick-Schnirelmann’s theorem, critical points, energy functionals,
equations of Euler-Lagrange, minimization, constraints, the mountain pass theorem and

the saddle point theorem, nonlinear problemsp, Palais-Smale Suite.
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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles tirent leur origine de 1’étude des surfaces en géométrie
et pour résoudre une large variété de problemes en mécanique. Durant la seconde moitié
du 19 ieme siécle un grand nombre de mathématiciens s’engagent davantage a examiner
de nombreux problémes régis par les équations aux dérivés partielles. La premiere rai-
son de cet engouement était que les équations aux dérivés partielles expriment plusieurs
lois fondamentales de la nature et fréquemment, elles surviennent dans ’analyse math-
ématique de divers problémes. La seconde phase du développement des équations aux
dérivés partielles est caractérisée par les efforts fournis pour établir une théorie générale
et présenter différentes méthodes de résolutions de solutions de ces équations. En fait,
les équations aux dérivées partielles s’avérent, d’une part un outil essentiel pour dévelop-
per la théorie des surfaces et d’autre part pour chercher les solutions des problémes en
physique. Ces deux champs de mathématiques semblent étre étroitement liés par le calcul
des variations. Bien que l'origine des équations aux dérivées partielles non linéaires est
trés ancienne, leur développement est considérable durant la seconde moitié du 20 iéme
siecle. L'un des principaux moteurs du rayonnement des équations aux dérivées partielles
non linéaires fut ’étude des problémes des ondes de propagation non linéaire. Ces prob-
lemes apparaissent dans différents domaines des mathématiques appliquées, en physique
et en ingénierie, incluant la dynamique des fluides, 'optique non linéaire, la mécanique
des solides, la physique des plasmas et la théorie des quanta. Il existe différentes méth-
odes de résolution d’équations et de systémes notamment non linéaires. Cette diversité
des moyens utilisés est étroitement liée aux contraintes imposées. Si dans le cas linéaire

I’approche variationnelle est efficace, cette approche a montré ses limites dans le cas non
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linéaire. D’autres techniques plus élaborées sont sollicitées selon I’étude, & savoir, quan-
titative ou qualitative, notamment la théorie de Ljusternick-Schnirelmann, les méthodes
d’itérations monotones, les méthodes topologiques (comme le théoréme du point fixe de
Schauder, la théorie du degré de Leray-Schauder,...), les méthodes de comparaison, et les
méthodes variationnelles (théorie des points critiques, la théorie de Morse,...).

Nous allons traiter les problémes de la forme :

Au = A\Gu + F(x,u) (1)

ou z est la variable de I'espace, A est un parameétre réel, A est un opérateur linéaire
elliptique d’ordre deux, GG est I'opérateur de multiplication et F' est un opérateur
non linéaire. Les trois opérateurs A, G et F' sont définis dans un espace de Hilbert
réel H. Si I est identiquement nul, nous retrouvons le cadre linéaire. Dans ce cas
nous appliquons la théorie de Weinberger pour en déduire 'existence d’une suite

dénombrable de couples de solutions non triviales (A, u,) telle que

o (Au,u)  (Aup,uy)
An = T e (Gu,u) (G, up)’

Ici H,, est un sous espace de H de dimension n, A, est la niéme valeur propre de (1)
considéré comme multiplicateur de Lagrange, u, son vecteur propre associé (point
critique), et (.,.) désigne produit scalaire dans H. Ce résultat est connu sous le nom

de Principe de Courant-Hilbert.

En outre, soit o un nombre réel positif. En posant a(u) = (Au,u), g(u) = (Gu,u) et

soit la variété M, définie par

Ma:{UEH; g(u):a}7
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nous obtenons alors,

An = min max a(u) = a(uy,).

Dans ce cas, u,, est dit point critique de la fonctionnelle a par rapport a la variété M,

et la valeur a(u,) est dite niveau critique.

Plus généralement, soient a et g deux fonctionnelles non linéaires, différentiables au sens
de Gateaux. Nous pouvons définir les valeurs propres et les vecteurs propres pour

le couple @', ¢’ : H — H* (H* est espace dual de H), si I’équation

Ag'(u) —a'(u) =0

admet des solutions non triviales. Nous dirons que ug € M, est un point critique de

la fonctionnelle a par rapport a la variété M, s’il existe un nombre réel A tel que

A (ug) — a'(uo) = 0. (2)

Comme dans le cas linéaire, le nombre a(ug) = v est dit niveau critique. Si les fonc-
tionnelles a et g sont quadratiques alors v = a\. Dans le cas ou a et g sont non
quadratiques, il faudra examiner ’ensemble I" de tous les niveaux critiques et déduire

les propriétés de ’ensemble I'.

Ce concept est remarquablement développé dans la théorie de Ljusternick-Schnirelmann.
La théorie en question est I’analogue non linéaire du Principe de Courant-Hilbert,

et stipule que I'ensemble I' est au moins dénombrable.

De plus, I'équation \¢'(u) — a’(u) = 0 a un nombre infini de solutions sur chaque variété

M,,.

Néanmoins si 'opérateur F' vérifie des conditions appropriées, nous pouvons dans ce

cas, faire appel a la méthode des itérations monotones pour montrer ’existance et
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'unicité des solutions positives du probléme (1). Cette méthode consiste a constru-
ire une suite récurrente convergente dont la limite est précisément la solution du

probléme.

D’autre part si le probleme (1) décrit un systéme non linéaire de n équations a n fonc-
tions inconnues, nous utilisons un théoréme de point fixe de Schauder pour montrer
I’existence de solutions. Il s’agit de considérer une fonctionnelle non linéaire con-
tinue et compacte opérant sur un cone. Ainsi les solutions du probléme sont les

points fixes de cette fonctionnelle.

L’objet de ce travail est de présenter quelques méthodes variationnelles, plus

précisément la théorie des points critiques.

Celle-ci occupe une place importante dans I’analyse non linéaire et elle est développées
pour résoudre des problémes notamment non linéaires. La théorie des points cri-
tiques consiste & trouver les points critiques de la fonctionnelle d’énergie J associée
a notre probléme initiale, en se servant des résultats dus entre autre & Rabinowitz

et Ambrosetti. Parmi ses résultats, on site :

xLe théoréme du col de la montagne : qui est 'exemple type de construction de valeurs
critiques par le principe du min-max et qui un outil puissant permettant de montrer

qu’une fonctionnelle qui a un minimum local admet un autre point critique.
xLe théoréme du point selle.

Ces deux résultats sont une généralisation du principe du min-max. Ce dérnier car-
actérise une valeur critique ¢ d’une fonctionnelle comme min-max sur une classe
convenable d’ensembles S, c’est & dire

= inf J
TR

Ces énoncés exigent une supposition technique indispensable en ’occurrence la condition

de Palais-Smale qui a été aparu dans les années soixante.
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Cette approche est obtenue par Birkhof en 1917, elle fut développée par Morse et par

Ljusternik et Schnirelmann vers la fin des années vingt et au début des années trente.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres. Le premier est consacré & des outils de base
essentiels donnés sous forme de définitions, propositions, théorémes... pour établir le
deuxiéme chapitre. Ensuite, on introduit le deuxiéme chapitre qui est le noyeau de
ce travail. Lui méme est dévisé en deux parties : points critiques sans contraintes,
et points critiques avec contraintes. Nous énongons des théorémes dus a Rabinowitz
(théoreme du col et du point selle) dans le cas sans contraintes, ainsi le théoréme
de Ljusternik-Schnirelmann et sa généralisation, dans le cas avec contraintes. Le
troisiéme chapitre traite quelques problémes non linéaires avec la condition du type
Dirichlet, et cela en se basant sur les théorémes énongés dans les chapitres précé-

dents.

Nous terminons notre travail par une conclusion incluant quelques perspectives de recherche.



CHAPITRE

Préliminaires et notions

de base

Nous présentons dans ce chapitre quelques notions de base importantes qui seront représen-
tées comme des définitions, notations, propositions ainsi que des théorémes, et qui vont

nous servir tout au long de ce mémoire.

1.1 Rappels sur les espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe, nous regroupons, un certain nombre de résultats concernant les
espaces de Sobolev qui nous seront utiles par la suite. Pour une présentation plus compléte
des espaces de Sobolev, ou pour la démonstration des résultats que nous énoncgons ici, on
pourra consulter par exemple H. Brezis (chapitres 8 et 9), R.A. Adams, J.L. Lions & E.
Magenes, V.G. Maz’ja et E. Stein.

Soit Q C RY, un ouvert et soit p € R avec 1 < p < 0.

Définition 1.1.1 On appelle espace de Sobolev d’ordre un et on note W(Q), lI’ensemble
des fonctions de LP(Y) dont les dérivées partielles premiéres au sens des distributions sont

des fonctions de LY (), c.a.d

uw € LP(Q) ; g1, 92, ..., gy € LP(Q) tels que

Whe(Q) =
Jou2e =~ [ gip, Vo € C2(Q),¥i=1,2,..,N



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

On muni l'espace W'?(Q)) de la norme :

N ou
lullyro@ = lull i@ + D oS
i=1 v

qui est équivalente a :

Lr(Q)

au

’L

)%, (sil < p < o0).
Lr(Q)

HUHWLP( Q) — (7,

Sip=2,alors H'(Q)=W"%Q) est muni de la norme :

l\)\»—t

lull 1) =

i Lm)

et du produit scalaire :

ou 0O
(u, v) () = (u,v) 20y + Z 8;; Ui ©)-

Remarque 1.1.1 On désigne par W,*(Q) la ferméture de C2°(Q) dans WP(), qui est
un espace de Banach muni de la norme induite par celle de WHP(§2).

Sip=2, onaura : Wy*(Q) = HL(Q) la fermeture de C°(Q) dans H'(Q), qui est
un espace de Hilbert pour la norme de H'(S).

Proposition 1.1.1 (Voir [5])

L’espace WP est un espace de Banach pour 1 < p < oo ; WP est réflexif pour
1 <p < oo et séparable pour 1 < p < o0.

L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.

On définit pour m e N* et 1 <p<o0 :
WmP(Q) = {u e LP(Q) ; D*ue LP(Q); Va e NV, |a|<m}

que l’on munit de la norme :

lallgmniy = (S /|Da )P da)3.

aeNN |al<m

L’espace W™P est un espace de Banach.



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

Définition 1.1.2 Soient F, et Fy deur espaces de Banach. On dit que E; s’injecte
continiment dans Fs et on note Fy — Fy si les conditions suivantes sont vérifiées

1. Yue Ei, u € Ey, c.a.d Ey est un sous-espace de Es .

2. 3¢ >0 telle que Vu € Ey : ||ull g, < clullg,

c.a.d toute suite converente dans F, est convergente dans FEs.

Définition 1.1.3 Soient E; et FEy deux espaces de Banach. On dit que l’injection de F
dans FEy est compact et on note E; —— Fy si

(i) Ey s’injecte continiment dans Es.

(i1) L’application f : Ey — FEy est compacte.

Autrement dit, toute suite bornée dans F; est relativement compact dans FEs.

Notation

On désigne par W~1P(Q) Pespace dual de W, 7(Q), 1 < p < oo et par H~(Q) le dual
de H} ().

On identifie L*(Q) et son dual, mais on n’identifie pas H}(Q2) et son dual. On a :

H}(Q) c L*(Q) c H(Q)

avec injection continue et dense.

Nous allons présenter maintenant quelques résultats importants concernant les espaces
de Sobolev, il s’agit des théorémes d’injection de Sobolev qui sont trés utiles dans les

applications.

Théoréme 1.1.1 (Voir [5])
Soit Q un ouvert borné de R .

Sil < p< N, alors WyP(Q) — L4Q), Yq € [1,p*] ou p* =

N est l’exposant
critique de Sobolev.
Sip=N alors W' (Q) — L), Yq € [p, o0].

Sip> N alors WyP(Q) — L=(Q).



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

Théoréme 1.1.2 (Rellich-Kondrachov, voir [5])
Soit Q un ouvert borné de RN et p > 1.
(i) Sip < N, alors pour tout ¢ > 1 tel que q < p*,on a Wy (Q) << LI(Q).
(it) Sip = N, alors pour tout ¢ < co, Wy (Q) —— LI(Q), Yq € [1, 00].
(iii) Sip >N et0<a<1-—2%, alors WyP(Q) —— CO(Q).

(iv) Lorsque 2 est un ouvert borné de classe C1, les assertions ci-dessus restent vrais
en remplagant W, P (Q) par W(Q).

(v) Lorsque N = 1, linjection de WY () dans C(Q) est continue et non compacte,
mais toute suite bornée (u,), contient une sous-suite (uy,); telle que pour tout x € Q, la

suite (un,()); est convergente.

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Poincaré, voir [15])
On suppose que ) est un ouvert borné (ou borné au moins dans une direction). Alors

il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € Wol’p(Q), on ait

HuHLP(Q) <C HVUHLP(Q) :

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Holder, voir [15])
Soient f € LP(Q) et g € L” (Q) avec 1 < p < 0o et p' Uexposant conjugué de p c’est &
dire 117 + L1 =1. Alors

p

/Q Foldo < 1l 19l e

Proposition 1.1.4 (Voir [15])
Soient Q un ouvert de RV, 1 < p < N et1 <r < co. Il existe une constante C(p,0,N)

telle que pour tout u € Wy(Q) N L™(Q), on ait

1-6 0
||u||Lq(Q) <C ||vu||LT(Q) ||VU||LP(Q)

o 0< 0 <1, avecd >0sip=N2>2et
1 1-0

1 )+
p N ro

=0(



1.2. Opérateurs elliptiques du second ordre

Corollaire 1.1.1  (Voir [23])
Soit Q un ouvert borné de RYN. Siu € HL(Q) alors u € L%(Q) quand N > 3 et il

existe une constante C' > 0 tel que

||U||Lt(9) <C ||U||H3(Q)

pour tout t € [1,255] et pour tout u € H}(Y). De plus Uinjection H} () — L'(Q)

est compacte pour tout t € [1 2N [

? N=-2

Remarque 1.1.2 Dans la suite, on ne considére que des espaces de Banach réels, méme
si certaines notions se généralisent sans peine au cas complexe. Lorsque X est un espace
de Banach, nous désignons par x' son dual topologique ; si x € X etl € X', la valeur de

[ en x, ou l'action de | en x, sera notée < l,x > ou encore l(x).

1.2 Opérateurs elliptiques du second ordre

Notation
Soit a = (o, g, ..., an) € NV un multi-indice, de longueur | o |= a;y + ag + ... + ay,
et soit x = (z1, 79, ...,7y) € RV,

On note par

o 0 0
D =
(8151’8352’ ’8:UN)
0t 9 ON
DY =
(8$?1 T0xg?’ T OxY )
r* = aPtag?. oy

Soit P un polynéme de N variables, il existe un entier m dans N, des constantes a,,

(a, € R ou a, € C) tels que

10



1.2. Opérateurs elliptiques du second ordre

P(x) = Z anx”

aeNN | |al<m

On note Py, le polynéme

Py(z) = Z a0 T

aeNN | |al=m
Soit A I'opérateur différentiel qui a u associe A(u), comme application de RY dans R,

avec

A(u) = Z a,D%u

aeNN | a|<m

L’entier m est appelé I'odre de 'opérateur différentiel A.

L’opérateur différentiel A est dit elliptique, si

Vu € RN A0}, Py(u) # 0.

Exemple 1.2.1 Pour p un nombre non néqgatif, le p-Laplacien est un opérateur elliptique

non linéaire défini par

N

L(u) = =Y 0| vu "™ dpu).

i=1
Exemple 1.2.2 L’opérateur de Laplace

N

0%u

2
— ox

Ay =

est elliptique, car on a: po(v) =S v2=|v[*>#0, siv#0.

11



1.3. Quelque critéres de convergences

1.3 Quelque critéres de convergences

Nous regroupons ici les résultats qui permetteront de manipuler les différentes notions de
convergence de suites dans les espaces LP(2). Nous énongons systématiquement ce qui
suit en considérant un borélien € de RY et la mesure de Lebesgue notée dz. Cependant
la plupart de ces résultats sont vrais, pour des espaces mesurés et des mesures o-finies

plus générales. Pour 1 < p < oo, la norme de LP(€2) sera notée ||.|| .

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de la convergence monotone ou Beppo-Levi, voir [17])

Soit (fn)n>1 une suite croissante de fonctions mesurables positives. En notant

fx) = lim fo(x) = sup fu(),

n—oo n>1

on a :

/Qf(m)dac = lim an(x)dx.

n—oo

Lemme 1.3.1 (Lemme de Fatou, voir [17])

Soit (fn)n une suite de fonctions mesurables positives. Alors :

/ lim inf f,(x)dz < lim inf/ fo(x)d.
Q Q

n—oo n—oo

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de la convergence dominée de Lesbegue, voir [17])
Soient 1 < p < oo et (fn)n une suite de fonctions de LP(QQ) telles que
(1) fn converge presque partout vers une fonction mesurable
(ii) il existe g € LP(Q) telle que, pour tout n € N, | f,, |< g presque partout.
Alors,

Ferr@) et tim |f = full,, =0, cad lim / fom fldz=0
n—oo n—oo Q

Par conséquent,

lim fnd:z:/ lim fndx:/fdx.

12
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Théoréme 1.3.3 (Réciproque du théoréme de convergence dominée, voir [17])

Soient f,, f deux fonctions intégrables telles que

[15-11-0

AlLors il existe une sous-suite (f,, )i €t une fonction intégrable g telles que :
(1) | far |< 9, VE €N

(i1) fn. — [ presque partout.

Théoréme 1.3.4 (Théoréme d’Egorov, voir [17])
On suppose que ) est de mesure finie et que (f,)n est une suite de fonctions mesurables
convergeant presque partout vers f. Alors, pour tout § > 0, il existe A C §2 mesurable tel

que :
mes(A°) < 9, lim sup | f(z) — fu(x) |=0.

Le théoreme 1.3.4 établit une relation entre la convergence presque partout et la con-

vergence uniforme.

Proposition 1.3.1 (Voir [17])
Soient 1 <p < oo, f € LP(Q) et (fn)n une suite de fonctions de LP(S2) telles que

nh—{EO Hf - fn”Lp = 0.
Alors il existe une fonction g € LP(S2) et une sous-suite (f,,): telles que :

(i) | fn, |< g presque partout,
(ii) fn, — [ presque partout.

13



1.4. Rappel sur le calcul différentiel

1.4 Rappel sur le calcul différentiel

Il existe plusieurs notions de dérivées pour des fonctions définies sur des espaces de Banach.

Nous commencons par celle de la dérivée directionnelle.

1.4.1 Dérivée directionnelle

Définition 1.4.1 Soient w une partie d’un espace de Banach x et F' : w — R une
fonction o valeurs réelles. Siu € w et z € x sont tels que pour t > 0 assez petit, on a

u+1tz € w, on dit que F admet (au point u) une dérivée dans la direction z si

lim Fu+tz) — F(u)
t—0+ t

existe. On notera cette limite F.(u).
On notera qu’une fonction F' peut avoir une dérivée directionnelle dans toute direction

z € X, sans pour autant étre continue.

1.4.2 Différentielle au sens de Gateaux

Définition 1.4.2 Soient w une partie d’un espace de Banach x et F': w — R. Siu € w,
on dit que F' est dérivable au sens de Gateaux (ou G-dérivable ou encore G-différentiable)
en u, s’il existe | € X' tel que dans chaque direction z € X ot F(u + tz) existe, pour

t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle F.(u) eziste et on a :

lim F(u+tz) — F(u)

=<l,z>.
t—0+ t

On posera F'(u) = 1.
Remarque 1.4.1 On remarquera qu’une fonction G-dérivable n’est pas nécessairement

continue.

Par exemple, Uapplication F de R? dans R définie par

1 six2>06tx1:x§

P - {,

sinon

14



1.4. Rappel sur le calcul différentiel

est G-différentiable en (0,0) sans étre continue en ce point.

On introduit enfin la dérivée classique (ou la dérivée au sens de Fréchet). (On utilise

la notation de Landau o(x) pour désigner une fonction de x telle que lim,—o ﬁ =0).

1.4.3 Différentielle au sens de Fréchet

Définition 1.4.3 Soient x un espace de Banach, w un ouvert de x et F': w — R une
fonction.
Siu € w, on dit que F est différentiable (ou dérivable) en u (au sens de Fréchet) s’il

existe | € \', tel que Yv € w on a

F(v) — F(u) =<l,v—u> +4o(v —u).

Remarque 1.4.2 .Si F' est Fréchet différentiable en u, | est unique ( raisonner par
labsurde pour le vérifier) et on note F'(u) = 1. L’ensemble des fonctions différentiables
(au sens de Fréchet) de w — R sera noté C*(w, R).

.St F est différentiable au sens de Fréchet en u, alors F est continue.

.La différentiabilité aux sens de Gateaux et celle au sens de Fréchet sont des notions
différentes. S’il y a risque de confusion, on doit préciser dans quel sens la notation F'(u)
doit étre comprise.

.St f est différentiable au sens de Fréchet au point u alors :

Fl(u) =< F'(u),z >

.St F est différentiable au sens de Fréchet alors elle est différentiable au sens de
Gateaux, de plus les dérivées coincident. En effet, soit F une application différentiable

(au sens de Fréchet), on a

Flu+tz) — F(u) =< F'(u),tz > 4o(tz) =t < F'(u),z > +o(tz)

et

15



1.4. Rappel sur le calcul différentiel

F(u+tz) — F(u)
t

o(tz)

=< F'(u),z > +T —< F'(u), z >, lorsquet — 0.

Mais la réciproque est fausse. En voici un contre exemple :

Exemple 1.4.1 Soit f : R? — R définie par

W SZ($ay) 7& (070)
0 si(z,y) = (0,0)

fr,y) =

Soit (u,v) € R%. Considérons l’application t — f(tu,tv) définie sur R a valeurs dans

R. On a

lim f(tu, tv) — £(0,0)

t—0,t£0 t

=0.

Ce qui prouve que f est dérivable au sens de Gdteaux a l'origine et qu’en ce point sa

différentielle au sens de Gateaux est nulle. D’autre part, on a

1

x?’

Vo e R\ {0}, f(x,2%) =

Lorsque x — 0, (x,x?) tend vers l'origine dans R? et f(x,x?) tend vers oo, donc f

n’est pas différentiable au sens de Fréchet.

Proposition 1.4.1 Soit F' une fonction continue de w dans R et G-dérivable dans un
voisinage de u € w. On désigne par F'(v) la G-dérivée de F' en v et on suppose que

Uapplication v — F'(v) est continue au voisinage de u. Alors

F(v) = F(u)+ < F'(u),v —u > +o(v — u),

c’est a dire que F est différentiable au sens de Fréchet et sa dérivée (classique) coincide

avec F'(u).

Démonstration. En considérant, pour u € w fixé et v assez voisin de u, 'application

t — F(u+ t(v — u)) définie sur U'intervalle [0, 1], on peut écrire :

16



1.5. Quelques opérateurs continus

F(v) = F(u)+ < F'(u),v —u > +h(u,v — u),

oll, par commodité, on a posé :

h(u,v — u) :/01 < F(u+tlv—u))—F'(u),v—u>dt.

Il s’agit donc de voir que h(u,v — u) est un o(v — u). Or w — F'(w) étant continue au

voisinage de u, pour tout £ > 0 donné, il existe 6 > 0 tel que :

lw—=ul| <6 = [|F'(w) = F'(u)] <e

Par conséquent si ||v — ul| < d, on a pour tout ¢ € [0, 1],

< F'(u+t(v—u) = F'(u),v—u>[< |[F'(u+tv—u) = F'u)|lv—ul| <ellv—ul,

ce qui donne, en intégrant sur [0, 1]

| hlu, v =) < ello —ull,

pour ||[v —ul| <J. =

1.5 Quelques opérateurs continus

Dans I'étude de nombreuses équations aux dérivées partielles, nous aurons a considérer

des opérateurs locaux définis par des fonctions de R dans R.

Définition 1.5.1 Soit Q un ouvert de RY. On dit qu’une fonction (z,s) — f(z,s),
définie sur QxR a valeurs dans R, est mesurable en x, continue en s si les deux conditions
sutvantes sont satisfaites :

Vs € R, la fonction f(.,s) est mesurable sur <)

p.p en x € Q la fonction f(x,.) est continue sur R.

On dit que f est une fonction de Caratheodory.

17



1.5. Quelques opérateurs continus

Définition 1.5.2 Soit Q un ouvert de RN et f une fonction définie par

fOXxR—-R
(2,t) = f(z,1)
On appelle opérateur de Nemitskii (ou opérateur de superposition) associé a f l'application

B qui a une fonction mesurable u définie sur 2 associe la fonction Bu définie sur S par

Bu(z) = f(z, u(z)).

Théoréme 1.5.1 Soient Q un ouvert de RN, 1 < p,q < oo des réels et f une fonction
de Caratheodory définie de ) x R a wvaleurs dans R. On suppose qu’il existe b > 0 et

a € L) tels que la condition de croissance :

pour tout s € R et pp sur Q, | f(.,s)|<al)+0b]|s|a

est satisfaite. Pour toute fonction u mesurable de €2 dans R, on définit un opérateur

B en posant
(Bu)(z) = f(z,u(z)).
Alors B est continu de LP(S)) dans L%(52).

Démonstration. Soit (u,), une suite de L¥(Q) convergeant vers u. D’aprés la
réciproque partielle du théoréme de la convergence dominée de Lesbegue, il existe g €

LP(2) et une sous-suite (uy,); telle que

Up, = Uy, | un, |[<g  p.pdansS.

On en déduit que p.p sur €2, on a

[ un, () = [, u())

et
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1.6. Quelques fonctionnelles différentiables

| Fl (@) < ala) + b | g(a) |5

En utilisant le théoréme de la converence dominée on conclut que Bu,, — Bu dans
L9(Q2). Ainsi la suite (Bu,), est relativement compacte dans L(€2) et admet comme
unique point limite Bu : par conséquent la suite (Bu,,), converge vers Bu dans L%(f2),

ce qui prouve que B est continu de LT (2) dans L9(Q). =

Remarque 1.5.1 .L’opérateur B défini dans le théoréme 1.5.1 est un opérateur local en
ce sens que la valeur de (Bu)(x) dépend uniquement de celle de u en x.
.On peut montrer, en admettant [’hypothése de la continuité, qu’en fait tout opérateur

local, défini par

B(lAu) = 1AB’LL

pour tout ensemble mesurable A, est un opérateur de superposition.

1.6 Quelques fonctionnelles différentiables

Dans un premier temps, nous considérons des fonctionnelles définies sur les espaces LP(€2).
Soit f : 2 x R — R une fonction mesurable en z, continue en s, c’est a dire vérifiant la

condition de Caratheodory. On pose
F(z,s) = / f(z,0)do (1.6.1)
0

De méme lorsque cela a un sens, on définit une fonctionnelle V' par

V) = /Q Flz, u())dz (1.6.2)

Nous allons préciser dans quelles conditions u +— V' (u) est continue ou de classe C*.
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1.6. Quelques fonctionnelles différentiables

Proposition 1.6.1 On suppose qu’il existe a € L'(Q), b >0 et 1 < p < oo et F une
fonction de Q2 x R dans R vérifiant :

Vs € R p.p sur Q, | F(z,s)|<a(x)+0b]|s]| (1.6.3)

Alors, si F' vérifie le théoréme 1.5.1, V' définie par (1.6.2) est continue sur LP(2).
En particulier, si f : Q x R — R wvérifie le théoréme 1.5.1, et s’il existe ag € L7 (€2),

avec 1 <p<oo,p=p/ (p—1), et by > 0 tels que :

Vs €R, p.p sur(, | (., 8) [<ao() +bo | s|P? (1.6.4)

alors, F et V données par (1.6.1)et (1.6.2), V est de classe C* sur LP(Q) et on a :
V() = f(ul.).

Démonstration. Si F' vérifie la condition (1.6.3), le théoréme 1.5.1 assure que
I'application u +— F(.,u(.)) est continue de LP(Q) dans L'(Q) et par conséquent V est
continue sur LP(Q). Lorsque ’hypothese porte sur f, la condition (1.6.4) implique :

1 1 o1
| F(z,8) < ao@) | s [ +7bo [ s "< | ao(z) [7 +2(1+bo) | s

ou on utilise I'inégalité de Young

af < Lo + 1,517’.
p p
On en déduit, en utilisant la premiére partie de la proposition 1.6.1, que V' est continue de
LP(Q) dans R. Pour montrer que V est de classe C'', on va montrer que V est G-dérivable
et que la G-dérivée est continue de LP(Q) dans L*' (Q). En posant

F(z,u(x) + tv(z)) — F(z,u(zx))

p(t ) = —— ; = J(a,u(z))v(x),

on a

Viuttv) =V(z)
t

[ s a@)tais = [ o0

20



1.7. Points critiques et multiplicateurs de Lagrange

Or, il existe 0(t, x) € |0, 1] tel que :

[t 2) [=] [, u+0(t, @)to() = fz,ulz)) || () |

Ainsi, d’une part, on a p(t,z) — 0 lorsque ¢t — 0, p.p. en x € 2 et d’autre part, on a la

majoration
| ot ) 1< 2(ao(z) + bo(] u(z) | + [ v(@) )"~ +bo | u(z) ) [ v() |

Comme le second membre de I'inégalité ci dessus est dans L'(Q), le théoréme de la con-

vergence dominée de Lesbegue permet de dire que :

lim V(uttv) = V(u)

t—0 t

/Q f(x,u(x))v(x)d:c] - /Q lim (¢, 2)dz = 0.

t—0

Ainsi la G-dérivée V'(u) existe et on a pour tout v € LP() :

< V'(u),v >= / flx,u(z))v(z)de,
0
c’est a dire V'(u) = f(.,u). De plus la condition de croissance (1.6.4) imposée & f et
le théoréme 1.5.1 impliquent que l'opérateur u — f(.,u) (c’est a dire V') de LP(2) dans
LP () est continu. Finalement la proposition 1.4.1 implique que V est de classe C" sur

LP(2) (on note que ce dernier résultat n’est pas vérifie sip=1). =

1.7 Points critiques et multiplicateurs de Lagrange
Définition 1.7.1 Soit X un espace de Banach et F : X — R une fonction. On dit

que a € X est un maximum relatif (respectivement un minimum relatif) s’il existe un

voisinage V' de a tel que pour tout x € VN X |, on a

respectivement



1.7. Points critiques et multiplicateurs de Lagrange

SiV =X alors le point a est dit mazimum absolu (respectivement minimum absolu,).

Un extremum est un mazimum ou un minimum.

Définition 1.7.2 Soient X un espace de Banach, w C X un owvert de J € C'(w,R).
On dit que u € w est un point critique de J, si J'(u) = 0. Si u n’est pas un point critique,
on dit que u est un point régulier de J.

Sic € R, on dit que ¢ est une valeur critique de J, s’il existe u € w tel que J(u) = ¢

et J'(u) = 0. Si c nest pas une valeur critique, on dit que ¢ est une valeur réquliére de J.

Remarque 1.7.1 Souvent, lorsque X est un espace fonctionnel et l’équation J'(u) = 0
correspond & une équation aux dérivées partielles, on dit que J'(u) = 0 est l’équation
d’Euler satisfaite par le point critique u.
L’exemple le plus simple de point critique d’une fonction J € C'(w,R) est un point
extrémal, c’est a dire un point ou J atteint un minimum ou un mazximum, local ou global.
Une classe importante de fonctions atteignant leur minimum est constituée par (cer-

taines) fonctions convezes.

Remarque 1.7.2 Sia est un point d’extremum relatif de F', alors c’est un point critique.
La réciproque est fausse : une fois qu’on a détérminé les points critiques d’une fonction,
il faut examiner leur nature, par exemple en effectuant le calcul de la matrice hessienne

de F'. En voici un contre exemple :

Exemple 1.7.1 Soit la fonction F définie de R? a valeurs dans R par

F(a,y) = 2% —y*.

L’expression de son gradient est :

VF(z,y) = [ZZ:%&?;] B {—2;2}

il s’annule donc uniquement en (0,0), qui est l'unique point critique. Pour déterminer

la nature de ce dernier, on peut calculer la matrice hessienne de la fonction
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1.7. Points critiques et multiplicateurs de Lagrange

VE(y) = | o
aos@y)  GEy) 0 -2

Elle a pour valeurs propres 2 et —2. Elle n’est donc ni positive, ni négative : il s’agit

2L (x,y) §§§y<x,y)1:[ 2 o]

d’un point-selle. On pouvait également constater que pour tout t € R* on a

F(0,t) < F(0,0) < F(t,0)
ce qui assure qu’il n’y a ni mazximum ni minimum en (0,0).

Aprés avoir vu ce que signifie une valeur critique ou un point critique pour une fonc-

tionnelle définie sur une variété, on introduit la notion de multiplicateurs de Lagrange.

Multiplicateurs de Lagrange

Tres souvent, trouver la solution d’une équation aux dérivées partielles revient & minimiser
une fonctionnelle sur un ensemble de contraintes ou sur une variété. C’est pourquoi on
doit préciser le sens qu’on donne a un point critique ou a une valeur critique sur un

ensemble de contraintes.

Définition 1.7.3 Soient X un espace de Banach, F € C'(X,R) et un ensemble de con-

trainte :

S={veX,; F(v)=0}.

On suppose que pour tout u € S, on a F'(u) #0. Si J € CY(X,R) (ou bien de classe
C' sur un voisinage de S ou encore C' sur S) on dit que c € R est valeur critique de J

sur S, sl existe u € S, et A € R tels que

J(u)=¢, et J (u) = NF'(u).

Le point u est un point critique de J sur S et le réel \ est appelé multiplicateur de

Lagrange pour la valeur critique ¢ (ou le point critique u).
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Remarque 1.7.3 Lorsque X est un espace fonctionnel et [’équation

J' (u) = A\F'(u)

correspond & une équation aux dérivées partielles, on dit que J'(u) = AF'(u) est
léquation d’Euler-Lagrange (ou ’équation d’Euler) satisfaite par le point critique u sur
la contrainte S.

Cette définition est justifée par le résultat suivant qui établit [’existence de multiplica-

teurs de Lagrange.

Théoréme 1.7.1 (Voir [15], p 55)
Sous les hypothéses et notations de la définition 1.7.3, on suppose que ug € S est tel

que

J(up) = inf J(v).

vES

Alors il existe A € R tel que :

I (ug) = AF'(ug).

Exemple 1.7.2 Soient Q un ouvert borné régulier de RN et p > 1 tel que
(N —=2)p< N +2.

On consideére, sur l’espace H}(Q) :

S={veHyQ); Flv)=0},

avec

Fv) = /Q o) P de — 1

et
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1.7. Points critiques et multiplicateurs de Lagrange

J(v) = /Q | Vo(z) 2 de.

Montrons d’abord qu’il existe ug € S tel que

J(up) = po = min J(v).

veS
En effet en considérant une suite minimisante (vy,),, d’aprés l'inégalité de Poincaré
(proposition 1.1.3) on sait que cette suite est bornée dans H&(Q) et on peut supposer que
v, — vo faiblement dans H}(Q). On sait que si (v,,), est une suite d’élément de Q qui

converge faiblement vers x dans €2, alors on a

lz|| < lim inf ||z,|| (1.7.1)
On a donc d’prés (1.7.1)
J(vg) < lim inf J(v,) = p. (1.7.2)

Par ailleurs, puisque (N —2)(p+1) < 2N, d’apreés le théoréme de Rellich-Kondrachov
(théoreme 1.1.2), linjection de H(Y) dans LPT(Q) est compacte et on en déduit que
v, — v dans LPTY(Q). En particulier F(vy) = 0, vg € S et par définition de p on a
J(vg) > p o ce qui joint a (1.7.2), montre que p est atteint sur S. Alors, d’aprés le

théoréeme 1.7.1, on sait qu’il existe A € R tel que

J'(vo) = Ap+1) | vg [P~ vg,

ou encore .

—2AUO = )\(p—i— 1) | Vo |p—1 Vo.

En multipliant par vy, en intégrant et en effectuant une intégration par parties sur le

terme de gauche, on obtient :

2J(vo) = Ap+1) =2u.
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. 2 N .
On entire que A = 15, c’est a dire

—Avg =i | vo [P g

au sens des distributions. Comme p > 0, en posant

1
U = pur-1vy

On obtient une solution non nulle de l’équation :

—Au=|u|P" u dansQ

u=0 dans 02

Remarque 1.7.4 On peut montrer que 'on peut choisir la suite minimisante (vy,), telle
que v, > 0 et on obtient ainsi une solution u > 0 et de classe C'*° dans ).

On notera que la premiére partie de l’argument ci-dessus fonctionne lorsque p = 1,
mais dans ce cas on obtient = A1 la premiére valeur propre et ¢, = vy une premiére

fonction propre du laplacien avec condition de Dirichlet sur €.

1.8 Espaces de Sobolev a poids

Les problémes aux limites sont etudiés en général dans les espaces de Sobolev classiques
lorsqu’ils sont posés sur des domaines bornés avec des conditions au bord. Cependant, ce
cadre fonctionnel n’est plus adéquat dés que 1'on s’intéresse a des domaines non bornés.
En effet, il est nécessaire d’ajouter des contraintes supplémentaires afin de controéler le
comportement des solutions a l'infini. Pour cela, on introduit les espaces de Sobolev a
poids qui permettent d’une part, de décrire de maniére explicite le comportement des solu-
tions a l'infini et d’autre part, si les poids sont bien choisis, d’étendre certaines propriétés
essentielles des espaces de Sobolev classiques & des domaines non bornés. L’exemple le
plus pertinent est celui de I'inégalité de Hardy qui, pour un ouvert non borné, joue le role
de I'inégalité de Poincaré.

Introduisons les fonctions poids suivantes
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p(z) = (1+ |z acR. (1.8.1)

Définition 1.8.1 On appelle poids toute fonction p : RY — R non identiqguement nulle,

non négative et mesurable.

Remarque 1.8.1 On peut trouver d’autres fonctions poids telles que

pa(a) = p*(x)(1 + log(( )2), BER.

1
(1+ |2[*)
Définition 1.8.2 Soit 1 < p < +o00, on désigne par LP.(RY) l’espace LP(RY) muni du
poids (1.8.1), c’est a dire

LP(RY) = {u eD'RY): 1+ |z)5ue LP(RN)} .
Nous avons les résultats suivants

1) WP (RN) = LP(RMN).

2) WLP(RY) est un espace de Banach pour la norme

[ullyre @y = </RN((1 + |z} P + |Vu|p)d$) ’
3) D(RY) est dense dans W1P(RY).
4) Pour ¢ € D(RY), I'application u +— ¢(u) est linéaire continue de W ?(RY) dans
Whr(RY),
5) Dans le cas p = 2, on note W1?(RY) = H!(RY), qui est un espace de Hilbert muni

du produit scalaire

(u,v) = / (14 |z|*)*uvdz + / VuVudz.
RN RN
Soit © un ouvert de R nous désignon par Wolg(ﬂ) la fermeture de D(Q) dans W' ?(Q)

défini par

W (Q) = {u e D(Q)ue19), 2 e @), vi-1, N}

@ 8[Ej
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Proposition 1.8.1 (Inégalité de Hardy, voir [13])
Pour a+ N # 2, il existe C = C(a, N) > 0 tel que pour tout u € D(RY)

/ |x|a72 |u(x)|2 doe < C’/ |z|® |Vu(x)|2 dx
RN RN
avec

/ 2|7 V(@) dz < oo
]RN

28



CHAPITRE

Théorie des points

critiques

2.1 Introduction

Pourquoi rechercher des points critiques?

Etant donné Q un ouvert borné de RY et f € C (Q) N L> (Q).

Considérons le probléme elliptique suivant

—Au = f(u) sur Q

(P)
u e H(Q)

Soit F' la primitive de f sur R qui s’annule en 0 c.a.d

F(u):/uf(s)ds

Associons & (P) la fonctionnelle J définie sur Hy () par

J(u)—%/]Vu]de—/F(u)da:

Alors J est bien définie, de classe C' sur Hj () et sa différentielle est donnée par
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2.1. Introduction

(J' (u),v) = /Vu.Vvd:c — /f (u) vdx Vv e Hy ()

Les problémes suivants sont équivalents
(i) Trouver u € Hj (Q) tel que —Au = f (u) dans D' ().
(i1) Trouver u € H} () tel que J' (u) = 0.
En effet :
Soit u € H} () tel que, —Au = f (u) dans D’ (). Alors

(—Au,v) = (f (u),v), Yo € D (Q)

ou encore

/Vu.Vvda: = /f (u) vdz, Yo e D (Q)
Q Q

Comme D () est dense dans H] (©), alors

/Vu.Vvdw = /f (u)vdr, Vv € Hy ()
Q Q

D’ou

/Vu.Vvd:p - /f (w)vdr =0, Yve Hy (Q) <= (J (u),v) =0, Yve& H;(Q)
Q Q

Ce qui signifie que J’' (u) = 0.
Inversement, soit u € H} () tel que J' (u) = 0. On a

(J'(u),v) =0, YveH(Q) < /Vu.Vvdx = /f (u)vdz, Vv € H) ()
Q 0

Comme D (Q) C H; (), on obtient
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/Vu.Vvda: = /f (w)vde  Yv e D ()
Q Q

ou encore

(—Au,v)y = (f (u),v) YveD(N)

ce qui signifie que —Au = f (u) dans D' (Q) .
Résoudre le probleme aux limites revient donc a trouver des points critiques de la fonc-

tionnelle associée.

2.2 Points critiques sans contraintes

2.2.1 Condition de Palais-Smale

La condition de Plais-Smale (ou condition de compacité de Palais-Smale) est une hy-
pothése de compacité nécessaire pour démontrer certains théorémes du calcul des vari-
ations .Elle garantit ’existence de certains types de points critiques ,en particulier de
points col .La condition porte sur la fonctionnelle dont on cherche a montrer I'existence

d’un extremum .

Définition 2.2.1 Soient X wune espace de Banach et X' son dual topologique .On dit
qu’'une fonctionnelle contintiment différentiable au sens de Fréchet J € CY(X,R) d’un
espace de Banach X a valeurs dans R satisfait la condition de Palais-Smale (en abrégé
(PS)) si toute suite (uy), C X vérifiant :
{(J(un))n est bornée
J'(up) — 0 dans X'

Admet une sous-suite convergente dans x .

Remarque 2.2.1 la suite (uy,), est appelée suit de Palais-Smale.
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Définition 2.2.2 Soient X un espace de Banach, et J : X — R une fonction de classe
C' .Sic € R ,on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c ,(en abrégé

(PS).), si toute suite (uy), de X vérifiant :

J(u,) — ¢ dans R
J'(uy,) — 0 dans X'

admet une sous-suite notée (uy, ), convergente.
Remarque 2.2.2 Si J vérifie la condition de Palais-Smale en c ,alors l’ensemble

K(c)={ue X :J(u)=cet J(u) =0}

est compact, il en est de méme de Uy<.<pK (c) ,pour tous a,b € R.

Si J wérifie la condition (PS), alors J vérifie (PS). ,pour tout ¢ € R.

Donnons maintenant deux exemples sur les fonctionnelles qui vérifient (PS) et qui ne

la vérifie pas.

Exemple 2.2.1 Soient Q un ouvert borné de RN et p>1 tel que (N —2)p< N +2. On

considére pour \ € R fizé, la fonctionnelle J définie sur Hg () par

1 A
J(v) = 5/9 | Vu(z) |? do + m/n | v(z) [T d.

On va voir que J satisfait la condition de Palais-Smale, au niveau c. En effet si (uy)y,

est une suite de H} () telle que:

J(up) — ¢, J'(up) = —Aup + X | uy, [PT1—0

dans H=1(Q), alors on a:

—1
< J'(up), u, >= / | Vu,(z) |2 d$+)\/ | () |erl dr = (p—l—l)E(un)—pT/ | Vu,(z) |2 dx.
Q Q Q
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Or

< (un), un >|<| T (un) [l Vn (220

et on peut en déduire que:

p—1
5 I Vu, 12< (p+ D Eun)+ | J'(un) a1l Vun |22 -

Comme p —1 > 0, cette inégalité montre que la suite (uy), est bornée dans Hg(S2),

puisque ) est borné et que p+ 1 < 2*,(ou 2* = % est l’exposant critique de sobolev),
Uinjection H}()) dans LPTY(Q)) est compacte (théoréme de Rellich-Kondrachov 1.1.2),
et on peut extraire une sous-suite (v;); qu’on notera (u,), qui converge faiblement vers
v dans H}(Q) ainsi que dans LPT(Q). En utilisant le théoréme 1.5.1 énoncé dans le

premier chapitre, on en conclut que

(p+1)

P (Q)7

| v [P v —| v [P v dans L

donc aussi dans H1(Q), et finalement :

8= () = Avi P o — =X o PN o dans H7(S).

En appelant B lopérateur qui o f € H1(Q) fait correspondre z solution de :

z€H(Q), —Az=f

au sens H=1(Q), on sait que B est continu de H () dans H3(2). On a donc:

v = B(J(v;) = A v; [P v;) = B(=X | v |P7Y v) dans HL(Q),

ce qui signifie que la suite (u,), contient une sous-suite convergente.

Exemple 2.2.2 La fonction J(x) = e* définie sur R, ne vérifie pas la condition de

Palais-Smale en 0.
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En fait, trés souvent il faut adapter la définition de la condition de Palais-Smale au
probléme que I’on veut résoudre. Une variante est la suivante : §'il existe (u,,), une suite
de x telle que J(u,) — ¢ et J'(u,) — 0 dans X', alors ¢ est une valeur critique de J.
On pourrait aussi, par exemple, donner une condition analogue pour les fonctions définies
seulement sur une partie de y, ou restreindre ’existance de sous-suite convergente pour
les (un)y, telles que J(uy,) décroit vers ¢ et J'(u,) — 0, ou encore se contenter d’avoir une
sous-suite convergente modulo une certaine transformation, par exemple, si u,, € H*(RY),
on exigera que la suite des translatées v,, = u,(. + x,) soit relativement compact pour une

suite x,, de RY bien choisie.

2.2.2 Lemme de déformation

Le lemme de déformation est un outil essentiel et important dans plusieurs méthodes
variationnelles. Avant d’énoncer ce lemme, on introduit d’abord la notion du champ de

pseudo-gradient qui sera 1'un des outils utilisés dans la démonstration du lemme.

Définition 2.2.3 Soient X un espace Banach et J € CY(X,R). Siu € X, on dit que

v € X est un pseudo-gradient (en abrégé p.g) de J en u si on a :

fvl<2(l S |l <J'(w),v> =[] J'(u) |

En désignant par

X, ={ue X;J'(u) # 0}

l’ensemble des points réguliers ( c.a.d non critiques) de J, une application V de X, —
X est appelée champ de pseudo-gradient de J si V' est localement lipschitzienne sur

X, et pour tout u € X,., V(u) est un pseudo-gradient de J en u.

Remarque 2.2.3 Siv; et vy sont deux p.g de J en u, pour tout 0 € [0, 1], la combinaison

conveze Quy + (1 — O)vy est également un p.g de J en u.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme d’existance, voir [17]) Soient X un espace de Banach et

J € CY(X,R) une fonction non constante. Il existe alors un champ de p.g de J.
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Notation

Si x est un ensemble et J : X — R est une application on posera, pour a € R

[J < a] = {ue X;J(u) < a}.

De méme on définit les ensembles [J < a|, [J > a], [J > a] et les ensembles de niveau

Théoréme 2.2.2 (lemme de déformation)

Soient X un espace de Banach, J € C1(X,R) une fonction non constante satisfaisant
la condition de Palais-Smale et ¢ € R une valeur réguliére de J. Alors on peut trouver
g0 > 0 tel que pour 0 < e < gq il existe une application n € C(R x X, X), appelée le flot
associé a J, satisfaisant les conditions suivantes :

1) Pour tout u € X, on an(0,u) = u.

2) Pour toust e R etué¢ c—e<J<cH+e¢], onan(t,u)=u.

3) Pour tout t € R, n(t,.) est un homéomorphisme de X dans X.

4) Pour tout u € X, la fonction t — J(n(t,u)) est décroissante sur R.

5) SiuelJ <c+el], alorsn(l,u) € [J <c—ce¢l.

6) Si de plus J est paire, pour tout t € R, n(t,.) est un homéomorphisme impair.

Démonstration. Puisque J satisfait la condition de Palais-Smale et que ¢ n’est pas
valeur critique de J, on voit facilement qu’il existe £; > 0 et § > 0 (on prendra en plus

d < 1) tels que:

Vu€lc—e <J<c+e], | J(u)]>09.

On pose g9 = min(ey, %), et pour 0 < e < e :

A=[J<c—¢g)U[J>c+e), B=[c—e<J<c+¢g].

Comme AN B = (), la fonction
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est localement lipschitzienne et vérifie & = 0 sur A, o = 1 sur B. On notera également
que si J est paire, les ensembles A, B sont symétriques par rapport a l'origine et o est
une fonction paire.On considére maintenant V', un champ de pseudo-gradient de J, que

I’on choisira impaire, si J est paire. En posant alors

i 1
W(z) = a(x) min(1, W}V(m)

pour x € Y, on vérifie sans difficulté que W est bien définie sur y, qu’elle est localement

lipschitzienne et que || W(z) ||< 1. On remarquera également que si J est paire, W est

impaire. D’apres la théorie générale des équations différentielles, I’équation :

dn(t, )
dt

= —W(n(t,z)) avec n(0,z) =z (2.2.1)

admet une unique solution 7(., z) € C'(R, x) et en fait 7(.,.) est localement lipschitzienne

sur R x y. De plus comme pour t,s € R, on a

77(t7 77(5? .13)) = 77(75 + s, I),

On voit que pour chaque t € R, n(t,.) est un homéomorphisme de y dans x, son inverse
étant n(—t,.). Pour terminer la démonstration du lemme de déformation, nous allons
vérifier que 7 satisfait 1) et 6) du lemme.

Les conditions 1) et 3) sont satisfaites de fagon évidente. Siu ¢ [c —ep < J < ¢+ €],
alors W (u) = 0, et l'unicité de la solution (2.2.1) implique que pour tout ¢t € R, on a
n(t,u) = u : la condition 2) est donc satisfaite. Pour la propriété 4), il suffit de calculer

la dérivée de t — J(n(t,u)) :

%J(n(t,u)) = < J(n(t,u), (2.2.2)

) 1 ,
= —a(n(t,u)) min(1, m) < J'(n(t,w), V(n(t,u) >

IA

. 1 ! 2
—&(U(tau))mm(l,m) | (n(t,w) |7,

ou <, > désigne le crochet de dualité entre y’ et x.
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Ce qui montre que J(n(t,u)) est décroissante sur R. Pour vérifier 5), considérons
u € [J < c+e€] et remarquons que, si pour un ty € [0,1], on a n(tg,u) € [J < c— ¢,
d’aprés ce que nous venons de voir, 7(1,u) reste dans [J < ¢ — ¢]. Supposons donc que
pour tout ¢ € [0, 1], n(t,u) soit dans [c — e < J < ¢+ ¢]. Alors d’apres l'inégalité (2.2.2)

et le faite que

7 @) <l V) <21 (=) 1],

on a :

G0 € T s [Vl w)]

dt
7 sillVn(t,w)l =1
=i [V (n(t, w)]| < 1

Comme ¢ < 1, on en conclut finalement que

_ 52 _ (52
J(n(1,u)) < e + J(u) < e +c+e.
C.a.d d’apres la difinition de gq, J(n(1,u)) < c—e : cela signifie qu’au plus tard au temps
t = 1, la trajectoire de n(t,u) entre dans I’ensemble [J < ¢ — €]. Pour finir, on remarque
que la condition 6) est vérifiée, car W est impaire lorsque J est paire et par conséquent

pour tout t € R, n(t,.) est impaire. m

2.2.3 Principe du min-max

Théoréme 2.2.3 Soient X un espace de Banach, J de X dans R une foncion de classe
C! wvérifiant la condition de Palais-Smale et B une famille non vide de parties non vides
de X. On suppose que pour chaque ¢ € R et e > 0 assez petit, le flot n(1,.) construit dans
le théoréme 2.2.2 respecte B ( c.a.d si A€ B, on an(l,A) € B). On pose :

= inf J(v).
= s
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Si ¢ € R, alors ¢ est une valeur critique de J.

Démonstration. En effet si ¢ n’est pas valeur critique, en prenant ¢ > 0 assez petit,
on peut choisir A € B tel que ¢ < sup,c4J(v) < ¢+ ¢. Mais par hypothése, en posant
W =mn(1,A), on a d'une part W € B, et d’autre part W C [J < ¢ — €], ce qui contredit

la définition de ¢. =

Le premier exemple de construction de valeur critique par le procédé de min-max est
le théoreme du col de la montagne (the mountain pass theorem) qui exprime trés bien
le contenu du résultat et sa démonstration. Voici ce résultat que nous appliquerons un
peu plus loin & la résolution de certaines équations semilinéaires (nous suivons ici A.

Ambrosetti & P.H. Rabinowitz [6]).

Théoréme 2.2.4 (Théoréme du col)

Soient X un espace de Banach, J € C1(X,R) vérifiant la condition de Palais-Smale.
On suppose que J(0) =0 et que :

(1) il existe R >0 et a > 0 tels que si |ul| = R, alors J(u) > a;

(1) il existe ug € x tel que ||ugl| > R et J(up) < a.

Alors J posséde une valeur critique c telle que ¢ > a. De facon plus précise, si on pose

B = {90<[07 1]);§0 S O([()? 1] 7X)7 90(0) =0, 90(1) = UO}’
et

¢ = inf max J(v),
AeB veA

alors c est une valeur critique de J, et ¢ > a.

Démonstration. Soient B (qui est évidemment non vide) et ¢ défini comme dans le
théoreme 2.2.4. Tout d’abord notons que par connexité, pour tout A € B, I'intersection
AN A{u € x;||lul| = R} est non vide, et par conséquent max,c4 J(v) > a et finalement

c>a.
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Si ¢ n’est pas une valeur critique de .J, avec les notation du lemme de déformation

(théoreme 2.2.2), pour 0 < & < &g, on peut trouver A € B tel que

A=p(0,1]), c¢<maxJ(v)<c+e.

vEA
En posant ¥(7) = n(1,¢(7)) et Z = ¥([0,1]), on a Z € B. Mais la propriété 5) du
lemme de déformation (théoréme 2.2.2) implique que Z C [J < ¢ — €], ce qui contredit le
fait que, par définition de ¢, on a max,cz J(v) > ¢. On en conclut que ¢ est une valeur

critique de J (et nous avons vu que ¢ > a). ®

Remarque 2.2.4 L’intuition qui sous-entend ce théoréme se trouve dans le mot "col”
lui-méme. Supposons que J désigne laltitude. Il existe alors deux points bas : l'origine,
car J(0) = 0, et un autre point ug ot J(ug) < a.

Entre ces deux points, se situe une chaine de montagnes (4 distance ||ul| = R de
Uorigine) ot Ualtitude est élevée (plus grande que a > 0). Pour aller de l'origine a uy en
sutwant un chemin v, il faut traverser les montagnes, c’est-a-dire d’abord monter, puis
redescendre. Comme J est plus ou moins réguliere, elle doit atteindre un point critique
quelque part entre les deux. L’intuition suggére que st un tel point se situe sur un chemin

qui traverse les montagnes a laltitude la plus basse, ce sera presque toujours un point col.

En voici maintenant le deuxiéme exemple de construction de valeur critique par le
principe de min-max qui est le théoréme du point selle (Saddle Point Theorem) et qui est

dd a Rabinowitz.

Théoréme 2.2.5 ( du point selle, voir [23]) Soient x un espace de Banach, x; un sous-
espace de dimension finie et x, un sous-espace fermé de x tel que x = x1 D Xy. On
considére J € C'(x,R) telle que J(0) = 0, vérifiant la condition de Palais-Smale et les
deuz conditions suivantes :

(1) il existe R > 0, a > 0 tel que si u € x, et ||u|| = R, alors J(u) > a,

(i) il existe ug € xy avec ||ugl| =1, Ry > R et Ry > R tels que J(u) < 0, pour tout

u € Ow ot
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w = {uy +1ug;ur € Xy, [|Jur]] < R1,0 <r < Ro}

et Ow désigne la frontiére de w dans x; ® Rug (noter que w est un cylindre). Alors J

posséde une valeur critique ¢ > a. Plus précisément c est définie par :

¢ = inf max J(v),
AeB veA

ou

B ={p(w);p € Clw, x), p(u) =u pour u € dw}.

Remarque 2.2.5 La démonstration de ce théoréme nécessite la théorie du degré topologique
de Brower. Pour plus de détails, on peut consuler [27].

Le théoréme du col est un cas particulier du théoréme du point selle,en prenant

X; = {0}.

Dans la pratique, pour utiliser le théoréme du col, on montre que l’origine est un
point minimum local, sans étre global ; on montre ensuite que J posséde un point critique
distinct de l'origine. De ce point de vue, le théoréme du point selle a l'avantage de ne
pas exiger une telle situation : en effet il se peut trés bien que l’origine soit un point de

manimum local pour la restriction de J a Xs, sans étre un point de minimum local de J.

2.3 Points critiques avec contraintes

2.3.1 Condition de Palais-Smale

On considére dans toute la suite une contrainte du type :
S={vex; Fv) =0} (2.3.1)

et on suppose que

Yo € S, F'(v) # 0. (2.3.2)

Définition 2.3.1 Soient x un espace de Banach et J ,F € C*(X,R).
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Sic € R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c) sur la variété

S, si toute suite (Up, Ap)n C S X R telle que :

J(u,) — ¢ dans R et J' (u,) — M\ F'(u,) — 0 dans X',

contient une sous-suite notée (un, , A\n, )i convergeante vers (u, ) dans S x R.

Naturellement, il n’est pas indispensable que J soit définie dans X tout entier : On
peut définir une notion analogue lorsque J est définie dans un voisinage de S ou méme
seulement sur S, en précissant le sens de la dérivée d’une fonctionnelle définie sur une

variété. On notera que si J satisfait la condition de Palais-Smale en ¢ € R, alors ’ensemble

{(u,\) e S xR ; J(u)=c, et J'(u) =AF'(u)}

est compact dans X X R et il en est de méme des ensembles

K(c)={ueS;Ju)=c et IN € R tel que J'(u) = AF'(u)}

et Uy<c<pK (¢), pour tous a,b € R.

2.3.2 Lemme de déformation

Avant d’énoncer le lemme de déformation, on aura besoin d’introduire la notion du champ

de pseudo-gradient tangent, qui est un outil important dans la démonstration du lemme.

Champ de pseudo-gradient tangent
Soient X un espace de Banach et F' € C'(X,R). Si J € C'(X,R), pout tout z € S

on pose :
17 (@), =sup{< J'(z),y > ; y € X, [ly| =1, et < F'(x),y >=0}.

Remarque 2.3.1 La condition ||J'(u)||, = 0 et x € S signifie précissément que pour

I,

AER on a J(u) = AF'(u), c’est a dire que x est un point critique de J sur S.
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Définition 2.3.2 Soient X un espace de Banach J, F € C*(X,R), S définie par (2.3.1),
F vérifiant la condition (2.3.2). Pour toutu € S, on dit que v € X est un pseudo-gradient

tangent (a S) de J en u, si on a :

{ [oll < 2 J'(w)ll,
< J(u), v >> [T, < F(u),v >=0.

*x

En désignant par

S,={uesS;VXeR, J(u)— \F'(u) #0}

l’ensemble des point réguliers (c.a.d non critiques) de J sur S, une applicationV : S, — X
est appelée champ de pseudo-gradient tangent de J si V' est localement lipschitzienne sur

S, et pour tout u € S, V(u) est un pseudo-gradient tangent de J en u.

Remarque 2.3.2 L’ensemble des pseudo-gradients tangents de J en un point fixé u est
conveze. Donc, si Vq, Vo sont deux champs de p.g tangent de J, alors pour tout 6 € [0, 1]

il en est de méme de OVy + (1 — 0)V;.

Définition 2.3.3 On désigne par C'(X,R) Uensemble des fonctions F € C'(X,R)

loc

telles que " est localement lipschitzienne de X dans X'.

Théoréme 2.3.1 (Théoréme d’existence d’un champ p.g tangent, voir [13])

Soient X un espace de Banach, J € C*(X,R), F € C’llo’cl(X, R), S définie par (2.3.1).
On suppose que F vérifie la condition (2.3.2) et que J n’est pas constante sur S. Alors
il existe V', un champ de p.g tangent de J sur S, tel que V soit défini et localement
lipschitzien sur un voisinage ouvert S;” de S,. De plus si F' et J sont paires, on peut

chotsir S, symétrique par rapport a l'origine et V impair.

Théoréme 2.3.2 (lemme de déformation)
Soient X un espace de Banach, F € C.}(X,R) et vérifiant la condition (2.3.2), S

définie par (2.3.1). On suppose que E € C'(X,R) et J = Ejg vérifie la condition de

Palais-Smale sur S ; on suppose enfin que J n’est pas constante sur S et que ¢ € R n’est
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pas valeur critique de J sur S. Alors on peut trouver g > 0 tel que pour 0 < € < gq, il
existe une application n € C(R x S, S) satisfaisant les conditions suivantes :

1) Pour tout uw € S, on an(0,u) = u.

2) Pour toust € R etu ¢ [c —eg < J < c+ o), on an(t,u) =u.

3) Pour tout t € R, n(t,.) est un homéomorphisme de S dans S.

4) Pour tout uw € S, la fonction t — J(n(t,u)) est décroissante sur R.

5) Siue[]<c+e|, alors n(l,u) € [J <c—el.

6) Si J et I sont paires, pour tout t € R, n(t,.) est un homéomorphisme impair.

Démonstration. On sait qu'il existe un voisinage ouvert S de S, (I’ensemble des
points réguliers de J sur S) et V un champ de pseudo-gradient tangent de J tels que V'
est localement lipschitzien sur S (on prendra soin de choisir V' impair lorsque J et F
sont pairs). Comme ¢ est une valeur réguliere de J sur S et J satisfait la condition de

Palais-Smale, il existe £; > 0 et > 0 tels que :

Vué€le—e < J(u) <c+el, [T, >0

On peut prendre de plus 0 < 1 et on pose

Pour v € S, soit

et

Q — U’UGSTQ(U)'

Puis pour 0 < € < ¢, en considérant :

A=[J<c—g)U[J>c+egUQ’ B=[c—e<J<c+¢g],
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on prend

d(x, A)
(d(x,A) +d(z, B))’

de sorte que a(x) = 1, pour tout x € B, et a(z) = 0 pour tout = € A, et « est localement

a(z) =

lipschitzienne sur y.
Lorsque F' et J sont des fonctions paires, A et B sont symétriques par rapport &
l’origine et « est une fonction paire. Soit alors
1

W(x) = a(x) min(1, W)V(x)

pour € X. On peut vérifier que W est localement lipschitzien sur X, et que |W (z)| < 1,
pour tout x € X ; par conséquent pour tout x € X donné, il existe une unique solution

de I’équation différentielle :

définie sur R. On sait aussi (revoir la démonstration du théoréme 2.2.2) que n € C'(R, X),
et que

77(?57 U(Sa l‘)) = 77(75 + s, SL’)

et que pour chaque t € R, n(t,.) est un homéomorphisme de X dans X. On vérifie sans
difficulté que les propriétés 1) et 2) sont satisfaites. Pour la propriété 3), on doit vérifier
que si u € S, alors pour tout t € R, on a n(t,u) € S. Le seul cas ou une difficulté pourrait
surgir est lorsque u € [¢c — g9 < J < ¢+ ¢g]. Mais dans ce cas, comme t — 7(t,u) est

continue et que u € S,., pour t assez petit, 7(t,u) reste dans Pouvert S~ et on a

SE) = < Ftw), gt ) >

dt
: 1 '
= —a(n) min(1, W) < F'(n),V(n) >.

Mais comme par définition du champ pseudo-gradient tangent, on a
< F'(n),V(n) >=0,

44



2.3. Points critiques avec contraintes

on conclut que F(n(t,u)) est constant pour t assez petit, et par conséquent 7(t,u) reste
finalement sur S, pour tout ¢t € R. Les autres propriétés de 7 se vérifient en suivant point

par point la démarche que nous avons suivi pour la démonstration du théoréeme 2.2.2. m

On peut maintenant énoncer le principe de min-max ou inf-sup sur les variétés.

2.3.3 Principe du min-max

Théoréme 2.3.3 (Voir [15])

Soient X un espace de Banach, I’ € Cllo’cl (X, R) vérifiant la condition (2.3.2), et S est
défini comme (2.3.1). Soit E € C*(X,R) telle que J = Ejs n'est pas constante et vérifie la
condition de Palais-Smale sur S et B une famille non vide de parties non vides de S. On
suppose que pour chaque ¢ € R et e > 0 assez petit, le flot n(1,.) construit dans le lemme

de déformation (théoréme 2.3.2) respect B (c.a.d si A € B, on a aussi n(1,A) € B). On

pose:

. = inf J(v).
= Rk )

Si ¢, € R, alors c, est une valeur critique de J sur S.

Notion du genre
La notion de genre que nous allons définir ici nous permet de distinguer deux ensembles
A, B fermés, symétriques et ne contenant pas ’origine, en regardant s’il existe un fonction

continue et impaire de A dans B.

Définition 2.3.4 Soit E un espace de Banach. On désigne par s(E) l'ensemble des

parties fermées symétriques de E ne contenant pas l’origine, plus précisément
s(E) ={A C E ; A est fermée, non vide, 0 ¢ A, A= —A}.
Si A € s(F), on appelle genre de A le nombre, noté v(A), défini par :

Y(A) =inf {N >1;3p: A— R\ {0} continue et impaire} .
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2.3. Points critiques avec contraintes

Par commodité on posera () = 0. Comme toujours, s’il n’existe pas d’entier N > 1
et de fonction @ continue et impaire de A dans RN\ {0}, on pose v(A) = +o0o0. On notera

également que y(A) aurait pu étre défini par:

v(A) = inf {N > 1 ; il existe o : A — SN continue et impaire} :

1l est important de noter que le genre n’est défini que pour des ensembles fermés.

Exemple 2.3.1 Soit 70 € E, R <| xo | et A = B(x¢, R) U B(—x0, R). Alors, A est de
genre un : y(A) = 1. En effet, il suffit de poser o(z) = +1 si x € B(xo, R), et ¢(z) = —1
si x € B(—mo, R).

Théoréme 2.3.4 (Propriétés du genre, voir [15])

Soit E un espace de Banach et A, B € s(E).

(i) S’il existe f : A — B continue et impaire, alors v(A) < v(B).

(i1) Si A C B, alors y(A) < y(B).

(111) S’il existe un homéomorphisme impair f : A — B alors, v(A) = v(B).

(iv) v est sous-additif : v(AU B) < v(A) +~(B).

(v) Si A est compact alors, v(A) < co.

(vi) Si A est compact, alors il existe un voisinage fermé de A ayant le méme genre
que A. plus précisément, il existe ¢ > 0 tel que, si A. = {x € E ;d(z;A) <&}, on a
V(A2) = 7(A).

(vii) Si v(B) < 00, alors y(AN\B) =v(AN B¢) > ~(A) —v(B).

Remarque 2.3.3 Comme nous le verrons par la suite, la notion de genre a été utilisée
pas L.Ljusternik & L.Schnirelmann pour montrer (notamment) que si F € C1(RY R) est
une fonction paire et J = Fign-1, alors J posséde au moins N valeurs critiques sur SN-1,

Dans certains problémes variationnels, ainst que pour les équations aux dérivées par-
tielles elliptiques semilinéaires, on peut utiliser la notion de genre pour montrer de tels

résultats.

46



2.3. Points critiques avec contraintes

Théoréme 2.3.5 (Théoréme de Ljusternick & Schnirelmann).

Soit E une fonction de classe C* de RN — R. Sur la sphére SN=1 de RN (muni d’une
norme euclidienne), on considére la fonction J(u) = E(u) pouru € SN~1. Alors J admet
au moins N paires de points critiques sur SN=1, c.a.d il existe (au moins) N couples
(ug, A\p) avec u, € SN71 et Ay € R tels que E'(uy,) = M\yug pour 1 < k < N (naturellement

(—ug, \p) posséde la méme propriété).

Avant d’établir la démonstration du théoréme 2.3.5, nous aurons besoin du lemme

suivant :

Lemme 2.3.1 (Voir [15])

Si pour des entiers 1 < K < N —1etl1<j<N—k onacy=cpy;, alors l'ensemble
K(cg) ={ue S" " J(u) =c et IX € R tel que E'(u) = \u}
est du genre au moins j + 1 (c’est a dire v(K(c)) > j+1).

Démonstration. (du théoréme 2.3.5)
Rappelons que s(RY) désigne I'ensemble des parties non vides, fermées de RY ne
contenant pas 0 et qui sont symétriques par rapport a l’origine, et que y(A) est le genre

de A, lorsque A € s(RY). Soit, pour 1 <k < N :
By={Ac SV AesRY) et y(A) >k} .

Ona, By D Byi1 #@si1 <k <N —1 (notons que By, = @). On définie alors :

= joh )

En posant F(z) = ||z||*> — 1 pour z € RY et § = SN-1, les hypotheses du lemme de
déformation 2.3.2 sont remplies et By est stable par le flot n(1,.) et J sur SY~!. Par
conséquent, d’apres le principe du min-max (théoreme 2.3.3), chaque ¢, est une valeur
critique de J sur SV, De plus ¢;; < ¢py1 si1 < k < N —1, on voit donc que si tous les ¢y,
sont distincts alors .J posséde N valeurs critiques distinctes, c’est a dire /N paires de points
critiques. Finallement, en se servant du lemme précédent, on achéve cette démonstration

(rappelons que si y(A) > 2 alors, A contient une infinité de points). m
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2.3. Points critiques avec contraintes

Théoréme 2.3.6 (Généralisation du théoréme 2.3.5, voir [15]).

Soient H un espace de Hilbert de dimension infinie, E € C'(H,R) une fonction paire
et J = Eisg ou S est la sphére unité de H. On suppose que J vérifie la condition de
Palais-Smale sur S, est minorée et n’est pas constante. Alors J posséde une infinité de

(paires de) points critiques sur S. Plus précisément, si

Br={Aes(H); ACS, A compact et y(A) > k}

et

= inf
o= jof max )

i est une valeur critique de J sur S, ¢y < ¢y et si ¢ = Cpyj, alors y(K(cg)) > 7+ 1.

De plus, limy,_, o, ¢, = 400.

Remarque 2.3.4 Comme toujours s(H) est ’ensemble des parties non vides et fermées
de H, ne contenant pas 0 et qui sont symétriques par rapport a l’origine.

Par ailleurs on notera que si H est un espace de Banach de dimension infinie telle
que sa norme ||.|| est de classe CF sur H\ {0}, le résultat du théoréme ci-dessus reste

vrat.
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CHAPITRE
3 Application a I’étude de
quelques problémes

elliptiques semi-linéaires

Dans ce chapitre, nous traitons quelques problémes semi-linéaires faisant intervenir le
Laplacien, sur un ouvert borné de R, ou encore sur RY, avec la condition de Dirich-
let. Nous appliquons le théoréme du col de la montagne et le théoreme de Ljusternick-

Schnirelmann pour la résolution de tels problémes.

3.1 Existance de solutions pour un probléme semi-

linéaire elliptique de Dirichlet

Considérons le probleme semi-linéaire elliptique de Dirichlet suivant :

—Au(z) = p(z,u(x)), z € Q

3.1.1
u(r) =0, x € 00N ( :
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3.1. Existance de solutions pour un probléme semi-linéaire elliptique de
Dirichlet

ot 2 C RY est un domaine borné dont le bord est supposé étre assez
régulier, A signifie le Laplacien et p : {2 x R — R une fonction qui vérifie les

conditions suivantes :

(P1) p(z,¢) € C(Q x R,R)

(P2) 1l existe deux constantes aj, as > 0 telles que

Ip(x,8)| < ay+ag f§°.

avecogsg%,si]\f>2.

Si N = 1, la condition (P2) peut étre négligée, pendant que si N = 2, on a

Ip(z,&)| < arexp p(§),

avec p(£)¢7% — 0 quand |¢| — oo. La raison pour une telle condition est
la suivante : La fonctionnelle d’énérgie associée au probléme (3.1.1) est définie

par

I(u) = /Q(% \Vu|* — P(z,u))dz, (3.1.2)

ou
P& = [ pla )it
0
L’espace vectoriel dont on va traiter (3.1.2) est Wy *(Q), la fermeture de

Ce () avec

1
gz = ([ (7l +a?)o)?

Grace a 'inégalité de Poincaré (proposition 1.1.3), il existe une constante

iy > 0 telle que pour tout u € WH%(Q)

ul/u2da:§/\Vu|2da:.
Q 0
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3.1. Existance de solutions pour un probléme semi-linéaire elliptique de
Dirichlet

2. RN 1.2 .
Par conséquent, on considére la norme de W;**(€2) suivante :

2 1
o = (] [Vl do)?

Avant d’appliquer le théoréme du col énoncé dans le deuxiéme chapitre
pour la fonctionnelle I donnée par (3.1.2), on doit montrer que I € C'(W,*(€), R)
et que les points critiques de I sont des solutions faibles du probléme (3.1.1).

Enoncons le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1 Soit Q un ouvert borné de RN dont le bord est réqulier. Si p satis-
fait les conditions (P1) et (P2), alors la fonctionnelle I définie par (3.1.2) appartient a
CY(W,2(Q),R), de plus pour tout p € Wy*(R2), on a

I'(u)p = /Q(Vu.Vgo —p(x,u)p)dx (3.1.3)
J(u) —/QP(x,u(a:))da: (3.1.4)

est faiblement continue et J'(u) est compact.

Démonstration. D’aprés le théoréme d’injection de Sobolev (Corollaire 1.1.1), et
les hypothéses (P1), (P2), I est bien définie sur Wy*(Q) et de méme pour I'(u) grace
a l'inégalité de Holder (proposition 1.1.4). Il est clair que le premier terme de I est C*
(méme C) et sa dérivée au sens de Fréchet est le premier terme de I'. Par conséquent,

on doit montrer que

appartient & C*(Wy?(Q),R). Cela sera fait en deuz étapes : la premiére est de montrer

que J est Fréchet différentiable sur W01’2(Q) puis de prouver que J'(u) est continue.

51



3.1. Existance de solutions pour un probléme semi-linéaire elliptique de
Dirichlet

Pour commencer, soit u,p € W01’2(Q). On a : Ve >0, il existe 6 = §(e,u) tel que

<ellell (3.1.5)

J(u+ @) — J(u) — / p(z, u)pdr

Q

Montrons que si ||| < 6§, alors J est Fréchet différentiable en u et J' est donnée

par le terme approprié dans (3.1.3).

Soit
U = |P(z, u(z) + () = Pz, u(z)) = p(z, u(z))p(z)],
J(u+p)—J(u) — /Qp(x,u)gpd:v < /Q\de. (3.1.6)
On définit

O ={zeq: |u)|> 5},
Q= {z€Q:|p(x)| 27},

Qs = {r € 0 Jule) < B et |p(x)] <7}

avec 3 et v sont arbitrairement données. Donc

3
/\I/dm < Z/ . (3.1.7)
Q 1 /9

D’aprés le théoréme des accroissements finis,
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3.1. Existance de solutions pour un probléme semi-linéaire elliptique de

Dirichlet
ou 0 €]0,1]. Alors d’apres (3.1.8), (P2) et l'inégalité de Holder,
| 1P(@u(@) + ¢(x)) - Pla,u(z))dr < /Q a1+ ax([u(@)| + @) [p(@)l) da (3.1.9)
< [ o)l dr + / (o) + o))" ()] de
< aa(mes(Q0))F Jlell 4, o)
Fas(mes(@1))7 | lulloss @) + 1ol ) el g2 g
avec

el = 1. 1.1
0+s+1+ 2N (3 0)

N2 -2
Observons que s < N—f implique que -5 + W < 1, donc il existe 0 > 1 satis-
faisant (3.1.10) et justifiant (3.1.9). D’apres (3.1.9) et le théoréme d’injection de Sobolev

(Corollaire 1.1.1), on a

| Pz, u(z) + ¢(x)) — Pz, u(z))| dz < aq ¢l [(mGS(Ql))% + (mes()7 (Jlull” + [le]*)] -
(3.1.11)

Q1

D’une maniére similaire, on montre que

g p(x, u(x))p ()| de < as || o [(m%(ﬁl))% + (mes()7 Jull’| . (3.1.12)

D’apres le théoréme d’injection de Sobolev (corollaire 1.1.1) et l'inégalité de Holder (propo-
sition 1.1.4),

lull > as [[ull 20y = a6 lull 2q,) > asB(mes(Q1))7. (3.1.13)
Donc
(mes(y))s < (”“”)3 =M,  (mes(Q)) < (““”)”*2 = M, (3.1.14)
CLGB a66
ot My, My — 0 quand  — oo. En combinant (3.1.9) et (3.1.14), on obtient
| o < ar M+ Ml + I - (3.1.15)
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3.1. Existance de solutions pour un probléme semi-linéaire elliptique de

Dirichlet
On peut supposer que o < 1. Choisissons 3 plus grand de sorte que
€
ar [My + My ([l +1)) < 5
1l vient que
/ Wiz < S gl (3.1.16)
o 3
D’une maniére similaire, on montre que
[ wis < [ 4 (u@)]+ @) @) do (3.1.17)
QQ Q2
s+1 s
< a4(/Q [+ (Ju(@)] + le(@)])°] = de)=T o] s gy
2

)|
5

1

)mf(s+1>da;) pam

< a1+l + el | et (2

ol

m=2N(N—-2)"">s+1.

Done

/ Wz < agy T EE @ [full” + o) [l ™ (3.1.18)
Qo
Comme p € C1(Q x R,R), pour tout E,ﬁ > 0, il existe 7 = (€, B) tel que

|P(e,& 1 B) — P(x,€) — ple, )] <Z[h] (3.1.19)

pour tout, v € Q, |£] < B, et |h| < 7. En particulier, si B = [ et v <7, le théoréme
d’injection de Sobolev et (3.1.19) impliquent :

/ Wdr <2 [ Jo(@)|de < asz ||| (3.1.20)
Q3 Q3

Choisissons € de sorte que 3a7e < e. Cela détermine 7. Choisissons v = 7.

En combinant (3.1.7), (3.1.16), (3.1.18) et (3.1.20), on obtient
26 —m S S m S
/Q\Ifd:c < S llell + asy Al + Jlell”) gl S (3.1.21)

Finallement, en choisissant 0 assez petit tel que

aﬁfy( —m),/ (s+1) (2+ HUH ) §(m/ (s+1))—

I/\
Wl m

(3.1.22)
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3.1. Existance de solutions pour un probléme semi-linéaire elliptique de
Dirichlet

On obtient

J(ut @) — () — / ple, w)pdz| < ¢ o]l

Q

Pour montrer que, J'(u) est continue, soit u, — u dans Wy>(Q). Alors d’aprés le
théoreme d’injection de Sobolev Wy*(Q) — L¥TH(), pour tout 0 < s < M2 (0<s+1<
2*) , Uy — u dans L*1(Q).

Sachant que

1 ()l 10 = sup |< S (um), 0 >
lel<1

D’apres [inégalité de Holder, on a
1T () = J' ()| = sup /Q(p(%um(x)) —p(,p(x)))p(x)dr)  (3.1.23)
olI<

< ar|p(, um) = p(, u)HL(SH)/S(Q) :

Grace a (P2),
p(2,€)] < a1 +as €|

pour tout o > 1 et pour tout x € Q, £ € R. Le théoréme 1.5.1 implique que

p € (L95(9), 1(9).

En choisissant o = (s + 1)s™!, on voit que la partie droite de l'inégalité (3.1.23) tend
vers 0 quand m — oo et J' est continue.

Il nous reste a montrer que J est faiblement continue, soit (u,,) une suite qui converge
faiblement vers u sur Wy (). Alors, grace au théoréme d’injection de Sobolev (corollaire
1.1.1), (un,) converge vers u sur LT (Q) dés que s + 1 < 2% Par conséquent J (u,) —
J(u). Puisque J est faiblement continue et J' est uniformément différentiable sur les
sous-ensembles bornés de W,(Q), alors J' est compact. (Alternativement, 50it (U, )m
une suite bornée dans Wy>(). Alors on peut extraire une sous-suite (U, ), qui converge
faiblement dans W,*(Q) vers u. Comme Wy (Q) —— L*t1(Q), alors u,,, — u dans

L(Q)). =

Remarque 3.1.1 Les idées qu’on a utilisé dans la démonstration du théoréme précédent

peuvent étre employées pour prouver les résultats de régqularités liés.
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3.1. Existance de solutions pour un probléme semi-linéaire elliptique de
Dirichlet

La résolution du probléme (3.1.1) nécessite des conditions supplémentaires sur le com-
portement de la fonction p au voisinage de 0 et de U'infini. En plus des conditions (P1) et
(P2), supposons que p vérifie

(P3) p(z, &) = o([¢]) quand § — 0, et
(P4) 1l existe des constantes > 2 et r > 0 telles que pour |£| > 7,

0 < pP(z,§) <ep(z,§).

Alors le probleme (3.1.1) admet une solution non triviale.

Remarque 3.1.2 (i) L’hypothése (P3) implique que le probléme (3.1.1) posséde la solu-
tion triviale u = 0.

(i1) L’intégration de (P4) montre qu’il existe des consttantes as,ay > 0 telles que

P(x,8) > a3 |¢]" — aq (3.1.24)

pour tout x € Q et £ € RN, Donc dés que i > 2, P(x,€) a une croissance surquadratique.
L’hypotheése (P4) signifie que p(x,€) a une croissance sur-linéaire quand || — oo.
(i4i) Notons que si n = 1 et p(z,&) = €, alors les conditions (P1) et (P4) sont

satisfaites.

Théoréme 3.1.2 Sip satisfait les condition (P1) et (P4), alors le probléme (3.1.1) pos-

sede une solution faible non triviale.

Démonstration. Soient E = W,?(Q) et I étant définie par (3.1.2). La solution
faible I de (3.1.1) sera obtenue comme un point critique de I & l'aide du théoréme du
col 2.2.4. Le théoreme 3.1.1 et les hypotheses (P1), (P2) impliquent que I € C*(E,R).
Il est clair que I(0) = 0. Donc, on doit montrer que [ satisfait aux deux conditions du
théoreme du col : (i) et (ii), ainsi la condition du Palais-Smale (PS). Pour vérifier (ii),

notons que grace a (P4) et (3.1.24),

J(u) = /QP(:E,u)d:U > a3/9|u|“ dx — agmes(Q2) (3.1.25)
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3.1. Existance de solutions pour un probléme semi-linéaire elliptique de
Dirichlet

pour tout u € E. Pour u € EN\ {0} choisi, (3.1.25) implique
t? 2
I(tu) = — [ |Vu|"dz— | P(z,tu)dx (3.1.26)
2 Ja Q
e
< 3 lul|” — tHas [ |ul dx + aymes(Q2) — —o0
Q

quand ¢ — oo. Donc (ii) est satisfaite. Pour la condition (i), grace a (P3),

quelque soit € > 0, il existe § > 0 tel que [¢| < ¢ implique
1 9 —
|P(z,€)| < 3¢ €|, pour tout x € €.
Grace a (P2) il existe une constante A = A(J) > 0 telle que |£] < ¢ implique
|P(x,8)| < AIE]"T, pour tout x € Q.
En combinant ces deux estimations, pour tout £ € R et = € ,
€ s
[Pz, < 5+ Al (3.1.27)
Par conséquent,
|J(u)| < c / u?dr + A/ lu*Tt dx < a5(E + Al [|ul)? (3.1.28)
2 Ja Q 2
d’apres I'inégalité de Poincaré. En Choisissant
lull < (e,/24)V/ 7Y

on obtient

1T ()| < ase|jull”. (3.1.29)
£ étant arbitraire, (3.1.29) montre que J(u) = o(||u||*) quand u — 0. Donc
L e R BT 2
I(w) = 5 llull” = J(u) = 5 [lull” + o[|ul)

quand u — 0, d’ou (i) est atteinte. L’étape suivante est de vérifier la condition de (PS),
la vérification de cette dérniére ici et dans les résultats suivants est simplifiée a ’aide de

la proposition suivante. [
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3.2. Existance de solution pour un probléme aux valeurs propres elliptique

Proposition 3.1.1 (Voir [23])
Soit p, tel que p satisfait (P1) et (P2), et I étant définie par (3.1.2), et soit (ty,)m
une suite bornée sur Wy*(Q) telle que I'(uy) — 0 quand m — oo. Alors (up)m est

relativement compacte sur Wy (Q).

En se servant de cette dérniére proposition, pour vérifier (PS), on a uniquement besoin
de montrer que si |I(up)| < M et I'(u,,) — 0 quand m — oo impliquent (u,,) est une
suite bornée. Pour m assez grand, (3.1.3) , avec u = u,, et T = p~'p(z,u)u — P(z,u), on

obtient que

1 1
Mol 2 1) =i = G = Dl + [ Tao (3..30)
Q

1 1
(= = =) [|ul? +/ Tdx +/ Tdz.
2 w {ze|u(x)|>r} {ze;|u(x)|<r}

v

En utilisant (P4), (271 — 1) > 0 et le second terme a droite de (3.1.30) est positif. Le
troisiéme terme est majoré par une constante indépendante de m. Alors (3.1.30) implique
que (u,,) est bornée sur W, 2(Q).

Finalement notons que I(0) = 0, pendant que pour notre point critique u,

I(u) > a > 0, donc u est une solution faible non triviale du probléme (3.1.1).

Remarque 3.1.3 Si l'hypothése (P1) est remplacée par (P’1) telle que
(P’1) p(x,€) est localement lipschitzienne et continue sur Q x R,
alors (P’1) et (P2) impliquent que toute solution faible de (3.1.1) sur W,y *(Q) est une

solution classique de (3.1.1).

Remarque 3.1.4 Sip satisfait les trois hypothéses (P1), (P4) et (P’1) alors le probléme

(3.1.1) posséde des solutions classiques positives et négatives.

3.2 Existance de solution pour un probléme aux valeurs
propres elliptique

Considérons le probléme non linéaire du type elliptique défini sur RY par :
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3.2. Existance de solution pour un probléme aux valeurs propres elliptique

—Apu = Ng(z) [ulPu, ze RN
lu] — 0, lorsque || — 400

ou A, est 'opérateur p-Laplacien défini par

Ayu = div(|Vul’ > Vu)

g est une fonction mesurable dans RV, et A € R.

Supposons que g vérifie les deux hypotheéses :

(3.2.1)

(H1) Pour 1 < p < N, g est une fonction réguliére, tel que g € L®(RY), et g(x) > 0

sur Q7 avec mes(27) > 0.

(H2) 1l existe Ry suffisamment large et £ > 0 tels que g(z) < —k, pour tout |z

Notation
On note par Bg la boule ouverte de RY centrée a 'origine et de rayon R, et

RN\ Bg, on note ainsi g = max {=£g,0}.
Pour r¢ assez large (1o > Ry), il existe o¢ > 0 tel que g(x) < —ULO, pour tout |z

Soit

oa) si ol 7o
R R E R

On définit V'opérateur Ay : D(Ay) C WP(RY) — WH(RY) comme le suite

(Ax(u),v) = / (IVulP? VuVo — Ags |ul’ > ww)dz, Yu,v € WHP(RY)

RN

On définit ainsi
ay: WHPRY) x WHP(RY) = R, ay(u,v) = (Ax(u),v).

Il est facile de vérifier que a, est borné, pour tous u,v € D(A,). En effet, on a

99

> Ry.

By, =

| > ro.



3.2. Existance de solution pour un probléme aux valeurs propres elliptique

lax(u,0)| =

/ (IVul’ > VuVo — Ags [ul’~? uv)da
RN

_ Mk _
< / (VP Vo] + 25 |~ o]y de
RN Jo

p=1 1 Ak p—1
(/ |Vul? dz) (/ [Vol” dz)v + —(/ |ul dx) 7 (/ v[”)
RN RN 0o RN RN

C”unlp(RN ||u||W1,p(]RN) < o0

Sl

IN

IN

On a aussi ay(u,v) est coércive, car on a

Ak Ak
() = [ (V= dgalulyde = [ (VP + 2o = 2l s,

On introduit aussi la forme suivante :

b(u,v) = /RN g1 |ul’ P wdz,  Yu,v € WH(RN).

On voit que b(u,v) est bornée, car a 'aide de I'inégalité de Holder et la définition de

g1, pour tous u,v € WHP(RY), on a

—2 -1
bl = [ ol e < ol ([ ol da)
RN RN
< ([ Japan T ry
RN RN
<l gy 1ol
avec ¢* = [|g1[| oo (gny- Donc d’apres le théoreme de représentation de Riesz-Frechet

(voir [5]), on peut définir Popérateur non-linéaire B : D(B) C LP(RY) — LI(RYN) tel
que (B(u),v) = b(u,v), pour tous u,v € D(B) et A > 0. Il est facile de voir que
D(B) c WLP(RY). De plus, il est aussi facile de voir que les opérateurs Ay, B sont bien
définis et A, est continu.

La formulation variationnelle du probléme (3.2.1) est donnée par :

{ trouver u € WHP(RY), u #0, A €R (3.2.2)

Jon [VulP 2 VuVods = X [ g|ulP* uvdz , pour tout v € WLr(RN)
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3.2. Existance de solution pour un probléme aux valeurs propres elliptique

Le probléme (3.2.2) est équivalent & trouver des solutions non triviales u de I’équation
J'(u)v = \F'(u)v  pour tout v € WHP(RY) (3.2.3)

ou J', I’ désignent les dérivées au sens de Gateaux des fonctionnelles

1
Ju) = 1 / IVl da (3.2.4)
D Jry
et
1
F(u) = —/ g lul? dzx (3.2.5)
D JrN

D’apres la théorie de Ljusternick-Schnirelmann, la résolution de I’équation (3.2.3)

revient exactement & la recherche des points critiques de J sur la variété G,

G = {u c WH(RY), pF(u) = /RN glulf dov = 1} (3.2.6)

Théoréme 3.2.1 Soit 1 < p < N. Supposons que g € L®(RY) N L%(RN), g #0
(o g = ¢1 + g2). Alors le probléme (3.2.2) admet une suite de solutions (g, uy) €

R x WEP(RN) (0 < Ay < A < ... <\ — 00) avec

/ glug|” dx = 1.
RN

Avant de démontrer ce résultat, on a besoin de vérifier la condition de Palais-Smale

afin de pouvoir appliquer la théorie de Ljusternick-Schnirlemann.

Lemme 3.2.1 Supposons que g; € L®°(RY)N L%(RN). Alors la fonctionnelle J satisfait

la condition de Palais-Smale sur G, c’est a dire pour (u,) C G, si J(u,) est bornée et

< J(up), uy >

J () — anF'(un) — 0 dans Wl,p(RN) ou a, = < F'(uy), up >

(3.2.7)

alors, (uy,) admet une sous-suite convergente dans WHP(RY).
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3.2. Existance de solution pour un probléme aux valeurs propres elliptique

Démonstration. Soit (u,) C G une suite de Palais-Smale. D’aprés I'inégalité de

Holder et le théoréeme d’injection de Sobolev, on a

/ g1 ual? dr < clgi]]
RN

Comme J(u,) est borné, alors [,y g1 [un|” dz est bornée. Par conséquent, nous concluons

/ go |un|” dx :/ g1 |un|" dz — 1
RN RN

est borné. Nous rappelons I'inégalité de Hardy,

/ ﬂd@«( P )p/ Vul? dz (3.2.9)
v (L+|z[)p = \N—-p) Je~ o

Nous concluons que (u,) est bornée dans W1P(RY). D’ou, sans perte de généralité,

VUl gy - (3.2.8)

7 (RY)

que

nous pouvons supposer, pour un certain ug € WP(RY) que u, — uy faiblement dans

WHP(RY). Sur tout domaine borné 2, on a

/g|u0|pda:: lim /g\un|pdaz.
Q n—oo Q

Nous énoncons que ug # 0. En effet si ug = 0, alors pour tout domaine {2 borné, on a

fQ g1 [un|? dz — 0. Soit Q un domaine borné tel que pour tout n assez grand, on a

(3.2.10)

»Jle

CHgl”LP RN\Q) Hv n”Lp RN\Q)

Maintenant, nous pouvons choisir n suffisamment grand tel que

/ g1 |lup|Pdz = /~g1 \un\pdx+/ g1 |un|” dx (3.2.11)
RN o RN\ ©)

< [t deselal,y g o 19006

1
< -
-2

Nous déduisons que

1
/ go |u,|” dx :/ g1 |uplPde —1< ~3
RN RN

d’o1, la contradiction. Donc ug # 0. 1l suit de (3.2.7) que pour tout ¢ € C$°(RY)

/ |V |P~? Vu, Veds = an/ 9 |tn P uppda 4 o(1) (3.2.12)
RN

RN
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3.2. Existance de solution pour un probléme aux valeurs propres elliptique

ol ¢ = U, — Uy,. FEcrivons I'équation (3.2.12), pour n et m. Apres soustraction, nous

obtenons
/ (IVtun P> Vg, — [Vt P> V)V (U, — Uy, )diz (3.2.13)
]RN

< /N 9 [tn]” %ty = i |t |P 2 ) (U — ) + 0(1)
R

+(an — am) / g \um\p_2 U (Up, — Uy )dx + 0(1),
RN

ou €2 est un domaine borné arbitraire. Notons ici que, a, = f]RN |Vu,|” dz est bornée.
On voit que, d’apres I'inégalité de Holder et la monotonie de la fonction [¢]” ~2¢, nous

avons

/RN\Q gan(\un‘p—2 Un — |“m‘p_2 U ) (U, — U )

IA

/ glan(\un\p_2 Uy — |um\p_2 U ) (Up, — Uy )dx
RN\.Q

< cap g1l (Hvun”]l;ﬁ + ||vum||ZL)P)7

L%(RN\Q)
qui approche de 0 quand 2 — R”, indépendant de n et m. Cependant, pour tout domaine
Q, on a

/ Gn(|tn]" 2 U — |t [P ) (U — tpp ) — O (3.2.14)

Q

Comme n, m — oo, alors u, converge vers uy dans LP(Q2). En outre, I'inégalité de Holder
implique que Vintégrale [y g [t |” -2 U (U, — U, )dz est bornée, et nous pouvons choisir
une sous-suite de (a,) telle que a,, — a,, — 0 quand n,m — oo. Donc nous concluons
que, le coté droit de (3.2.13) tend vers 0 quand n,m — oo. D’autre part, en utilisant

I'inégalité :
VYa,b € RY, Ja— b <c [(|la]" 2a— [p2b).(a— b)]* (|af” + [b]?) =" (3.2.15)
ouls=psipe]l,2[et s=2sip>2, on trouve

1—s
2 .

|V, — Vu,|" <c. [(|Vun|p_2 Vu, — \Vum]p_2 V)V (u, — um)]% (| Vun P+ Vu,|?)
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3.2. Existance de solution pour un probléme aux valeurs propres elliptique

En appliquant I'inégalité de Holder nous obtenons
/ |V, — V|’ de < c. [(|Vun|p*2 Vit — |Vt |P ™ Vi)V (u, — um)}E (Vi P+ |V, |P) 7

Donc nous obtenons & partir de ces derniéres inégalités que Vu,, — Vuy dans LP(RY).

Il suit alors que

/ i |Un|de—>/ gi luol” dxyi =1,2
RN RN

et cela combiné avec I'inégalité de Hardy implique que u,, — ug dans W1P(RY). m

Démontrons maintenant le théoréme 3.2.1.

Démonstration. (Du théoréme 3.2.1)

La fonctionnelle J est paire et bornée sur GG. Puisque les points critiques de J(u) sur
G sont solutions du probléme (3.2.1) pour une certaine valeur de A, pour continuer la
procédure, il est nécessaire de prouver que J(u) satisfait la condition de Palais-Smale sur

G, c’est a dire pour toute suite (u,) C G, la suite (J(uy,)), est bornée et

< J'(up), uy >
J' n) — nF, n 0, n — it
(up) — anF' (uy,) — a < (), >

alors (u,) admet une sous-suite convergente dans W1P(RY).

Or d’aprés le lemme 3.2.1, la fonctionnelle J satisfait la condition de Palais-Smale
dés que g € L=(RV) N L» (RV). Par la suite en appliquant le théoréme de Ljusternik-
Schnirelmann énoncé dans le deuxiéme chapitre, on conclut le résultat final du théoréeme

321 m
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons exploré, dans le cadre de la résolution des équations aux
dérivées partielles non linéaires, quelques méthodes variationnelles plus précisément la
théorie des points critiques, et celle de Ljusternick-Schnirelmann.

Nous avons ainsi traité des problémes semi linéaires elliptique du type Dirichlet dans
un ouvert  borné de RY, ou sur RV tout entier, avec ou sans contraintes par une
méthode variationnelle basée sur la théorie des points critiques, tout en appliquant les
deux résultats essentiels du principe du min-max dans le cas sans contraintes, a savoir le
théoréme du col et le théoreme du point selle, qui sont des outils importants et essentiels
permettant de montrer ’existence de points critiques d’une fonctionnelle donnée, ainsi le
théoréme de Ljusternick-Schnirelmann et sa généralisation dans le cas avec contraintes.

En perspectives, nous envisageons de faire :
e Quelques généralisations du théoréme du col et leurs applications a 1’étude des
systéemes Hamiltoniens.

eEtude de problémes elliptiques semi-linéaires sur un domaine non borné.
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