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Introduction Génerale

La Recherche Opérationnelle (RO), aussi appelée aide a la décision, est
la discipline des outils et méthodes scientifiques utilisables pour élaborer de
meilleures décisions. C’est un ensemble de méthodes et techniques visant a
résoudre des problémes d’optimisation (programmes mathématiques minimisant
ou maximisant un ou plusieurs critéres en respectant certaines conditions dites «
contraintes ») modélisant des problémes réels dans différents domaines (économie,
finance, gestion, transport, logistique, communication, etc.). Elle existe depuis
des siecles. En effet, le premier probleme de la théorie des graphes, branche
importante de RO, est apparu en 1736 : la ville de Koeninsberg (aujourd’hui
Kaliningrad) est traversée par la riviere « la Pregel », qui coule de part et d’autre
de I'lle de Kneiphof, et possede sept ponts.

La question qui se posait a 1’époque : peut-on se promener dans la ville en
traversant chaque pont, une et une seule fois ?

Le mathématicien Leonhard Euler (1707-1783) a modélisé ce probléeme en le
présentant sous la forme d’un graphe ou les parties terrestres sont représentées
par les sommets, et les ponts, par les arétes :

Euler a montré (théoreme d’Euler) qu'un graphe connexe admet une chaine
eulérienne si et seulement si le nombre de sommets de degré impair est 0 ou 2.
Dongc, la réponse a la question posée est négative. Par contre, en ajoutant un
pont, on pourrait se promener dans la ville en traversant chaque pont une et une

seule fois.

La théorie des graphes est un tres vaste domaine, en évolution constante



tant du point de vue des recherches fondamentales que de celui des applications.
Ces dernieres sont tres nombreuses, elles justifient une recherche importante en

algorithmique.

La théorie des graphes offre d’autre part un intérét pédagogique certain. En
effet, les définitions sont simples et de véritables problemes de recherche peuvent
étre posés sous forme de « jeux mathématiques » . Comme les graphes modé-

lisant de trés nombreuses situations, les problemes posés sont des plus « naturels » .

Comme les graphes modélisant de treés nombreuses situations, les problémes

posés sont des plus « naturels » .

L’un des défauts de la théorie des graphes est le foisonnement des définitions
particulieres, et des résultats les concernant. On est conduit a se demander ou sont
les principaux résultats, quels sont les objets centraux de la théorie. Une autre
difficulté est 1’absence de notation algébrique pour les graphes. Un graphe est
toujours un objet global, dont la définition formelle peut étre soit une matrice de
0 et de 1, soit une liste de sommets et de couples de sommets, soit une description

par une propriété, soit un dessin.

Une valeur, tres souvent numérique mais pas exclusivement, est souvent
attachée aux sommets et/ou aux arcs. La valeur d.un arc pourra étre la distance
entre deux villes, ou la durée d'un trajet, ou une capacité dans le cas d’un réseau
de transport. L.algorithmique des graphes porte trés souvent sur des graphes
values. Il ne faut pas confondre un graphe et son dessin : un méme graphe peut
étre dessiné de plusieurs facons. La lisibilité de la visualisation est une question
importante, et le dessin de graphes est a lui seul un domaine de recherche dont
les applications sont nombreuses : fabrication de cartes routieres, le probléme
de flot de valeur maximale ou de colit minimum, représentation d’interactions
entre sous-systemes, probleme de transport et d’affectation, pour ne prendre que

quelques exemples.




Les problemes de flot et leurs dérivés : problemes de transport, d’affectation
... constituent un tres important domaine d’application de la théorie des graphes.
Sous leur forme la plus simple, ils consistent a organiser de fagon optimale, sous
diverses contraintes, les mouvements de certaines quantités d’un bien dans un
réseau. Ces mouvements concernent, par exemple, I’acheminement d’un produit
depuis les centres de production vers les centres de distribution (réseau géo-
graphique), la répartition des communications téléphoniques entre les différents
centres de gestion (réseau téléphonique), I'organisation de la circulation routiere
entre plusieurs villes (réseau routier), la distribution des taches au sein d'un
ensemble de personnes (probléeme d’affectation) ...
Les caractéristiques des flux élémentaires sont supposées suffisantes pour définir
n’importe quelle politique de flot. Elles dépendent, bien siir, du probleme étudié :
on distingue des caractéristiques physiques telles que les capacités de débit,
d’écoulement et de réception, et des caractéristiques économiques telles que les

colits unitaires de mouvement ou d’attente.

Dans ce mémoire nous portant un intérét particulier aux problemes de flots.
Nous essayerons dans un premier temps de rappeler quelques définitions et
résultats sur la théorie des graphes. Par la suit nous donnerons un apergu sur
les notions de flot et tension. Un intérét particulier sera donné au probleme de
flot maximum. Le probleme de flot de valeur donnée sera aussi abordé avec une

application au probleme de transport.

Ce mémoire est composé d'une introduction générale, de cinq chapitres et

d’une conclusion générale.

Dans le premier chapitre, nous donnerons les concepts de base de la théorie

des graphes.

Le deuxieme chapitre sera consacré a quelques définitions et propriétés sur les




cycles, les cocycles et les arbres.

Dans le troisieme chapitre, nous présenterons les notions de flots et tensions.

Les réseaux de transport et les méthodes fondamentales de recherche d’un flot

maximum ou de colit minimum feront 'objet du quatrieme chapitre.

Le dernier chapitre, sera consacré a I'implémentation d’un cas réel modélisé

sous forme d’un probléeme du flot maximum dans un réseaux par le logiciel C++-.

En terminerons notre travail par une conclusion générale.




Chapitre 1
Définitions de bases et notations

Les graphiques sont un puissant outil de prise de décision et, un instrument
indispensable pour la représentation et la modélisation de nombreuses situations
du monde réel. Nous pouvons trouver un nombre toujours croissant
d’applications pour les graphes dirigés (orientés) et non dirigés (non orientés) :
planification, organisation, gestion des produits, réseaux,..., etc. Il s’avere que le
concept de graphe fini et dirigés sera suffisant pour notre objectif.

Dans ce premier chapitre, nous introduisons quelques définitions de base de la

théorie des graphes que nous développerons dans la suite.

1.1 Concepts de base

1.1.1 Définitions générales

Les graphes sont des concepts mathématiques utilisés pour modéliser des
relations binaires entre des objets d’'un méme ensemble. Ils sont fréquemment
utilisés pour modéliser des systemes qui se présentent sous la forme d'un réseau.

Il existe deux types de graphes : les graphes orientés et les graphes non orientés.



1.1. CONCEPTS DE BASE

1.1.2 Graphe orienté :

Un graphe orienté est un couple (X, U), ou X est I'ensemble des sommets du
graphe et U, I’ensemble de ses arcs. X et U sont finis.

L’arc est une relation entre deux sommets, dotée d’une orientation :
Si u = (z,y) est un arc de U, avec z,y € X, la relation est orientée de x vers y.
Le graphe G est noté¢ G = (X, U).

Le graphe de la figurel.1 représente un graphe orienté avec :

X ={1,2,3,4,5,6} et U ={(1,2),(2,4),(2,5), (4,1), (4,4), (4,5), (5,4), (6,3)}.

FIGURE 1.1 — Graphe orienté

1.1.3 Graphe non orienté :

Un graphe non orienté est défini par le couple (X, F), ou X est 'ensemble des
sommets du graphe et E, I’ensemble de ses arétes.

Si z , y sont en relation, cette derniére est décrite par 'aréte e = (zy).
Ici, le sens de la relation n’est pas invoqué.

Le graphe de la figurel.2 représente un graphe non orienté avec :

X ={1,2,3,4,5,6} et U = {{1,2},{1,5}, {5,2}, {3,61}.




1.1. CONCEPTS DE BASE

® 0

FIGURE 1.2 — Graphe non orienté

Arcs adjacents, arétes adjacentes :

Deux arcs (resp.arétes) sont adjacents ( resp.adjacentes) en un sommet z, si «

est une extrémité commune des deux.

Arc incident a un sommet :

Un arc u est incident a un sommet x, si x est une extrémité de u
Extrémité initiale de u égale a x, I(u) = x.
Extrémité initiale de u égale a x, T'(u) = x.

I et T sont les applications extrémité initiale et terminale de e I'arc w.

1.1.4 Degré d’un sommet

Soit G = (X, U) un graphe orienté. On a :

- Le demi-degré extérieure d’un sommet x est égal au nombre d’arcs ayant
le sommet x comme extrémité initiale, on dit aussi le nombre d’arcs

incidents extérieurs au sommet z. On le note :

d*(x) =|{u € U/I(u) =z} |




1.1. CONCEPTS DE BASE

- Le demi-degré intérieure d’un sommet x est égal au nombre d’arcs ayant le
sommet xr comme extrémité terminale, on dit aussi le nombre d’arcs

incidents intérieurs au sommet z. On le note :
d (z) ={u € U/T(u) =z} |

- Le degré d’'un sommet z est le nombre d’arcs ayant  comme extrémité
initiale ou terminale, on dit aussi le nombre d’arcs adjacents a x. On le
note :

d(z) =d"(z) +d (z)

Un sommet de degré 0 est appelé isolé.

La figure 1.3 montre un graphe orienté et les degré de ses sommet.

X | do | dw deo
B! { )
) | 2 ) ]
N E ) ]
] 1 ) 3
5[ o 0 0

F1GURE 1.3 — Degré des sommets d'un graphe orienté

le degré de 5 égale a 0 = sommet isolé.

1.1.5 Prédécesseurs, successeurs et voisins d’un sommet :

Un sommet y € Xest prédécesseur d’'un sommet z € X s'il existe, dans GG, un

arc u = (y, )
Un sommet y € X est successeur d’'un sommet x € X s’il existe, dans G, un




1.1. CONCEPTS DE BASE

arc u = (z,y)
I'(z) ={y € X/3u= (y,z) € U}. I'"(x) est I'ensemble des prédécesseurs de x
I'(z) ={y € X/3u=(x,y) € U}. T (z) est 'ensemble des successeurs de x
Un sommet y € X est voisin d'un sommet z € X, si y est prédécesseur ou
successeur de X.

On note par N(z), ensemble des voisins de . Ainsi N(z) =T (z) UT™ ().

Le tableau suivant représente les successeurs et prédécesseurs des sommets de la
figurel.3

M(z) | T (2)
{2} {3}
{34} | {1,3}
{1,24} | {2,4}
{3t | {23}
{0} {0}

S = W N V8

1.1.6 Graphe partiel

Soit G = (X, U) un graphe, le graphe G’ = (X, F) est un graphe partiel de G,
si b CU.

Autrement dit, on obtient G’ en enlevant une ou plusieurs arcs au graphe G.

1.1.7 Sous graphe

Pour un sous-ensemble des sommets A C X, le sous graphe de G induit par A
est le graphe G4 = (A, E(A)) dont 'ensemble des sommets est A et ’ensemble
des arcs E(A) est formé de tout les arcs de G ayant leurs deux extrémités dans A.

La figure 1.4 montre un graphe G, son graphe partiel G, son sous graphe G 4.




1.1. CONCEPTS DE BASE

k) G,=(A, E(A))

FIGURE 1.4 — Graphe orienté G, graphe partiel G’ et sous graphe G4

1.1.8 Graphe simple et graphe multiple

Un graphe simple est un graphe sans boucle ni arcs (arétes) multiples.
Dans le cas contraire, c¢’est-a-dire, si des boucles ou des arcs (arétes) multiples
sont autorisés, on dira alors que le graphe est multiple. On défient ainsi, la
multiplicité d'un graphe orienté par le nombre maximum d’arcs ayant la méme
extrémité initiale et la méme extrémité terminale. Soit p ce nombre, on dit alors

que G est un p-graphe.

p=mazx{uc U/I(u) =z et T(u) =y}

1.1.9 Graphe biparti

Un graphe G = (X, U) est biparti s’il existe une partition de I'ensemble de ses

sommets en deux classes disjointes telle que tout arc a son extrémité initiale dans

10



1.2. REPRESENTATION MATRICIELLE D’UN GRAPHE :

une classe et son extrémité terminal dans ’autre.

1.1.10 Graphe complet
Un graphe G = (X, U) est dit complet si :
Ve,ye X, Ju=(z,y) €U ouu= (y,x) €U
Un graphe G = (X, E) est dit complet si :
Ve,y € X,Je = (zy) € E.

Si | X| = n, alors G est appelé clique d’ordre n ou une n-clique; il est noté

alors K,,.

1.1.11 Graphe symétrique :

G = (X,U) est symétrique si : Vz,y € X, (z,y) € U = (y,z) € U

1.1.12 Graphe anti-symétrique :
G est antisymétrique si :

Vo,y € X, (x,y) € U = (y,z) n'est pas dans U.

1.2 Représentation matricielle d’un graphe :

Soit un graphe G' = (X, U) contenant n sommets et m arcs

(|X|=mn et |[U| =m), on associera a G, trois types de matrices :

1.2.1 Matrice d’adjacence :

La matrice d’adjacence du graphe G = (X, U) est une matrice n * n, ses
éléments prennent deux valeurs 1 ou 0. Chaque ligne et chaque colonne
correspondent a un sommet du graphe. Ainsi chaque élément de la matrice

indique la relation qui existe entre deux sommets :

11



1.2. REPRESENTATION MATRICIELLE D’UN GRAPHE :

1 signifie que les deux sommets sont reliés par un arc (i,7) € u
a;; =
Y 0 sinon

Soit G = (X, U) le graphe de la figure 1.5, La matrice d’adjacence associée au

graphe G est :

Ty X9 XT3

T1 0 1 1
M = T 1 0 1
3\ 0 0 O

F1GURE 1.5 — Graphe orienté de 3 sommets

1.2.2 Matrice d’incidence aux arcs :

La matrice d’incidence aux arcs d’'un graphe G = (X, U) est une matrice
n * m, ses éléments prennent les valeurs 1,0 ou —1. Chaque ligne de la matrice
est associée a un sommet et chaque colonne & un arc. Tout élément de la matrice

indique la relation entre un sommet et un arc comme suit :
e +1 signifie que le sommet est 'extrémité initiale de I'arc.

e —1 signifie que le sommet est 'extrémité terminale de I'arc.

12



1.3. CONNEXITE DANS LES GRAPHES

e ( signifie qu’il n’existe pas de relation entre le sommet et 1’arc.

La matrice d’'incidence (sommet-arcs) associée aux graphe G de la figure 1.5 est :

1.3 Connexité dans les graphes

1.3.1 Chaine

Soit G = (X, U) un graphe. Une chaine joignant deux sommets xq et x; dans
G est une suite de sommets tels que deux sommets successifs sont reliés par une
aréte. On la note (g, 1, ..., Tx). To et xy sont les extrémités de la chaine

commune.

1.3.2 Chemin

Un chemin est une suite de sommets et d’arcs (zq, ug, T1, Up...., Uk—2, Tp_1, Uk_1,

xy) tels que xp—1 = I(Ug_1) et x = T (ug—1)

1.3.3 Cycle:

Un cycle est une chaine simple dont les extrémités coincident. On le note z

1.3.4 Circuit :

Un circuit est un chemin dont les extrémités sont confondues.

Soit G = (X, U) le graphe de la figure 1.6
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1.3. CONNEXITE DANS LES GRAPHES

F1GURE 1.6 — Graphe orienté de 5 sommets

< Us, Us, Ug, Uy > est une chaine de x, a x4.
< Uy, u7, ug > est un cycle.
< Uy, Uz, Ug, Uz, > est un chemin de z9 a 3.

< uy,us, g, Us, > est un circuit.

1.3.5 Connexité

Un graphe G est dit connexe si Vz,y € X il existe une chaine entre z et y.

1.3.6 Composantes connexes

On appelle composante connexe un ensemble de sommets qui ont, deux a
deux, la relation de connexité. De plus, tout sommet en dehors de la composante
n’a pas de relation de connexité avec les sommets de cette composante.

Le graphe de la figure 1.7 contient deux composante connexe.

14



1.3. CONNEXITE DANS LES GRAPHES

F1GURE 1.7 — Graphe a deux composante connexes C; et Cs

1.3.7 Graphe connexe

Un graphe G = (X, U) est dit connexe si tous ses sommets ont deux a deux la

relation de connexité, autrement dit, si G contient une seule composante connexe.

Un graphe est connexe .
<~

Il possédé une seule composante connexe.

1.3.8 Forte connexité

On définit la forte connexité dans un graphe par une relation entre deux

sommets de la maniere suivante :

Deux sommets = et y ont une relation de forte connexité
<~

Il existe un chemin de x a y et un chemin de y a x; ou bien x = y.
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1.3. CONNEXITE DANS LES GRAPHES

1.3.9 Composantes fortement connexes

On appelle composante fortement connexe un ensemble de sommets qui, ont,
deux a deux, la relation de forte connexité. De plus, tout sommet en dehors de la
composante n’a pas de relation de forte connexité avec les sommets de cette

composante.

Le graphe de la figure 1.8 contient deux composantes fortement connexes.

FIGURE 1.8 — Graphe a deux composante frottements connexes C; et Cs

1.3.10 Graphe réduit

On appelle graphe réduit du graphe G = (X, U), le graphe G, = (X,.,U,) ou :
- Les sommets sont représentés par les composantes fortement connexes C;
du graphe G.
- Un arc (G}, C;)) € U,, sl existe (z,y) € U tel que x € C; et y € C

1.3.11 Graphe fortement connexe

Un graphe G est dit fortement connexe si tous ses sommets ont, deux a deux,
la relation de forte connexité; autrement dit si G contient une seule composante

fortement connexe.
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Chapitre 2

Cycle, Cocycles et Arbres

La premiere partie de ce chapitre introduit les notions des cycles et cocycles
en insistant sur les vecteurs représentatifs ainsi que la base des cycles et la base
des cocycles, puis la deuxiéme partie sera consacré aux notion des arbres ainsi

que leurs principale propriétés.

2.1 Cycles

Un Cycle I' est une chaine d’arcs tous distincts telle que les deux extrémités

de la chaine soient confondues.

2.1.1 Vecteur représentatif d’un cycle

On désigne par I'"( respectivement I' ") ensemble des arcs du cycle T" orientés
dans le sens de parcours (respectivement dans le sens inverse de parcours).

A un cycle I' d'un graphe G = (X, U), on associé le vecteur

17



2.1. CYCLES

? = (71,72, ---» Ym) € R™ dit vecteur représentatif de I' définit par :

1 siu, el
Y=< —1 siu el avec k=1,2,....m
0 siu¢l

Le vecteur représentatif de cycle (uy,us,uy) de graphe de la figure 2.1 est
donne par : T = (1,0,0,-1,1,0,0,0,0).

FI1GURE 2.1 — Graphe orienté de 6 sommets

Remarque 2.1.1. [9]

- Un cycle est dit minimal s’il ne contient pas un autre cycle. Autrement

dit, on ne peut pas déduire un autre cycle par suppression des arcs.

- Un cycle est dit circuit si tout les arcs sont orientés dans le méme sens.

- Le vecteur représentatif d’un circuit a toutes ses composantes non nulles

égales a +1.
Propriétés 2.1.1. [4]
Un cycle est élémentaire si et seulement si c’est un cycle minimal.

Propriétés 2.1.2. [4]

Tout cycle I' est une somme de cycles élémentaires sans arcs communs.
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2.2. COCYCLES

2.1.2 Nombre cyclomatique

Théoréme 2.1.1. [4/
Soit G(X,U) un graphe orienté d’ordre n, ayant m arcs et p composantes

connexes. La dimension de la base de cycle, appelée nombre cyclomatique est :
w(G) =m—n+p,
- Si G est conneze alors :u(G) =m —n+ 1.

Le nombre cyclomatique de graphe de la figure2.1 est :

G =m-n+p=9-6+1=4.

2.2 Cocycles

Définition 2.2.1. [3]
Soit G = (X,U) un graphe et Y C X, Y # () . Considérons les sous ensembles

d’arcs suivants :

e wT(Y) lensemble des arcs ayant leurs extrémités initiales dans Y et leurs
extrémités terminales dans X \ Y, c’est-a-dire :
wH(Y) ={ur € U/I(ug) €Y et T(ux) ¢ Y};

e w (Y) 'ensemble des arcs ayant leurs extrémités terminales dans Y et
leurs extrémités initiales dans X \ Y, c’est-a-dire :
w(Y)={ur € U/I(ug) ¢ Y et T(ux) €Y}

e L’ensemble W(Y) = w™(Y)Uw (Y) est appelé cocycle relatif a Y.

2.2.1 Vecteur représentatif d’un cocycle

_>
Le vecteur représentatif de cocycle W = (wy, wy, ..., w,,) € R™ est défini comme

suit :

1 st u, €w'
W =494 —1 st u.€w

0 siu¢w
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2.3. RELATION ENTRE CYCLES ET COCYCLES

Le vecteur représentatif de cocycle Y = {1, x9, 25} dans le graphe de la figure
%
2.1 est donné par :-W = (0,1,—1,0,0,1,0,—1,1)

Remarque 2.2.1. [2]
Un cocycle est dit cocircuit si les ares sont orientés dans le méme sens,
c’est-a-dire :

wHY)=0 ou w (V) =0.

Définition 2.2.2. [2]
Un cocycle est dit élémentaire s’il est formé d’arcs reliant deux sous graphes

connexes G, , Gy, de G avec :
(a) Y1 #0;
(b) Yz #0;
(¢) Y1 UY; est une composante connexe de G.

En d’autre terme, un cocycle est dit élémentaire s’il est minimal, c’est-a dire : s’il

ne contient pas un ensemble d’arcs qu’est un cocyle.

2.2.2 Nombre cocyclomatique

Théoréme 2.2.1. [9]
Soit G(X,U) un graphe d’ordre n, ayant m arcs et p composantes connezes. La

dimension de la base des cocycles, appelée nombre cocyclomatique est :
AMG) =n—p,

- Si G est conneze alors :A\(G) =n — 1
Dans le graphe de la figure 2.1 ona: A(G)=n—p=6—1=

2.3 Relation entre cycles et cocycles

La relation entre cycles et les cocycles d’'un méme graphe est donné par le

théoreme suivant :

20



2.4. ARBRES

Théoréme 2.3.1. [3/
Etant donné le graphe G = (X,U), et T et w(Y) un cycle et un cocycle de ce
graphe. Les vecteurs représentatifs du cycles v et celui du cocyle w sont

orthogonauz, c’est-a-dire que leur produit scalaire est nul :

YW = Z%‘-Wi =0

=1

2.4 Arbres

Propriétés 2.4.1. [1]
Soit n = |X| le nombre des sommets d’'un graphe G = (X,U), et m = |U| le

nombre de ses arcs :
1. Si G est connexe = m >n — 1;
2. Si G est sans cycles = m <n — 1.

Définition 2.4.1. [1]

Un arbre, par définition est un graphe connexe sans cycles.

Définition 2.4.2. [9]
Un graphe acyclique est un graphe qui ne contient pas des cycles (non
nécessairement connexe).

Un graphe connexe acyclique est appelé un arbre.

Remarque 2.4.1. [1]

Un arbre est un graphe orienté simple sans boucle, ayant (n — 1) arcs.

Théoréme 2.4.1. [3/
Soit H = (X,U) un graphe avec n = |X| > 2 sommets. Les propriétés suivants

sont équivalentes pour caractériser un arbre :
1. H est connexe et sans cycle ;
2. H est sans cycle et admet (n — 1) arcs;

3. H est conneze et admet (n — 1) arcs;
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2.4. ARBRES

4. H est sans cycle et en ajoutant un arc, on crée un cycle (et un seul) ;
5. H est connexe et si on supprime un arc quelconque, il n’est plus connexe;
6. Tout couple des sommets est relié par une chaine et une seule.

Corollaire 2.4.1. [4]
Un graphe connexe G' = (X, U) possede un graphe partiel qui est un arbre.

Définition 2.4.3. [1]
Une forét est un graphe dont chaque composante connexe est un arbre.

¢’est-a-dire un graphe sans cycle.

Définition 2.4.4. [9]

Un arbre couvrante (maximal) pour un graphe connexe G = (X, U) est un arbre
construit uniquement a partir des arcs de U et qui connecte ("couvre") tous les
sommets de X.

Un arbre couvrant d’un graph G est donc un graphe H tel que :
- Le graphe H est un arbre;
- Le graphe H est un graphe partiel de G.

Pour construire un arbre couvrante H dans un graphe orienté connexe

G = (X, U) nous utilisons la maniéré suivante :
On considére un arc quelconque u; ;
Choisissons un arc us qui ne forme pas de cycle avec l'arc uy ;

Puis choisissons un arc uz qui ne forme pas de cycle avec {uy, us};

Ll e

Lorsque la procédure ne pourra plus se continuer, on aura un arbre

maximal H.

2.4.1 Base des cycles associée a ’arbre

Théoréme 2.4.2. [//

G = (X,U) un graphe conneze, H = (X, E) un arbre mazimal de G.

St uy est un arc de G ne figure pas dans H, son adjonction a H détermine un
cycle T*, et les différents cycles T'* constituent une base des cycles indépendantes

(appelés les cycles associés a larbre H ).

22



2.4. ARBRES

Soit G = (X, U) un graphe connexe représenté dans la figure 2.2 tel que :

FIGURE 2.2 — Arbre H associé au graph G

X ={1,2,3,4,5,6,7.8, },
U= {ulau27u37u47u57u67u7au87u97u107u11}
H = (X, E) = {uy, ug, ug, ug, us, ug, ug } est un arbre maximal de G,

WG =m-n+p=11-8+1=4

Arc ajoute Cycle crée
ur ' = (ur, ug, U, us)
Us % = (ug, ug, U, Uy)
U10 I3 = (U107U5, Uﬁ)
U1 = (un,u9,u4,u1,u2,u5)

La base des cycles associée a I'arbre est 1’'ensemble {I'!, I'2, T3, T'*}.

Définition 2.4.5. [9]
Un sommets i d'un graphe connexe G = (X, U) est une racine s'il existe un

chemine joignant ¢ a chaque sommet du graphe G.
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2.4. ARBRES

2.4.2 Arborescence

Définition 2.4.6. [3]
Un graphe G = (X, U), avec | X| = n > 2 sommets est une arborescence de racine

781
- (G est un arbre;
- ¢ est une racine.

La figure 2.3 illustre un arborescence a 8 sommets.

FIGURE 2.3 — Une arborescence

Remarque 2.4.2. [1]

Une arborescence est un arbre mais la réciproque est fausse.

2.4.3 Co-arbre

Définition 2.4.7. [9]

Soit G = (X, U) un graphe connexe, on dit que le graphe partiel G' = (X, E') est
un co-arbre de G si et seulement si le graphe partiel G” = (X,U — E) est un
arbre de G.
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2.4. ARBRES

Théoréme 2.4.3. [4]
Soit G = (X,U) un graphe conneze, et (V,W) une partition de U en deux classe :

VUW =UVNW =0,

une condition nécessaire et suffisante pour que (X, W) soit un co-arbre est que
(X, V) soit un arbre.

Propriétés 2.4.2. [2]
G’ = (X, E) est un co-arbre de G = (X, U) si et seulement si il ne contient pas de

cocyle élémentaire de GG, et est maximum avec cette propriété.

Théoréme 2.4.4. [//
Soit G = (X,U) un graphe orienté conneze, G' = (X, E) un co-arbre de G : si ug
est un arc ne figurant pas dans G' détermine un seul cocycles W*, et les

différents cocycles W* constituent une base des cocycles indépendantes.
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Chapitre 3

Flot et Tension

Introduction

Le flot est une notion tres importante en théorie des graphes puisqu’elle
permet de représenter des flux. De nombreux probléemes autour de ce concept ont
été modélisés et étudiés, et par conséquent de nombreuses méthodes de résolution
et d’importants résultats théoriques sont disponibles.

Au début de ce chapitre le lecteur trouvera quelques définitions et propriétés
élémentaires sur les flots et tensions.

A la fin, nous nous concentrerons sur le probleme du flot maximal.

3.1 Flot

Définition 3.1.1. [§]
Soit G = (X, U) Un graphe connexe dont les arcs sont numérotés U = {1,2...m}.

Un flot dans G est un vecteur & m composantes, donné par :

gp — (@17 902, ..... (pm)T c Rm

Tel que en tout sommet ¢ € X de G, la premiére loi de Kirchhoff soit vérifiée,
c’est-a-dire :

ueEWH (i) weW - (i)
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3.1. FLOT

Pour u € U, la composante u du vecteur ¢ est appelée quantité de flot ou flux sur
I’'arc u. La relation 3.1 exprime simplement que la somme des flux entrants en un

sommet, est égale 4 la somme des flux sortantes (loi de conservation aux neceuds).

3.1.1 Définition Algébrique des flots|8]

soit M = (ay,);i={1,..,n}, u={1,...,m}, la matrice d’incidence sommet arcs
du graphe G .

-

A chaque sommet i € X correspond la ligne ¢ de M, et on a :

W) ={u € Ulaz = +1}
W=()={ueUjay, =—1}
Les lois de conservation aux nceuds 3.1 peuvent donc se mettre sous la forme

matricielle équivalente :
M. =0, (3.2)

Si on considére application linéaire ¢ associée a la matrice M (R™ — R"),
I’ensemble ¢ des flots sur G constitue , d’apres 3.2, le noyau de 4.

C’est donc un sous espace vectoriel de R™ | et sa dimension vérifie :
dim(p) + rang(M) = A

Si G possede p composantes connexes, On a rang(M) = n — p et par suite, la
dimension de ¢ est :

dim(p)=A—n+P
Qui n’est autre que le nombre cyclomatique de G noté u(G) on peut déduire de

la définition précédente, le résultat :

Théoréme 3.1.1. [7]

Un flot sur un arbre est nécessairement identiquement nul.
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3.1. FLOT

3.1.2 Opération sur les flots

soit ¢, 1 et o des flot sur G et K € R .
Lemme 3.1.1. [§]
1. K.p est un flot sur G .
w1 + @2 est un flot sur G.
1 - @9 est un flot sur G.

le seul flot possible sur un arbre est le flot ¢ =0

A

Le vecteur qui représente un cycle est un flot. (il est tres facile de vérifier

la conservation des flots ).

Flot élémentaire :

Soit C' un circuit élémentaire sur G (c’est-a-dire, il passe au plus une fois par un
sommet).

On appelle u le vecteur constitué par les éléments u; tels que :

~u; =1siu; €Cri=1,...,m.

- u; = 0 sinon .

u est un flot cyclique élémentaire sur G.

Théoréme 3.1.2. [7]
Tout flot ¢ se décompose en une somme de flots cycliques élémentaires

linéairement indépendants :
Y = )\1.U1 + )\2.u2 + ...+ )\k.uk, )\z > 0

Définition 3.1.2. [§]
On effectué une "décomposition conforme" d’un flot ¢ sur un graphe G = (X, U)
si on a trouvé g cycles Cy,Cy, ..., C, dont les vecteurs représentatifs sont
A2 L9 tels que
o v =007 +6y+ ..+ 0%

o o(u) >0 (resp <0) et ueCy=ueCf(respucCy),avec j e
{1,2,...,q}
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3.2. SYSTEME DE GENERATEURS DES FLOTS

Théoréme 3.1.3. [5/

Tout flot ¢ admet une décomposition conforme.

Définition 3.1.3. [§]

On appelle ¢ flot sur le graphe G = (X, U) de matrice d’incidence M, un
ensemble de valeurs de 'anneau A indexées par U qui vérifient M.p, = 0.
Autrement dit ¢, est un élément du noyau de I'application M de A dans AX.

La composante ¢, du flots ¢, est le flux sur I'arc u.

3.2 Systeme de générateurs des flots

Nous continuons ’étude des flots sur un graphe par la description du flot
canonique ¢ correspondant au cycle élémentaire C.

Soit C' = (ug, uy, ..., up—1) un cycle élémentaire de G = (X, U) les arcs de ce cycle
sont orientées de fagon quelconque.

Choisissons une orientation arbitraire de ce cycle, appelons C*(resp C™)
I’ensemble des arcs de C' orientés dans le sens de cette orientation

(respectivement en sens contraire).

Définition 3.2.1. [§]

Le flots canonique ¢¢ est défini de la fagon suivante :
1. VU ¢ O, ¢ = 0;
2. VU € C+, 9% = 1;
3. VU € O, 9% = —1.

Proposition 3.2.1. [8]

Le vecteur ¢ ainsi définit est un flot.

Remarque 3.2.1. [§]
On sait, par définition, que 'arbre H est connexe et sans cycle. En particulier les
deux sommets z,y de 'arc U = (x,y) sont connexes, la définition de la connexité

nous assure de I'existence de ce cycle commengant par 'arc U = (z,y).
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3.3. SYSTEME DE GENERATEURS DES TENSIONS

Proposition 3.2.2. [8]
Les flots ainsi construits forment un systeme de générateurs du module des flots.
En d’autre termes tout flot est combinaison linéaire a coefficients dans A des flots

construits précédemment. Le nombre de flots linéairement indépendants sur le
graphe G = (X, U) est égal a |U| — | X| + 1.

3.3 Systeme de générateurs des tensions

Définition 3.3.1. [§]
Une tension (ou différence de potentiel) est un vecteur 6 = (0y,6,, ...,0,,) € R™,

tel que pour tout cycle élémentaire C' on ait :

2 b= > 0

1€Ct(x) 1€C—(x)

3.3.1 Opération sur les tensions

Soit A € R et soient 6, 6,, 65, € H désigne ’ensemble des tensions alors :
1. A est une tensions.

2. 01 + 05 est aussi une tensions.

3.3.2 Propriétaires des tensions

Théoréme 3.3.1. [5]

Un vecteur 6 = (01, 0s, ..., 0,,) est une tension si est seulement si il existe une
fonction t définie sur I’ensemble X et a valeur dans R telle que pour tout arc i
on ait :

(0; = t(extrémité terminale de l'arc i) —t (extrémité initiale de l'arc i).

La fonction t est par définition un potentiel attaches a la tension 6.

Corollaire 3.3.1. [§]

Le vecteur représentatif d’un cycle est un tension.

Théoréme 3.3.2. [5]
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3.3. SYSTEME DE GENERATEURS DES TENSIONS

Soit G = (X, U) un graphe connexe, H(X,V) un arbre mazximal, 1,2, ...,1 les arcs
de cet arbre, W' W2, ..., W' les cocycle associés a H.
Une tension 0 = (01,60, ...,0,,) est définie d’une fagon unique par ces valeurs sur

les arcs de 'arbre au moyen de la formule :

0=0,W'+6W>+ ... +6,W"

Théoréme 3.3.3. [5/
Une condition nécessaire et suffisante pour que 6 = (01,05, ..., 0,,) soit une

tension > 0 est que l'on ait :
0 = )\1W1 -+ >\2W2 —+ ...+ )\KWK
0U : Ay, A >0 et W W2, .. WX sont des cocircuits élémentaire.

Définition 3.3.2. [§]
On appelle tension 6, sur le graphe G = (X, U) un vecteur de AY, tel que pour
tout flot ¢, sur G, le produit :

QUGOU = Z QUL.DU =0

uelU

Définition 3.3.3. [8](Potentiel, différence de potentiel)
Un vecteur Vx € AX est appelé potentiel.
Soit M! la matrice transposée de M le vecteur 6;, = M'Vx est appelé différence
de potentiel :
VU = (z,y) €U, 0, =V, -V,

Proposition 3.3.1. [8]
Toute différence de potentiel est une tension.

Proposition 3.3.2. [8]

Toute tension est une différence de potentiel.
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3.3. SYSTEME DE GENERATEURS DES TENSIONS

Remarque 3.3.1. [§]
Nous n’avons fait aucune restriction sur 6,4, c’est-a-dire que tout élément de AY
peut étre une tension sur 'arbre H.

Si l'on écrit le systeme linéaire dont les potentiels sont solution on a :

MV, =0y

La matrice M transposée de la matrice M est de rang n — 1, ¢’est pourquoi 'une
des valeurs de V, été choisie arbitrairement. Le potentiel est défini a une

constante prés.

Proposition 3.3.3.

Toute tension sur un arbre H de G = (X, U) se prolonge de fagon unique sur G.

Définition 3.3.4. [8] (Tension canonique)

Etant donné un cocycle W (Y) on construit sur G = (X, U) une tension dite
canonique fyw en donnant aux sommets de X/Y un potentiel égal a 1 et ceux de
Y un potentiel nul. Les arcs de ce cocycle ont donc une valeur de tension égal a 1
ou —1 selon leur orientation, les arcs qui n’appartiennent pas au cocycle ont une

tension nulle.

Définition 3.3.5. [8] (Base canonique du module des tensions)

Soit G = (X, U) un graphe et H un arbre de G a chaque arc U de H correspond
un cocycle élémentaire, noté Wy, obtenu en choisissant pour ensemble Y I'une
des deux composantes connexes obtenue a partir de I’arbre H en lui 6tant 1'arc
U. Comme l'on veut que I'arc U appartienne a W, , on choisit pour Y celle
contenant I'origine de U. L’ensemble de n — 1 tensions canoniques 07w

correspondantes vont constituer une Base canonique, du module des tensions.

Proposition 3.3.4. [8]
Les tensions d’une Base canonique forment un systeme de générateurs du module

des tensions.
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3.4. FLOT MAXIMUM, TENSION MAXIMUM

3.4 Flot maximum, tension maximum

3.4.1 Le probleme du flot maximum

Soit G = (X, U) un graphe orientale tel que pour tout u € U, T, = [ay, b,], avec
Qy,by € Z et b, > a,.

Définition 3.4.1. [8] (Position du probléme)

On appelle Réseau de transport un graphe G = [X, U] ou chaque arc u € U est
muni d’un nombre C, > 0 appelé la capacité de ’arc u. Lorsqu’on fait circuler un
flot sur G, ce nombre indique la limite supérieure admissible sur I'arc u.

Dans la suite, et sauf mention contraire, les capacités C, seront supposées étre
des nombres entiers > 0.

Etant donnes deux sommets particuliers s € X (source) et t € X (puits) (S # t)
de G, on consideére le graphe GY = [X, U°] déduit de G en rajoutant un arc (¢, s)
dont les extrémités initiale et terminale sont respectivement ¢ et s. L’arc (t, s) est
appelé I'arc de retour du flot, et on convient de lui attribuer le numéro 0. Les arcs
de G° sont donc numérotes 0, 1, ...,m. On dit que le vecteur ¢ = [p1, o, ..., O]

est un flot de s a t dans G, si et seulement si les lois de conservation aux nceuds

sont vérifiées en tout les sommets de G sauf aux sommets s et ¢t ou on a :

dovu= DY, Yu=wo

weW(s) ueWw—(t)
La quantité ¢, est appelée la valeur du flot.
On remarque que si ¢ = [p1, V2, ..., |’ est un flot de s & ¢ dans G et de valeur
o, alors ¢’ = [pg, @1, .., Pm|’ est simplement un flot dans G°. Le probleme du
flot maximum de s a ¢t dans G muni des capacités C,(u € U), revient alors a
déterminer un flot ' = [pg, V1, ..., |’ dans GO vérifiant les contraintes de
capacité : 0 < p, < C, (Vu=1,...,m) et tel que la composante @y sur 'arc de

retour (valeur du flot) soit maximale.
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3.5. RECHERCHE D’UN FLOT COMPLET

Définition 3.4.2.
Pour un flot ¢ dans un réseau de transportR = (X, U, ('), on dit qu'un arc est

saturé si on a :

Pu = Cy

Définition 3.4.3.
Le flot est dit complet si tout chemin allant de s a t contient au moins un arc

saturé.

3.5 Recherche d’un flot complet

Soit R = (X, U, C) un réseau de transport, un flot ¢ sur R est dit complet si

pour tout chemin p de s a t, il existe un arc v € p tel que ¢, = c,.

e Autrement dit, tout chemin allant de s & t possede au moins un arc saturé

par le flot.

e Un flot complet n’est pas nécessairement maximum.

Construction d’un flot complet :
e Poser ¢ = 0.
Répéter
e Choisir un chemin p tel que u € u
e Si un tel chemin n’existe pas alors terminé.

e Sinon pour tout u € p faire o = minye, Cy, o = o + @

3.5.1 Capacité d’une coupe

Définition 3.5.1. [§]
On appelle coupe séparant S et ¢ un ensemble d’arcs de la forme : W (A) ou
A C X est un sous-ensemble de sommets tel que S € Aett ¢ A..

On définit la capacité de la coupe W (A) comme la somme des capacités des
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3.5. RECHERCHE D’UN FLOT COMPLET

arcs qui la constituent :

2. G

ueW+(A)

3.5.2 Théoreme du flot maximum et de la coupe minimale

Théoréme 3.5.1. [7]
La valeur mazimal d’un flot de s a t dans G = [X, U] muni des capacités

Cu(u € U) est égal d la capacité d’une coupe de capacité minimale séparant s et t.

Corollaire 3.5.1. [§]
Si un flot ¢ et une coupe w*(A) sont tels que la valeur py du flot est égale a la
capacité de la coupe, alors ¢ est un flot maximum de s & ¢t et w™(A) est une

coupe de capacité minimale séparant s et t.

Corollaire 3.5.2. [§]
Une condition nécessaire et suffisante pour que le probleme du flot maximum de
s a t dans G ait une solution de valeur finie, est qu’il n’existe pas de chemin de

capacité infinie entre s et t.

3.5.3 Flot compatible
Définition 3.5.2. [8] Un flot ¢, sur le graphe G est dit compatible si :
VUEUaau S@uﬁbu

Les valeurs a, et b, sont les capacités minimum et maximum de 'arc u.

3.5.4 Probleme du flot compatible

Théoréeme 3.5.2. [7]
Soit un graphe G = [X, U] conneze. A chaque arc w e U de G on affecte deux
nombres b, et C,, tels que : b, < C,,.

Le probléme est de trouver un flot p dans G compatible avec les contraintes :

by < @, < Cu,(Vu e )
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3.5. RECHERCHE D’UN FLOT COMPLET

Une condition nécessaire d’existence

Si ¢ est un flot dans G, on peut écrire, pour tout sous ensemble de sommets
ACX:

Yoogu— > u=0

ueW+(A) ueW—(A)
Cette equation exprime simplement que la somme des flux entrants dans A est
égale a la somme des flux sortants de A, une conséquence directe de la loi de
conservation aux noeuds.
Si ¢ est un flot compatible, on doit alors avoir nécessairement :
C,— Z b, >0 (VA C X) (3.3)
ueEW+(A) ueW—(A)

Le premier membre de 3.3 est appelé la capacité de la coupe associée a A.

3.5.5 Théoréme du flot compatible(Hoffman 1960)

Etant donné un graphe G = [ X, U] et pour chaque arc v € U deux nombres b, et
C, tels que : b, < C, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un
flot ¢ vérifiant

by < @, <C, (Vuel)

est que :
o Cu— > bu>0 (3.4)

ueW+(A) ueW-(A)
Pour tout cocycle W(A) = WH(A)UuW—(A)
Remarque 3.5.1.
Le Théoreme de Hoffman peut étre considéré comme une généralisation du
Théoreme du flot maximum et de la coupe minimale. En effet, ce dernier
apparait comme un cas particulier dans lequel : b, =0 (Vu € U) sauf pour I'arc
de retour 0 = (¢, s) pour lequel on pose by = ¢y = ¢y (valeur du flot). La
condition (3.4) devient alors :

Y Cu—po>0 VACX,s€ At ¢ A)
)

ueW+(A
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3.5. RECHERCHE D’UN FLOT COMPLET

et par conséquent il existe un flot de valeur g entre s et ¢ si et seulement si :

{ > C)<g

ACX sei AT ()

Un flot maximum est donc tel que :

o= min { Z Cu}

ACX seAtgA” T )

Définition 3.5.3. [8] (¢-retournement d’un arc)

Soit un flots sur le graphe G = (X, U) @-retournement l'arc v = (7, j), consiste a
considérer le graphe G’ = (X, U’) avec U' = U|{z} U (v’ = (j,1)), et le vecteur ¢},
tel que :

Pt = PUy o = —Pu et T, = [=by, —a,].

Proposition 3.5.1. [§]

Lorsque ¢, est un flot compatible de G, ¢}, est un flot compatible de G, et

réciproquement.

3.5.6 Chaine améliorante
Définition 3.5.4. [10] Soit ¢ un flot réalisable et CH une chaine élémentaire
reliant s et , on note par :

- I'ensemble des arcs de CH ayant le sens de parcours de (s,t).

- Pensemble des arcs de CH ayant le sens de parcours inverse de (s,t).

Un chaine CH est dit améliorante (augmentantee) si et seulement si elle est

composés d’arcs non saturés, c’est-a-dire elle vérifie :

o(ug) < c(ug) Yu, € CHT
o(ug) >0 Yu, € CH™.
Si on trouve une telle chaine CH, alors on calcule 'augmentation de flot qu’elle

permet, notée & (capacité résiduelle), tel que : & = min{{;, &>} avec

&= min {c(ur) — p(ur)};

up€CH+
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§2= min {p(uy)};
Donc on augmente la valeur de flot de £ unités de tous les arcs de CH™ et on
diminue le flot des arcs de CH™ de £ unités. On arréte la procédure quand on
n’arrive pas a déterminer une chaine améliorante et dans ce cas le flots est

maximal.

3.5.7 Recherche d’une chaine améliorante

Pour chercher une chine améliorante reliant s et ¢, on peut utiliser la procédure
de marquage suivante :
- On marque le sommet source s d'un "+" et poser
S={s},CHt =CH™ = 0;
- On marque d’un "+" un sommet j ¢ S tel que : p(ug) < c(uy),i € S avec
up = (i,j) CHY=CH"U{i,j5},S=5SU{j};

- On marque d'un "-" un sommet j ¢ S tel que : p(ug) > 0,i € S avec

up = (i,j) CH- =CH U{j,i},S=SU{j}

- On arréte la procédure lorsqu’on marque le sommet puits t et on obtient
une chaine améliorante CH = CHTUCH™ des at;

- Si t n’est pas marqué, terminé le flot est maximum.

Remarque 3.5.2. [9]

- Si on n’a pas marqué le somment puits t, alors la chaine améliorante, mais

il faut toujours vérifier que la procédure de marquage est parfaite.

- Il existe plusieurs choix pour trouver une chaine améliorante, mais il faut

toujours vérifie que la procédure de marquage est parfaite.

3.6 Composante de tension maximum

Une tension 0y sur le graphe G est dite compatible si :
Yue U, a, <0<b,

Les vecteurs a, et b, sont les capacités minimum et maximum de 'arc .
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3.6. COMPOSANTE DE TENSION MAXIMUM

Définition 3.6.1. [8](6-retournement d’un arc)

Soit fy une tension sur le graphe G = (X, u) f-retournement l'arc u = (4, j),
consiste a considérer le graphe G' = (X,U’) avec U' = U|{z} U (u' = (4,7)), et le
vecteur 6}, tel que :

gb'/lu/ - HU‘U,a 0// - _gu et ]‘_‘;L - [_bu7 _a/u].

u

Proposition 3.6.1. [8] Lorsque 0 est une tension compatible de G, 0}, est une

tension compatible de G’ et réciproquement.

Proposition 3.6.2. (Analogue au Théoréme d'Hoffman) Soit C' un cycle tel que
l'arc g est dans C, toute tension compatible maximum sur l'arc g satisfait
I'inégalité :

0y, < Zbu_ Z Ay

ueC— ueCT|g

Théoréme 3.6.1. [6] (tension compatible) Une condition nécessaire et suffisante

a 'existence d’une tension compatible sur G est que pour tout cycle C' on ait :

Y ay< > b,

veCt veC—
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Chapitre 4

Réseaux de transport

Introduction

Les réseaux de transport peuvent étre utilisés pour modéliser I’écoulement de
liquide a l'intérieur de tuyaux, la circulation de pieces dans une chaine de
montage, du courant dans les réseaux électriques, de I'information a travers les
réseaux de communication,... D’une fagon plus générale, un réseau de transport
désigne le fait quun "matériau" (de 'eau, de I'électricité, de 'information, ...)
doit s’écouler depuis une source, ou il est produit, jusqu’a un puits, ou il est
consommeé. La source produit le matériau a un certain débit, et le puits
consomme ce matériau avec le méme débit. Entre la source et le puits, ce
matériau est transporté par des conduits; chacun de ces conduits a une capacité
qui représente la quantité maximale de matériau pouvant transiter par le conduit
pendant une unité de temps (par exemple, 200 litres d’eau par heure dans un

tuyau, ou 20 amperes de courant électrique & travers un cable).

Les réseaux de transport peuvent étre modélisés par des graphes :

- Chaque arc du graphe correspond a un conduit du réseau de transport,
par lequel le matériau est acheminé. Chaque arc est valué par la capacité

du conduit correspondant.

- Chaque sommet du graphe correspond a une jonction de plusieurs
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4.1. ALGORITHME POUR LA RECHERCHE D’UN FLOT MAXIMUM

conduits du réseau de transport. Le graphe posséde en plus deux sommets
particuliers, notés s et t et correspondant respectivement a la source et au

puits du réseau de transport.

De fagon plus formelle, un réseau de transport sera défini par un triplet
(G5, s,t) tel que

- G =(X,U,C) est un graphe orienté value (C associe a chaque arc sa

capacité),
- s € X est la source, et
- t € X est le puits.

On suppose qu’il n’y a pas de sommet "inutile", c¢’est-a-dire que pour tout
sommet z; € X | il existe un chemin de s a t passant par z;  Pour des raisons
de commodité d’écriture, on supposera que C est définie pour tout couple de
sommets z;, x; de telle sorte que si (z;, ;) n’est pas un arc du réseau, alors
C(xi; ) = 0.

On s’intéresse ici au probleme du flot maximal dans un tel réseau de
transport. Il s’agit de déterminer la plus grande quantité de matériau pouvant
voyager depuis la source jusqu’au puits, sans violer aucune contrainte de capacité,
et tout en préservant la propriété de "conservation de flot" : excepté la source et
le puits, le matériau doit s’écouler d’'un sommet a ’autre sans perte ni gain.

Autrement dit, le débit a 'entrée d’'un sommet doit étre égal au débit en sortie.

4.1 Algorithme pour la recherche d’un flot

maximuin

L’algorithme le plus connu pour résoudre ce probleme est celui de Ford et

Fulkerson.
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4.1.1 L’algorithme de Ford et Fulkerson

L’algorithme de Ford et Flkerson est un algorithme pour le probleme du flot
maximum, un probleme d’optimisation classique dans le domaine de la recherche

opérationnelle.

4.1.2 Les étapes de la algorithme de Ford et Fulkerson
- Etape(1) Initialisation :
- Démarrer a partir d’un flot réalisable (par exemple ¢ = 0),h=0;

- Etape(2) Procédure de marquage A 'iteration h, soit ¢" un flot
réalisable ; chercher une chaine augmentant C H" reliant s & t en utilisant
la procédure de marquage précédente ; si C H" n’existe pas alors le flot ¢"
est maximal et on s’arrét ;

sinon, aller & 1'étape (3);

- Etape(3) mise a jour du flot ¢! Soit £" la capacité résiduelle de la

chaine améliorante, alors poser :

o(up)h + & si uy, € CHMF
plur)™™ = p(up)t — & siuy, € CH™
0 si u, ¢ CH"

Effacer le marquage h = h + 1 et retourne en I'étape (2).

Remarque 4.1.1. Si on n’arrive pas a marquer le sommet t, alors la chaine

augmentante n’existe pas.

Remarque 4.1.2. La coupe S est composée des sommets marqués d'un "+" ou

non

a la derniere itération de I'algorithme de Forde et Fulkerson.
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4.2 Organigramme de 1’algorithme de Ford et

Flulkerson

R=(X,U,C)

f

Flot réalisable initiale ¢ = 0 de valeur ¢,

|

Pour cherche une chaine augmantante CH:

- On margue le sommet source s d'un "+ et poser
S={s},CHt =CH™ =;
- On marque d'un”+” un sommet j ¢ S tel que :
o(ur) < c(ug),i € Savee ug(i,j)
CH*=CH*"U{i,j},S=Su{j}
- On marque d'un”-" un sommet j ¢ S tel que :

o(ug) > 0,i € Savec w = {i, j}

CH* = CH™ U{i,j},§ = SU{j}:

Le flot ¢ obtenu est
un flot de valeur
maximal et ons’arréte

Construire un tell chaine: CH = CH*UCH~ ‘

&= min {c(u) - p(u)}

&= min {p(u)}

§ = min{¢;, &}
p(uk) +& st u, € CHT

o(up) ={ o) =€ si w€ CH™
0 si u ¢ CH

FIGURE 4.1 — Organigramm de 'algorithme de Ford et Fulkerson
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Considérons le probléeme suivant :
Une entreprise disposant de 3 dépots Dy, Dy et D3 doit transporter ses produits
vers deux points de vente V; et V5. Les capacités maximum en moyens de

transporte sont données par la figure 4.2 :

FIGURE 4.2 — Les capacités maximum de transporte

Probléme : Déterminer la quantité envoyée de chaque source (Dépot) a

chaque destination (point de ventre).

Résolution :

Pour résoudre ce probleme ont lui applique ’algorithme de Forde et Fulkerson :

On commence par le flots nul ¢ = (0,0,0,0,0,0,0) de valeur ¢° = 0.

e Initialisation : On marque le sommet s par le signe +.
On pose S = {s}; CHTUCH ) et on a ©* =0 avec k = 0.

e Itération 1 : Dans le réseaux R, on suit la procédure de marquage

suivante :
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FIGURE 4.3 — Réseau associé a la modélisation

- On marque le sommet D; d'un +, car il est successeur de s et
(s, D1) =0 < c¢(s,Dy) =170,
On pose CHY = CH* U[s,Dy],S =S U{D};

- On marque le sommet Vi d’un +, car il est successeur de D; et
@(Dla‘/l) =0 S C(Dh‘/l) = 807
On pose CHY = CHY U[Dy, V4], S = SU{Vi};

- On marque le sommet ¢ d'un +, car il est successeur de V; et
(Vi 1) = 0 < e(Va, 1) = 120,
On pose CHT = CH* U [W1,t],S = SU{t}. Le sommet ¢ étant
marqué, la procédure s’arréte. On obtient donc la chaine
argumentante : CH = CHYUCH™ = CH™" = [s, Dy, V4, t] reliant le
sommet s et t. On calcule :
& = min{c(ug) — p(ug);ur € CH'}
= min{c(s, D1) — ¢(s, D1); c(D1, V1) — (D1, V1); c(V1, 1) — (V1 1)}
= min{70 — 0;80 — 0; 120 — 0 = 70}
On améliore ainsi le flot ¢° pour obtenir un nouveau flot ¢!, en

ajoutant la quantité & = 70 au flot des arcs de CH™". Le flux des arcs
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n’appartenant pas a la chaine, reste inchangé et ¢ = 0+ 70.

FIGURE 4.4 — Résultat de la premiere itération

e Itération 2 : Dans le réseaux R, on suit la procédure de marquage

suivante : On efface les marques sauf en s.

- On marque le sommet Dy d’un +, car il est successeur de s et
(s, Dy) =0 < ¢(s, Dy) = 80,
On pose CHY =CH™" U[s, Dy}, S = SU{Dsy};

- On marque le sommet Vi d’un +, car il est successeur de Dy et
©(Dq, V1) =0 < ¢(Dy, V7) = 70,
On pose CHT = CH" U[Dy, V4], S = SU{V1};

- On marque le sommet ¢ d'un +, car il est successeur de Vj et
p(Vi,t) =70 < (Vi t) = 120,
On pose CHT = CH*T U [W,t],S = SU{t}. Le sommet ¢ étant
marqué, la procédure s’arréte. On obtient donc la chaine
argumentante : CH = CHYUCH™ = CH™ = [s, Dy, V1, t] reliant le

sommet s et t. On calcule :
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& = min{c(ug) — p(ug);upy € CHT}
= min{c(s, Da) — ¢(s, D2); ¢(D2, Vi) — (D2, V1); (V1 £) — o(Va, 1)}
= min{80 — 0; 70 — 0; 120 — 70 = 50}
On améliore ainsi le flot ¢! pour obtenir un nouveau flot ¢?, en
ajoutant la quantité & = 50 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs

n’appartenant pas a la chaine, reste inchangé et o = 0+ 70 4 50 = 120.

FiGURE 4.5 — Résultat de la deuxiéme itération

e Itération 3 : Dans le réseaux R, on suit la procédure de marquage
suivante : On efface les marques sauf en s.

- On marque le sommet D3 d'un +, car il est successeur de s et
(s, D3) =0 < (s, D3) = 80,
On pose CHT = CH™* U|[s, D3], S = SU{Ds};

- On marque le sommet V5, d'un +, car il est successeur de D3 et
¢(D3,Va) =0 < ¢(D3, V) = 80,
On pose CHT = CH* U [D3, V5], S = SU{Va};

- On marque le sommet ¢ d'un +, car il est successeur de V5 et
e(Va,t) =0 < ¢(V3,t) = 100,
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On pose CHT = CH" U [V4,t],S = SU{t}. Le sommet ¢ étant
marqué, la procédure s’arréte. On obtient donc la chaine
argumentante : CH = CHYUCH™ = CH™ = [s, D3, V3, t] reliant le
sommet s et t. On calcule :
& = min{c(ug) — p(ug);upy € CHT}
= min{c(s, D3) — ¢(s, D3); ¢(Ds, V) — (D3, Va); ¢(Va, t) — 0(Va, 1)}
= min{80 — 0;80 — 0; 100 — 0 = 80}
On améliore ainsi le flot ©? pour obtenir un nouveau flot ¢3, en
ajoutant la quantité & = 80 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs
n’appartenant pas a la chaine, reste inchangé et

@ = 0+ 70 + 50 4 80 = 200.

FIGURE 4.6 — Résultat de la troisieme itération

e Itération 4 : Dans le réseaux R, on suit la procédure de marquage
suivante : On efface les marques sauf en s.
- On marque le sommet Dy d'un +, car il est successeur de s et
(s, Dy) =50 < ¢(s, Dy) = 80,
On pose CHT = CH™" U[s,Ds], S = SU{Dsy};
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On marque le sommet V; d’un +, car il est successeur de Dy et
@(DZa ‘/1) - 50 S C(DQa ‘/1) = 707
On pose CHT = CH* U [Dy, V1], S = SU{Vi};

On marque le sommet D; d’'un —, car il est prédécesseur de V] et
80(‘/1; Dl) =170 S C(‘/la Dl) - 807
On pose CH- =CH~ U [V}, D4],S =SU{D,};

On marque le sommet Vo d'un +, car il est successeur de D; et
@(‘Dla ‘/2) =0 S C(Dh ‘/2) = 1007
On pose CHT = CHY U [Dy, V3], S = SU{V,};

On marque le sommet ¢t d'un +, car il est successeur de V5 et
(Vs t) = 80 < c(Va, 1) = 100,
On pose CHY = CHT U|[Vy,t], S = SU{t}. Le sommet ¢ étant marqué,
la procédure s’arréte. On obtient donc la chalne argumentante :
CH=CHYUCH =CH" 4+ CH™ = [s, D5, V1, Dy, Vs, 1] reliant le
sommet s et t. On calcule :
& = min{c(ug) — p(ug);up € CHT}

= min{c(s, D2) — (s, Da); ¢(Da, V1) — (D2, V1);

(D1, V2) = @(Dy, Va); e(Va, t) — o(Va, 1)}

= min{80 — 50; 70 — 50; 100 — 0; 100 — 80 = 20}
& = min{p(ug);upy € CH™}

=170

On améliore ainsi le flot ©® pour obtenir un nouveau flot ¢*, en
ajoutant la quantité & = min{20,70} = 20 au flot des arcs de CH™ et
CH™. Le flux des arcs n’appartenant pas a la chaine, reste inchangé et
@ =0+70+ 50+ 80 + 20 = 220.

e Itération 5 : Dans le réseaux R, on suit la procédure de marquage

suivante : On efface les marques sauf en s.

- on ne peut pas marque {Dj; Dy; D3} donc : on ne peut pas marque t, la

procédure s’arréte. Donc le flot obtenu est maximum.

49



4.2. ORGANIGRAMME DE I’ALGORITHME DE FORD ET FLULKERSON

FIGURE 4.7 — Résultat de la quatrieme itération

La valeur de flot est :

¥ = Z o(uy) = Z o (ur)

ugEwt(s) up€w=(s)
© = (s, D1) + (s, Dy) + @(s, Ds) = 70 + 70 + 80 = 220
= p(Vi,t) + p(Va, t) = 120 + 100 = 220

La capacité de la coupe S est la somme des capacité des arcs

S = {87D17‘/17‘/2}

$(8) = Yupewt(s)(clur) = c(s, D) 4 (D2, Vi) + ¢(Ds, V) = 70+ 70 + 80 =
220 = .

Donc ¢* = ¢ est le flot maximum de s & t est une coupe de capacité

minimale séparent s et p
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FIGURE 4.8 — Résultat de la derniére iteration et la coupe minimale
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Chapitre 5

Application sur le logiciel C++4

Introduction

Dans ce chapitre, nous implémentons 'algorithme de Forde et Fulkerson , en
utilisant le logiciel de programmation C ++. L’exemple pratique représente un

mini réseau de transporte.

5.1 Présentation du logiciel C++

Apparu au début des années 90, le langage C++ est actuellement 'un des
plus utilisés dans le monde, aussi bien pour les applications scientifiques que pour
le développement des logiciels. En tant qu'hériter du langage C, le C++ est
d’une grande efficacité. Mais il a en plus des fonctionnalités puissantes, comme
par exemple la notion de classe, qui permet d’appliquer les techniques de la

programmation-objet.

5.2 Espacer de travail dans C+-+

5.2.1 Création d’un projet

Pour commencer a programmer, la premiere étape consiste a demander a son

IDE de créer un nouveau projet. C’est un peu comme si vous demandiez a Word
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de vous créer un nouveau document. Pour cela, passez par la succession de menus

File > New > Project

Imaincpp [test] - Coc

|l_-”|le| Edit View Search Project Build Debug wxSmith Tools Plugins Setting

& Open...
Open default workspace
Recent projects
Recent files

Import project

FIGURE 5.1 — Création d’un projet

A la fin des étapes de lassistant, le projet est créé et contient un premier

Ctrl-0

Empty file

Class...

’ VProject... |
»
uild targe...

Ctrl-S

File...
Custom...

From template...

Ctrl-Shift-N

Nouveau projet Code::Blocks

fichier. Déployez I’arborescence a gauche pour voir apparaitre le fichier

main.cppet faites un double-clic dessus pour 'ouvrir. Ce fichier est notre premier

code source

5.2.2 Instruction de controle

les instruction de controle sous c++ sont trés proches de celles existant dans

d’autres langages de programation :

-boucle for : parcours d’un intervalle;

-boucle while : tant que .

.. faire;

-L’nstruction conditionnée if .
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main.cpp [test] -
File Edit View Search Project Build Debug wxSmith Tools Plugins Settings Help
bouton de sauvegarder ——Ji-‘f—wl B+ RAB|IQAR
H [mano:m
fu £ | Buid target: Debug -
Bouton deécuton I BaGaeiod ‘7]
RO MEOIT
Management X mancpp X
o] Projects (S 1 include <iostream>
=-{) Workspace 2
- By test 3 using namespace std;
5.8 Sources 4
main.cpp 5 int main()
6 (
7 cout << "Hello world!" << endl;
8 return 0;|
9 }
10
)
Logs 8 others X
/) Code:Blods | ) Searchresuits | ) Buildlog x| ¥ Buidmessages | ) Debugger
C:\Users\Mateo\Projets) test\mai Premier programme dans Code:Blocks rite default

FI1GURE 5.2 — Code source

5.2.3 Application numérique :

Exemple 5.2.1. L’usine " Mercedes-Benz " localisée a tiaret , produit des
voitures. Ces voitures sont transportées par des trains jusqu’a Alger, ou elles sont
stockées dans un entrep6t puis vendues. Les capacités des trains sont donées par
les valeurs attribuées aux arcs . s,1,2,3,4,5,6,t représente respectivement les villes :
Tiaret , Chlef , Ain Defla ; Khmemis Miliana , Blida , Cherchell , Média , Alger.
. la carte graphique entre les villes :

Ce réseau de transport sera modélisé par le graphe suivant :

Probléme :

déterminer la plus grande quantité de voitures pouvant étre transportées depuis
Tiaret jusqu’au Alger ?

Résolution :

Pour résoudre ce probleme ont lui applique ’algorithme de Forde et Fulkerson :

- le sommet source représente la wilaia de Tiaret .
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o>

’ € This map was created by a user. Learn how to create your own. X Alger EEE o Tizi
HFEN]) ZFUEVS
% . " 99
Tipaza Dar El Beida
("5 cla IJ
Jenes Chetarell @ Blida T m
e 9 s gy o Sl s :
[ N66 | (A1 'q [No4 | Bouira
Mili firy 850941
[N11§ El Attaf Alr fla kutg Meﬂja R
Chettia el sdsgll . & Sour
o ‘J e o N8 | () [ N64A | El-Ghozlane
Sidi Ali ] . Khemis V8l o
le S [N19A } f, (A1 § Miliana = ,Berrouaghia e
9 Boukadir Chilef &llo o alg,ll @
N __Sour nasg” aladl e Ksar El [N188
252) Theniet El Had Boukhari Sidi Aissa
[ N9OA | Al s RS ESN DX | N60 | i S
Relizane J N
Iule [N19 ] e ]
o ['E'o i [N1] Birine
[ N9O | Tissemsilt f
A PP M40
°
™ = Ain Oussara =
i Tiaret ATEr 8)lwy e A
X — 3, “ [ao} X @
ghennif o
EREN]
SOJ’JJEJT
+ [N14 | g
Frenda ; Hassi Bahbah
2 Zmalet El Emir Qe ':““‘L’ E
ankemes /. B8 Google MyMgps
Données cartoaranhiaues ©2020 Inst. Geoar. Nacional ~Conditions dutilisation 20km 4 —

FIGURE 5.3 — La carte graphique entre les villes

FIGURE 5.4 — Représentation de Réseaux

- le sommet puitts représente la wilaia de Alger .

- chaque émetteurs/récepteurs (villes) représente un sommet.
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- Les capacités des trains représente des arcs que reliant entre les villes .
- X :8,1,2,3,4,5,6,t est 'ensemble des sommets .

- U : 'ensemble des arcs .

- C : la capacités des arcs .

On commence par le flots nul ¢ = (0,0,0,0,0,0,0) de valeur ¢° = 0.

FIGURE 5.5 — Réseau associé a la modélisation

e Initialisation : On marque le sommet s par le signe +.
On pose S = {s}; CHTUCH ) et on a p* =0 avec k = 0.
e Itération 1 : Dans le réseaux R, on suit la procédure de marquage

suivante :

- On marque le sommet 1 d'un +, car il est successeur de s et
o(s,1) =0<¢(s,1) = 33,
On pose CHY = CH* U[s,1],S = SU{1};

- On marque le sommet 3 d’un +, car il est successeur de 1 et
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FIGURE 5.6 — Résultat de la premiere itération

0(1,3) =0 < ¢(1,3) = 14,
On pose CHT = CH* U[1,3],5 = SU{3};

- On marque le sommet 6 d’un +, car il est successeur de 3 et
©(3,6) =0 <¢(3,6) = 25,
On pose CHT = CH* U[3,6],5 = SU{6};

- On marque le sommet ¢ d’'un +, car il est successeur de 6 et
0(6,t) =0 < ¢(6,t) = 30,
On pose CHT = CH* U[6,t],S = SU {t}. Le sommet ¢ étant marqué,
la procédure s’arréte. On obtient donc la chaine augumentante :
CH=CHYUCH =CH" = [s,1,3,6,t] reliant le sommet s et t. On
calcule :
& = min{c(ug) — o(ug);up € CHT}

min{c(s7 1) - 90(57 1); C(l7 3) - 90(17 3)7 6(37 6) - @(37 6)7 C(6> t) - 90<67 t)}
= min{33 — 0;14 — 0;25 — 0: 30 — 0 = 14}
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On améliore ainsi le flot ¢° pour obtenir un nouveau flot ¢!, en
ajoutant la quantité & = 14 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs

n’appartenant pas a la chaine, reste inchangé et ¢ = 0+ 14.

e Itération 2 : Dans le réseaux R, on suit la procédure de marquage

suivante :

FIGURE 5.7 — Résultat de la deuxiéme itération

- On marque le sommet 1 d'un +, car il est successeur de s et
o(s,1) =14 < ¢(s,1) = 33,
On pose CHT = CH* U [s,1], 5 = SU{1};

- On marque le sommet 2 d'un +, car il est successeur de 1 et
0(1,2) =0<¢(1,3) =11,
On pose CH =CH" U[1,2],S = SU{2};

- On marque le sommet 3 d’un +, car il est successeur de 2 et
©(2,3) =0<¢(2,3) =29,
On pose CH =CH" U(2,3],5 = SU{3};
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- On marque le sommet 6 d'un +, car il est successeur de 3 et
©(3,6) = 14 < ¢(3,6) = 25,
On pose CHT = CH* U[3,6],5 = SU{6};

- On marque le sommet ¢ d’'un +, car il est successeur de 6 et

©(6,t) = 14 < ¢(6,t) = 30,
On pose CH" = CH" U[6,t], S = SU {t}. Le sommet ¢ étant marqué,
la procédure s’arréte. On obtient donc la chaine augumentante :
CH=CHYUCH =CH" =[s,1,2,3,6,t] reliant le sommet s et t.
On calcule :
& = min{c(ug) — p(ug);ur € CHT}

= min{c(s, 1) — @(s,1);¢(1,2) — ¢(1,2); ¢(2,3) — ¢(2,3);¢(3,6) —
©(3,6);¢(6,t) — ¢(6,1)}

= min{33 — 14;11 — 0;29 — 0;25 — 14;30 — 14} = 11
On améliore ainsi le flot ¢! pour obtenir un nouveau flot ¢?, en
ajoutant la quantité £ = 11 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs

n’appartenant pas a la chaine, reste inchangé et o =0+ 14 + 11.

e Itération 3 : Dans le réseaux R, on suit la procédure de marquage

suivante :

- On marque le sommet 1 d'un +, car il est successeur de s et
o(s,1) =25 < ¢(s,1) = 33,
On pose CHT = CH* U [s,1], 8 = S U{1};

- On marque le sommet 5 d'un +, car il est successeur de 1 et
©(1,2) =0 < ¢(1,5) = 16,
On pose CHT = CH* U[1,5],5 = SU{5};

- On marque le sommet ¢ d’'un +, car il est successeur de 5 et
©(5,t) =0 < ¢(6,t) = 10,
On pose CHT = CHT U[5,t],S = SU {t}. Le sommet ¢ étant marqué,
la procédure s’arréte. On obtient donc la chaine augumentante :
CH=CHYUCH  =CH" = [s,1,5,t] reliant le sommet s et t. On

calcule :
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FIGURE 5.8 — Résultat de la troisiéme itération

& = min{c(ug) — p(ug);up € CHT}

= min{c(s, 1) - 90(57 1)5 C(lv 5) - 90<17 5); 6(57t) - 90<57 t)}
= min{33 — 25;16 — 0; 10 — 0} =8

On améliore ainsi le flot ¢? pour obtenir un nouveau flot ¢?, en
ajoutant la quantité & au flot des arc de CH™. Le flux des arcs

n’appartenant pas a la chaine, reste inchangé et ¢ =0+ 14 + 11 + 8.

e Itération 4 : Dans le réseaux R, on suit la procédure de marquage

suivante :

- On marque le sommet 6 d’'un +, car il est successeur de s et
©(s,6) =0<c¢(s,1) =5,
On pose CHT = CH" U[s,6],S = SU{6};

- On marque le sommet ¢ d'un +, car il est successeur de 6 et
0(6,t) =25 < ¢(6,t) = 30,
On pose CHT = CH* U[6,t],S = SU {t}. Le sommet ¢ étant marqué,
la procédure s’arréte. On obtient donc la chaine augumentant :
CH=CHYUCH™ =CH" = [s,6,t] reliant le sommet s et t. On
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FIGURE 5.9 — Résultat de la quatrieme itération

calcule :

& = min{c(ug) — p(ug);ur € CH'}
= min{c(s, 6) — (s, 6); ¢(6, 1) — (6, 1)}
=min{5 —0;30 — 25} =5

On améliore ainsi le flot ¢* pour obtenir un nouveau flot ¢?*, en
ajoutant la quantité £ au flot des arc de CH™. Le flux des arcs
n’appartenant pas a la chaine, reste inchangé et ¢ =04+144+114+8+5.
e Itération 5 : Dans le réseaux R, on suit la procédure de marquage
suivante :

- On marque le sommet 2 d’un +, car il est successeur de s et
©(s,2) =0 < ¢(s,2) =4,
On pose CHT = CH" U[s,2],S = SU{2};

- On marque le sommet 3 d’un +, car il est successeur de 2 et
©(2,3) =11 < ¢(2,3) =29,
On pose CHT = CH*U[2,3],5 = SU{3};

- On marque le sommet 4 d’un +, car il est successeur de 3 et
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FIGURE 5.10 — Résultat de la cinquiéme itération

©(3,4) =0 <¢(3,4) =11,
On pose CHT = CH™* U [3,4],5S = SU{4};
- On marque le sommet ¢ d'un +, car il est successeur de 4 et

e(4,t) =0 < c(4,t) = 10,
On pose CHY = CH" U [4,t],S = SU {t}. Le sommet ¢ étant marqué,
la procédure s’arréte. On obtient donc la chalne augumentante :
CH=CH"UCH =CH" = [s,2,3,4,] reliant le sommet s et t. On
calcule :
& = min{c(ug) — p(ug);up € CHT}

= min{c(s, 2) — (s, 2);¢(2,3) — (2,3);¢(3,4) — (3, 4);

o(4,8) - p(4,0)}

=min{4 —0;29 — 11;29 - 0;11 —0;10 — 0} =4
On améliore ainsi le flot ¢* pour obtenir un nouveau flot ¢°, en
ajoutant la quantité & = 11 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs
n’appartenant pas a la chaine, reste inchangé et

e=0+14+114+8+5+4 =42,

on ne peut pas marque t, la procédure s’arréte. Donc le flot obtenu est
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maximum.

La valeur de flot est :

@ =(s,1) + ¢(s,2) + ¢(s,6) = 42
= 0(5,1) + @(4,t) + p(6,t) = 42

Résolution sur c++ :
pour la résolution de ce probléme , on implémente ’algorithme de Ford et

Fulkerson sur lagage c++.

% *main.cpp - Code:Blocks 13.12 -0
File Edit View Search Project Build Debug Fortran wxSmith Tools Tools+ Plugins DoxyBlocks Settings Help

GeB@c Y sNR/AR;oP 40D AR o]

§’<global> VImain():int V‘?@ “’"'d@‘@”%‘?ﬂ L P‘

D Mewsldas)|O/BA/===8000Q&[S Clfwr VA4
[Soties + monsp . miny +
4 Projects | Symbols | F 00 0|
O Workspace 101 E

102 H  int graph[V][V] = {
103
104
105
106
107
108
109
110 5
111
112 |
113 cout << "The maximum possible flow is " << fordFulkerson(graph, 0, 7);
114
115 return (; v

oo oo o o
[C=gpe s
o
wn
==

OO O O O O O W
P=9

= o=

e - - S

OO O O O N O

NN =)
—

OO O O O O
[

O o O oo O O L

O W O O O O

< >

Logs & others X
«| ) Code:iflocks x|y Searchresuts x|/ Cecc x| €yBuikdlog x| ¥ Buld messages % /) Cppcheck X /| CopCheckmessages X /) Cscape b‘

FIGURE 5.11 — Introduire les données
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I "C\Users\PC MC\Desktop\c++\fordf\main.exe"

The naxinun possible flow is 42
@Process returned 0 (0x0)  execution time : 2.209 s

Press any key to continue.

FIGURE 5.12 — L’exécution
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous nous somme intéressé au probleme de flot et ses
applications. Apres un rappel des résultats principaux de la théorie des graphes,
nous avons abordé le probleme de flot et tension dans les graphes. Par la suite,
nous nous somme intéressé au probleme de flot maximum. Pour ce faire nous
avons présenté I'algorithme de Ford et Fulkerson pour la recherche de flot
maximum dans un réseaux. nous avons appliqué cette algorithme & un probléme
de transport.

Finalement, nous avaus programmé l'algorithme de Forde et Fulkerson sur le

logiciel C++ .
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Résumé

Dans ce travail nous portant un intérét particulier aux probleme de flots,
apreés avoir rappelé les concepts mathématiques importants qui jouent un roéle
essentiel en théorie des graphes dans les trois premiers chapitres, nous nous somme
ensuite intéressés a l’algorithme de résolution du probleme de flot maximum,
on a implémenté 'algorithme de Ford et Fulkerson avec le logiciel C++ par la
suite nous avons appliqué le programme pour résoudre un probléme de transport

(nombre maximum des voiture transportées)

Mots clés : Théorie des graphe, Cycle, Flot, Ford et Fulkerson,......

Abstract

In this work focusing on flow problems, after recalling the important mathe-
matical concepts that play an essential role in graph theory in the first three
chapters, we then focused on the algorithm for solving the problem. maximum
flow problem, we implemented the Ford and Fulkerson algorithm with C ++
software then we applied the program to solve a transport problem (maximum

number of cars transported)

Key words : Theory of the graphe, Cycle, Flow, Ford and Fulkerson,.....



