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INTRODUCTION

La Recherche Opérationnelle est une discipline des mathématiques appliquées.
Cette discipline a pour role le traitement d’optimalité des ressources industrielles.
Depuis une décennie, plusieurs domaines comme 1’économie, la finance, le mar-
keting et la planification des entreprises, font recours a la RO. Ce qui élargit peu
a peu son champ d’emploi. Actuellement, la RO a été utilisée dans la gestion
des systémes de santé et d’éducation, ainsi que dans la résolution des problemes
environnementaux.

L’une des caractéristiques majeures de la RO consiste a rechercher la solution
la plus adéquate au modele qui représente le probleme traité. Cette solution est
appelée « la solution optimale », d’ou vient le theme de la recherche d’optimalité
qui occupe une place importante dans la RO, C’est un proces sus nommé « op-
timisation ». Lorsque il est linéaire, il s’agit d’'une programmation linéaire. Ceci
exige que les formules mathématiques du modele soient des fonctions linéaires.
Ainsi, la planification d’activités est impliquée dans ce processus afin d’atteindre
le résultat optimal qui témoigne ’aboutissement du but spécifié parmi les alter-
natives réalisables.

Le développement de la programmation linéaire est considéré parmi les plus
importants progres scientifiques. Son impact depuis 1950 a été extraordinaire.
Aujourd’hui, c’est un outil standard qui a permis a de nombreuses entreprises
d’économiser des milliers ou des millions de dollars dans les différents pays indus-
trialisés du monde. Cependant, une limitation clé qui empéche 'application de
cet outil est de trouver le plus souvent des valeurs non entieres pour les variables
de décision. Alors que dans de nombreux problemes pratiques, les variables de
décision n’ont de sens que si elles ont des valeurs entieres. Par exemple, il est
souvent nécessaire d’affecter des personnes, des machines et des véhicules a des
activités en quantités entieres. Il s’agit alors d’un probléeme de programmation
linéaire en nombres entiers. (voir,[18])

Structurellement, notre mémoire s’organise en trois chapitres, dans le premier
chapitre intitulé « Les bases de la Programmation linéaire en nombre entiers
»nous lancons une introduction a 'optimisation combinatoire. Dans le deuxieme



chapitre intitulé « Méthode des coupes de Gomory » nous allons mettre I'accent
sur 'algorithme de coupe fractionnaire de Gomory et ’algorithme primal tota-
lement en nombres entiers. Le troisieme chapitre est consacré a la méthode de
Séparation et Evaluation "Branch and Bound" ,Nous allons présenter la méthode
,son principe ,ces trois procédures essentielles et les trois stratégies de parcours
,ainsi que l'algorithme général de la méthode et un exemple d’application avec
une implémentation informatique en utilisant le logiciel Matlab version 2018 et
sur I'logiciel LPSolve IDE.



CHAPITRE 1

LLES BASES DE LA PROGRAMMATION LINEAIRE EN
NOMBRE ENTIERS

1.1 Introduction

Quotidiennement, des problemes de complexité affrontent la majorité des dé-

cideurs. Ces problemes se relevent des différents domaines tels que la Recherche
Opérationnelle, la conception des systemes mécaniques, le traitement des images,
etc.
Le probleme d’optimisation représente un probléeme qui nécessite une résolution.
Ce dernier se définit comme une fonction objectif que nous cherchons a minimi-
ser ou a maximiser par rapport a des parametres déterminés. Cette définition se
complete par la donnée des contraintes qui doivent étre respectés par toutes les
composantes de la solution retenue, raison pour laquelle les solutions sont souvent
irréalisables. Le probleme d’optimisation se divise en deux types : les probléemes
discrets ou combinatoires et les problemes continus. Dans notre étude nous nous
intéressons au premier a savoir I’optimisation combinatoire. Cette derniere dispose
des diverses méthodes qui nous permettent de résoudre les probléemes d’optimisa-
tion combinatoire. Bien que la modélisation de ce genre de probleme fit facile, sa
résolution reste généralement difficile. Dans le présent chapitre, ’accent est mis
d’abord sur la Problématique et les outils fondamentaux de 'optimisation com-
binatoire (la complexité des algorithmes, la programmation linéaire en nombre
entiers et la Programmation linéaire). Ensuite, nous traitons la formulation d’un
probleme de programmation linéaire, sa forme canonique et sa forme standard,
la méthode du simplexe et la Dualité.

1.2 Quelques notions et notations de base pour ’optimi-
sation

e La programmation mathématique : La programmation mathématique est
un ensemble de méthodes ou processus mathématiques dont le but est de



trouver un optimum pour un probléme décisionnel donné. C’est a dire il s’agit
de rechercher I'optimum d’une fonction de n variables et de m contraintes .

e Variables artificielles :variables supplémentaires qui permettent de
transformer des contraintes d’inégalités en contraintes d’égalités.

e Polyedre : Un polyedre P C R" est I’ensemble des solutions d’un systeme fini
d’inégalités linéaires.

P={zreR"/Az < b}

C’est I'intersection d’un nombre fini de demi-espaces
H={z e R"axr < b} = {z € R"/apz1 + ... + a;jx; + ... + apnz, < b;}. a €
R™ b e R".

e Polyédre convexe :Un polyedre est convexe si chaque point d’un segment de
droite qui joint deux points quelconques appartient au polyedre. Dans tout
polyedre convexe, la somme du nombre de sommets et du nombre de faces est
égale au nombre d’arétes plus deux.

¢ Enveloppe convexe :
I’enveloppe convexe d’un sous-ensemble S de R" est 'intersection de tous les
sous-ensembles convexes de R" contenant S. L’enveloppe convexe de S est par

conséquent le plus petit sous-ensemble convexe de R™ qui contient S, on le note
conv(S).

e Polytope :
Un polytope convexe est un polyedre convexe et borné .

polytope



1.3 La Problématique de 'optimisation combinatoire

bien que, pour fixer les idées, on introduit la problématique de I'optimisation
combinatoire a partir de petits exemples.

Exemple 1 : 'le probleme du voyageur de commerce" : Un voyageur de com-
merce ayant n villes & visiter souhaite établir une tournée qui lui permette de
passer une fois et une seule dans chaque ville pour finalement revenir a son point
de départ, ceci en minimisant la longueur du chemin parcouru. il s’agit donc,
étant donné un réseau R = (X, U, d) de trouver un circuit passant une fois et une
seule fois par tous les sommets (qui représentent les villes), ¢’est-a-dire un chemin
élémentaire dont les extrémités sont confondues et ayant un nombre d’arcs égal
au nombre n de villes, de longueur totale minimum.

Une maniere équivalente de formuler ce probleme est de ce donner une n X n-
matrice dont I'élément D;'- de la i€ ligne et de la j™¢ colonne est égale a :

e la distance de la ville ¢ et la ville j s’il existe un moyen d’aller directement
de i a j ( cest-a-dire si (ij) € U).

o0 sinon.

Le probléme consiste alors a trouver une permutation p sans cycle ( non dé-
composable ) de n objets telle que :

n, DY @ soit minimum.[14]

Exemple 2 : le probleme du sac a dos : On dispose de n objets ayant cha-
cun un poids a;,une valeur ¢;(j = 1,2, ...,n) et une capacité b. il faut effectuer
une sélection ( déterminer un sous- ensemble de ces objets) dont le poids totale
soit inférieur ou égal & un nombre donnée et dont la valeur, somme des valeurs
objets sélectionnés, soit maximum. c¢’est-a-dire qu’on cherche J C {1,2,...,n} tel
que : >_jes Cj SOt maximum

sous la contrainte Yjesaj < b.

Associons a chaque objet j(j = 1,2,...,n) une variable x; qui prend la valeur 1
si le j¥™¢ objet fait partie de la sélection (j € J), 0 sinon. Le probléme du sac a
dos se formule alors de la maniere suivante :

2 {a1x1+a2x2—|— + a,T, < z; €{0,1} j=1,2,...,n

121 + coxo + ... + cpx, = z(Max)

ou la derniere expression signifie que « la somme 377 ¢;x; est appelée z et
on cherche a rendre la valeur de z maximum ».
Le probleme traité ci- dessus doit son nom au scénario qui est souvent utilisé
pour l'introduire : un campeur prépare une randonnée, les n objets sont ceux
qu’il envisage d’emporter. L’objet j ayant un poids a; et une utilité ¢;, le cam-
peur cherche a maximiser 1'utilité totale de son chargement tout en limitant le
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poids . Ce n’est évidement que pour des raisons historiques et folkloriques que ce
modele a conservé le nom de « sac & dos » ( en anglais : « knapsack ») car il est
assez mal adapté a la préparation des randonnées :

il ne tient pas compte des utilités « croisées », c’est-a-dire du fait que le dentifrice

sans la brosse-a-dents et la boite de sardines sans l'ouvre-boites sont de faible
utilité. il suppose que le poids maximum admissible est une donnée intangible.

Dans la réalité ou bien le poids maximum doit étre considéré comme une donnée
« floue » avec laquelle on s’autorise a jouer ou bien on peut chercher un compro-
mis entre la dés-utilité d’emporter un poids supplémentaire et ['utilité de disposer
d’un objet de plus.

Enfin quel randonneur accepterait d’entrer dans ce formalisme ?

Tout ceci n’empéche pas le probléeme du sac-a-dos d’avoir de nombreuses appli-
cations pratique et constituer un modele théorique particulierement intéressant .
il en est d’ailleurs de méme d’autre modele introduit. L’intérét, théorique et pra-
tique, du probleme du voyageur de commerce dépasse beaucoup la préparation
des tournées du V.R.P (Véhicule Routine Probleme).[14]

Définition 1 : Un probleme d’optimisation combinatoire est défini a partir d’un
ensemble fini S et d’une application f : S — R. il s’agit de déterminer § € S
ou E est un ensemble fini et S C J(F) ou S est une collection des éléments de
$(E) qui satisfait les contraintes du probleme tel que :

f(3) = Minges[f(s)]. (1)

I’apparente trivialité de cette définition ne doit pas amener le lecteur a se dérou-
ter. Reprenons ’exemple du probleme du voyageur de commerce sur un réseau
comportant 101 villes (on résoudre des cas a plus de 300 villes). Dire qu’ « il
suffit » de faire la liste des tournées et d’en choisir une de longueur minimum
ne résoudre rien puisqu’il y a ici 100! tournées possibles, un nombre supérieur
au nombre estimé d’atomes de 'univers. il faudra chercher des méthodes dont le
nombre d’opérations est en rapport avec le nombre de données de probléeme (100
ou plutot, ici, 100%) et non avec le nombre de solutions potentielles. [14]

Remarque 1 : Lorsqu’on utilise le terme « probleme » on se place, suivant
les cas, a deux niveaux différents :

1. On peut se référer a une question générale. Ainsi les problemes du voya-
geur de commerce et du sac a dos sont-ils définis dans leur généralité aux
exemples 1 et 2. il s’agit alors de savoir ce qu’on peut dire avant que des
valeurs numériques n’aient été données aux parametres.

2. On peut aussi entendre le terme comme une question précise et particuliere :
« je considere le probléme du sac & dos avecn = 3,a = (6,5,4),b=9, ¢ =
(10, 8, 5) ; quelle est la cargaison optimale ? On dit qu on a ici une instance
ou un exemple du probleme considéré comme question générale.
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Inversement,d’ailleurs, le « probleme général » peut étre identifié a I’ensemble
des cas.En général le contexte fait ressortir clairement avec quelle acception
(exemple numérique ou cas général) on utilise le terme probléeme et nous nous
conformerons bien sur a I'usage qui veut qu on évite de préciser a quel niveau on
se situe lorsque la chose est claire. Ainsi la définition 1 ci-dessus signifie qu’'un
probléme d’optimisation combinatoire considéré comme une question générale est
caractérisé par le fait que pour chacun de ses cas on a a déterminer un élément
de valeur minimum dans un ensemble fini.[14]

Remarque 2 : Le probleme consistant a chercher un élément maximum au
lieu d'un élément minimum est de méme nature puisque :

Maz.eslf(s)] = —Minges[—f(s)]  (2)

Remarque 3 : En toute généralité il suffi, de considérer, que Implication f
prend ses valeurs dans un ensemble totalement, ordonné. Tres souvent f prend
ses valeurs dans N. Un cas particulier important est celui ou f prend ses valeurs
dans {0, 1} (probléme « de décision »).

Définition 2 : considérons le probleme d’optimisation combinatoire de la dé-
finition 1. s’il existe un ensemble E (fini) et une application ¢ : E — R tels
que :

oS C J(E)

Of(S) = Zees C(e)

le probléeme d’optimisation combinatoire est dit a « fonction objective séparée
».

Le probléme de sac a dos est clairement & fonction objective séparée ( il suffit de
poser E = {1, 2, ..., n}). On montre que le probleme de voyageur de commerce
est aussi a fonction objective séparée.[14]

1.4 Outils fondamentaux de optimisation combinatoire

1.4.1 Complexité théorique d’un probleme

Cette notion de probleme combinatoire est formellement caractérisée par la
théorie de la complexité qui propose une classification des probléemes en fonction
de la complexité de leur résolution. 3]

On entend ici par « complexité d’un probléeme » une estimation du nombre
d’instructions a exécuter pour résoudre les instances de ce probleme, cette esti-
mation étant un ordre de grandeur par rapport a la taille de I'instance. Il s’agit la
d’une estimation dans le pire des cas dans le sens ou la complexité d’un probleme
est définie en considérant son instance la plus difficile. Avant de passer aux classes
des problémes, il est nécessaire de se familiariser avec les termes suivants :

— Instance d’un probléeme d’optimisation combinatoire (OC).
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— Probléme de décision.
— Probleme d’optimisation.

— Probleme polynomial.

Définition 3 :(Instance d’un probléeme d’optimisation combinatoire (OC).

Soit X un probléme caractérisé par ’ensemble E de ses données, E = (eq, e, ..., €,,).
. . R / / / !
Une instance de X serait alors caractérisée par un ensemble concret £ = (ey, ey, ..., €,,).
Une deuxiéme instance serait caractérisée par un deuxiéme ensemble concret

1" 1

E" = (e],ey,...,e.) .et ainsi de suite. L'invariant suivant est toujours vérifié :
/ 1"
Bl =|E|=[£7].[3]

Définition 2 : (Probleme de décision).

C’est un probléme qui posséde pour solution Oui/Non. On en déduit qu'un pro-
bleme décisionnel abstrait fait correspondre a toute instance du probléme 1’en-
semble des solutions vrai/faux.[3]

Définition 4 : (Probléme d’optimisation).

Un probleme d’optimisation est un probleme caractérisé par un quadruplet <<
1,S, f,mode >> ou I représente les données du probleme, S est le type de col-
lection, ensemble ou le type d’éléments qu’on attend comme résultat, f est la
fonction qui mesure la qualité du résultat et mode (max ou min) indique s’il
s’agit de maximisation ou minimisation.[3]

Définition 5 : (Probleme polynomial).
C’est un probléeme combinatoire pour lequel existe un algorithme polynomial pour
le résoudre.

1.4.2 Classes de complexité

L’expérience montre que certains problemes sont plus faciles a résoudre que
d’autres, dans le sens ou la meilleure solution peut étre obtenue rapidement. La
théorie de la complexité a été développée pour permettre a classer mathémati-
quement les problemes selon leur difficulté. On définit les trois grandes classes P,
NP et NP-Complet. Le lecteur intéressé par de plus amples informations pourra
consulter différents ouvrages dédiés a la complexité, dont les livres de Garey et
Johnson [19].

La classe P

Elle contient ’ensemble des probléemes polynomiaux, i.e., pouvant étre résolus
par un algorithme de complexité polynomiale. Cette classe caractérise I’ensemble
des problemes que I'on peut résoudre « efficacement ». On considére les problémes
appartenant a cette classe comme étant facile.
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La classe NP

C’est la classe des problemes de décision pour lesquels il est possible de vérifier
en temps polynomial qu'une solution donnée est réalisable ; ¢’est-a-dire, on peut
construire un algorithme polynomial qui est capable de vérifier si pour une so-
lution donnée, la réponse au probleme de décision est OUI ou NON. Aussi, tout
probléeme de décision qui peut étre résolu par un algorithme polynomial, donc
appartenant a la classe P, appartient également a la classe NP, d'ou P C NP
cependant NP € P reste une conjecture.

La classe NP-complet

Un probleme de décision est dit « NP-complet » si tout probleme de la classe
NP peut se réduire polynomiale-ment a lui.

1.4.3 programmation linéaire en nombre entiers

Etant donnée une m x n-matrice A, un m-vecteur colonne b et un n-vecteur
ligne ¢, on appelle « programme linéaire en nombres entiers » le probleme d’op-
timisation :

eNj=1,2 ..
A.Tgb xje .] » < 7n

z(Max) = cx
(P) {
ou z(Max) a la méme interprétation qu’au paragraphe précédent; x est un n-
vecteur inconnu. Dans le cas particulier ou les variables x; € N sont remplacées
par z; € {0,1} on dit qu’on a un « programme linéaire en 0,1 » ou « programme
linéaire en variables bivalentes ».[14]

Le probléme du sac a dos peut donc étre caractérisé (cf. la formulation ( K
)) par le fait qu’il s’agit d’un programme linéaire en variables bivalentes n’ayant
qu’une contrainte. On notera que l'extension de(K’) dans laquelle les variables x;
sont astreintes a étre entiéres et non plus seulement a appartenir a { 0, 1 } est
également désignée sous le nom de probléme de sac a dos.[14]

1.4.4 programmation linéaire

Lorsqu’on « relache » les contraintes d’intégrité sur les variables (z; € N) dans
le programme linéaire en nombres entiers (P) ci-dessus.

<
(PR){Ax_b z>0

cx = z(max)

le probleme (PR) est appelé programme linéaire relaxé associé au programme
linéaire en nombres entiers.

Par construction il existe une relation étroite entre (P) et (PR). Si par hasard la
solution optimale de (PR) est entiere, c’est aussi une solution optimale de (P).
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La résolution du programme linéaire (PR) peut grandement aider a résoudre (P)
et on verra des méthodes dans lesquelles la solution d’un programme linéaire en
nombres entiers passe par la résolution de programmes linéaire relaxé associés.[14]
il faut cependant noter que la méthode de solution de (P) consistant a « arrondir
» aux entiers les plus proches une solution de (PR) est en général, mauvaise.
Considérons par exemple le probleme de sac a dos :

X1,Z2,%3 € N

( ) 6I1+5l’2+4l’3 §9
10x; + 8x9 + by = z(Max)

Le programme linaire relaxé a pour solution x; = 3/2; x5 = x3 = 0. Si on arrondit
x1 & 2 on obtient une solution inacceptable. Si on arrondit x; a 1, on obtient une
solution bien éloignée de la solution optimale x1 = 0,29 = 23 = 1.

Mais la raison principale du role central joué par la programmation linéaire n’est
pas la relation étroite de celle-ci avec la programmation linéaire en nombres en-
tiers. L’ensemble des solutions réalisables d'un programme linéaire correspond a
un polyedre convexe de R (un tétraedre, un cube, un diamant sont des polyedres
convexes de R?) et il existe toujours un sommet du polyeédre qui coincide avec
une solution optimale (si toutefois une telle solution existe), Or a un probleme
d’optimisation combinatoire on peut en général faire corresponds un ensemble de
points d'un espace R™. On montre que « I'enveloppe convexe » de cet ensemble
de points est un polyedre convexe. Et par conséquent, si on réussit a déterminer
les faces de ce polyedre convexe, on se ramene a la résolution d'un programme
linéaire.[14]

Or on connait un algorithme pratiquement tres efficace pour résoudre les pro-
grammes linéaires : la méthode du simplexe introduite en 1947 par G. B. Dantzig.
L’aspect combinatoire de la programmation linéaire n’a été dégagé que progres-
sivement puisque (PR) se présente d’abord sous la forme d’un probleme d’opti-
misation continue.[14]

1.5 Formulation d’un probléme de programmation linéaire

1.5.1 Définition

La programmation linéaire a pour objet 1’étude d’une catégorie particuliere
de problemes d’optimisation : celle ou la fonction a optimiser est une fonction
linéaire, appelée fonction objectif ou aussi fonction économique ; les liaisons entre
les variables s’appellent les contraints (qui sont sous forme d’équations ou d’in-
équations linaires).

Remarque : D’une fagon générale, résoudre un probléeme de programmation
linéaire consiste a déterminer les valeurs des variables de décision qui maximisent
( on minimisent, selon le cas) une fonction économique (linéaire) soumise a un
ensemble de contraintes (linéaire).
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1.5.2 Forme générale d’un programme linéaire

La forme générale d’un probleme de programmation linéaire est la suivante :
Optz = 377, cjz; (1.1)
{ > aijry > (<) bisi=1,p (1.2a)
Yo airy; =bsi=p+1,m  (1.20)
x; >0;5=1.4q (1.3)

x; de signe quelconque j = ¢+ 1,n

avec ¢;,b;,a;; des constantes réelles et z; les variables.

il ya n variables notées x; (j = 1,n)

— 7z : représente la fonction a optimiser.

c; : est le coefficient de la variable z; dans cette fonction.

— i:(i=1,m) est 'indice des "m" contraintes réelles.

— aj; : le coefficient de la variable x; dans la contrainte i (appelé coefficient
technologique).

— b; : second membre de cette contrainte.

Les notations vectorielles suivantes seront indispensables.

— & = (r;);_1, vecteur colonne (n x 1).
— ¢ = (¢;)i_g7 vecteur ligne (1 x n).
— b= (bi);—1; vecteur colonne (m x 1).

— A= (a;;1=1,m,j = 1,n) matrice (m x n).
— a; = (a1,... q,,) vecteur ligne (1 x n) de la matrice A.
— Aj = (an, -+, am;)" vecteur colonne (m x 1) de la matrice A.

La forme générale d’un probleme de programmation linéaire s’écrit alors :

opt z = ¢cx
aix > ()bii=1,p
ar=>bsi=p+1m

sz();j:W

x; de signe quelconque j = ¢+ 1,n.
Cette forme générale peut étre simplifiée; en la ramenant a des formes plus

compactes mais équivalentes ; en particulier aux formes dites "canonique' et "stan-

dard " [9].

1.5.3 Forme canonique d’un programme linéaire

1l est toujours possible de ramener :
- L’optimisation & une minimisation (maximiser la fonction z est équivalant a
minimiser la fonction 2’/ = (—=z).
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- Toute les inégalités (1.2.a) de méme type (il suffit de les multiplier par (-1) le
cas échéant) soit par convention, des inégalités "supérieur ou égale (>)".
Toute les variables a étre non négatives, une variable x; de signe quelconque peut
étre décomposée :
e Soit en deux variables non négatives :

+ - +

rj=x;-x; avec v;=r; = max(0,r;) et x; = max(0, —z;)

ce qui présente l'inconvénient de doubler le nombre de variables. [9].

- Toute les contraintes (1.2.b) a des formes d’inégalités au prix du dédouble-
ment suivant :
a;xr 2 bz

a;r = b, — et
—a;x > —b;

En notation matricielle, la forme canonique est donc :

minz = cx
(pc) : Ax >b
x>0

Remarque 1.2.2

Deux propriétés caractérisent la forme canonique :
e Toutes les variables (z;);_1; sont astreintes a étre positives ou nulles.

e Toutes les autres contraintes sont des inéquations.
Remarque 1.2.3

La forme canonique nous permet de trouver le dual d’un programme linéaire
facilement.

1.5.4 Forme standard d’un programme linéaire

(a) Changement des inéquations :

Si on a une inéquation de la forme :
a;1T1 + Qoo + ......... + Wiy < b; (14)
alors pour la changer, il faudrait ajouter une variables x,,,; ; avec x,41 >0 (1.5)
on a alors :
;1T + 2L + oonenenn. + QinTy + Tntl1 = bl (16)
Tna1 est appelée variable d’écart.
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Théoreme 1.2.1
A chaque solution T de I'équation (1.4), T=(Bj, B, ....., By),il correspond une
solution unique 3,y = (By, Bs, ..., By, Byi1) de I'équation (1.6) et vérifiant la
contrainte (1.5).

Réciproquement, a chaque solution 7 de (1.6) il correspond une solution unique
7 de (1.4)
Démonstration.

1. Soit T = (By, By, ..., B,) une solution de (1.4).

Alors a;1B1 4+ apBs + ... + ap B, < bz — bz — (ailBl + a;nBs + ) >

Bn+1

0. On pose Byy1 = by — (aqaBy + aipBs + ... + @i, By), on aura : § =
(B1, Ba, ..., B, Bpy1) vérifiant (1.5) et (1.6).

2. Réciproquement :
Soit § = (B, Ba, ..., By, Bpy1) vérifiant (1.5) et (1.6).

Bn+1 Z 0
a1 B+ apBy + ... + a;, B, + Bn+1 =b, = aynBi; +apBy+ ... + a;n, B, < b;.

Remarque 1.2.4
Toute inégalité linéaire de la forme a;1 1 + apxs + ... + @iz, =< b; peut étre
transformée sous la forme d’'une équation et d'une inéquation :

a1 + GipTs + ... + QinTp + Ty = b;
Tn+1 Z 0.

(b) Forme standard :
Tout probléme de programmation linéaire, peut se mettre sous la forme suivante :

min z = 11 + CoTo + ... + CpTy,

111 + a19T9 + ... + a1pnTy, = b1

Am1T1 + QmaTa + ... + Qi Ty, = b
z; >0,j =1Ln;m <n.

Si b; < 0, c’est a dire a;1x1 + apxs + ... + a;pnr, = b; avec b; < 0; alors
—aT] — QpTy — ... — ATy, = —b; = a,1x1 + adlyxe + ... + dl, x, = b, avec
b; = —bl et CL;J- = —Qyj, ] =1n
L’écriture matricielle de la forme standard d’un programme linéaire est donnée
par :
minz = cx
(ps) : Az =b
x >0
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Remarque 1.2.5 Deux propriétés caractérisent la forme standard :

— Toute les variables (z;); = 1.n sont astreintes a étre positives ou nulles.

— Toute les autres contraintes sont des équations.

Remarque 1.2.6

la forme standard est utilisée par I'algorithme du simplexe.

Démonstration
La i“¢ contrainte de (ps) s’écrit :
aQ; r = bz

et cette équation est équivalente a ’ensemble des deux inéquation :

d’autre part I'inéquation et équivalente a la paire équation-contrainte de signe :

telle que ¢; > 0.
et (pc) s’écrit bien sous la forme standard :

minz = cx
Ar+Ue=1>
z > 0
e >0

(ps) :

(ou U est la mxm matrice identité)

La variable €; qui permet d’écrire 'inéquation (1.7) sous la forme (1.8) est appelée
" variable d’écart ', la valeur de la variable d’écart ¢; mesure la différence entre
le terme de droite et le terme de gauche de l'inéquation (1.7).

1.6 La méthode du Simplexe

1.6.1 Caractérisation des solutions du probléme

Un programme linéaire peut toujours se présenter sous forme standard :
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Maximiserz = cx (1.1)
souscontraintesAxr = b (1.2)

x>0 (1.3)

Dans cette formule le vecteur x contient toutes les variables y compris les
variables d’écart ; il s’agit d’'un vecteur colonne de type (n x 1).

C = (c1, ¢, ..., ) : le vecteur ligne d’ordre (1 x n).
A = (ay,as, ...,a,) : la matrice d’ordre (m x n).

b= (by, by, ...,b,)" : le vecteur d’ordre (m x 1).

Définitions [4]

e Une partie C' d'un espace vectoriel F est convexe si toute combinaison
convexe de vecteurs de C' est appartient a C' .

c-a-d : v+ (1 — Nw € C,V(v,w) € C? et VA0 < X < 1.

e Une combinaison linéaire convexe des vecteurs vy, vy, ...,v, d'un es-
pace vectoriel R™ défini sur le corps R est un vecteur v, de R", de la forme :

p
U= a1+ oqUs + ooy, oty > 0,0 =1, pet Y a; =1,
i—1

e Un point extréme d’un polyedre convexe D, c¢’est tout point x € D qui
ne peut s’exprimé comme combinaison convexe d’autres point de D.

n_n

e Un simplex est un polyedre convexe dans un espace de dimension "n" qui
a exactement (n+1) points extrémes.

e On appelle solution d’un probleme de programmation linéaire tout vecteur
x qui satisfait les contraintes (1.2).

e Une solution et appelée solution réalisable si elle vérifie les contraintes de
non-négativité (1.3).
Dans le cas contraire, on dit que la solution n’est pas réalisable.

e Une solution réalisable est une solution optimale s’il n’existe pas d’autres
solution réalisable qui fournissent une plus petite valeur de la fonction objectif
(pour un probléme de minimisation).

e On appelle base toute sous-matrice carrée réguliere (m x m) extraite de A.
L’ensemble des contraintes (1.2) s’écrit donc comme un systeme de m équation a
n inconnues : Ax = b.

Pour développer la méthode du simplexe, on peut former a partir de A, une sous
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matrice B (m x m) non-singuliere.cette matrice B peut étre formée par n’im-
porte quel ensemble de m colonnes linéairement indépendantes de A. La matrice
B est appelée matrice de base puisqu’elle est formée de m vecteurs linéairement
indépendants. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que les colonnes
de A =[A;, ..., A,] ont été ordonnées de maniére a pouvoir écrire A sous la forme
A = [B, N], avec B de dimension (m x m) la matrice de base,N de dimension
(m x (n—m)) contenant les colonnes de A qui n’appartiennent pas a B. De méme
on peut partitionner x en [zg, xylet[cy, cn].

Le programme linéaire (1.1)-(1.3) peut donc étre reformulé de la maniere sui-
vante :

Minimiser Z = cgrp + cNTN (1.4)
sous contraintes Bxg + Nxy =b (1.5)

e Une solution de base (associée a la base B) C’est la solution particuliere
de (1.5) obtenue en faisant zy = 0.xp est déterminé de fagon unique par la
résolution du systeme ( de Cramer ) :

BJZB:b:ZL‘B:B_Ib

e Une solution de base est dite réalisable si: 3 > 0, c-a-d : si B~'6 > 0.

e Une base réalisable c’est une base qui correspond a une solution de base
réalisable.

1.6.2 Algorithme de la méthode du simplexe
Principe de l’algorithme

Pour déterminer la (ou les) solution(s) optimale(s) d’un probléme de pro-
grammation linéaire, il suffit, apres avoir mis le probleme sous forme standard,
de s’intéresser aux solutions de base admissibles. c-a-d aux sommets du polyedre
D (s’il n’est pas vide) .

L’algorithme du simplexe utilise une procédure itérative qui convergera vers
la (les) solution (s) de base admissible(s) fournissant I'optimum de la fonction
objectif ou, pour défaut, mettra en évidence que I’ensemble D est vide.

L’algorithme du simplexe contiendra deux phases :

Phase 1 : Procédure d’initialisation

Déterminer une solution de base admissible c-a-d les coordonnées d’un premier
sommet de D. Si cette procédure échoue cela signifie que D est vide.
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Phase 2 : Procédure itérative

Calculer, a partir d’une solution de base admissible une autre solution de base
admissible donnant une valeur meilleure pour la fonction objectif ; géométrique-
ment , une itération consistera a passer d un sommet de D a un autre sommet de

D.

Ce nouveau sommet sera adjacent au précédent en ce sens ils seront les deux
extrémités d’une aréte de D; les coordonnées de ces deux sommets adjacents
correspondront a deux solutions de base admissibles. Les ensembles d’indices de
base (I) et hors base (J) ne différent que d’un seul indice. Cette caractéristique
permettra de déterminer la nouvelle solution de base admissible a partir de I'an-
cienne.

Enfin il existera une procédure d’arrét de 'algorithme : deux tests d’arrét
mettront en évidence, respectivement que :
e une solution optimale est déterminée.
e il n’existe pas de solution optimale finie : D est non borné et Z peut y tendre
vers moins l'infini. (—o0).

1.6.3 L’algorithme primal du simplexe

Le principe de résolution nécessite un certain nombre d’étapes dont la dé-
marche est la suivante :
On P'applique pour un probléme de maximisation :

1. Ecrire le systéme sous la forme standard.

2. Le point de départ de I'algorithme est I'existence d’une solution réalisable
soit :x = (v, 2x) = (75,0) et Az' :La matrice inversible de Ag.

3. Construire le premier tableau correspondant a la forme standard.
4. Calculer les E; = z; —¢; , tq: Z; = CL x A" (critére d’optimalité E; < 0).
5. Sitousles E; > 0,Vj € Jy,1 < j < (n—m).La solution (zp,0) est optimale.
Si non :
— Sidk e Jy tel que (B, <0 et Aglak < 0.

Le (PL) n’admet pas un maximum (non borné), arrét .

— Sinon si dk € Jy tel que :Fx < 0 et Aglak > (0 alors ,aller a 6.
6. Choisir la variable xj qui entre dans la base tq :Ey=min;c s, E; < 0.

7. Choisir la variable xI qui sort de la base tel que :
0, = mm{%, a; > 0,0 <i < m}, la variable sortante se trouve sur la ("¢
ligne. Z
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8. Encadrer le pivot ay. .
9. Multiplier la ligne du pivot par le rapport : i

10. Calculer les valeurs a;; des autres lignes :

ai; = aij — (

aller a ’étape 4.

ik Xal]' )
arg

1.7 Meéthode dual du simplexe

Pour éviter 'utilisation des variables artificielles ,quand on a un probleme avec
des contraintes sous forme :

n
Zaijxj > bZ,Z S 1, .., M
j=1

On utilise 'algorithme dual du simplexe afin de réduire la taille du (PL) et le
nombre d’itération .[12]

1.7.1 Principe de la dualité

Son principe est de garder le critere d’optimalité satisfait a chaque itération
et de rendre positifs les b; qui sont négatifs.

e Au programme linéaire primal :

max 7 = c'x

(Pl)s Az <b
x>0

On associe le programme linéaire dual :

min Z' = by
(Pl){ ATy > ¢
y=>0

o Les différentes transformations sont résumées dans le tableau suivant :[1]

Primal Dual

max 7 min 7’
coefficient ¢ de Z | second membre b
second membre b | coefficient ¢ de Z’

1°¢ contrainte = yi €R

1°™¢ contraintes > y; >0

1°™¢ contraintes < v, <0
z; €R J°™¢ contraintes =
r; >0 J¢™¢ contraintes <
z; <0 J¢™¢ contraintes >

23



e Exemple :

maxZ = 6x1 + 4o
3x1 + 929 <81
(PL) {421 + 59 < 55
2rx1 + 19 < 20

x1,x9 2 0.

On associe le programme linéaire dual :

minZ' = 81y; + 55y, + 20y
3y1 + 4y +2y; > 6

91 +5y2 +ys = 4

Y1,Y2,Y3 = 0

(PLD)

1.7.2 L’algorithme dual du simplexe

Le principe de résolution nécessite un certain nombre d’étapes contenues au
travers de 'algorithme dual du simplexe dont la démarche est la suivante ici on
I’applique pour un probleme de maximisation :

1. Ecrire le systéme sous la forme standard avec les ¢; > 0,Vj =1, ..., n.
2. Construire le premier tableau correspondant a la forme standard.
3. Calculer les E; = Z; — ¢;.
4. Choisir la variable z, qui sort de la base :
b, = min b; tq : b; < 0,7 € Jp.
Si b, n’existe pas alors fin,I’optimum est atteint.

Sinon aller a ’étape 5.

5. Choisir la variable ) qui entre dans la base :
fT’Z = ma:z:{%} tq :a,; < 0,7 € Jn.
Le pivot doit étre négatif, sinon fin,le (PL)est non borné.

6. Encadrer le pivot .
7. Multiplier la ligne du pivot par le rapport : ﬁ

8. Calculer les valeurs a;; des autres lignes :

I o— . — [ Qk*arj
aij_a[l] ( Qrk )

aller a ’étape 3.
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1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit I’optimisation combinatoire en donnant
ses caractéristiques. L’optimisation des probléemes combinatoires est une optimi-
sation discrete dans laquelle on cherche a trouver une solution dans un espace fini
qui maximise (minimise) une fonction objectif. Nous avons introduit la théorie
de la complexité, car la connaissance de la complexité d’un probléme nous donne
directement une idée sur l'outil a utiliser pour le résoudre.
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CHAPITRE 2

METHODE DES COUPES DE GOMORY

2.1 Introduction

parmi les méthodes de résolution d'un probleme de programmation linéaire
en nombre entiers (PLNE) c’est la méthode des coupes de Gomory qu’on va les
présenter dans ce chapitre en détaille.

2.2 Principe des méthodes de coupes

Nous commencgons par résoudre (P.L.N.E). Si la solution optimale obtenue
est un point a coordonnées entieres, c’est terminé. Elle est la solution de notre
probléme initial a variables entiéres et le probléeme est résolu. Sinon (et c’est évi-
demment la situation la plus fréquemment rencontrée), on peut toujours tronquer
le domaine des solutions en rajoutant une contrainte supplémentaire au probleme
de facon a éliminer ce point optimal sans exclure aucune solution entiere. Une
telle contrainte est appelée "une coupe" ou encore une : " inégalité valide ".

Beaucoup d’inégalités valides peuvent donc étre générées pour éliminer une solu-
tion fractionnaire donnée.

Apres avoir rajouté une coupe (ou éventuellement plusieurs), le programme li-
néaire augmenté des contraintes est a nouveau résolu en continu par la méthode
du simplexe. Comme ’ancienne solution reste duale réalisable, il est avantageux
d’utiliser pour cela ’algorithme dual du simplexe.

Si la solution optimale de ce nouveau probleme est entiere, c’est terminé : on
a obtenu une solution optimale du probleme en nombres entiers. Sinon, le raison-
nement précédent peut étre répété : on recherche une nouvelle coupe (éventuelle-
ment plusieurs) que 1'on rajoutera a I’ensemble des contraintes ; puis le programme
linéaire ainsi augmenté sera maximisé a nouveau, etc.

26



Si les coupes sont correctement choisies a chaque étape, le polyedre initial se
réduit jusqu’a coincider avec ’enveloppe convexe des solutions entieres, au moins
au voisinage de la solution optimale. La solution continue du probléeme augmenté
deviendra alors entiere et le probléme sera résolu.[3]

2.3 Coupes de Gomory [10]

L’une des coupes les plus étudiées et utilisées est la coupe de Gomory. C’est
une coupe adaptée a la méthode du simplexe (et dual du simplexe).
Soit un probleme de (P.L.N.E) suivant :

mazx(z) = Cu.
reS={reclZ, Az < b}.

On cherche une solution optimale x°
Ou a défait une e— approximation ¢ de la solution optimale z° c’est a dire || T
-2 || < e
Hypotheése : On suppose que :
e Le domaine des solutions réalisable S # @ .
e La valeur de la fonction objective a 'optimum est bornée c’est a dire

Z (%) = C2® < + o0.

Définition 1 : Etant donné un (P.L.N.E), on dit que l'inégalité az < aq. est
valide pour S si :

Vx,x€Sona:ax<a.

Définition 2 : une coupe est une inégalité axr < agp. valide pour S, mais non
valide pour Sk ou Sg est le domaine relaxé de S.
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2.3.1 théoréme 1 ( Chvatal-Gomory)[10]

Si by est un nombre irrationnel c’est a dire b;, ¢ Z, alors I'inégalité :

D Qi >
jed

est une coupe c’est a dire valide pour S et non valide pour Si ou :
Qo5 = Qig — LaioJ et o, = bio - Lbioj
Qi = < g > et oy, = < bio >
2.3.2 Preuve 1

Supposons qu’on a un P.LL.N.E définie par :

MaxZ = cx

PLN.FE
( ){xGS:{xGZi;A.’be}

Le probleme relaxé associé s’écrit :

MaxZr = Cx

P.R
( ){xESR:{xE]R’}r;Ame}

Soit J une base optimale du probleme relaxé (P.R), alors la forme canonique de
(P.R) par rapport a la base J s’exprimer par :

MaxZp = b+ ¢5.25
(PR) <~ Ty + [(AJ)il.Aj].l'j: (Aj)il.b
Ty Z 0, l’j Z 0

ou :
— 7 = cy(A;)"! est le vecteur multiplicateur du simplex associé a la base opt J.
~ C; = C - 71.A;j est le vecteur, des coiits relatifs a la base J.
- b= (AJ)_lb.

MCLI'ZR = CJ(AJ)_lb + Cijl'j

(PR) s3T5+ [(AJ)—IAj]QZ'j = (AJ)_I.b

Ty Z 0, l’j Z 0.

En posant

Max ZR = CJB—Féj[L'j
(PR) = \7T;+ [(Aj)fl.Aj].fL‘j =b
x; >0, z32>0
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pour tout j € J

En posant
T = (ANt a _
4 (4,) aji pour tout j € J
CJ = Cj — C’j.aj
On aura :
Max ZR =c;.b+ > Cj.a;
jﬁei
(PR) <~ Li=b, + Zaij.a:j = bl

ied
;20 2;>20.i=1,...mj=m+1,..,n
Ce n’est rien d’autre que le tableau optimal du simplexe correspondant a la base
optimale J du probleme relaxé (P.R).
A la base optimale J correspond a la solution de base réalisable et optimale
Tt = (zF,75) = (bgn, Opn-—m)
Soit ip € {1,...,m} on a :
L + Zdio.xj = Bio (1)

jeJ

= Ty + Y |@ipj]xj < big. car:x; > 0.
jed
(a) SoitzeS={xeZ?: Az <b}.
= (zj,23) € Z%, d'ou :
Tig + > |@igj)-2; < by, est entier
jeJ

Si:a <betquea est entier alors a < |b] .
d’ou :

Tig + D [Tigj) 25 < [ i ] (2).

jed

> (@5lai;])-z; > biy — by ]

jel

Y <Gy > x> < by >
jeJ

Zaioj.l‘j Z Ozl‘o
jeJ
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est une inégalité valide pour S.
(b)  Soit z% € (Sg\S) = I ig € {1,...,m} tel que :
T >0 mais T = b, ¢ Zy = < b, > > 0.

dot: Y <@ > TH=0< <b;, >

jeJ
. = =R 7
dot: Y < @y, > T} < by, >
jedJ
cest a dire : D ayy;x; > y, est non valide pour Sg .

jeJ
[ (a) et (b) | &= > auigjm; = o
jed
est une coupe (c.q.f.d)
Remarque 1 : Relativement certaines transformations dans le programme
linéaire relaxé (PR), & savoir son écriture sous-forme standard le théoreme 1
précédent prend une forme plus intéressante.
2.3.3 Théoréeme 2
Si by, est irrationnel (¢ Z ),alors I'égalité
= R!
Z Q5T Qg + Tpy1, AVEC Ty € R
jeJ
définit une coupe c’est a dire :

e égalité valide pour S% ou S° est le domaine réalisable de la forme standard du
probléme initiale.

SO={zg R, 2 €Z" [ 29— cx =0, Az = b}.
e ¢t non valide pour S% ot

SS9 ={zoeR, 2 €R} [ xg—cx =0, Az = b}.

2.3.4 Preuve 2

1. Tout programme linéaire en nombre entiers (P.L.N.E) :

MaxZ =
(PLN.E){ 2=
reS={rveZl | Ar <b}
pour se transformer en sa forme standard équivalente :
MaxZy = xg
(P.L.N.E) = avec

(zo,2) € S ={xg€Z, 2 €2 | 1o —cx =0, Ax = b}
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2. Toute inégalité : axr < ag valide pour S est équivalente a une égalité :
ax + T = ap valide pour S° c’est & dire : définit une coupe.
3. Siby, € Z7, alors > ayy;x; > a;, est une coupe est déja démontrer en
jeJ
Théoréme 1 d’ou le résultat du Théoréme 2 (c.q.f.d)
2.3.5 Théoréme 3 ( \- coupe)
Pour toute valeur du scalaire A > 0 'inégalité :
> (N ai; — [Nag))ay = ([ bi — [Mbio))
jeJ

est : () valide pour S
(ee) Une coupe pour certaines valeurs de A en particulier pour A = 1.

2.3.6 Preuve 3

e Dans la preuve du Théoreme 1 on a établit 1’égalité suivante :

Tiy + Z Qigj-Tj = Bio (1)

jeJ
e Multiplions les termes de 1’égalité (1) par A on obtient :
)\.l‘io + Z)\.Eioj.xj = /\.BZ'0

jed
A=A+ <A >
Mais et
)"aioj = L)\ainJ+ < /\.E,-Oj >
d’ou :
L/\J Xiy + ZL)\.EZ'OJ.I‘J'—F <A> T, + Z < )‘aioj > T
jedJ jeJ
- L)\EZOJ—F < )‘-Bio >
Comme
(SA> @i+ Y < Aag, >z;) >0
jeJ
On a

L)\J{L’ZO + ZL)\.EZ‘OJ‘J.I]‘ < L)\BZOJ—F < )‘Bzo >

jed
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e Soit maintenant x € S = {x € Z : Ax < b} x se décompose selon la base
optimale J en x = (v5,25) € Z} = vy € Z], x5 € Z™.

d’ou :
A2, + ) [Nz est un entier .
jeJ
et comme :
0< < Aby, > <1,
On a:

(A -ip + D[N igs ]z < [Nbi, ] (3)-
jed

a <b, aentier = a < |b]
[[A].(1) — (3)] donne :

(AN Tigs — Nigs )25 = ([A]big — [Mbio])- (2

jeJ
dot : Vo,x € S, {xr € Z} : Ax < b} ona:x = (v;,z7)
se décompose selon la base optimale J.

D (A @iy = [NGigi))-m; = (IA]biy — [MBi])- (2).
jeJ
c’est a dire : I'inégalité est valide pour S .

eSiA=1 (2) devient :

Z < Qjp5 > T > <Bio >
jeJ

Z Qg5 T > Qg
ieJ

qui est une coupe et ceci d’apres le théoréme 1
Remarque 2 :

Une solution Z'* au probléme relaxé (PR) est optimale pour le (P.L.N.E) ssi elle
vérifie les trois conditions suivante :

1. 7 est primal réalisable c’est & dire : b= (A;)"t.b > 0.

2. T est dual réalisable c’est a dire : C5 < Opgn-m.

3. T est entiere c'est a dire : T = (zF,74) = (b,0) € Z7.
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2.4 A- Algorithme de Gomory : [10]

e initialisation :
Poser t = 1, ZL(x) = 29, Sk ={20 €R, 2 € RT" 1 25 — cx =0, Az = b}.

Itération t

M
e Etape 1 : Résoudre (PR') = Lo .
(33'0, x) € SR
e Etape 2 : Test d’intégrité
Si: 2% € Z7%, alors zf; est opt au PLN.E .
Sinon : étape (3).
e Etape 3 : Générer une coupe de Gomory

Z o jTj — Tpgt = Qi AVEC Ty € Loy
jeJ
Poser : SE' = SEN{zg €R, 2 € RT™, > ;& — Tnyt = i}
jed
t+—t+1 et retourner a ’étape (1).
Remarque 3 : Quand on rajoute une coupe fractionnaire de Gomory la
nouvelle base contenant la variable de base z,; est dual réalisable cependant
non primal réalisable et c’est I'unique variable de base qui est non réalisable

Tnye = —0, < 0 d’ont la nécessite d’utiliser I'algorithme dual du simplexe pour
optimiser a nouveau.

2.4.1 Exemple 1

Résoudre le (P.L.N.E) suivant par I’algorithme dual fractionnaire de
Gomory :

MaxZ=Cx
Az <b
T E ZT

2 -1 4 .
on:A=12 5 b=|16| c=(4,11) =z <1>
—1 2 4 2

On pose :
S = {ZE € Za_/Ql'l — X9 S 4,2!E1 +5ZL‘2 S ]_6,—ZE1 +2!E2 S 4}

Initialisation :
Poser t =1, Zg(x) = xo, Sh={x0 € RY,z € R} : 29— cx =0, Az = b}
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d'ott : Sk = {(v0,7) € R g :
o — 4(131 — 11.’132 =0
2:13'1 — To + X3 = 4
2;61 + 5%2 + x4 = 16
—$1+2$2+JI5:4}

Max xq

Etape 1 : Résoudre (PRWY) = {( L e s
Lo, L R

Max xg
ro—4xy — 11y =0
201 — X2+ 123 =4
211 + 519 + x4 = 16
—x1 4+ 229+ 25 =4
(zo, z) € R

On applique I'algorithme du simplexe au (PRW) et on prend comme base de
départ J© = {0,3,4,5} c’est a dire (z¢, 73, 14, 5) en effet :

1 000
e Ao = 8 (1) (1) 8 est la matrice identité .
0001

o Ao = (A 0) tb=b> 0 est réalisable.

d’ou le premier tableau simplexe correspondant est donné par :

¢, [t]o]oolo]o
X0

Cp| X |xo|x1 | 2| 23| 24| X5
1| 2o |1]-4|-11]0]0/0] 0
O z3 |02 -1]1]0/0 4
O x4 |0 5 [0]11]0 16
0 [« asl0l-1[(2)]0l0l1] 4

7 11(-4|-11

L OOOZOIO

Cizi lol4l11]o0lo]o0

La base J© = (x4, 23, 24, x5) est primal réalisable cependant elle n’est pas duale
réalisable en effet ¢; £ 0.

Soit k = Arg(Max{C; > 0}) = Arg(Maxz{4,11}) = 2. la variable qui sort la
base est x5 et qui rentrer est xs.

On détermine Ix = Io = {i / a; = apn > 0}.
I, = {4,5}.
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d’oﬁ:94:%et95:%:2.
1
Soit r = Arg(Miner,_,{6:}) = Arg(Min{3 + 5 2}) = 5.

d’otu la variable candidate a quitter la base est r = 5 et le pivot est donc :
Q59 — 2.

C 110 (0/0]0] O
Xa)
Cp| X |wo|l 1|22 |T3| 24| X5
1|z [1]=2]0]0|0 2] 22
0| x5 [Of 3 |O|1|0| 5| 6
0 |<a0|(3)ofof1] L] 6
0| xo |[O|F|1/0|0]| 3 2
Z; |1 =2lofo|o|L |z =
. . 19 —11
La base JU) = (xg, 23, 24, T2) est :
22
e Primal réalisable en effet b = g > 0.
2

e Mais Dual non réalisable car : C' < 0. elle est donc non optimale.

k=Arg(Maz{C; =c¢; — z;/ ¢; — z; > 0} = 1).
I = {Z / a;1 > O} = {3,4}

r=Arg (Min {0;/i € i}) = Arg (Min {3, 5}) = 4.

wlo|o

On effectuer alors une itération avec ’algorithme primal du simplexe .

¢, [tfofofofo o]
2

CB XB To|X1|T2|X3| Ty | Xy )
19 | 2 104

0 as|ofoof1|5]4] 4
2 | =5 4
1 2 8

1 2
Z; 1000%5222:%4
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r=2 correspond a la plus grande partie fractionnaire de la solution non entiere .

La base J® = (xg, 23,21, T3) est :

& J@ est optimale .

Primal réalisable.
Dual réalisable.

Etape 2 : Cependant elle n’est pas entiere en effet :

2 1 2
71 = (34 + 5 4 .1+ 3 2+ 5) n’est pas entiere.
~— I3 S~ ——
x0 T1 z2

Etape 3 : Générer une premiere coupe de Gomory :

Z Qo5 — Tpdm+1 = Qg
je?@)

la plus grande partie fractionnaire correspond a la variable de base no entiere
r=2 c’est a dire x5 est la coupe de Gomory correspondant a r=2 est donnée
pour :

r=2 <I> @+ <g>mt+<2>a5><5>.

1¢" coupe de Gomory ... éx4 + %.15 > %

La coupe de Gomory est équivalente a :

%m + %..1'5 —Tg = % avec xg > 0.

1 _ 2
9t4 — g

_ 2
Tg — $5——§

On rajoute cette contrainte au tableau optimale précédent c’est & dire J@ on
obtient le tableau suivant :

C; L10]0]0]00]0] @
Cio) | X e |20 |21 | T2 | 3| Ta | T5 | X6

1 |z |[L]0f0j0] 2|0 &¢
0 | 3 (0|00 1|]5]0] 4
0 | @ (0|1]{0]0| 2 |2[0] 3
0 |z |[0]0|1]0| 5 |2]0] &
0 | 6 [0|0]|0]0|5 21| =
Z; LI0]0j0]F15|0|,
Gjizj |o]ofofo[=2]2]0|™ 3




La base J®) = (xg, 3,71, 19, 76) est :

e Dual réalisable C; <0 j € h.b.

e Mais non primal réalisable car fg ®) = %2 < 0.

On applique l'algorithme dual du simplexe et on obtient :

C; 11010(0(0]0] O @)
CJ(4) Xy |20 | 21| T2 |T3|Ta|T5 | Te
1 | 2 [1]0[0]0]2]|0]1|12=34
0 x3 010101 (-1]0]6 0
0 [z |Of|L]0]O|2 0=2] 3
0 e [01011(0]0]0]| 1 2
0 x5 010100 % 1 —% 3
Z; 110(0(0[2]0| 1 |Z4=
Cj-Zj |olofofo[-2[o]-1|% =234
La base J@) = (xg, 23, 21, T9, 75) est :
34
0
e Primal réalisable :U}]%(Zl):B: 3 | =0
2
3
e Duale réalisable C; <0 j € H.b.
e est puisque la solution xig(ll) = (34,0, 3,2, 3) est entiere, elle est aussi optimal

au (P.L.N.E) initiale.

2.4.2 Interprétation géométrique de la 1" coupe de Gomory :
La premiere coupe de Gomory est générer par la 2°7¢ contrainte du tableau
optimale du simplexe correspondent & la base optimale J?) = (2, z3, z1, 73) et

s’exprime par :
54+ 25 > 3 (1)

Mais x4 et x5 sont des variables de bases dans le premier tableau simplexe, elles
s’expriment en fonction des variables hors bases de la maniere suivante :

2x1 + by + x4 = 16 pour (z4)
—r1+ 20 +x5=4 pour (z5)
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x4 =16 — 221 — 5y sty =2 — 2w — 21y ..(a).
1‘5:4+$1—2£E2 %$5:%+%I‘1—%$2 (b)
En sommant (a) et (b) on obtient :
%S él‘4+3$5:§—1’2.

[EQSQ

c’est a dire : la 1°" coupe de Gomory %x4 + %l'g) > % est équivalente au
demi-espace fermé de R? définit par I'inégalité x5 < 2 comme le montre la
figure suivante :

Max Z =4z, + 11z9

(¢1) 2y — 29 <4 (c1) 1 @9 > 2wy —4

—2 16
Cy) . To S =T+ =
(c2) 2x1 +5ry <16 (c2) _ 2 5
(63) . X9 § §IE1 + 2
(c3) —x1+229 <4
12
10
o2 ®
6
4
a D X
f
A B
Do 5 5% 2 o £ & 5 % 0 12
-2
C3

FI1GURE 2.1 — l'interprétation géométrique de la 1¢" coupe de Gomory
x=(3,1) et z(x)= 34.

Remarque sur l’algorithme dual fractionnaire de Gomory [14] :
1. on peut montrer que si :

e on choisit toujours I'indice iy le plus faible pour lequel oy, =< b, > .
e on utilise la variante lexicographique de I’algorithme dual du simplexe.
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e on supprime les contraintes correspondant a une coupe si la variable
d’écart entre a nouveau dans la base alors : I'algorithme dual fractionnaire
de Gomory est fini, voir [17].

. on peut améliorer 'efficacité des algorithmes dual fractionnaire eu jouant
sur la valeur (a, ag) pour obtenir des coupes "profondes" qui a chaque
itération permettent de supprimer un plus grand volume de

Sg/S*ouS* = ENV(S).

. Méme améliorée par des heuristiques de recherche de coupes profondes, la
méthode dual fractionnaire de Gomory présente un inconvénient majeur,
en effet :

e Les données d'une (P.L.N.E) sont entiers A,B et C .

e Les résultats qu’on cherche 7 = b = (A;)~'b sont également des entiers.
Cependant, on travaille sur des réels Sg domaine relaxé ce qui ralenti
considérablement les calculs et entraine la propagation des erreurs
d’arrondi, ce qui rend incertain les testes d’intégrités sur les variables.

. Le nombre imprévisible d’itération des méthodes de coupes fait que
celles-ci ne sont utilisées qu’intégrées avec des procédures par séparation et
évaluation.

. puisque le nombre de coupes a engendré dans la résolution d'un (P.L.N.E)
est imprévisible on aréte de générer des coupes des que ces dernieres ne
procurent pas de progres notables.

. Si la méthode dual fractionnaire permet de resserrer ’évaluation de la
borne du (P.L.N.E),elle ne donne de solution réalisable entiere qu’a
I'optimum.

. Un cas particulier qui peut conduire au blocage de 'algorithme dual
fractionnaire est le suivant :

e Si pour un (P.L.N.E) donnée A,b et C entiers données le nombre
imprévisible de coupes générées ne procurent pas de progres dans
I’évaluation de la borne w = 7.b au (P.L.N.E) on est forcé de s’arréter de
générer des coupes sans autant atteindre au moins une solution réalisable
entiere au (P.L.N.E), et pour contourner cette difficulté pratique on utilise
une méthode dite : "La méthode primal totalement en nombres
entiers" .

2.5 B- La méthode primal totalement en nombre entiers

[15] :

Cette classe d’algorithme maintient la 1" et la 3°" conditions c’est a dire :(la

realisabilété primal de 7% ) et ('intégrité de Tx) puis tente d’améliorer la

2eme

condition & savoir la realisabilité dual de Z% .

Son principe est le suivant :

e supposons qu’on commence avec un tableau simplexe totalement entiers .

e Pour un probléeme de maximisation la coupe est engendrée par toute variable
hors-base, ayant un cotit réduit positif disons zg.
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Soit

B b
m = G, > 0h
Puisque les données sont entieres alors @;, > 0 = a;, > 1.
Deux cas peuvent se présenter :

1°" cas : @, =1 le pivot est égale a 1, et le tableau simplexe apres pivotage
est totalement en nombre entiers.

2 cas :  app > 1, alors I'égalité suivante :

[ b
ZL—MJ%’ + i1 = [ =], Try1 € Ry
jeg Ok Grk

définit une coupe on rajoutant cette coupe au tableau simplexe initiale on
obtient un tableau simplexe primal totalement en nombres entiers ( car les
coefficients de la coupe sont tous entiers)

Remarque :

En rajoutant la coupe précédente au tableau initial, on obtient un pivot égal a 1.

2.5.1 L’algorithme primal totalement en nombre entiers :

Etape 1 : commencer avec un tableau primal totalement en nombre entiers.

Etape 2 : o
Si : la solution courante est optimale C'y <0 stop.
Sinon : aller a ’étape (3).

Etape 3 : choisir une variable hors-base x, telle que : (C > 0) et déterminer
la variable de base r candidate a quitter la base, en évaluant :

_ b’L
e — min {—, @y > 0} .
Tk 1<i<m " ayp,

Etape 4 : Faire le test d’intégrité

Si: @, = 1 effectuer un pivotage standard du simplexe et retourner a
Iétape (2).

Sinon : @, > 1, rajouter la coupe

[ b
ZLMJ%‘ + Ty = I_%J?Tn+1 €2y
jeg Ok Grk

et retourner en ’étape (2).
Remarque :

1. Cet algorithme génere au plus une coupe par itération .

2. En effectuant un choix approprié du pivot @, qui génere la coupe :

Qs b,
Yol e + g = [ =]
jeT Grk Ark
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On peut obtenir un algorithme qui converge en nombre fini d’itérations,
cependant pour les méme raisons cités dans le paragraphe précédent méthode
dual fractionnaire, les algorithmes de coupes totalement en nombres entiers
semble étre aussi lent que les algorithmes de coupes dual fractionnaires, on les
utilisent pour débloquer les algorithmes dual fractionnaire seulement.

2.5.2 Théoréme 4

Si: @, > 1, alors I'égalité suivante :

[ b
ZLZJSE#SL‘W =

“ a
jeg "

— |, Tpy1 € Ry
Qg
valide pour S.

définit une coupe .
non valide pourSg.

2.5.3 Preuve 4

Supposons que on a un (P.L.N.E) définit par :

MaxZ = Cx

P.L.N.E
( ){xES:{xEZ’LAbe}

Le probleme relaxé associé s’écrit :

(PR) MaxZ = Cx
r € Sgp={r R}, Az < b}

Soit J une base optimale du probléme relaxé (PR) alors la forme standard par
apport a la base J s’exprime par :

Max ZR = CJE‘F Zéjxj
jel
(PR)J <~ Ti=B(j) T Zdijxj =b;
jeJ
;> 0,z; >20,i=1,...mj=m+1,...n

Soit r indice de la variable de base pour laquelle le coefficient @, > 1, la
contrainte correspondante dans (PR); s’exprime comme suit :

Ty + Qpp. Tg + Z GriTj = Er
j€J\{k}

= QT + Z aTjiL'j S Br (1)
jeJ\{k}
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Poser A\ = % et multiplions (1) par .

r BT’
et S D<o
JET\{k} Ay Qr
ay;j b,
= apt D [ <o (2)
jenry T T

1. Sizhe S =7k et Tf sont entiers et le membre gauche de (2) est entier.
a<b, aentier=a<|b |

d’ou :

En rajoutant une variable d’écart entiere ;1 € Ry, on obtient :

— ar' _ bT
Ti+ ) Lajjforan = La ]
JEI\{k} rk rk
Ce qui preuve que :
Qrj BT
et 2 15+ anr = |2

jeky Ok rk
est une égalité valide pour S.

2. Si z € (Sg\S) montrons que?

b,

ar' _
Z LaJfo‘FiﬁnH?& La ]
jej\{k} rk rk

ol Tpi1 € Ry 7?7
d’apres l'inégalité (2) du théoréme 4 on a :
arj Er
vt Y =)t aen = avec T € Ry (3)
=N Ork Qr
jeJ\{k}

ou r est l'indice de la variable de base pour laquelle le coefficient @, > 1.
2. Si 7% € (Sg\9), le premier membre de (3) n’est pas entiers.

on remarque que si r n’est pas entier alors :
r=|rl+<r>=r>|r|

d’ou :
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Trj b,
R4+ Z L 2| $R+:)sn+1>La ]
jEI{k} rk

Qr 67“
ZL J {L‘ + xn—i—l > L J

Qg Qrk
jeJ

= > ”Jx + Ty
jeT Ark

J Jf§+1 c R+.

c’est a dire :

ar' ET
ZL— ’ Jx] + Tn+1 = LTJ, Tn+1 < R+.
= Urk Ayl

jed
est non valide pour Sg

Remarque 6 :
La coupe définit par la théoréme 4 élimine uniquement les solutions non entieres.

2.5.4 Exemple 2

Résoudre le (P.L.N.E) suivant avec l’algorithme primal totalement en nombre
entiers :

MaxZ = Cx

5 7 21
Az <b avec :  C=(1,4), [_1 3], b—[ 3 ],
r e N
c’est a dire :
Max Z = xr + 41’2
5 Try <21
(PLNE){ T 2=
—r1 + 31‘2 S 8
xr1 € N, T9 €N
Etape 01 : Commencons avec un tableau simplexe primal totalement en

nombre entiers
mettons le (PR) sous-forme standard.

MaxZ = x1 + 4o

Baq + Ty + 23 = 21
-1+ 320+ 24 =28
z; >0, j=1,...,4

(P.R)
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G (1 afo]0] o
Cp| Xp |71|{ 22|23 |74
O 3 || 7 |1]0 21
z, [0l o ofol,
Ci-Zj |1] 4 (010

Etape 02 : Le tableau courant est non optimal en effet il est non dual
réalisable c’est & dire C'; £ 0.
Etape 03 : k = Arg(Max{C,;, C; > 0})

=Arg (Max {14} ) =2.

déterminer la variable candidate a quitter la base r? tel que :

b — Min{L, @y > 0}

ar2 ai’
c’est a dire :
r= ATg(Mm{E%, G2 > 0})

r:Arg(Mm{271, 2 =4

~—
3 4

r= Arg(Min{3,%}) = 4.
k=2, r=4 le pivot est donc :ay = 3
Etape 04 : Faire le test d’intégrité unitaire sur le pivot.
comme @ = 3 > 1 générer une premiere coupe par 1’équation :
Ty by
Yl w =
Q42

y I T €Ry
jeJ 42

|5t + 3o + [5las + [5)ea + 25 = | 5]

—21+ 29+ 0.23 +0.24 + 25 = 2

d’otu la 1¢" coupe entiere :
—x] + 1o + Ty = 2

Rajouter cette contrainte au tableau primal précédent puis retourner a
I’étape (2).
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C; 11410100 )
CB Xp |11 il’Q T3 |Ty|T5
O 3 || 7 |1]01]0 21
0| x4 [-1] 3 |0]1/0 8
0 |« x5|-1 (1) 0/0(1 2
7
ZB O 0 |0]0|O0O Z, =0
Cji-Zj 1] 4 (0]0]|0

Etape 02 : Le tableau est non optimal en effet il n’est pas dual réalisable
C£0
Etape 03 :

k= Arg(Maz{C;, C; > 0}) =2.

r= Arg(Min{a%, a;- > 0}) = 5.

d’ou le pivot est as, = 1.

Etape 04 : Test d'intégrité unitaire du pivot est affirmative
on effectuer un pivotage standard avec 1’algorithme du simplexe .

Cg| Xp |1 1 |xo|x3|2s| 25
0 |« z3/(12)|0|1|0|-7
0] x4 2 [0]0]1]-3
4| xo | -1 [1]0]0 |1
.Zj. -4 4OO4Z2:8
Cj-Zj 5 (0]0]0]|-4
Etape 02 : Le tableau courant n’est pas optimal car il n’est pas dual
réalisable.
Etape 03 :  Soit k = Arg(max{C,/C; > 0}) = 1.
j€T
h={ifan >0} ={3 , 4}
x3 T4
. . 72
Soit r = Arg(Min{z- /@ > 0}) = Arg(Min{ 5° 3 }) =3.
~ =~
T3 x4
Etape 04 : Le pivot est donc az; = 12 > 1. on génere donc une coupe

entiére :
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|2+ (5o + (5 )os + L5 ]os + [ 53 )as + 26 = | 5]
21 %0+ 2ox0+23%0+ 24 — 25 + 26 =0.

T1— 25 +26 =0 est la seconde coupe entiere .
on rajoute cette coupe au tableau primal précédent et on retourne a 1’étape

(2).

;[ 1]ofolololo]
Cp| X || x1|m2|T3| 74| 75|76

0| z3 |(12)/0|1|0|-7|0 7
0| x4 2 10(0]1/-3]0 2
4 | a9 -1 ]1]010]11]0 2
0 [« a6l (1) ]0]0]01[1] 0
z, | -alafololafo]
Cj-Zj 5 10[0|0/|-4/0

Etape 02 : le tableau courant n’est pas optimal, il n’est pas dual réalisable (
C, £0).

Etape 03 :  déterminer le pivot ?

k= Arg(Maz{C;/C; > 0}) = 1.

= fifan > 0) = {3 4 6 )
T3 x4 Tg

Soit
r = Avg(Min{Z, B, Joy)

= Arg(Min{5,2,%}) = 6.

Etape 04 : Le pivot est donc ag; = 1, on effectuer un pivotage standard avec
I'algorithme du simplexe et on retourne a 1’étape (2).

¢; |1]4fofofofo]
CB XB T1|T2|X3|X4|T5| Tg

0 |z3|00]1]0]|5]|-12 7
0|24 |010]0]1][-1]-2 2
4 122(0]1]0]0]|0] 1 2
1 ]2 1]0]0(0]-1|1 0
Z 114 -1

/) ojol-1]5],
Ci-Zi [olololo]1]-5
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Etape 02 :  Le tableau courant n’est pas optimal car il n’est pas dual
réalisable (C' £ 0).

Etape 03 :  Soit =t k = Arg(max{C,,C; > 0}) = 5.
jed
Le pivot est donc a,, = azs = 5.

Etape 04 : comme le pivot azs = 5 > 1 on génere une coupe entiere :
[5)-w1+ [5)22 + [5)ws + (3]s + (3]s + |52 ) v + 27 = 5]
< 0.21 +0.29 + 0.23 + 0.4 + 5 — 326 + 27 = 1.

<= x5 — 316+ 27 =1 est la 3" coupe entiere.

On rajoute cette coupe au tableau primal réalisable précédent et on ré-optimise
a nouveaiu.

C; 1{4(0{0| 0 |00 )
Cp| Xp |x1|x2|23 |24 | X5| W6 |7
O x3 [0]011]0] 5 |-12]0 7
0] x4 [0]0]0O]1]-11]-2]0 2
4 1 29 |[0]1]0]0] O |1]0 2
1| 2 |1/0]0]0|-1]1/0 0
0|<27/0/0[0[0[(1)[-3]|1 1
.Zj . 1{470/0]-1[510 A
Cj-Zj 0(0j0]0] 1 |-5]0

Etape 02 : Le tableau courant n’est pas optimal car il n’est pas dual réalisable.
Etape 03 : déterminer le pivot ?

k= Arg(Maz{C;,C; > 0}) = 5.

I; = {i/ai5 > O} = {3,7}

Soit r = Arg(Min{l,1})=T1.

d’ou le pivot est az5 = 1.

Etape 04 : Comme le pivot ay5 = 1 on effectuer un pivotage standard avec
I’algorithme du simplexe et on obtient le tableau suivant :
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C 1/4(0({0]0]0]0 X©)
Cp|Xplxi|xo| 23| T4 | T5 | T6 | T7
0 23/0/0[1[0]0]3]|-5 2
0|z |[OJ0]0O|1|0]-5|1 3
4 |29 |0[1]010]0]|1/O0 2
12 |1]0/0]0]0(-2]1 1
0|z |010[0]|0|1]-3|1 1

.Zj 114{0/0]0]2]1 Zs=9
Cj-Zj 10000 ]0]-2/|-1

Etape 02 : Le tableau courant est optimal, d’ou la solution

7t =(1,2,2,3,1,0,0) 2% = (21, 23, T, 14, T5, T, T7) est une solution optimale
au (P.L.N.E) initial.

Interprétation des 3 coupes entiers :

La 1°" coupe : — X1+ T+ x5 =2

Puisque z; et x5 sont des variables hors-base dans le premier tableau simplexe
et que x5 > 0 on a donc :
—x1+ 29 <2 est interprétation de la 1¢" coupe entiere.

La 2°" coupe : 1 — x5 + x6 = 0.

d’apres la 1°" coupe en déduit x5 = 2 4+ x1 — x9 et on remplace dans la 2°¢
coupe on obtient :

$1—(2+$1—l‘2)+1‘6:0.
[E1—2—1"1—|—I2+936:0 QSGZO.
To—2<0<= 2y <2

est 'interprétation de la seconde coupe.

La 3" coupe : T5 —3x6+ 17 =1
d’apres la 2°m¢

obtient :

coupe on a : r¢ = r5 — r1 on remplace dans la 3¢ coupe on

x5 — 3(x5s — 1) + 27 = 1.
Ts—3T5+3x1+x7=1<= —205+3x1 +ar;=1
= r5=2+x1 — 29

d’apres la 1°" coupe d’ou :
—2(2+l’1 —$2)+3$1—|—l’7 =1
—4—21’1+2$2+3$1+I7: 1
=21+ 22+27 =05
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Comme z7 > 0on a: x1+ 2x, < 5 est 'interprétation géométrique de la 3¢

coupe entiere.

49



c1

eqf

S
eq3
q 8
6
4
> X
eq2 7
A
12 - s 6 -4 2 o0 2 4 8 10 12 14 16 18
Cc2

-2

-4

-6

FIGURE 2.2 — La solution graphique du probléeme 2

x=(1,2) et 2* =
eql = —x1 + 29 < 2.

eq2 = 19 < 2.

eqd = x1 + 222 < 5.

2(1,2) = 0.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés a la résolution des programmes
linéaires en nombres entiers avec la méthode de "dual fractionnaire Gomory" et
la méthode "primal totalement en nombre entiers" .
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CHAPITRE 3

METHODE DE SEPARATION ET EVALUATION

3.1 Introduction

Pour plusieurs problémes , en particulier les problémes combinatoires,l’espace
de solutions est fini (dénombrable). Il est donc possible en principe d’énumérer
toutes les solutions et ensuite de prendre la meilleure .L’inconvénient majeur de
cette approche est le temps de calcul qui est en général énorme . La méthode de
branch and bound "procédure par séparation et évaluation " est basée sur une
méthode arborescente qui consiste a réduire par des découpages I'ensemble des
solutions qui ne génerent pas de meilleures solutions. Toutes les séparations sont
permises a condition de ne perdre aucune information. La complexité algorith-
mique diminue alors dans la mesure ou on ne calcule pas toutes les solutions du
probléme.[10]

3.2 méthode de séparation et évaluation
Etant donné un (P.L.N.E) définit par :
z(Maz) = cx

Az <b
r e

On définit le probleme relaxé (PR) associer au probleme (P) par :
z(Maz) = cx

Ax <b
x>0
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3.2.1 propositionl

Soient xp et xg les solutions optimales au probleme (P) et (PR) respective-
ment et Zp = Z(xp) et Zr = Z(xg) sont les valeurs de leurs fonctions objectives
alors on a Zp < Zp.

3.2.2 Preuve

Par I'absurde, supposons pour un probleme donné le contraire c’est a dire
Zg > Zp puisque xp est aussi solution au probleme (PR) elle vérifie toutes les
contraintes Axp < b, il s’en suit que zx n’est pas optimale, d’ou la contradiction.

3.3 les principes de la méthode

Elle consiste a partitionner I’ensemble de toutes les solutions du probleme en
deux ou plusieurs sous-ensembles en éliminant les parties ne contenant pas les
solutions entiere et réalisables « principe de séparation, Branching ».

En suit a chaque étape, et en choisissant une stratégie d’exploration on sélec-
tionne un sous-ensemble prometteur qui conduit a une meilleure solution réali-
sable « principe d’évaluation, Bounding ».

Si : la solution trouvée est entiere, on élimine ce sous-ensemble des prochaines
considérations et on obtient ainsi une borne inférieure au probléme (P), on coupe
cette branche de I'arborescence.

Sinon on sépare a nouveau ce probleme.

3.3.1 Principe de séparation

Soient zg la solution optimale du probleme relaxé (PR) et z; une variable de
base a valeur non entiere de zp telle que [x;] < z; < [z;] + 1. la séparation de (P)
selon la variable non entiere z; consiste a diviser (P) en deux programmes :
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Z; 2 [l‘z] +1

|

R1 Rz

k] [x]+1 N Xk

FIGURE 3.1 — Le principe de séparation

Désignons par Ry la région ne contenant pas les solutions entieres, R; la région
des solutions réalisables de (P;), et Ry la région des solutions réalisables de (P).
la séparation consiste a éliminer Ry, et a chercher des solutions entiere dans les
régions Ry et Rs.

3.3.2 Principe de I’évaluation

A T'étape k, on résout le (PRy) associé a (P) deux cas se présentent :

1. La solution optimale obtenue z% est entiere, Z(x%) constitue une borne in-
férieure a tous les programmes prédécesseurs au probléme (Fy), et en méme
temps un majorant a tous les problémes successeurs au probleme (Py) on
coupe alors cette branche.

2. La solution optimale obtenue z% n’est pas entiere on sépare a nouveau le

probléeme (Py)

3.3.3 Définition et notations :
On désigne par :

P(k,m) le programme linéaire en nombre entier du niveau k d’ordre m.
PR(k,m) le programme linéaire relaxé associé a P(k,m).
P(0,0) et PR(0,0) désigne (P) et (PR) respectivement.
x(k,m) la solution optimale de PR(k,m).
la séparation de P(k,m) donne P(k +1,2m) et P(k+ 1,2m + 1).
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3.3.4 Choix d’une stratégie d’exploration des nceuds

L’exploration des noeuds de I'arborescence des solutions obéit a I'une des trios
stratégie suivantes :

Stratégie d’exploration par profondeur d’abord :

A Partir d’un noeud donné elle explore tous les nceuds successeurs tant que
ceci est possible c¢’est a dire jusqu’au moment ou on coupe sa branche. a chaque
étape on change de niveau.

a partir du nceud PR(k,m) on explore PR(k + 1,m), PR(k + 1,m + 2) ...
etc.Son avantage est de permettre de trouver une premiere solution entiere plus
rapidement possible.

Stratégie d’exploration par largeur d’abord :

A Partir d’'un noeud cette stratégie explore tous les noeuds d’'un méme niveau,
puis sépare tous les nceuds séparables pour ensuite revenir a explorer les nceuds du
niveau suivant. A partir du noeud PR(k, m) on explore PR(k, m+1), PR(k,m+2)
... ete.

Son avantage est de permettre de garder la meilleure valeur espérer de la fonction
objective.

Stratégie meilleure d’abord :

A Partir d’un nceuds donné cette stratégie explore le nceud ayant la meilleure
valeur de la fonction objective. A partir du nceud PR(k, m) on explore PR(ig, jo)
tel que Z(ig, jo) > Z(i,j) avec (PR) non encore exploré Y(i, 7).

3.4 Algorithme de branch and bound
Etape 01 : Etant donnée un programme (P) = (P.L.N.E).

Etape 02 :  Déterminer le programme relaxé (PR) associé a (P) puis le
résoudre.
Si : xi est entiere terminer elle est optimale.

Etape 03 : Sinon : poser k =0, m = 0 et Zg= grand négatif, borne
inférieur du (P.L.N.E).

Etape 04 : Choisir une stratégie d’exploration.

Etape 05 :  Soient x(k,m) une solution optimale de PR(k,m)
Si : z(k, m) n’est pas réalisable on coupe sa branche, sans améliorer la
borne inf.

Sinon : z(k,m) est réalisable, alors voir :
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Si : x(k,m) est entier, on coupe sa branche, si de plus Z(k,m) > Zg on
pose Zg = Z(k,m), amélioration de la borne inférieur de (P).

Sinon : z(k,m) n’est pas entiere, et Z(k,m) < Zg.
Soit x; une variable non entiere de x(k,m) et [z;] sa parti entiere alors :

[2;] < x; < [z;] + 1, on sépare P(k,m) en P(k+ 1,2m) et P(k+ 1,2m + 1) tel
que :

P(k P(k
P+ 1 2m)= 4 TE™ e pes 1, 2m 4+ 1= LT
z; <[] rp > ] + 1
Etape 06 : L’algorithme s’arréte lorsque toutes les branches sont coupées.

3.4.1 Remarque :

Si le PR(k,m) n’admet pas de solution alors P(k,m) n’a pas non plus de
solution.
Un neeud P(k,m) est coupé dans les trois cas suivant :

1. La solution optimale obtenue x(k, m) n’est pas réalisable.

2. La solution optimale obtenue X (k,m) est non entieére mais Z(k,m) < Zg
avec :
Z(K',m') > Zg et x(k',m’) est entier pour k' < k et m’ < m.

3. La solution optimale obtenue x(k,m) est n’est pas entiere mais Z(k,m) >
Zp.

3.5 Résolution d’un exemple avec I’algorithme de branch
and bound

Z(mazx) = 31 + 4y
201 + 29 <6

2x1 + 329 <9

x1,To € Ly

Z(mazx) = 31 + 4,
201 + 19 <6

2x1+ 3125, <9

1,y € Ry

(PR)
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Résoudre (PR) avec le simplexe

Z(mazx) = 3x1 + 4o
21’1 + 22+ 23 = 6
2$1+3ZB2+$4:9

T1,T2,T3,Tq € R—l—

(P.E)

C; 314 (0|0 B0
CB rp |T1 \L X2 | X3 | Ty
O] 23 [2] 1 |10 6
0|« z4/2/(3)|0]1 9
.Zj 0 0 |00 Zo =0
Cji-Zj 3] 4 |0/0
o 31410(0 ()
Cp| wp |dz1|72|T3| 24
0 |«a3(3)|0|1|—35| 3
40y | 2]1]0] 3 3
) 8 4
413 41005 17
C 3141010 PeC)
Cplzp|T1|T2| T3 | T4
3 a|1]0] 3 |—1| ¢
Il 1 3
I | 5
Z; 314 11 15 Z :%

Le tableau est optimale, la solution correspondante Xz= (?gg) n’est pas

entiere.

1. On pose alors k =0, m =0et Zg = —M, M tres grand positif.
2. On choisit la stratégie profondeur d’abord.
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On choisit de séparer selon la variable x5, on scinde donc P(0,0) en P(1,0) et
P(1,1) avec :

P(1,0) = {P(O’O) et P(1,1) = {P(O’O)

Tg > 2 z2 <1

On résout PR(1,0) avec la méthode dual simplexe, a partir du tableau optimale
précédent on rajoute la contrainte (xo > 2) qui ce traduit par (zy — x5 = 2)

< 5 = 22 — 2 mais 19 = % + %I’g — %m donc (—xg + x5 = —2)
e (—% — %l'g + %ZL‘4+I‘5 = —2)
< (—%l’g—i‘ %33'4—'—.%5 = —é)

On rajoute cette contrainte au tableau optimale précédent on obtient le tableau
suivant :

C; 314/ 0 10]0] v

Cg| B |x1|22|) 73| T4 |25

30 @ [1]0] 2 |—3|0] %

41 x (01| -2 1]0] 3

0|« 25/01]0 —% % 1 —%
Z; 1314 31210 7, =51
Cj-Zj [0]0]—1]-2|0 4

c; [3lalolo]o[PR@,0)
CB T |T1|T2|T3| Ta | Ty X(3)
3| [1]0]0] L ]2] 3

2210(1]{0] 0 |-1 2

0 |zg/ 00 |1]-1]-2 1

Z; 3141003 5], 5
Cj-Zj |0]0]0|-3 -1 2

3
Le tableau est optimal, la solution correspondante x(1,0)= (%) n’est pas en-
tiere et Z(1,0) = 12,5 > Zp = — M.

On sépare donc P(0,1) en P(2,0) et P(2,1) selon une variable non entiere soit
T l<ax <2

x1§1 $122

P(2,0) = {P(l’o) P(2,1) = {P(LO)
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On résout P(2,0) en rajoutant la contrainte X; < 1 au tableau optimal de P(1,0).
(1, <1) <= (1 + 26 = 1) mais (z; = % — %x4 — %$5) d'ou (1 + 26 = 1).

<:>(§—l134—%l’5+$6:1).

2 2
< (—%I4 — %Ig) + 26 = —%)
C; 314100 0 |0 ¥
Cp| zp |w1|T2|w3| T4 | 75 | |6
3| x |1]0]0 % % 0 %
41 z9 (011101 0] -1 |0 2
O xz3 |0]O|1]-1| -2 |0 1
0|« 25/0]0]0 —% (—%) 1 —%
Z; 3140 i a OZ%%
C; 3/4/0/0| 0 |0 |PR(2,0)
Cplop|o|za|as| 2y |25 L] 2| X
3|z [1]0]0[0] 0 |1 1
1 2 7
1 4 5
1 2 1
4 1
Z; 31410 54 0 51 Z4:3—37

. . 1
Le tableau est optimal, la solution correspondante x(2,0) zr= < 7> = n’est
3
pas entiere et Z(2,0) =3 > Z; = —M.

On sépare donc P(2,0) en P(3,1) selon la variable non entiere xo 2 < 9 < 3
avec :

P(2,0)

T2 >

P(2,0)
T Z 3

P(3,0) = { et P(3,1) = {

On résout P(3,0) en rajoutant la contrainte (zo < 2) au tableau optimal
P(2,0).
To S2<:>(l’2+$7:2)<:>(§—%l’4+§$6+1‘7:2)
< (—%ZE4 + %ZL’(} +x7 = —%)
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o 3/4/0[0]0|0]|0|PR(2,0)
Cg| =B |T1|T2|T3| T4 |T5| T6 |T7 X®
3] x [1]0]0[0 0110 1
4| z |0]|1]|0] % |0|-2]0] I
0| a3 |[0|0|1|—%/0|—5[0] 2
0] =5 [0]0]0 % 1 —% 0 é
0|« a7]0[0][0|—=%0| 21| —3
Z; 3/4(0[35]0]3|0 g s
Cj-zj [olofo[-2[o[-Llo] ™ *
C; |314/0/0/0/0/0 X ©)
Cglzg|lx|x| 3|24 | 25 | 26 | 27
3|xz[{1]0]0[{0]0]|1]0 1
4 |xzo(0]1]0]0[0]0]1 2
0 |xz3{0]0[1[{0]|0]|-2/|-1 2
0|z5(0[0]0]0|1]0]1 0
0 |xzg[0]0]0O|1]0]-2]|-3 1
'Zj' 31410[0/0/|3/4 Zi=11
Cj-Zj 1010(0[0]0|-3|-4
Le tableau est optimal, la solution correspondante z(3,0)= ; est entiere,
on coupe cette branche, de plus on a Z(3,0) = 11 > Zp = —M, on améliore donc

la borne inférieur de Zp = Z(3,0) = 11. on remonte au noeud.

P(3,1) = {P<2’O>

1‘223

On résout P(3,1) en rajoutant la contrainte (z5 > 3) au tableau optimal de P(2,0).
—3)

(x1>23) <= (r3—x7=3) <= (—x2+ 27 = maisxgzg—%m%—%xﬁ
= —To = —% + %374 — %336

On a (—xy + 27 = —3) <= (—% + 324 — 226 + 27 = —3)

e (%1’4 — %1’6 +x7 = —%)
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Cj |3]4]0]0|0] 0 |0} u
Cp| o |71 |22|23| 4 |T5| | X6 | X7
3|2 [1]0[0]0|0] 1 |0 1
4 azp |O|1|0O| L]0 -2]0] I
0| a3 [0O|O|1|—%/0| -3 |0 3
0|5 (00|04 1] =210 1
0 |«a7{0]|0[|0] 5 |0|(=2)1| -3
Z; 314101510 5 0], &
Cj-zj [o]ofo[=fo[ -LTo] ™ 2
C; [3]4]0/0/0[|0|0 |PR(3,1)
Cplzg|zi|ze| 23| 24 |25 |26 | 7 X®
3 z|1]0f0 L 0|0]2 0
4 |zo|0[1[0]0]|0[0]-1 3
0 |z3/0][0|1|[-1]{0|0]-2 3
0 |z5/0[0|0[0|1]0]-1 1
0 |zg|0]0|0] 5 ]0|1|=3 1
.Zj.3403300§1 Zi12
Cj-Zj |0]010|=5/0]0|—3

Le tableau est optimal,la solution correspondante z(3,1) = est entiere,

0
3
on coupe donc le nceud P(3,1). de pluson a : Z(3,1) =12 > 11 = Zy. on amé-
liore la borne inférieure de P(0,0) c’est a dire Zp = 12, et d’apres la stratégie
profondeur d’abord on remonte au nceud .

P(1,0)
T > 2

P(2,1) = {

il suffit de rajouter la contrainte (z; > 2) au tableau optimal PR(1,0).

(1 > 2) <= (21 — 26 = 2) <= (—x1 + 6 = —2) mais
((El = % — %ZL‘4 — %ZL'5> <~ (—ZL‘l = —% + %ZL‘4 + %ZL‘5) d’ou
(—z1+ 2 =—2) <= (-3 +izs+ 35+ 26 = —2) < (324 + 325 + 76 = —1)
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C; [3]4]0]0]0|0|PR(21)
Cplxp|zi|T2| 23| T4 | T5 |76 X©)
3|z |1[0]0]5[2]0 3
4 |aa[0]1[00[-1]0| 2
0 |z3|0[0]|1]-1|-2]0 1
0|zg|0|0|0O]| 3|2 ]1] -1
3 | 1
Zi 3141015 1310], »
Cj-Zj |0]0]0|=3]-1|0 2

Le dual n’a pas de solution fini, donc le primal n’a pas de solution réalisable
on coupe le noeud P(2,1). d’apres la stratégie profondeur d’abord on remonte au
noeud

P(0,0
P(l, 1) — ( ) )
) S 1
IL suffit de rajouter la contrainte (x5 < 1) au tableau optimal PR(0,0)
(1 < 1) <= (22 + 25 = 1) mais (z2 = 3 + Lx5 — L14) donc (25 + 25 = 1) <

(%‘i‘%l’g—%ﬂq + x5 = 1) < (%Ig — %334 + x5 = —%)

C; 31410 0 |0 PC)
Cp| zp |xi|T2| 23 || T4 |75
3| @ [1|0]2]—110 2
4 @ |[O|1|=% 5 |0 3
0 [« 0]0] L [=hH[1] -1
1 5

c; [3la]lofo]o[Pr,1)
CB IR |X1|T2| X3 |Xy4| Ty X(S)
3| @ 1|05 |0—3 2
4| a9 |0(1]01]0] 1 1
O [<— 24|00 ]-1[1]-2 1

Zj 3|4 % 0 % 23

. N 3 5 23:?
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Le tableau est optimal et la solution correspondante z(1,1) = Xg=

5
2

1

est

non entiere, et comme Z(1,1) = 11.5 < Zp on coupe ce nceud, sans amélioré la

borne inférieur de P(0,0).2(0,0) = (%%) non entiere.

PR(0,0)
L= -M
PR(1,0) PR(1,1)
X101 Jf] non entiére X[1,1)=( 31"‘] non entiére
Z= -M (11115 < 12 =12
PR(2,0) PR(2,1)
;.;[1}0::[_."._1-] non entiére ¥[1,0} non réalisable
7= M On coupe sans ameliorer la borne
PR(3,0) PR[3,1)
X(3,1)=(,) entigre X(3,1)=(}) entizre
7= 11 7= 7(3,1)=12

FIGURE 3.2 — la solution obtenue par la stratégie profondeur d’abord

Branche 0 : PR(0,0), PR(1,0),PR(2,0), PR(3,0).
Branche 1 :PR(3,1).
Branche 2 :PR(2,1).
Branche 3 :PR(1,1).

Remarque :
On a utilisé la stratégie : profondeur d’abord.
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les résultats obtenue par les autres stratégies sont :

e la stratégie : meilleur d’abord :

P(0,0)
Hpm =(9/4,6/4) non Ent on sépare
2(0,0)=12,75

Sans réviser Zy=-h

/\

P(1,0) P(1,1)
*m=(3/2,4/2) non ent et on Xina=(5/2,2/2) non ent et on
sépare sépare
Ziey=12,50 Zpp=11,50
sans réviser Zg=-M sans réviser Zg=-M

==
P(2,0) P(2,1)

- ¥z n'admet pas de sol réalisable on
Xezm=(3/3,7/3) non ent et on coupe sans réviser

s@pare

Zizgy= - e
Zia=12,33 reet
sans réviser Ze=-M sans réviser Ze= M
==
P(3,0) P(3,1)
Xi0=(1,2) ent on coupe ¥i2.1=(0,3) ent et on coupe
Zjam=11=>-M Ziay=12 =11
On révise Ze=Zj3 =11 on révise Ze=Zy31=12
&3 &3

FI1GURE 3.3 — la solution obtenue par la stratégie meilleur d’abord
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e la stratégie : Exploration largeur d’abord :

P(0,0)
Yoo =(9/4,6/4) non Ent on sépare
2(0,0)=1275

Sans réviser Zr=-i

/\.

P(1,0) P(1,1)
¥1.0=(3/2,4/2) non ent et on ¥0=(5/2,2/2) non ent et on
sépare separe
Zinoy=12,50 Zy1=11,50
sans réviser Zg=-M sans réviser Ze=-M
P(2,1)
P':z.n] X[z, €t non P—I{22'f:|l " _Ptzrgl
Xz01=(3/3,7/3) non réalisable alors ":2-!'- Ll en %iz3=(3,0) non ent
ent et on sépare on coupe alors on coupe on coupe
sans réviser Ze=-M sans reviser Ziz =10 >-M Zipa=9< 10
Ze=-M On révise Ze=10 On révise pas Z¢
=3 =2
P(3,0) P(3,1)
%z0=(1,2) entalors on coupe ¥3,1=(0,3) ent alors on coupe
Zz=11>10 ZaaEl2>11
On révise Zg=11 On révise Zg=12
=3 &2

FIGURE 3.4 — la solution obtenue par la stratégie d’Exploration largeur d’abord

eEn utilisant Matlab 2018 :

Exemple sur la coupe de Gomory :

f=[-8;-4;0;0];  /*la fonction objectif doit étre toujours min */
Aeq=[2110;2301]; /*la matrice qui représente les contraintes */
beq=[6:9];  /* le vecteur b */

b=[0;0;0;0]; /*la borne inf des X ( x>=0) */

intcon=[1,2]; /¥ les indices des X */

z=intlinprog(f,intcon,[ |,[ |,Aeq,beq,lb) ;
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Le résultat obtenu par ce programme est :

>» £=[-3:-4:;0;01
Beq=[2 110 ; 2 30 1] ;

beqg=[6;9] -

1b=[0 ;0 ;0 ;O 1 :

intcon=[1,2] :

x=intlinprog(f, intcon, [ 1,[ 1,4eq,beq,lb) ;

b4
LP: Optimal objective value is -12.750000.
Cut Generation: Ipplied 1 Gomory cut.

Lower bound is -12.000000.
Relative gap is 0.00%.

Cptimal solution found.

Intlinprog stopped at the root node because the objective walue is within a gap tolerance of the optimal walue,

options.&bsoluteGapTolerance = 0 (the default walue). The intcon wvariables are integer within tolerance,
options.IntegerTolerance = le-05 (the default walue).

FIGURE 3.5 — Le résultat obtenu par programme MATLAB (coupe de Gomory)

xl=0 z9=3 et z=—(—12) = 12.

Exemple sur la coupe de branch and bound :

f=[21013177573];

Aeq = [22 13 26 33 21 3 14 26 39 16 22 28 26 30 23 24 18 14 29 27 30 38 26 26
41 26 28 36 18 38 16 26/,

beq = [ 7872 10466 11322 12058/ ;

N=28;

Ib = zeros(N,1);

intcon = 1 :N;

z=intlinprog(f,intcon,[ |,[ ],Aeq,beq,lb) ;

T

Le résultat obtenu par ce programme est :
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LP: Cptimal objective wvalue is 1554.047531.

Cut Generation: Applied B strong CG cuts.
Lower bound is 1550.473552.

Branch and Bound:

nodes total num int integer relative
explored time (3) zolution fval gap (%)
10000 0.82 0 - -
10947 0.90 1 2.481000e403 3.585818e401
14148 1.25 2 2.073000e+03 2.3158190e+01
17131 1.56 3 1.854000e+03 1.180593e+01
17777 1.63 3 1.854000e+03 0.000000e+00

Cptimal solution found.

Intlinprog stopped because the objective value is within a gap tolerance of the optimal walue,

options.AbsoluteGapTolerance = 0 (the default walue). The intcon wvariables are integer within tolerance

options.IntegerTolerance = le-05 (the default walue).

24.0000
15.0000
19.0000
11.0000
3.0000
99.0000
4.0000
226.0000

FIGURE 3.6 — Le résultat obtenu par programme MATLAB (branch and bound)

e En utilisant( LP Solve IDE) :
Le probleme correspondant est le suivant :

/* Objective function */
max : 3x1 + 4x2;
2x1 + x2 +x3 =6;
2x1 + 3x2 + x4 = 9;
/* Variable bounds */

x3 >=10;
x4 >=10;
int x1,x2;

Le résultat obtenu par ce programme est :
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-
Lrsl LPSo e

File Edit Search Action View Options Help
D-Ed b B o ddh &% f
Source | Matri:-:l = Dpticml #) Hesultl
1 /% Objective function */ -
Z max: 3xl + 4x2 ; I
3 2Zxl + x2 + x3 = 6 ;
4 2Zxl + 3xZ2 + x4 = 9;
5
6 /% Variable bounds */ 1
T x3 >0 ; 5
B x4 > 0 ;
s int =x1,=x2 ;
10
11
12 R
13
14
15
1a
17
18
15
20
21 i

FIGURE 3.7 — les commandes sur le programme LP Solve IDE

_— ===

File Edit Search Action View Options Help
Q~-Ed b Bw|o o dnh &% f
| Source I Matli:-:l £ Dptiansl (#) Resul |

Ub]ECll'v'El Constraints I Sensitivit_l,l|

Yanables s LF Optimal MILF Feasible MILP Better result
1278 11 12 12
w1 225 1 1] 1]
ne 156 2 3 3
w3 0 2 3 3
wd i 1 1] 1]

FI1GURE 3.8 — Le résultat obtenu le programme LP Solve IDE
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés a la résolution des programmes
linéaires en nombres entiers avec la méthode de Séparation et d’Evaluation "Branch
and Bound "qui se repose sur le principe d’énumération.

Son efficacité est liée directement au principe d’élagage qui permet de diminuer
I’espace de recherche des solutions.
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CONCLUSION

La méthode primal totalement en nombre entiers est utilise quand la méthode
dual fractionnaire de Gomory est conduite au blocage c’est a dire quand un
(PLNE) donnée A,b et c entiers données, le nombre imprévisible de coupes générés
ne procurent pas de progreés dans 1'évaluation de la borne w = 7.b du (PLNE)
on est forcé de s’arréter de génére des coupes sans autant atteindre au moins une
solution réalisable entiere au (PLNE).

La méthode par séparation et évaluation est meilleure que la méthode dual
fractionnaire de Gomory méme amélioré par des heuristiques de recherche de
coupes profondes la méthode dual fractionnaire de Gomory présente un inconvé-
nient majeur en effet les données d’'un (PLNE) sont entiers A,b et c. les résultats
quon cherche z = b = A;'.b sont également des entiers cependant on travaille
sur des réels ce qui ralenti considérablement les calculs et entraine la propagation
des erreurs d’arrondi ce qui rend incertain les testes d’intégrité sur les variables .

Le nombre imprévisible d’itération des méthodes de coupes fait que celles ci
ne sont utilisées qu’intégrées avec des procédures par séparation et évaluation.
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Résumé

Notre travaille porte sur la programmation linéaire en nombre entiers, branche
fameuse de la programmation mathématique qui s’implique dans la majorité des
problémes d’optimisation combinatoire complexes ( a savoir le flot dans les ré-
seaux et probléeme de recouvrement et partitionnement ) le travail brassa éga-
lement les coupes fractionnaire de Gomory et la méthode primal totalement en
nombres entiers, ainsi que la méthode de branch and bound. une application réa-
lisé sous le MATLAB a été appliquée avec succes au cas des coupes de Gomory
ou de branch and bound.

Mots clés : Programmation linéaire, optimisation combinatoire,coupe de
Gomory, branch and bound.

Abstract

Our work focuses on integer linear programming, branch of mathematical pro-
gramming, which is involved in most of the complex combinatorial optimization
problems ( i. e. the flow in the re-evaluation of the buckets and problem of cove-
ring and partitioning) the work also brewed the fractional Gomory cuts and the
primal method totally in integers, as well as the branch and bound method. an
application made under MATLAB has been successfully applied to the case of
Gomory cuts or branch and bound.

Keywords : Linear programming, combinatorial optimization, cutting of Go-
mory, branch and bound.
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