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Introduction générale

L’histoire de la théorie des graphes peut étre avec les travaux d’Euler au 18 eme siecle

et trouve son origine dans 1’étude de certains problemes, tels que celui des ponts de Konigsberg
(les habitants de Konigsberg se demandaient s’il était possible, en partant d'un quartier
quelconque de la ville, de traverser tous les ponts sans passer deux fois par le méme et de
revenir a leur point de départ), la marche du cavalier sur 1’échiquier ou le probleme du coloriage
de cartes et du plus court trajet entre deux points.[14]

La théorie des graphes est la discipline mathématique qui étudie les graphes, qui sont des
modeles abstraits de dessins de réseaux reliant des objets. Ces modeles sont constitués par la
donnée de sommets et d’arcs entre ces sommets.

Le langage des graphes permet de représenter simplement la structure d’un grand nombre
de situations, ’exemple le plus classique est la représentation d’un réseau de communication

(réseaux de routes, réseaux de chemin de fer, réseaux de téléphone, réseaux électrique ,.. etc).

Les Allemands Franz Ernst Neumann et Jacobi, respectivement physicien et mathématicien,
fonderent en 1834 une série de séminaires. Le physicien allemand Gustav Kirchhoff était un
des étudiants participant au séminaire entre 1843 et 1846, et il étendit le travail de Georg Ohm
pour établir en 1845 les lois de Kirchhoff exprimant la conservation de 1’énergie et de la charge
dans un circuit électrique. En particulier, sa loi des nceuds stipule que la somme des intensités
des courants entrant dans un noeud est égale a celle qui en sort.[12]

Un circuit électrique peut se voir comme un graphe, dans lequel les sommets sont les noeuds du
circuit, et les arcs correspondent aux connexions physiques entre ces nceuds. Pour modéliser les
courants traversant le circuit, on considere que chaque arc affecte par une capacité . Ceci offre

de nombreuses analogies, par exemple a 1’écoulement d’un liquide comme l’eau a travers un



réseau de canalisé, ou la circulation dans un réseau routier. Comme stipulé par la loi des nceuds,
le flot & un sommet est conservé, ou identique a l’entrée comme a la sortie ; De plus, un arc a
une limite de capacité, tout comme un canal peut transporter une certaine quantité maximale
d’eau. Si'on ajoute que le flot démarre a un certain sommet (la source) et qu’il se termine a un

autre (le puits), on obtient alors les principes fondamentaux de 1’étude des flots dans un graphe.

L’étude des flots dans les réseaux se généralise de plusieurs fagons, ici dans le cas du flot,
est un probleme d’optimisation, qui est la branche des mathématiques consistant a optimiser
(i.e. trouver maximum) une fonction sous certaines contraintes. Un flot dans un réseau est
soumis a trois contraintes : la limite de capacité sur chaque arc, la création d’'un flot non nul
entre la source et le puits et I’égalité du flot en entrée/sortie pour tout sommet autre que la
source et les puit. Ces contraintes étant linéaires, le probleme d’un flot dans un réseau fait

partie de 'optimisation linéaire.

Dans ce mémoire, nous intéressons a résoudre un probleme réel en utilisant la théorie des
graphes et plus particulierement 'optimisation dans les réseaux, notre travail est composé de
cing chapitres et une conclusion générale.

Dans le premier chapitre, nous décrivons quelques généralités et notions de base de la théorie
des graphes. le deuxieme chapitre consiste a la présentation des cycles, cocycles et les arbres
ainsi que leurs propriétés.

Dans le troisieme chapitre, nous présenterons les notions des flots et tensions dans les réseau.
Le chapitre quatre qui concerne la présentation de flot maximum et des exemples.

Le dernier chapitre, sera consacré a I'implémentation d’un cas réel modélisé sous forme d'un
probleme du flot maximum dans un réseau par logiciel MATLAB.

En guise ce travail par une conclusion générale.




Chapitre

Généralités sur les graphes

Les graphes permettent de modéliser toute situation dans laquelle il y a des interactions entre
les objets. Les techniques utilisées en théorie des graphes permettent de répondre a beaucoup
des problemes algorithmiques posés.

L’objet de ce chapitre est de présenter quelques définitions de base sur la théorie des graphes

qui seront utilisées dans la suite de notre travail.

1.1 Quelques définitions et concepts de base

Le concept de graphe [10]
Un graphe est un dessin géométrique défini par la donnée d’un ensemble de points (appelés
Sommets), reliés entre eux par un ensemble des lignes ou des fleches (appelés arétes ou arcs).
Les graphes représentent de maniere simple et naturelle des relations entre les objets. Cette

méthode de représentation permet de résoudre un probleme.

1.1.1 Graphe orienté

Définition 1.1.1. [10]

Un graphe orienté G = (X, U) est défini par les deux ensembles :

X =1{1,2,3,...,n} est 'ensemble fini non vide des sommets, n > 1;

— U = {uy,ug, ...., up, } est ensemble fini des arcs;

Graphiquement, les sommets représentés par des points ou des noeuds et I'arc uy, = (1, j)
sera représenté par une fleche allant de i vers j;

— Le nombre de sommets n dans le graphe est appelé l'ordre du graphe, et on écrit n = | X|;
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— Soit u, = (4,7) un arc de G, i est 'extrémité initiale de uy et j est 'extrémité terminale
de uy ;
— Si deux arcs possedent les mémes extrémités, on dit alors qu’ils sont paralleles;

— Si les deux extrémités d'un arc sont confondues alors cet arc est appelé boucle.

La figure 1.1 montre un graphe orienté : X = {1,2,3,4}, U = {uy, ug, us, w4, us, g}

FIGURE 1.1 — Graphe orienté a 4 sommets et 6 arcs

1.1.2 Graphe non orienté

Définition 1.1.2. [10]

Pour étudier certaines propriétés (non orienté) d'un graphe G = (X, E”, il peut arriver que la
direction des fleches n’importe pas; seul importe de savoir les paires de points reliées.

La famille (eq, ey, ..., €,,) des m arétes du graphe G sera notée par F ; si, pour ne pas encombrer
inutilement les données, on veut se donner le graphe G = (X, E) sans son orientation.

On appelle tout élément {7, j} € E une aréte qui est représentée graphiquement par un segment

sans fleche liant les deux nceuds i et j.

La figure 1.2 montre un graphe non orienté a 5 sommets et 8 arcs :




CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES GRAPHES

FIGURE 1.2 — Graphe non orienté a 5 sommets et 8 arcs

Définition 1.1.3. [9]
Soit ug = (i,7) un arc de G = (X, U) :
— Un sommet ¢ est dit adjacent a un autre sommet j s’il existe un arc entre i et j;

— Deux arcs sont adjacents s’ils ont au moins une extrémité commune.

Dans le graphe de la figure 1.1 :
— Les sommet 1 et 4 sont adjacents car il existe un arc us qui reliant les sommets 1 et 4;

— us et ug sont deux arcs adjacents car ils ont le sommet 3 en commun.

1.1.3 Degré d’un sommet

Définition 1.1.4. [10]

A tout sommet ¢ du graphe G = (X, U), avec i = 1,2, ....,n, on associe :

e d}(i) demi-degré extérieur de i : c’est le nombre d’arcs ayant ¢ comme extrémité initiale ;

e d. (1) demi-degré intérieur de i : c’est le nombre d’arcs ayant ¢ comme extrémité terminale ;

o dg(i) = df(i) + dg(i) degré de i : c’est le nombre d’arcs ayant i comme extrémité.
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i | d5) | dg) | doli)
1 1 1 2
2 2 2 4
3 2 3 5
4 1 2 3
5 0 0 0

TABLE 1.1 — Degré des sommets de la figure 1.3

Remarque 1.1.1. [10]
— Si dg(i) = 0 alors i est dit sommet isolé;

— Le degré 5 égale a 0 = sommet isolé.

1.1.4 L’ensembles des successeurs et prédécesseurs d’un sommet

Définition 1.1.5. [10]
Dans un graphe G = (X, U), on définit la fonction I' de la fagon suivant :
— T} désigne I'ensemble des successeurs du sommet i, s’il existe un arc u;, ayant ¢ comme
extrémité initiale et j comme extrémité terminale;
— I';” désigne I'ensemble des prédécesseurs du sommet i, s’il existe un arc u; ayant 7 comme

extrémité initiale et 7 comme extrémité terminale.
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i| T Ty
L2 {3
{3,4} | {1,3}
{1,2,4} | {2,4}
{3y {23}

{0y | {0}

O | &= | W | DN

TABLE 1.2 — Les successeurs et prédécesseurs des sommets de la figure 1.3

Définition 1.1.6. Graphe partiel[3]
Soit G = (X,U) un graphe, le graphe G’ = (X, E) est un graphe partiel de G, si E C U.

Autrement dit, on obtient G’ en enlevant une ou plusieurs arcs au graphe G.

Définition 1.1.7. Sous graphe|10)]
Pour un sous-ensemble des sommets A C X, le sous graphe de G induit par A est le graphe
Ga = (A, E(A)) dont 'ensemble des sommets est A et I’ensemble des arcs F(A) est formé de

tout les arcs de G ayant leurs deux extrémités dans A.

La figure 1.4 montre un graphe GG, son graphe partiel G’, son sous graphe G 4

Us

G2=(A,E(A))

FI1GURE 1.4 — Graphe orienté GG, graphe partiel G’ et sous graphe G 4

Définition 1.1.8. [9]
Dans un graphe G = (X, U), un sous-ensemble S des sommtes de X est un stable si ses sommtes
ne sont pas adjacents entre eux. Un sous-ensemble stable S est maximum si sa cardinalité

(nombre des sommets) est maximale.
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1.2 Définition relatives aux sous structures d’un graphe

Définition 1.2.1. Graphe simple[5]

Un graphe G = (X, U) est dit simple s’il n’a ni arcs paralleles (méme sens) ni boucle.

Définition 1.2.2. p-graphe[2]
Un graphe G = (X, U) est un p-graphe s’il comporte au plus p arcs entre deux sommets;
Un 1-graphe est un graphe tel qu’il n’existe jamais plus d'un arc entre deux sommets.

La figure 1.5 (a) montre un l-graphe et La figure 1.5 (b) montre un 2-graphe :

m 105
) oo dN:=©
1L 13
D OO ©
(a) (b)

FIGURE 1.5 — (a) : 1-graphe, (b) : 2-graphe

Définition 1.2.3. [9]
Soit G = (X, U) un graphe :

— Le graphe G est symétrique si pour tout arc (i, 7), il existe un arc inverse (j,1) :
(1,j) € U= (j,i) € U;

— Le graphe G est antisymétrique si pour tout arc (i, j), alors il n’existe pas d’arcs de j a
1
(i,j) €U = (4, i) ¢ U;
— Soit 7, 7 et y des sommets quelconques du graphe G. Le graphe G est transitif si et

seulement si :

(i,7) €U et (jy) eU= (i,y) €U

C’est-a-dire : S’il existe un arc allant de ¢ & j et un arc allant de j a y alors il existe un

arc allant de ¢ a y.
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Définition 1.2.4. Graphe biparti[10]
Un graphe G = (X, U) est biparti sil existe une partition de I’ensemble de ses sommets en deux
classes disjointes telle que tout arc a son extrémité initiale dans une classe et son extrémité

terminal dans l'autre.

Définition 1.2.5. Graphe complet[10]
Un graphe G = (X, U) est complet si chaque sommet du graphe est relié par des arcs a tous

les autres sommets.

Définition 1.2.6. Graphe complémentaire[10]

Soit G = (X,U) un graphe simple, on peut définir un graphe complémentaire G = (X,U)
comme suit : uy € U <= uy, € U ;

C’est-a-dire : un arc appartient au graphe complémentaire G si il n’appartient pas au graphe

initiale G.

Définition 1.2.7. Graphe value[13]
Un graphe valué G = (X, U, C) est un graphe ou :
— X : est I'ensemble des sommets ;
— U : est ’ensemble des arcs;
— C: U — C : est une fonction qui associé & tout arc uy une capacité c(i,j) € C tel que

C' peut étre (poids, longeur, temps, couleur, ... etc).

1.3 Chaine, Cycle, Chemin et Circuit.

1.3.1 Chaines et cycles

Définition 1.3.1. Chaine[9]

Soit G=(X,U) un graphe.

Une chaine joignant deux sommets = et y dans un graphe G est une suite des sommets reliés
par des arcs tels que, deux sommets successifs ont un arc commune. On la note : (1, 2, ..., j),
avec l =x,7 =y.

» Une chaine est dit simple si on passe une seule fois par ses arcs.

» On appelle cycle dans d'un graphe G, une chaine simple dont les extrémités sont confondues.

» Une chaine(cycle) est dit élémentaire si on passe une seule fois par ses sommets.
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1.3.2 Chemins et circuits

Définition 1.3.2. Chemin[10]

Soit G = (X, U) un graphe.

Un chemin du sommet = a y dans un graphe GG, est une suite des sommets reliés successivement
par des arcs orientés dans le méme sens. On la note :(1, 2, ..., j), avec 1 = x,j = y.

» Un chemin est dit simple si on passe une seule fois par ses arcs.

» Un circuit est un chemin dont les deux extrémités sont confondues.

» Une chemin(circuit) est dit élémentaire si on passe une seule fois par ses sommets.

Remarque 1.3.1. [10]
La notion de chaine et de cycle ne respecte pas l'orientation des arcs, par contre celle de chemin

et de circuit la respecte.

1.4 La connexité

Définition 1.4.1. [5]
On définit la connexité dans un graphe, par la relation entre deux sommets de la maniere
suivante :

Deux sommets ¢ et 7 ont une relation de connexité <= il existe une chaine entre 7 et j.

Définition 1.4.2. [5]
Une composante connexe est un sous ensemble des sommets deux a deux reliés par une chaine

(relation de connexité).

Définition 1.4.3. [5]
Un graphe G = (X,U) est dit connexe si tous ses sommets ont deux a deux la relation de
connexité. Autrement dit : si G contient une seule composante connexe.

Un graphe est connexe <= il possede une seule composante connexe.

Le graphe de la figure 1.6 contient deux composantes connexes

10
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FIGURE 1.6 — Graphe a deux composantes connexes C et Cy

1.5 La forte connexité

Définition 1.5.1. [5]
On définit la forte connexité dans un graphe orienté par une relation entre deux sommets de
la maniere suivante : deux sommets ¢ et 7 ont une relation de forte connexité <= il existe un

chemin de ¢ & j et un chemin de j a .

Définition 1.5.2. [5]
On appelle composante fortement connexe un ensemble des sommets, qui ont deux a deux la

relation de forte connexité.

Définition 1.5.3. [5]
Un graphe G = (X, U) est dit fortement connexe si tous ses sommets ont deux a deux la relation

de forte connexité. Autrement dit si G contient une seule composante fortement connexe.

FiGURE 1.7 — Graphe a deux composantes fortements connexes C; et Cy

11
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1.6 Représentation d’un graphe

1.6.1 Matrice d’adjacence

Définition 1.6.1. [10]
La matrice d’adjacence du graphe G = (X, U) est une matrice C' de type n?, chaque ligne et
chaque colonne correspondent a un sommet du graphe. Ainsi chaque élément ¢;; de la matrice

indique la relation qui existe entre deux sommets :

1 si (i,j) €U,

Cij .
0 sinon.

Exemple 1.6.1.
Soit G = (X, U) le graphe de la figure 1.8 :

FIGURE 1.8 — Graphe orienté de 5 sommets

La matrice d’adjacence associée a G est :

|1 2 3 4 5

1170 1 0 0 1

2/0 0 0 1 1
C =

311 1 0 0 O

410 01 0 O

570 0 0 1 O

12
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1.6.2 Matrice d’incidence aux arcs (sommets-arcs)

Définition 1.6.2. [10]

La matrice d’incidence A aux arcs d'un graphe G = (X, U) est une matrice n.m, ses éléments
prennent les valeur 1, 0 ou —1. Chaque ligne de la matrice est associée a un sommet et chaque
colonne a un arc. Chaque élément a;; de la matrice indique la relation entre un sommet et un

arc comme suit :

+1 si 7 est 'extrémité initiale de uy,
Qi = —1 si 1 est 'extremite terminale de wuy,

0 sinon.

Remarque 1.6.1.
Dans la matrice d’incidence on a :
— Le nombre des valeurs égale a +1 d’une ligne donne le degré extérieur du sommet corres-
pondant ;
— Le nombre des valeurs égale a -1 d’une ligne donne le degré intérieur du sommet corres-
pondant ;

— Cette matrice ne convient pas pour les graphes avec boucles.

Conclusion
Dans ce chapitre, on s’est intéresse a quelques notions de la théorie des graphes en donnant

quelques définitions et concepts de base sur les graphes qu’on va utiliser dans le chapitre suivant.

13



Chapitre

Cycles, Cocycles et Arbres

La premiere partie de ce chapitre introduit les notions des cycles et cocycles en insistant sur
leurs vecteurs représentatifs ainsi que la base des cycles et la base des cocycles, puis la deuxieme

partie sera consacrée aux notions des arbres ainsi que leurs principales propriétés.

2.1 Cycles

Définition 2.1.1.
Un cycle I' est une chaine d’arcs tous distincts telle que les deux extrémités de la chaine soient

confondues.

2.1.1 Vecteur représentatif d’un cycle

On désigne par I'" (respectivement I'") I’ensemble des arcs du cycle T' orientés dans le sens
de parcours (respectivement dans sens inverse de parcours).[9]
A un cycle T" du graphe G = (X, U), on associé le vecteur ? = (71,72, 73y - - ,Ym) € R™ dit

vecteur représentatif de I' définit par :

1 si w, el

—1 si wup,el™, avec k=1,2,....m.

0 si w,¢T,

Yk

Le vecteur représentatif de ce cycle I' = (uy, ug, uy) du graphe de la figure 2.1 est :

T = (1,-1,0,-1,0).

14
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F1GURE 2.1 — Graphe orienté de 5 arcs

Remarque 2.1.1.
— Un cycle est dit minimal s’il ne contient pas un autre cycle. Autrement dit, on ne peut
pas déduire un autre cycle par suppression des arcs.

— Un cycle est dit circuit si tout les arcs sont orientés dans le méme sens.

Propriété 2.1.1. /3]

Un cycle est élémentaire si et seulement st c’est un cycle minimal.

Propriété 2.1.2. /[3/

Tout cycle I' est une somme de cycles élémentaires sans arcs communs.

2.1.2 Cycles dépendants et indépendants

Définition 2.1.2. [§]

On dit que les cycles T'', T2, T3, ..., T'"* sont dépendants si leurs vecteurs associés vérifient :
AT 4 A T2 4 Al 4+ A Th = T
A; non tous nuls, avec t = 1,2, ..., k.
Lorsque au contraire, les cycles I'',I'2, T, ..., T'* sont indépendants si :
AT+ AT Al o A TF = O s A = 0.V = 1.2, E.

2.1.3 Base des cycles

Définition 2.1.3. [§]

On peut donc définir une base des cycles comme étant un ensemble minimal des cycles

15
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indépendants et génératrice (tout cycle I' peut s’écrire comme combinaison linéaire des cycles
de la famille) :
T T T AT b MR = 1,2,k

2.1.4 Nombre cyclomatique

Théoreme 2.1.1.
Soit G = (X,U) un graphe orienté d’ordre n, ayant m arcs et p composantes connezxes. La

dimension de la base de cycle, appelée nombre cyclomatique est :
w(G) =m—n+p,
- Si G est conneze alors : u(G) =m —n+ 1.

Démonstration 2.1.1.
Considérer la séquence des graphes partiels G, ...., G, ou :
— (g est constitué de n sommets isolés, U = () ;
— Le graphe partiel G}, est obtenu a partir de G;_; par ajout d’'un arc uy de Gi_1;
- G, =0G.
-On désigne par p(Gy) le nombre de cycles élémentaires indépendants de Gy.
On raisonnera par récurrence :
Nous avons bien u(Gg) = 0 car G est sans cycle et on a : u(Go) =mo—n—+py=0—n+n;
Supposons que cette relation est vraie on a :
w(Gr) = my—n + p avec k = 1,2, .....,m et montrons que p(Gri1) = M1 + Drr1
En ajoutant un arc ug,1 a Gy on obtient Gy ;

Deux cas se présentent :
1. I’ajout de arc ugy; crée un nouveau cycle on a alors :
1(Grr1) = W(G) + 1
Mpr1 = my + 1 = (Gry1) = mp—n+pp+1 = mpp—1-n+pr1+1 = Mg —n+peyi

Pk+1 = Pk

2. L’ajout de ugy1 ne crée pas de cycle. Dans ce cas les extrémités de cet arc sont dans deux

composantes connexes différentes et le nombre de composantes connexes de G diminue.
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On a:
1(Grr1) = 1(Gr)
Mpy1 = My, + 1 = W(Grt1) = mp—n4Dpy = Myp1—1—n4ppr1+1 = My —n+pri1.
Dk+1 =pr — 1

Donc u(G) =m —n+ p.
On a donc u(G) cycles indépendants : T1, T2 T3 ..., (&) car chaque cycle contient un arc que

les autres ne contiennent pas.

Remarque 2.1.2.

La démonstration sert de méthode pour construire une base des cycles.

Soit G = (X, U) un graphe orienté contenant n sommets et m arcs.

On commence par le graphe Gy = (X, (), ot : mg = 0, py = n, u(Gy) = 0, auquel on ajoute les

arcs de G dans un ordre quelconque pour chaque arc ajouté :

» On crée un cycle linéairement indépendant avec les précédents et la base des cycles augmente
d’une unité;

» Ou bien, on ne crée pas de cycle et u(G) ne change pas. La procédure s’arréte lorsqu’il n'y

a plus d’arcs a ajouter.

Le nombre cyclomatique de graphe de la figure 2.2 est : u(G) =m—-n+p=7-5+1=3
et les cycles ', I'?, I'® sont donnés par le tableau ci-dessous :

La base des cycles est 'ensemble {T'!, T2, T'3}.

2.2 Cocycles

Définition 2.2.1. [9]
Soit G = (X,U) un graphe et Y C X, Y # (). Considérons les sous ensembles d’arcs suivants :

FI1GURE 2.2 — Graphe a 3 cycles indépendants
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Arc ajoute Cycle crée Nombre de cycle crée
Up 0
Us 0
U3 0
Uy I = (ug, ur, ug) 1
Us I'? = (us, ug, u1, uz) 2
Ug 2
Uy % = (uy, uy, us, us, ug) 3

TABLE 2.1 — La base des cycles de la figure 2.2
» wt(Y) 'ensemble des arcs ayant leurs extrémités initiales dans Y et leurs extrémités termi-
nales dans X\Y, c'est-a-dire : w™(Y) = {up € U/I(uy) € Y et T(uy) € Y};

» w (Y) l'ensemble des arcs ayant leurs extrémités terminales dans Y et leurs extrémités

initiales dans X\Y, c’est-a~dire : w™ (V) = {uy, € U/I(ug) € Y et T(ug) € Y}

» L’ensemble W(Y) = wt(Y)Uw (V) est appelé cocycle relatif a Y.

2.2.1 Vecteur représentatif d’un cocycle

%
Le vecteur représentatif d'un cocycle W = (wy, ws, .....,w,,) € R™ est défini comme suit :[§]

: +
1 si up €ew™,
W = -1 si up €ew,

0 si u,gW.

Le vecteur représentatif de cocycle Y = {1,2, 3,4} dans le graphe de la figure 2.3 est donné
_>
par : W =(0,0,1,0,0,1,0,—1,—1), car :w™(Y") = {usz, ug}, w (V) = {us, ug}.
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113

FIGURE 2.3 — Graphe a 5 sommets et 9 arcs

Remarque 2.2.1. [§]
Un cocycle est dit cocircuit si tout les arcs sont orientés dans le méme sens, c’est-a-dire :

wr(Y)=0ouw (Y)=10.

Définition 2.2.2. [§]
Un cocycle est dit élémentaire s’il est formé d’arcs reliant deux sous graphes connexes Gy, , Gy,

de G avec :
(a) Y1 #0;
(b) Yo #0;
(¢) Y1 UY, est une composante connexe de G.

En d’autre terme, un cocycle est dit élémentaire s’il est minimal, c¢’est-a-dire : s’il ne contient

pas un ensemble d’arcs qu’est un cocycle.

Dans le graphe graphe G = (X, U) de la figure 2.3 :
Y ={1,3}, W(Y) = {uy, ug, us, ug, uz, ug}, avec wt(Y) = {uy, ug, us}, w (V) = {uq, uy, ug}
W(Y') n’est pas élémentaire car il contient deux ensembles d’arcs qu’est un cocycle :

- Y1 ={1}, W(Y1) = {uq, us, uz}, avec w (Y1) = {uy, uz,uz}, w= (Y1) = 0;

— Yy = {3}, W(Y2) = {ug, ur,ug}, avec wt (Ys) = 0, w(Ya) = {ug, ur, ug};

— Y] et Y5 est un cocircuit.
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2.2.2 Cocycles indépendants

Définition 2.2.3.

Les cocycles W, W2 W3, ..., W* sont indépendants si leurs vecteurs associés vérifient :
H %
041W1+042V[?+043VI?+ ..... +0zkI/I7: 0 = a;=0,1=1,2,...., k.

2.2.3 Base des cocycles

Définition 2.2.4.
On peut donc définir une base des cocycles comme étant un ensemble des cocycles élémentaires

indépendants {W', W2 W3 ... W¥} tel que tout cocycle W peut s’écrire sous la forme :
%
W = OleI_/{ + 0121/75 + Oégﬁ + ...+ akm,z’ = 1, 2, ey k.

2.2.4 Nombre cocyclomatique

Théoreme 2.2.1.
Soit G = (X,U) un graphe d’ordre n, ayant m arcs et p composantes connexes. La dimension

de la base des cocycles, appelée nombre cocyclomatique est :
Si G est conneze alors : A(G) =n — 1.

Démonstration 2.2.1.
Supposons que le graphe orienté connexe (p = 1) et formons les n — 1 cocycles élémentaires
indépendants :
— On prend le sommet 1 et posons X; = 1. Le cocycle W (X) contient un cocycle élémentaire
et soit (1,2) un arc de ce cocycle avec 1 € X et 2 ¢ X ;
— On pose Xy = X; U2, le cocycle W(X3) contient un cocycle élémentaire et soit (i,3) un
arc de ce cocycle avec i € Xy et 3 & X, avec i = 1,2;
— On pose X3 = X5 U3, et on recommence;;
— A la fin on aurait construit A\(G) = (n — 1) cocycles élémentaires W' W2 W3 .. Wn=1

linéairement indépendants car chacun contient un arc que les autres ne contiennent pas.
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Y; Cocycle crée Nombre de cocycle crée
Y, = {1} W =W(Y1) = {uy, us, uz} 1
Y, = {1,2} W2 =W(Ys) = {ug, uz, us, us, ug 2
Y =1{1,2,3} | W3 =W(Y3) = {us, us, us, ug, ur, ug } 3
Yy =41,2,3,4} Wt =W(Y,) = {us, ug, ug, ug } 4

TABLE 2.2 — La base des cocycles de la figure 2.3

— Si le graphe n’est pas connexe, soient Cy, (s, ..., C, ses composantes connexes, la com-
) ) ) y D )
posante connexe Cj; est un graphe connexe, alors : \(C;) = n; — 1, avec i = 1,2, ..., p.

Donc :

p
)\(G):Zni—lzn—p.
i=1

Remarque 2.2.2.

La démonstration sert de méthode pour construire une base des cocycles.

Dans le graphe G = (X, U) de la figure 2.3 on a :
MG) =n—p=5-—1=4 et WHLW2 W3 W La base des cocycles est I'ensemble
{(Wh w2, w2 wi}.

Théoreme 2.2.2. /3]

Tout cocycle est une somme de cocycles élémentaires sans arcs communs.

2.3 Relation de dualité entre cycles et cocycles

Théoréme 2.3.1. Lemme des arcs colorés (Minty)
Soit G = (X, U) un graphe orienté, les arcs sont numérotés de uy a u,, et sont colorés soit en
rouge, soit en vert, soit en noir. L’arc uy est supposé étre coloré en noir. Alors une (et une

seule) des propositions suivantes est vérifiée :

1. 1l passe par Uarc uy un cycle élémentaire uniquement rouge et noir avec tous les arcs

noirs orientés dans le méme sens;

2. Il passe par ['arc uy un cocycle élémentaire uniquement vert et noir avec tous les arcs

noirs orientés dans le méme sens.
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Démonstration 2.3.1.
On pose u; = (i1, 71) et on marque les sommets itérativement de proche en proche. On marque
d’abord le sommet j;. Itérativement, si ¢ est un sommet marqué alors on marque j (non marqué)

dans un des deux cas suivants :
4 S’il existe un arc noir (7, j) # uy allant du sommet ¢ vers le sommet j ;
¢ S’il existe un arc rouge allant de i vers j, ou de j vers i.

On continue cette procédure de marquage jusqu’a ce qu’on ne puisse plus marquer de sommet.

On se trouve alors face a deux cas possibles :

1. Si on a marqué le sommet i, , alors il existe une chaine élémentaire entre j; et i, emprun-
tant des arcs noirs et rouges avec tous les arcs noirs orientés dans le méme sens . Il ne peut
pas exister un cocycle noir et vert, contenant 1’arc u;, avec tous les arcs noirs orientés
dans le meéme sens. En ajoutant I'arc u; a cette chaine, on obtient un cycle conforme au

(1) du lemme;

2. Si on n’a pas marqué le sommet iq, alors les sommets utilisés de proche en proche pour
marquer constituent un ensemble A avec A C X, tel que le cocycle W(A) ne contienne
que des arcs noirs orientés vers A et des arcs verts . Il ne peut pas exister un cycle noir et
rouge, contenant l’arc w1, avec tous les arcs noirs orientés dans le méme sens. Le cocycle

W (A) est alors conforme au (2) du lemme.

Exemple 2.3.1.

FIGURE 2.4 — cycle noir et rouge avec tous les arcs noirs orientés dans le méme sens
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FIGURE 2.5 — cocycle noir et vert avec tous les arcs noirs orientés dans le méme sens

2.4 Arbres

Propriété 2.4.1.
Soit n = | X| le nombre des sommets d’un graphe G = (X,U), et m = |U| le nombre de ses

arcs :
a)— Si G est connexe = m >n—1;

b)— Si G est sans cycles = m <n — 1.

Preuve 2.4.1.

a) : On construit le graphe G par adjonction de ses arcs a partir du graphe Go = (X, 0),
comportant n composantes connexes :

A chaque étape (ajoute un arc) le nombre des composantes connexes décroit au plus d’une
unité.

Donc il faut au moins n — 1 arcs pour passer du graphe GGy qui a n composantes connexes a un
graphe connexe.

D’ou :

U >n—1.

b) : Nous pouvons montrer ce résultat par induction sur le nombre des sommets du graphe. Si
G est d’ordre 1, il ne possede aucune arc et la propriété est évidemment vérifiée.

Supposons la propriété vraie a 'ordre n et établissons la a 'ordre n + 1. Considérons donc un
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graphe G = (X, T) sans cycle a n 4+ 1 sommets. Il existe un sommet i de degré au plus 1. Soit
G' = (X', T") le sous graphe d’ordre n induit par les sommets X’ = X\{i}.

Le graphe GG’ est clairement sans cycle, ce qui implique par ’hypothése d’induction qu’il possede
au plus n — 1 arc. C’est-a-dire dg(i) < 2 impose que T différe de 7" par au plus un arc, de la

forme (i, 7). Par suite |T| est inférieure a n.

Définition 2.4.1. [10]

Un arbre, par définition est un graphe connexe et sans cycles.

Définition 2.4.2.
Un graphe acyclique est un graphe qui ne contient pas des cycles (non nécessairement connexe).

Un graphe connexe acyclique est appelé un arbre.

Remarque 2.4.1. [10]

Un arbre est un graphe orienté simple sans boucle, ayant (n — 1) arcs.

Théoreme 2.4.1.
Soit H = (X,U) un graphe avec n = |X| > 2 sommets. Les sixz propriétés suivantes sont

équivalentes pour caractériser un arbre :

1)— H est connexe et sans cycle;

2)— H est sans cycle et admet (n — 1) arcs;

4

H est sans cycle et en ajoutant un arc, on crée un cycle (et un seul) ;

5)— H est conneze et si on supprime un arc quelconque, il n’est plus connexe;

(1)-
(2)-
(3)— H est conneze et admet (n — 1) arcs;
(4)—
(5)—
(6)—

Tout couple des sommets est reliés par une chaine et une seule.

Démonstration 2.4.1.
— (1) = (2) : si p est le nombre des composantes connexes, n le nombre des sommets et
m le nombre d’arcs alors p=1et u(H)=m—-n+p=0doncm=n—p=n— 1.
- 2)=@3):uH)=0etm=n—1=p=p(H) —n+1+4+n =1 donc est connexe.
- 3)= 4 :p=letm=n—1= pu(H) = m—n+p =0 et en ajoutant un arc
p(H) = 1.
— (4) = (5) : si H n’est pas connexe, on prend les sommets ¢ et j non connectés, alors

I'ajout de I'arc (i, 7) ne suffit pas pour créer un cycle donc est connexe, p =1, u(H) =0
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et m =n — 1. En supprimant un arc, on obtient un graphe H’ tel que m' =n’ — 2
et u(H')=0=p' = pu(H') —m’' +n’ =2 et n’est plus connexe.

— (5) = (6) : H est connexe donc pour toute paire de sommets i et j , il existe une chaine
v = (i,7) et une seule car dans le cas contraire la suppression d'un arc ne suffirait pas
pour déconnecter le graphe.

— (6) = (1) : il existe une chaine entre tout couple des sommets donc H est connexe et il

n’y a pas de cycle sinon on pourrait créer deux chaines.

Propriété 2.4.2. [§]
H = (X,T) est un arbre si et seulement si il existe une chaine et une seule entre deux sommets

quelconques.

Corollaire 2.4.1.
Soit H = (X, T) un arbre, si on ajoute un arc uy le graphe H' = (X, T U {u}) contient un

cycle et un seul.

Démonstration 2.4.2.
D’apres la définition d’un arbre les cycles de H' contiennent tous l'arc ug. Si H' comportait
deux cycles distincts il y aurait H deux chaines distinctes joignant les extrémités de l'arc uy.

Ceci est contradiction avec le fait que H est un arbre, c¢’est-a-dire un graphe connexe sans cycle.

Corollaire 2.4.2.

Un graphe connexe G = (X,U) posséde un graphe partiel qui est un arbre.

Démonstration 2.4.3.
S'il existe u, € U tel que H = (X, U\{ux}) soit encore connexe, on considere H et ainsi de

suite jusqu’a ce que le graphe obtenu soit connexe minimal.

Définition 2.4.3. [10]
Une forét est un graphe dont chaque composante connexe est un arbre. C’est-a-dire un graphe

sans cycle.

Définition 2.4.4.
Un arbre couvrant (maximal) pour un graphe connexe G = (X,U) est un arbre construit
uniquement & partir des arcs de U et qui connecte (”couvre”) tous les sommets de X.

Un arbre couvrant d’un graphe G est donc un graphe H tel que :

e Le graphe H est un arbre;
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e Le graphe H est un graphe partiel de G.

Pour construire un arbre couvrant H dans un graphe orienté connexe G' = (X, U) nous utilisons
la maniere suivante :

— On considere un arc quelconque u ;

— Choisissons un arc us qui ne forme pas de cycle avec 'arc uy ;

— Puis choisissons un arc ug qui ne forme pas de cycle avec {uy, us};

— Lorsque la procédure ne pourra plus se continuer, on aura un arbre maximal H.

2.4.1 Base des cycles associe a ’arbre

Théoreme 2.4.2. [3]
G = (X,U) un graphe connexe, H = (X, E) un arbre mazimal de G.
Si uy, est un arc de G ne figurant pas dans H, son adjonction a H détermine un cycle I'*, et

les différents cycles T* constituent une base des cycles indépendants (appelés les cycles associés

a l'arbre H). .

Exemple 2.4.1.

Soit G = (X, U) un graphe connexe tel que X = {1,2,3,4,5,6,7,8},
U = {u1, ug, us, us, us, us, ur, Ug, Ug, U1o, U11},

H = (X, E) = {uy, us, ug, uyg, us, ug, ug } est un arbre maximal de G,

w(G)=m-—-n+p=11-8+1=4,

FIGURE 2.6 — Arbre H associé au graphe G

La base des cycles associée a 'arbre est ’'ensemble {I'!, 2, T3, T'4}.
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Arc ajoute Cycle crée
uz I = (U7,U6,U2>U3)
us I?= (US,UQ,U1>U4)
U10 I = (U107U57U6)
Uiy = (U11,U97U4,U1,U2,U5)

TABLE 2.3 — La base des cycles associée a I'arbre de la figure 2.6

Définition 2.4.5.

Un sommet ¢ d'un graphe connexe G = (X, U) est une racine s’il existe un chemin joignant i a

chaque sommet du graphe G.

2.4.2 Arborescence

Définition 2.4.6. [9]
Un graphe connexe G = (X, U), avec | X| = n > 2 sommets est une arborescence de racine 4
si:

— G est un arbre;

— ¢ est une racine.

FIGURE 2.7 — Une arborescence

Remarque 2.4.2. [10]

Une arborescence est un arbre mais la réciproque est fausse.

2.4.3 Coarbre

Définition 2.4.7.

Soit G = (X,U) un graphe connexe, on dit que le graphe partiel G’ = (X, F) est un coarbre
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de G si et seulement si le graphe partiel G” = (X, U — E) est un arbre de G.

Théoréme 2.4.3. [3/
Soit G = (X,U) un graphe conneze, et (V, W) une partition de U en deux classes :

VUWw=U, VnW=0,

une condition nécessaire et suffisante pour que (X, W) soit un coarbre est que (X,V) soit un

arbre.

Propriété 2.4.3. /8]
G' = (X,E) est un coarbre de G = (X,U) si et seulement si il ne contient pas de cocycle

élémentaire de G, et est mazimum avec cette propriété.

Théoréme 2.4.4. [3/
Soit G = (X,U) un graphe orienté conneze, G' = (X, E) un coarbre de G : Si uy, est un arc
ne figurant pas dans G, son adjonction a G' détermine un seul cocycles W*, et les différents

cocycles W¥ constituent une base des cocycles indépéndants.

Conclusion
Ce chapitre a été consacré aux cycles et cocycles d’'un graphe orienté ainsi que la base des cycles

et la base des cocycles.
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Chapitre 3

Notions des flots et tensions

Le flot est une notion tres importante en théorie des graphes puisqu’elle permet de
représenter des flux. Nous donnons quelques définitions et propriétés élémentaires sur les flots

et tensions.

3.1 Flots

3.1.1 Flot dans un graphe

Définition 3.1.1.

Soit G = (X, U) un graphe orienté connexe avec X = {1,2,.....,n} et U = {uy, ug, ..., un }.

Un flot dans un graphe G est un vecteur F' = (f(u1), f(ua), ..., f(um))T € R™ qui affecte a
chaque arc u; un nombre f(uy) tel que :

en tout sommet i € X, la premiére loi de Kirchhoff (loi de conservation aux noeuds) est vérifiée,
c’est a dire :

Yo flw)= Y flw). (3.1)

up Ewt (1) ukEw (1)
Définition 3.1.2.
Soit A la matrice d’incidence sommets-arcs du graphe G = (X,U) orienté connexe (sans

boucles) alors un flot F'= (f(uy), f(uz), ..., f(u,))T dans G est :

AF = A(f(w), f(tz), ooy f(t))T = O

du fait de la loi conservation aux noeuds.
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3.1.2 Flot dans un réseau

Définition 3.1.3. réseau|3|

Soit G = (X, U) un graphe orienté connexe sans boucle comportant n sommets.

Nous supposons qu’il existe dans X deux sommets particuliers 1 et n tels que I'" (1) = ()

et I'"(n) = 0, avec 1 est appelé sommet entrée ou source noté 1 = s et n est appelé sommet
sortie ou puits noté n = p (p # s). De plus, nous affectons a chaque arc u;, = (i,j) € U une
quantité c(i,j) > 0 qui représente la capacité de cet arc. Ce graphe est appelé réseau, il est
défini par le triplet R = (X, U, C), ou C = {¢;, (i,5) € U}.

On considere le graphe G™ = (X, U™ ") déduit de G en rajoutant un arc u,,.1 = (p, s) dont
les extrémités initiale et terminale sont respectivement p et s.

L’arc U, 11 = (p, s) est appelé l'arc de retour du flot. Les arcs de G™! sont donc numérotés

1,2,...m,m+ 1.

Définition 3.1.4.
Soit un réseau de transport R = (X, U, C'), un flot dans un réseau est vérifiant les trois propriétés

suivantes (est appelé flot réalisable) :

1. R est un 1-graphe antisymétrique;
2. Contrainte de capacité : Vu, € U : 0 < f(ux) < c(ug);

3. Loi de conservation aux nceuds : Y f(ux) = > f(u),Vi € X\{s,p}. (3.2)

up€wt (i) uR€w (1)
Remarque 3.1.1.
— La composante f(uy) est appelée la quantité de flux sur 'arc uy ;
— La relation (3.2) exprime simplement que le flot est déterminé par la donnée du flux pour
tout les arcs du réseau de transport, et la somme des flux entrant en un sommet est égale
la somme des flux sortant de ce sommet (loi de Kirchhoff) ;

— La valeur du flot est :

f= > flu)= Y fluw);

ugEwT(s) ug€w (p)

—Si F = (f(w), f(ua), ..., f(um))T est un flot de s & p dans G est de valeur f, alors
F' = (f(u1), f(uz), ..., f(um), f(thmy1))? est un flot dans G+

— Vi € X\{s,p}, il existe un chemin(chaine) depuis s passant par i et allant a p;

— Chaque arc de R posséde la capacité et le flux qui le traverse. Comme le montre le graphe

de la figure 3.1 :

30



CHAPITRE 3. NOTIONS DES FLOTS ET TENSIONS

GOy (), cu) ()

e flux qui La capacité de
averse de l'arc ux larc ue

FI1GURE 3.1 — Capacité et flux d’un arc

3.1.3 Opérations sur les flots

Les flots que ’on a considérés plus haut sont des vecteurs de ’espace Z™, ou Z est ’ensemble
des entiers > 0, < 0 ou = 0.voire[3]
L’espace Z™ n’est pas un << espace vectoriel >> sur Z (car Z n’est pas un << corps >>),

mais un << module >> sur Z, avec les opérations usuelles :
s,$teZ™ = s+t=(s1+t1,.sSm+1lm) €L,

ANEZ,s€Z™ = As=(AS1,...; ASpy)-

De ce fait, 'ensemble ® de tous les flots d’un graphe G constituent un sous-module de Z™,
¢’ est-a-dire qu’ on a :

— ax I est un flot sur R;

— f(u1) + f(ug) est un flot sur R;

— f(uy) — f(uz) est un flot sur R.

Théoréme 3.1.1. [3/
Soit G = (X,U) un graphe orienté connexe; H = (X, V) un arbre mazimal de G ; 1,2,....,k
représentent respectivement ui, us, ..., uy les arcs de U —V ; TV T2 . T* les cycles associés a

H. Un flot F est défini d’une fagon unique par ses valeurs f(1), f(2),...., f(k) sur U —V par :
F=f(O)I' + fT? + ... + f(E)T*

Corollaire 3.1.1.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’ un vecteur F soit un flot est qu’il soit de la
forme :

F = olel -+ 042F2 + ...+ aka,

oU i, 0, ..., 0 € Z, et TV T2, .. T sont des cycles élémentaires.
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Preuve 3.1.1.
Comme un cycle est un flot, toute combinaison linéaire des cycles est un flot. La réciproque

découle immédiatement du théoreme 3.1.1, car on peut supposer le graphe G connexe.

Théoréme 3.1.2. [3/
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un vecteur F' soit un flot > 0 est qu’il soit de la

forme :

F=aI'+a %+ .. 4+l

o ay,Q, ..., 0 €L, a1, g, ..., > 0 et T T2 . T* sont des circuits.

3.2 Flot compatible

Définition 3.2.1.
Un flot F' est dit compatible dans un réseau R = (X, U, C) si

Vug € U, b(ug) < f(ur) < c(ug),
ou : b(uyg) est la capacité minimum de I'arc wuy, c¢(ug) est la capacité maximum de l'arc wuy.
Définition 3.2.2. [§]
Si F' est un flot dans R, alors pour tout sous-ensemble de sommets S C X :

quk quk:—o

up€wt (S ugEw (S)
Cette equation exprime simplement que la somme des flux entrant dans S est égale a la somme
des flux sortant de S une conséquence directe de la loi de Kirchhoff.
Si F' est un flot compatible, on doit alors avoir nécessairement :

S oclwm)— Y b(w) =0,VS CX.

ugEwt () upEw=(S)

3.2.1 Théoréme du flot compatible (Hoffman 1960)

Théoreme 3.2.1.
Etant donné un graphe G = (X, U) et pour chaque arc ux, € U deux nombres b(uy,) et c(uy) tels

que : b(ug) < c(ug) une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un flot F' vérifiant :

blug) < flug) < clug),Vug € U,
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est que :

> dw- ¥ w2

upEwt(A) ugpEw™

Pour tout cocycle W(A) =wt(A)Uw (A).

Preuve 3.2.1.

Si un flot compatible F' existe, on a :

Z flug) — Z flug) < Z c(ug) — Z b(uy).

ugpEwt(A) upEw= (A) upEwt (A) upEw= (A)

3.3 Flot complet

Définition 3.3.1. [6]
Soit un réseau de transport R = (X,U,C), un flot est dit complet si toute chaine allant de

sommet s a p contient au moins un arc uy saturé, c’est-a-dire un arc uy tel que :

f(ur) = c(uy,)

3.4 Flot maximum

Définition 3.4.1.
Un flot maximum dans un réseau de transport R = (X, U, C) est un flot compatible (b; = 0)
de valeur maximale, c’est-a-dire la composante F' sur 'arc de retour soit maximale (le flux sur

I'arc de retour = la valeur de flot).

3.4.1 Capacité d’une coupe

Définition 3.4.2. [§]
Soit S C X un sous ensemble des sommets de R = (X,U,C), tels que s € S et p € S, on dit
que wt(A) ={up € U/I(uy) € S et T(ux) € S} est une coupe séparant s et p (s-p coupe).

La capacité de la coupe S est la somme des capacité des arcs S :

Sy =Y clu).

upEwt(S)
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Théoréme 3.4.1.

Pour tout flot F' et toute coupe S séparant s et p, on a :

f<¢(5).

Preuve 3.4.1.
Soit S C X un sous ensemble des sommets de R = (X, U, (), tels que s € S et p € S et S une
s — p coupe et F” est un flot réalisable. D’apres la loi de Kirchhoff, on a :
> flu)= > flu),
ugpEwT(S) up€w(S)

Comme l'arc u,,1 € w™(S), on peut ainsi écrire :

> flw) = > Jluk) + f(wmsr),

upEwT(S) ur€w™ (S)\{um+1}
D’ou :

f um-i-l Z f uk Z f(uk)’

up EwT(S) ur€w™ (S)\{um+1}

Comme le flot F” est réalisable, alors on a :
Vu € U 0 < flug) < cluyg),

D’ou :

et

> flw) >0,

up€w™ (S)\{um+1}

Par conséquant, on aura :
f<C09),

Ce résultat montre que la valeur maximale d’'un flot ne dépasse jamais la capacité d’une coupe

séparant s et p.

Corollaire 3.4.1. [§]
Si un flot F' et une coupe S vérifie f = ((S), alors F est un flot maximum de s a p et S est

une coupe de capacité minimale séparant s et p.
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Proposition 3.4.1. [§/
Une condition nécessaire et suffisante pour un probléeme du flot maximum de s a p dans R =
(X, U, C) admet une solution de valeur finie, est qu’il n’existe pas de chemin de capacité infinie

entre s et p.

3.4.2 Chaine améliorante

Définition 3.4.3. [13]
Soit F' un flot réalisable et C'H est une chaine élémentaire reliant s et p, on note par :
— CH™ : lensemble des arcs de CH ayant le sens de parcours de (s, p);
— CH™ : I'ensemble des arcs de CH ayant le sens de parcours inverse de (s, p).
Un chaine CH est dite améliorant (augmentante) si et seulement si elle est composée d’arcs non

saturés, c’est-a-dire elle vérifie :

flug) < c(ug) Vup € CHT,
f(uk) >0 VYu,eCH™.

Si on trouve une telle chaine C'H, alors on calcule 'augmentation de flot qu’elle permet, notée

¢ (capacité résiduelle), tel que : & = min{;, &} avec

§1= min {c(ur) — f(ur)};

upeCHT
& = Ukrélc{%_{f(uk)}Q

Donc, on augmente la valeur de flot de £ unités de tous les arcs de CH™ et on diminue le
flot des arcs de CH™ de £ unités. Ce termine quand on n’arrive pas a déterminer une chaine

améliorante et dans ce cas le flot est maximal.

3.4.3 Recherche d’une chaine améliorante

Pour chercher une chaine améliorante reliant s et p, on peut utiliser la procédure de mar-
quage suivante :
— On marque le sommet source s d'un "+” et poser S = {s}, CHT =CH™ =0;

— On marque d'un "+” un sommet j & S tel que : f(uy) < c(uy), i € S avec uy, = (i, 5)

CH"=CH'U{i,j},S=SuU{j}
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%N

— On marque d'un un sommet j € S tel que : f(ug) > 0,7 € S avec up = (i, J)

CH™ =CH U{j,i},S=SU{j};

— On arréte la procédure lorsqu’on marque le sommet puits p et obtenu une chaine
améliorant CH = CHYUCH™ de s a p;

— Si p n’est pas marqué, terminé le flot est maximum.

Remarque 3.4.1.
— Si on a pas marqué le sommet puits p, alors la chaine améliorante n’existe pas;
— 11 existe plusieurs choix pour trouver une chaine améliorant mais il faut toujours vérifie

que la procédure de marquage est parfait.

3.5 Tensions

Définition 3.5.1. [2]
Soit un graphe orienté connexe G = (X,U). Une tension sur un graphe G est un vecteur

7= (7(w), 7(ua), ..., T(um))T € R™, tel que pour tout cycle élémentaire I' on ait :

S rw) = Y ),

upel+ up€el—

On peut aussi exprimer cette égalité avec le produit scalaire :

(7)) = T(u).7(u) = 0.

3.5.1 Opérations sur les tensions

On désigne par © I'ensemble des tensions. On remarque que © est un sous-module de Z™,
c’est-a-dire :

T(up), 7(u2) €0 = 7(u1)+7(us) € O;

belZ,Tre® = p[r1eO.

3.5.2 Propriété sur les tensions

Théoréme 3.5.1. [3/

Dans un graphe G = (X,U) un vecteur 7 = (7(u1), 7(u2), ..., T(um))T € R™ est une tension si
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et seulement s’il existe une fonction t(i) définie sur l'ensemble X et a valeurs dans Z telle que

pour tout arc up on ait :

7(ur) = (T (ur)) = t(I (ur)),

La fonction t est un potentiel attaché a la tension T.

Corollaire 3.5.1.

Le vecteur représentatif d’un cocycle est une tension.

Preuve 3.5.1.

Considérons le cocycle W (A), ou :
1 si idA,
0 si 1€ A

ACX et t(i)=

On aura :
: +
1 si up€ew™,

t(T(ug)) —t(L(ug)) =we =4 —1 si uy €w,
0 si uygW.
Théoreme 3.5.2.
Soit G = (X,U) un graphe connexe; H = (X,V) un arbre mazximal; 1,2,...,1 représentent
respectivement ui, s, ..., wles arcs de cet arbre; WY, W2, ..., W' les cocycles associés a H ; une
tension T = (T1, Toy ..., Tm) T est définie d'une fagon unique par ses valeurs sur les arcs de 1’ arbre
au moyen de la formule :

T = 7'1W1 + T2W2 4+ ... +TlWl.

Preuve 3.5.2.
En effet, le vecteur

=1 W' —nW?— W

est une tension qui a ses valeurs nulles sur tous les arcs de 'arbre H = (X, V) ; si 7/ est défini

par une fonction-potentiel #'(7), on a donc :

On a par conséquent 7" = 0, et 'on a bien la formule annoncée.
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Corollaire 3.5.2.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un vecteur T soit une tension est qu’il soit de la

forme :

T=/W+ /W2 + L+ B
ot B, Bay s B € Z, et WL W2, ..., W¥ sont des cocycles élémentaires.
Preuve 3.5.3.
En effet toute combinaison linéaire de cocycles élémentaires est une tension, et inversement
d’apres le théoreme 3.5.2.. Le théoreme 3.5.2., est important, car il permet, dans un probleme
ou l'on doit déterminer une tension

T = (11, T2, ...,Tm)T,

de ramener le nombre d’inconnues de m a A(G) =n — 1.

Théoreme 3.5.3. [3]

Une condition nécessaire et suffisante pour que T soit une tension > 0 est que I’ on ait :

T = B1Wl + 61W2 + ...+ ,Bka,

ot B, Bay s Bt € Z, B, Boy .o, B >0 et o WY, W?2, ..., WF sont des cocircuits élémentaires.

3.6 Le probleme de la tension maximum

Considérons un réseau R = (X,U,C), dont les arcs sont dénotés par wuj,us, ..., Up ;

considérons d’autre part des nombres h(uq), h(ug), ..., h(um); H(ug), L(ug), ... [ (uy,) € Z, avec
—00 < h(ug) < l(ug) < +oo.
On peut se poser les problemes suivants :[3]

— Probleme de la tension compatible

Trouver pour un réseau R une tension 7, avec

— Probleme de la tension maximum
Trouver pour un réseau R une tension 7 telle que :
1. h(uk) < T(Uk) < l(uk), Yuy € U,

2. L’arc de retour est maximum.
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3.6.1 Théoréme de la tension compatible (Ghouila-Houri, 1960)

Théoreme 3.6.1.

Etant donné un réseau R et des nombres h(uy) et l(ug), avec —oo < h(ug) < l(ug) < +00
(pour tout uy, € U ), une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une tension

T = (71, T2, ooy Tm), avec h(uy) < 7(ug) < h(ug) (pour tout uy, € U), est que pour tout cycle T,

on ait :

upel+ up€el'—
Preuve 3.6.1.
Si une telle tension 7 existe, on a, pour tout cycle I" :
0=, 7)=T r)=T"7) > > hlu)— > lu),
upelt up€l'—

les flots F' ont pour suppert les cycles et les tensions 7 ont pour suppert les cocycles.

Conclusion
Dans ce chapitre on a présenté la théorie des réseaux de transport et le probleme de flot et

tension dans les réseaux.
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Chapitre

Les problemes des flots maximum

Les problemes des flots maximum peut correspondre a un probleme d’acheminement de
tonnages disponibles sur des bateaux, des camions, des wagons ou a des canalisations, a des
voies de transmission ...etc, vers une destination. Par exemple, ’alimentation journaliere d'une
ville en gaz peut étre considérée comme un probleme du flot, si on s’intéresse a la quantité de

gaz que cette ville peut recevoir.

4.1 Le probleme du flot maximum

Le probleme du flot maximum consiste a trouver la quantité maximum de flot & acheminer

de source s vers la puits p et vérifie, les contraintes de capacité.

4.2 L’algorithme pour la recherche d’un flot maximum

L’algorithme le plus connu pour résoudre ce probleme est celui de Ford et Fulkerson.

4.2.1 L’algorithme de Ford et Fulkerson

L’algorithme de Ford et Fulkerson est un algorithme pour le probleme du flot maximum,

un probleme d’optimisation classique dans le domaine de la recherche opérationnelle.
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4.2.2 Les étapes de ’algorithme de Ford et Fulkerson

~ Etape(1) Initialisation :
Démarrer a partir d’'un flot réalisable (par exemple F'=0), h =0;

~ Etape(2) Procedure de marquage :
A Titération h, soit F' un flot réalisable; cherche une chaine augmentante C'H" reliant
s a p en utilisant la procédure de marquage précédente ; si CH” n’existe pas alors le flot
F" est maximal et on s’arréte
sinon, aller a 'étape(3);

~ Etape(3) mise a jour du flot F"*! :

Soit £" la capacité résiduelle de la chaine améliorante, alors poser :

flup)h + &M si wy, € CHM
flu)"™ =< flup)h — € si w € CHM
0 si up & CH"

Efface le marquage et h = h + 1 et retourner en I'étape (2).

Remarque 4.2.1.

Si on n’arrive pas a marquer le sommet p, alors la chaine augmentante n’existe pas.

Remarque 4.2.2. [13]
La coupe S est composée de I'ensemble d’arcs reliant ’ensemble des sommets marqués a 1’en-

semble des sommets non marqués.
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4.3 Organigramme de ’algorithme de Ford et Fulkerson

R=(X, U, C)

;

Flot réalisable initiale F=0 de

valeur f
T

v
Pour cherche une chaine augmentante CH :

-On marque le sommet source s d'un "+" et poser
S={s}, CH*=CH =0,
-On marque d'un "+" un sommet j & S tel que :
fug) <c(ug), i € Savecuy = (i, j)

CH*=CH" U {i,j}, S=5U {};

-On marque d'un "-" un sommet j & S tel que :
Sur)>0,i€Savecuy = (i)
CH™=CH™ U {i, j},S=SU{};

Le flot F obtenu est
un flot de valeur
maximal et on
s'arréte

Non

1l existe une chaine
augmentante de s d p

Construire une tele chaine: CH=CH* U CH™

!

&= nglég+ {c(u)-f(w)}
&= onin {f(wo}
&= min {§y, §,}
fluy) +&siu, € CcH

f(uk)z f(uk)—i Siuk € CH™
0 si U € CH

|
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4.3.1 Quelques exemples

Exemple 4.3.1.
Une compagnie (SONATRACH) ayant deux stations de base possede 7 postes
T1,15,15,T,, Ty, Ts, Tr de retransmission des appels téléphoniques entre Hassi Massaoud et Be-
jaia.

— Les appels de Hassi Massaoud passent tous par le poste 77 qui les achemine vers les autres

postes;

— Les appels arrivant au poste 77 sont tous acheminés vers Bejaia.

Probleme : Soit F' le différent d’appels passant dans le réseau de 77 (la source) a Tr (la

destination), comment répartir les appels dans le réseau de fagon & maximiser F' 7

Hassi Massaoud

— Résolution :
Pour résoudre ce probleme ont lui applique ’algorithme de Ford et Fulkerson :
On commence par le flot nul F° = (0,0,0,0,0,0,0) de valeur f° = 0, et les sommets

s,2,3,4,5,6, p représente respectivement les postes 17,15, T3, Ty, Ty et Ty, T7.

FIGURE 4.1 — Réseau associé a la modélisation
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. Initialisation : On marque le sommet s par le signe +.
On pose : S = {s};CH*UCH =0 et ona fk=0avec k= 0.
. Itération 1 : Dans le réseau R, on suit la procédure de marquage suivante :
— On marque le sommet 2 d'un +, car il est successeur de s et f(s,2) =0 < ¢(s,2) = 12,
On pose : CHT = CH' U][s,2],S = SU{2};
— On marque le sommet 5 d'un +, car il est successeur de 2 et f(2,5) =0 < ¢(2,5) = 4,
On pose : CHT = CH*T U[2,5],5 = SU{5};
— On marque le sommet p d'un +, car il est successeur de 5 et f(5,p) =0 < ¢(5,p) = 4,
On pose : CHT = CH* U [5,p],S = SU{p}. Le sommet p était marqué, la procédure
s’arréte. On obtient donc la chaine augmentante :
CH=CHYUCH =CH" =[s,2,5,p| reliant le sommet s et p. On calcule :
& = min{c(ug) — f(ug);up € CHT}
= min{c(s, 2) — f(s,2);¢(2,5) = f(2,5);¢(5,p) = f(5,p)}
=min{12-0;4—-0;4—-0} =4
On améliore ainsi le flot F° pour obtenir un nouveau flot F!, en ajoutant la quantité
€ = 4 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs n’appartenant pas a la chaine, reste

inchangé et f! =0+ 4.

FIGURE 4.2 — Résultat de la premiere itération

. Itération 2 : Dans le réseau R, on suit la procédure de marquage suivante :
On efface les marques sauf en s.
— On marque le sommet 2 d'un +, car il est successeur de s et f(s,2) =4 < ¢(s,2) = 12,
On pose : CHT = CH' U][s,2],S = SU{2};

— On marque le sommet p d'un +, car il est successeur de 2 et f(2,p) =0 < ¢(2,p) =6,
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On pose : CHT = CH* U [2,p],S = SU{p}. Le sommet p était marqué, la procédure
s’arréte. On obtient donc la chaine augmentante :
CH=CHtUCH  =CH™ = [s,2,p|] reliant le sommet s et p. On calcule :
& =min{c(ug) — f(ug);ur € CHT}

= min{c(s, 2) — f(s,2);¢(2,p) = f(2,0)}

=min{10 —4;6 — 0} =6
On améliore ainsi le flot F'' pour obtenir un nouveau flot F?, en ajoutant la quantité
& = 6 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs n’appartenant pas a la chaine, reste

inchangé et f? =4+ 6 = 10.

(0, 10)

FIGURE 4.3 — Résultat de la deuxiéme itération

. Itération 3 : Dans le réseau R, on suit la procédure de marquage suivante :

On efface les marques sauf en s.

— On marque le sommet 2 d'un +, car il est successeur de s et f(s,2) = 10 < ¢(s,2) = 12,
On pose : CHT = CH*" U][s,2],S = SU{2};

— On marque le sommet 4 d’'un +, car il est successeur de 2 et f(2,4) =0 < ¢(2,4) = 6,
On pose : CHT = CH* U[2,4],S = S U {4};

— On marque le sommet p d'un +, car il est successeur de 4 et f(4,p) =0 < ¢(4,p) = 11,
On pose : CHT =CH*" U[4,p],S = SU{p}. Le sommet p était marqué, la procédure
s’arréte. On obtient donc la chaine augmentante :

CH=CHYUCH™ =CH" = [s,2,4,p| reliant le sommet s et p. On calcule :
& =min{c(ug) — fug);ur € CHT}

— min{e(s,2) — £(5,2); e(2,4) — F(2, 4);c(4,p) — F(4,p)}

= min{12 — 10;6 — 0;11 — 0; } = 2
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On améliore ainsi le flot F? pour obtenir un nouveau flot F*, en ajoutant la quantité
¢ = 2 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs n’appartenant pas a la chaine, reste

inchangé et 2 =4+6+2 = 12.

(0. 10)

FIGURE 4.4 — Résultat de la troisiéme itération

. Itération 4 : Dans le réseau R, on suit la procédure de marquage suivante :

On efface les marques sauf en s.

— On marque le sommet 4 d'un +, car il est successeur de s et f(s,4) =0 < ¢(s,4) =9,
On pose : CHT = CH' U[s,4],S = SU{4};

— On marque le sommet p d’un +, car il est successeur de 4 et f(4,p) =2 < c¢(4,p) = 11,
On pose : CHT = CH* U [4,p],S = SU{p}. Le sommet p était marqué, la procédure
s’arréte. On obtient donc la chaine augmentante :

CH=CHYUCH =CH™ = [s,4, p] reliant le sommet s et p. On calcule :
& = min{c(ug) — f(ug);up € CHT}
— minfe(s, 4) — (s, 4); (4, ) — F(4,p)}
= min{9 — 0; 11 — 2}
=9
On améliore ainsi le flot F'* pour obtenir un nouveau flot F'*, en ajoutant la quantité
€ = 4 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs n’appartenant pas a la chaine, reste

inchangé et f* =12 +9 = 21.
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FIGURE 4.5 — Résultat de la quatrieme itération

. Itération 5 : Dans le réseau R, on suit la procédure de marquage suivante :

On efface les marques sauf en s.

— On marque le sommet 6 d'un -+, car il est successeur de s et f(s,6) =0 < ¢(s,6) =9,
On pose : CHT = CH*" U][s,6],S = SU{6};

— On marque le sommet p d’un +, car il est successeur de 6 et f(6,p) =0 < ¢(6,p) = 15,
On pose : CHT = CH* U[6,p],S = SU{p}. Le sommet p était marqué, la procédure
s’arréte. On obtient donc la chaine augmentante :

CH=CHYUCH =CH™ = [s,6,p] reliant le sommet s et p. On calcule :
& = min{c(uy) — f(ug);up € CHT}
= min{c(s,6) — f(s,6);c(6,p) — f(6,p)} = min{9 —0;15 -0} =9
On améliore ainsi le flot F'* pour obtenir un nouveau flot F°, en ajoutant la quantité
£ = 9 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs n’appartenant pas a la chaine, reste

inchangé et f° =21 + 9 = 30.

FIGURE 4.6 — Résultat de la cinquieme itération
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. Itération 6 : Dans le réseau R, on suit la procédure de marquage suivante :

On efface les marques sauf en s.

— On marque le sommet 3 d'un +, car il est successeur de s et f(s,3) =0 < ¢(s,3) = 10,
On pose : CHT =CH" U][s,3],S = SU{3};

— On marque le sommet 6 d’'un +, car il est successeur de 3 et f(3,6) =0 < ¢(3,6) = 10,
On pose : CHT = CH" U [3,6],S = SU{6};

— On marque le sommet p d'un +, car il est successeur de 6 et f(6,p) =9 < ¢(6,p) = 15,
On pose : CHT = CH*T U [6,p], S = S U{p}; Le sommet p était marqué, la procédure
s’arréte. On obtient donc la chaine augmentante :

CH=CHY"UCH- =CH™ = [s,3,6,p] reliant le sommet s et p.
On calcule :
& = min{c(uy) — f(ug);up € CHT}
= min{c(s, 3) — f(s,3);¢(3,6) — f(3,6);¢(6,p) — f(6,p)}
= min{10 — 0;10 — 0; 15— 9; }
=6
On améliore ainsi le flot F® pour obtenir un nouveau flot F°, en ajoutant la quantité
£ = 6 au flot des arcs de CH™. Le flux des arcs n’appartenant pas & la chalne, reste

inchangé et f% = 30+ 6 = 36.

(6. 10)

FIGURE 4.7 — Résultat de la sixieme itération

. Itération 7 : Dans le réseau R, on suit la procédure de marquage suivante :
On efface les marques sauf en s.
— On marque le sommet 3 d'un +, car il est successeur de s et f(s,3) =6 < ¢(s,3) = 10,

On pose : CH" = CH*" U][s,3],S = SU{3};
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— On marque le sommet 6 d'un +, car il est successeur de 3 et f(3,6) =6 < ¢(3,6) = 10,
On pose : CHT = CH" U [3,6],5S = SU{6};

— On ne peut pas marquer le sommet p, la procédure s’arréte. Donc le flot obtenu est
maximum.

la valeur du flot est :

f= Z flug) = Z fur)
)

ugEwt(s) upEw (p
F o= f(5,2) + f(5,4) + f(5,6) + f(5,3) = 1249+ 9+ 6 = 36
=fG.p)+f(2.p)+ f4p)+ f(5.p) =4+6+11+15= 36

La capacité de la coupe S est la somme des capacité des arcs S = {s,3,6} :

¢(9) = Z clug) = c(s,2) +c(s,4) +c(6,p) =124+ 9 + 15 = 36

up€wt(S)

f=¢(5) =36

Donc F® = F est un flot maximum de s & p et S est une coupe de capacité minimale

séparant s et p.

(6. 10)

FI1GURE 4.8 — Résultat de la derniere itération et la coupe minimale
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Exemple 4.3.2. (Réseau distribution de Tchin-Lait)

Le réseau de distribution de I’entreprise Tchin-Lait se compose d’un deux unités des fabrica-
tions (Bejaia, Alger), on dispose respectivement de 100, 100 tonnes de marchandises, On a des
demandes de 25, 30, 25, 20, 35 et 20 tonnes aux grossistes (Jijel, Annaba, Setif, Tizi ouzou,
Blida, Chelf) .

Il existe des possibilités de transport a I’aide de camions. Ces possibilités sont rapportées dans

le tableau suivant :

C Jijel | Annaba | Setif | Tizi ouzou | Blida | Chelf
Bejaia | 30 35 10 ) 20 0
Alger 0 0 20 25 20 30

La variable ¢;; représente le nombre de capacité maximal de tonnes de marchandises transporte
par chaque unités ¢ (ot i = 2 = Bejaia,3 = Alger), a chaque grossiste j (ou j = 4 = Jijel,5 =
Annaba,6 = Setif,7 = Tiziouzou,8 = Blida,9 = Chelf).

Le graphe associe est :

Probléme : Déterminer un plan de transport permettant de transporter des origines aux

destinations une quantité maximale.
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— Modélisation : cas ou il ya plusieurs sources et plusieurs puits :
On crée une super-source (s) qu’on relie a toutes les sources par un arc de capacité
égale a la disponibilité de cette source; on relie aussi tous les puits a super-puits (p) de
capacité égale a la demande de ce puits.

Le graphe que modélisant ce probleme est :

FIGURE 4.9 — Réseau associé apres la modélisation

— Résolution :

Pour résoudre ce probleme ont lui applique ’algorithme de Ford et Fulkerson :

. Initialisation : On marque le sommet s par le signe +.

On pose : S ={s};CHTUCH =0etona ff=0et F* =0 avec h = 0.
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. Itération 1 :

FIGURE 4.10 — Réseau obtenu a la premiere itération

. Itération 2 :

FIGURE 4.11 — Réseau obtenu a la deuxiéme itération
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. Itération 3 :

(25.30)

FIGURE 4.12 — Réseau obtenu a la troisieme itération

. Itération 4 :

(25, 30)

FIGURE 4.13 — Réseau obtenu a la quatrieme itération
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. Itération 5 :

. Itération 6 :

(25.30)

FIGURE 4.14 — Réseau obtenu a la cinquieme itération

(25.30)

FIGURE 4.15 — Réseau obtenu a la sixieme itération

o4



CHAPITRE 4. LES PROBLEMES DES FLOTS MAXIMUM

. Itération 7 :

(25.30)

FIGURE 4.16 — Réseau obtenu a la septieme itération

. Itération 8 :

(25.30)

FIGURE 4.17 — Réseau obtenu a la huitiéme itération
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. Itération 9 :

(25, 30)

FIGURE 4.18 — Réseau obtenu a la neuvieme itération

. Itération 10 :

. On ne peut pas marquer le sommet p, la procédure s’arréte. Donc le flot obtenu est maximum.

La valeur de flot est :

f=254+304+104+5+20+15+15+ 15+ 20 = 155

FIGURE 4.19 — Réseau obtenu a la derniére itération

Exemple 4.3.3. (Acheminement du pétrole)

La compagnie pétroliere SONATRACH souhaite acheminer du pétrole par oléoduc vers un pays
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(Italie). Chaque oléoduc est directionnel et possede une capacité maximum (en litres par unité
de temps) a ne pas dépasser. Nous cherchons a savoir quelle quantité maximum de pétrole nous
pouvons envoyer du compagnie vers le pays (voir figure ci-dessous). Le probleme est donc tres
proche du probleme du flot maximum. La compagnie pétroliere est représentée par le sommet

(s), le client par le sommet (p).

FI1GURE 4.20 — Réseau associé au probleme

— Résolution :

Pour résoudre ce probleme ont lui applique ’algorithme de Ford et Fulkerson :

. Initialisation : On marque le sommet s par le signe +.

On pose : S ={s};CH*UCH =Qetona f"=0et F" =0 avec h = 0.

. Itération 1 :

FIGURE 4.21 — Réseau obtenu a l'itération numéro 1
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. Itération 2 :

FIGURE 4.22 — Réseau obtenu a l'itération numéro 2

. Itération 3 :

FIGURE 4.23 — Réseau obtenu a l'itération numéro 3
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. Itération 4 :

FIGURE 4.24 — Réseau obtenu a l'itération numéro 4

. Itération 5 :

FIGURE 4.25 — Réseau obtenu a l'itération numéro 5
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. Itération 6 :

G.5) (2,3)

FIGURE 4.26 — Réseau obtenu a l'itération numéro 6

. Itération 7 :

. On ne peut pas marquer le sommet p, la procédure s’arréte. Donc le flot obtenu est maximum.
La valeur de flot est :

f=24+2+1+1+3+2=11

5.5 @.3)

FIGURE 4.27 — Réseau obtenu a la derniére itération
Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la méthode de résolution de différent probleme dans les réseaux

ainsi quelques exemples pour mieux comprendre leurs résolution.
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Chapitre

Applicatiom sur MATLAB

Dans ce chapitre on va programmer un petit algorithme simple pour obtenir le flot maximum

d’un réseau R donné, pour faire cet algorithme nous utiliserons le logiciel MATLAB.

5.1 Présentation du logiciel MATLAB

MATLAB est un logiciel de calcul numérique produit par MathWorks (voir le site web
http ://www.mathworks.com). Il est disponible sur plusieurs plateformes. MATLAB est un
langage simple et tres efficace, optimisé pour le traitement des matrices, d’ou son nom. Pour le
calcul numérique. MATLAB contient également une interface graphique puissante, ainsi qu’une
grande variété d’algorithmes scientifiques.

Il existe aussi plusieurs versions de logiciele MATLAB, nous intéressons dans notre travail la

version MATLAB 7.10.0 (R2010a).

5.2 Espace de travail dans MATLAB

A Texécution, MATLAB affiche plusieurs fenétres sur Pécran. Les deux types de fenétres les

plus importantes sont :
e "Command window”, ol toutes les commandes sont entrées ;

e "Editor Window” ou l'utilisateur peut modifier ou créer des programmes MATLAB.
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5.2.1 Fenétre de commande

Une fois que MATLAB est parti, une fenétre appelée ”Command Window” apparait sur
I’écran. L’utilisateur peut entrer multiples commandes ou équations mathématiques apres le
signe ”>" qui apparait au coté gauche de la fenétre. Pour exécuter une opération, il faut
toujours appuyer sur la touche "enter” du clavier. De plus, il faut terminer I'opération par un

.9

point-virgule ” ;”sinon, toutes les étapes du calcul seront affichées sur I’écran.

4 Command Window - o IES
File Edit Debug Desktop Window Help N

MATLAB desktop keyboard shortcuts, such as Ctrl+5, are now customizable.
In addition, many keyboard shortcuts have changed for improved consistency
across the desktop.

To customize keyboard shortcuts, use Preferences. From there, yvou can also
restore previous default settings by selecting "R200%a Windows Default Set”
from the active settings drop-down list. For more information, see Help.

Click here if you do not want to see this message again.

f >> |

FIGURE 5.1 — Interface de la fenétre de commande

5.2.2 Editor window

Au lieu de tapez les commandes individuellement et directement dans la fenétre de com-
mande, il est possible de créer deux types de fichiers qui peuvent étre programmés avec MAT-
LAB : les fichiers SCRIPT et FUNCTION.
— Fichiers SCRIPT
Le fichier SCRIPT permet de lancer les mémes opérations que celles écrites directement
a I'invite MATLAB. Toutes les variables utilisées dans un SCRIPT sont disponibles a
I'invite MATLAB;

— Fichiers FUNCTION
L’idée de base d'une fonction est d’effectuer des opérations sur une ou plusieurs entrées

ou arguments pour obtenir un résultat qui sera appelée sortie.
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Il est important de noter que les variables internes ne sont pas disponibles a l'invite
MATLAB.
» Le logiciel lit et exécute les programmes ligne par ligne. Lorsque MATLAB détecte une erreur,
le logiciel arréte et envoie un message d’erreur ainsi que la ligne ot 'erreur est détectée s’affichent
a Iécran(Command Window). Apprendre a lire les messages d’erreur est donc important pour
”déboguer” vos programmes rapidement et efficacement.
» Pour créer un nouveau fichier, allez dans le menu de sélection a :
”File/New/Script” ou ”File/New/Function”
» Pour ouvrir un fichier déja créé, allez a : "File/Open” et choisissez le nom du fichier.
» Pour sauvegarder un fichier, allez dans le menu de sélection a : "File/Save As” et écrire le

nom du fichier.

Editor - Untitied* - olEN
File Edit Tet Go Cell Toals Debug Desktop Window Help  Ax
1 EREAPESEE YA IR Bk E T 8§ IETE 0O«

b r] s
Wl | -1 + | + |11 x |« of% | D
1 |
Bouton de sauvegarder

Bouton d’exscution
Créer nouvelle fenétre

sonpt n 1 Cal 1

FIGURE 5.2 — Interface d’editor window

5.3 Obtenir de ’aide dans MATLAB

Il y a plusieurs manieres d’obtenir de 1’aide dans MATLAB.

— La premiere option est de taper dans la fenétre de commande "help” suivi par le nom de
la fonction que vous recherchez;

— La deuxieme option est de taper "helpwin” dans la fenétre de commande. Ceci, vous

affichera toutes les librairies de Matlab incluant les fonctions de chacune d’elles.
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Ensuite, choisissez la section "signal processing toolbox”.

Ceci vous affichera toutes les fonctions disponibles.

5.4 Instructions de controle

Les instructions de controle sous matlab sont tres proches de celles existant dans d’autres
langages de programmation :

— Boucle for : parcours d’un intervalle ;

— Boucle while : tant que .... faire;

— L’instruction conditionnée if.

5.5 Commandes et fonctions de MATLAB

Les principaux commandes et fonctions les plus utilisé est :

— 7”quit” : Permet de quitter MATLAB;

— ”ans” : Réponse retournée apres exécution d’'une commande ;
— ”clear” : Efface toutes les variables existantes en mémoire ;
— 7cle” : Efface I'écran (fenétre) de MATLAB;

— ”input(’ ’)” : Introduire une ou des variables par I'intermédiaire du clavier ;
— ”]length” : Renvoie la longueur d'un vecteur;

— ”zeros” : Matrice de 0;

— ”return” : Retour a la fonction applée;

— ”break” : Termine 'exécution d’une boucle for ou while;

— ”end” : Termine les blocs des test ;

— 7 «~="7": Defférent ;

-7 =="": Egal;

- 7&&” : Et logique;

— 7 fprintf(’ ’)” : Format de sortie sur écran;

— 7disp” : Permet d’afficher un tableau de valeurs numérique ou de caracteres.
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5.6 Application numérique

Cet exemple d’appliction que nous avons tiré du Web et que nous avons apporté des modi-

fications(n’est pas réel).

Exemple 5.6.1. (Réseau de télécommunication)

On considére un réseau de télécommunication (Société Algérie Télécom), composé
d’émetteurs/récepteurs pouvant envoyer des informations ayant une taille (octet, kilooctet,
mégaoctet, gigaoctet). La société possede plusieurs agences (S.A.T) pour une seule wilaya, cha-
cun peut transmettre des données entre les points (émetteurs/récepteurs) sur les fibres optiques
vers la (S.A.T).

Chaque fibre optique a une capacité limite. Nous cherchons a savoir quelle taille maximale
des données nous pouvons envoyer entre les points (émetteurs/récepteurs) sans perdre aucune
informations.

. La carte géographique de I’Algérie indiquant les frontieres entre les wilayas :

FIGURE 5.3 — La carte géographique de 1’Algérie
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. Le tableau suivant représante les differents codes de chaque wilaya :

(01) Adrar (13) Tlemcen (25) Constantine (37) Tindouf
(02) Chlef (14) Tiaret (26) Medea (38) Tissemsilt
(03) Laghouat (15) Tizi ouzou (27) Mostaganem (39) El-Oued
(04) Oum EIl Bouaghi (16) Alger (28) M’Sila (40) Khenchela
(05) Batna (17) Djelfa (29) Mascara (41) Souk Ahras
(06) Béjaia (18) Jijel (30) Ouargla (42) Tipaza
(07) Biskra (19) Setif (31) Oran (43) Mila

(08) Béchar (20) Saida (32) El Bayadh (44) Ain Defla
(09) Blida (21) Skikda (33) Illizi (45) Naama
(10) Bouira (22) Sidi Bel Abbes (34) Bordj Bou Arreridj (46) Ain Témouchent
(11) Tamanrasset (23) Annaba (35) Boumerdes (47) Ghardaia
(12) Tébessa (24) Guelma (36) El Tarf (48) Relizane

Considérons les wilayas 3, 14, 17, 38, 26, 28, 44, 10, 34, 09, 06, 15, 42, 35, 16, et le graphe

associé aux wilayas concernées est donné par la figure 5.4 :

FIGURE 5.4 — Le lien entre quinze wilayas d’Algérie

— La sommet source représente la wilaya de Laghouat ;
— La sommet puits représente la wilaya de Alger;

— Chaque émetteurs/récepteurs (wilaya) représente un sommet ;
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— Les fibres optiques représente des arcs que reliant entre les wilayas ;

- X={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15} représente respectivement {3, 14, 17,
38, 26, 28, 44, 10, 34, 09, 06, 15, 42, 35, 16} : est 'ensemble des sommets;

— U : L’ensemble des arcs;

— C : Les capacités des arcs (en mégaoctet par seconde), comme indiqué dans le graphe de

la figure 5.5

FIGURE 5.5 — Réseau de communication entre les quinze wilayas

— Résolution :
Pour la résolution de ce probleme, on implémente 1’algorithme de Ford et Fulkerson sur

logiciel MATLAB.
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4 Command Window = =
File Edit Debug Desktop Window Help ]
Donne le nombre des sommets =15 “
1 X =
1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 1z 13 14 15

Choiszi le sommet source s dans 1 intervalle X =1

Choisi le sommet puits p dans 1 intervalle X =15
La capacité enter le sommet 1 et 1 =0
La capacité enter le sommet 1 et 2 =800
La capacité enter le sommet 1 et 3 =300
La capacité enter le sommet 1 et 4 =0
La capacité enter le sommet 1 et 5 =0
La capacité enter le sommet 1 et & =0
La capacité enter le sommet 1 et 7 =0
La capacité enter le sommet 1 et & =0
La capacité enter le sommet 1 et § =0
La capacité enter le sommet 1 et 10 =0
La capacité enter le sommet 1 et 11 =0
La capacité enter le sommet 1 et 12 =0
La capacité enter le sommet 1 et 13 =0
La capacité enter le sommet 1 et 14 =0
La capacité enter le sommet 1 et 15 =0
La capacité enter le sommet 2 et 1 =0
La capacité enter le sommet 2 et 2 =0
La capacité enter le sommet 2 et 3 =100
La capacité enter le sommet 2 et 4 =400
La capacité enter le sommet 2 et 5 =400
La capacité enter le sommet 2 et & =0
La capacité enter le sommet 2 et 7 =0
La capacité enter le sommst 2 et 8 =0
La capacité enter le sommet 2 et 3 =0
La capacité enter le sommet 2 et 10 =0
J% La capacité enter le sommet 2 et 11 =0 o
< o ) ) o ) >

FIGURE 5.6 — Introduire des données (la capacité des arcs (i,j) de la premiere sommet)

Nous continuons de introduire la capacité de chaque arc jusqu’a atteindre le dernier sommet.
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F Command Window - o EN
File Edit Debug Desktop Window Help e
La capacité enter le sommet 13 et 12 =0 ~
La capacité enter le sommet 13 =t 13 =0
La capacité enter le sommet 13 =t 14 =0
La capacité enter le =sommet 13 et 15 =700
La capacité enter le sommet 14 et 1 =0
La capacité enter le sommet 14 et 2 =0
La capacité enter le sommet 1494 et 3 =0
La capacité enter le =sommet 14 2t 4 =0
La capacité enter le sommet 14 et 5 =0
La capacité enter le sommet 14 =t & =0
La capacité enter le =sommet 14 et 7 =0
La capacité enter le =sommet 14 et § =0
La capacité enter le sommet 14 et 9 =0
La capacité enter le sommet 14 =t 10 =0
La capacité enter le sommet 14 et 11 =0
La capacité enter le =sommet 14 et 12 =0
La capacité enter le sommet 14 et 13 =0
La capacité enter le sommet 14 =t 14 =0
La capacité enter le sommet 14 et 15 =800
La capacité enter le =sommet 15 et 1 =0
La capacité enter le sommet 15 et 2 =0
La capacité enter le sommet 15 et 3 =0
La capacité enter le sommet 15 et 4 =0
La capacité enter le =sommet 15 et 5 =0
La capacité enter le sommet 15 et & =0
La capacité enter le sommet 15 et 7 =0
La capacité enter le sommet 15 et 8 =0
La capacité enter le =sommet 15 et 9 =0
La capacité enter le sommet 15 =t 10 =0
La capacité enter le sommet 15 et 11 =0
La capacité enter le sommet 15 et 12 =0
La capacité enter le sommet 15 et 13 =0
La capacité enter le sommet 15 =t 14 =0
La capacité enter le sommet 15 =t 15 =0
Fe v
< >

FIGURE 5.7 — Introduire des données (la capacité des arcs (i,j) de la dernier sommet)

4\ Command Window - - IEN
File Edit Debug Desktop Window Help ]
-~
cap =

(] 800 900 o] [+] o] (] o] o] o] [+] o] (] o] o]

(] o] 100 400 400 o] (] o] o] o] [+] o] (] o] o]

1] o o o 150 650 1] o o o a a 1] o o

8] 2] 2] 2] 200 a 400 2] 2] 2] a a 8] 2] 2]

(] o o o [s] [s] 150 200 o 150 [s] [s] (] o o

[+] 0 0 0 100 o [+] 300 400 0 [+] o [+] 0 0

(] o] o] o] [+] o] (] o] o] 200 [+] o] 600 o] o]

1] o o o a a 1] o o 200 150 150 1] 150 o

1] o o o a a 1] 100 o o 500 a 1] o o

(2] o o o [s] [s] (2] o o o [s] [s] 150 2300 500

[+] 0 0 0 [+] o [+] 0 0 0 [+] 700 [+] 0 o

(] o] o] o] [+] o] (] o] o] o] [+] o] (] 600 o]

(] o] o] o] [+] o] (] o] o] o] Q o] (] o] T00

1] o o o a a 1] o o o a a 1] o 800

(2] o o o [s] [s] (2] o o o [s] [s] (2] o o
4 v

OVR

FIGURE 5.8 — Matrice de capacité
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B Command Window
File Edit Debug Desktop nd ow Help
la chaine_ augmentant enter les sSommets st = is a0 = 2
en ajoutant la guantité 150 au flux de=s arcs de la chaine précédente
la chaine_ augmentant enter les Sommecs st = is 10 7 k=3
en ajoutant la guantité 200 au flux des arcs de la chaine précédente
la chaine_augmentant enter les sSommets st = is i1z rd 4
en ajoutant la guantité 200 au flux de=s arcs de la chaine précédente
la chaine augmentant enter lesS Sommerts €St = is 13 r 5
en ajoutant la guantite 150 au flux des arcs de la chaine précéedente
la chaine_augmentant enter les sSommets st = is 10 a8 k=1
en ajoutant la guantité 100 au flux de=s arcs de la chaine précédente
la chaine augmentant enter les Sommets st = is 10 8 k=1
en ajoutant la guantcitcé E0 au flux de=s arcs de la chaine précédente
la chaine_augmentant enter les Sommets est = is 14 8 k=1
en ajoutant la guantité 50 au flux des arcs de la chaine précédente
la chaine_ augmentant enter les sommets st = it 14 8 &
en ajoutant la guantité 100 au flux de=s arcs de la chaine précédente
la chaine_augmentant enter les sSommets est = ais 15 10 8
en ajoutant la guantité 50 au flux des arcs de la chaine précédente
la chaine_augmentant enter les sSommets st = is 14 iz a8
en ajoutant la guantité 150 au flux de=s arcs de la chaine précédente
la chaine augmentant enter les Sommets 25t = is 14 iz i1
en ajoutant la guantite 350 au flux de=s arcs de la chaine précéedente
La matrice des flux est =
o] 00 FE5O (o] o] (o] [a] (o] [a] (o] [a]
[+] o] [+] 400 400 [+] [+] [+] o [+] o
[+] o] [+] [v] 100 650 [+] [v] o [v] o
o o o ] o ] 400 ] o ] o
[+] o] [+] [+] [+] [+] 150 200 o 150 o
a [o] a a a a a 300 350 a a
[+] o] [+] [+] [+] [+] [+] [+] o 200 o
[+] o] [+] [v] [+] [v] [+] [v] o 200 o i
(2] ] (2] o] (2] o] (2] o] (o] o] 250
[+] o] [+] [+] [+] [+] [+] [+] o [+] o
(2] (o] (2] [+] (2] [+] (2] [+] (o] [+] (o] 1
[+] o] [+] [+] [+] [+] [+] [+] o [+] o
[+] o] [+] [+] [+] [+] [+] [+] o [+] o
(2] [a] (2] (o] (2] (o] (2] (o] o] (o] o]
[+] o] [+] [+] [+] [+] [+] [+] o [+] o
La waleur de flot est = 1550
>
fr
<

FIGURE 5.9 — Résultat final qui montre la valeur maximal de flot f
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FIGURE 5.10 — Le graphe associé au résultat

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté 'implémentation sous MATLAB de l'algorithme de
Ford et Fulkerson qui permet de résoudre le probleme du flot maximum du réseau de

télécommunication.

71



Conclusion générale

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au probleme d’optimisation dans les réseaux
en utilisant les graphes valués (flot et tension).
Ce qui a permet de présenter un algorithme de résolution pour la recherche d’un flot maximale
(Ford et Fulkerson) dans un réseau. Apreés un rappel des résultats principaux de la théorie
des graphes, et présenter quelques caractéristiques de flot et tension; nous avons abordé le
probleme.
Notre travail consiste a résoudre des problemes des réseaux (canalisation, transport,
télécommunication).
Finalement, nous avous programmé l’algorithme de Ford et Fulkerson sous logiciel MATLAB,

pour résoudre un probleme de télécommunication des données dans un réseau.

Comme perspective, nous allons modélise une situation réelle sur forme d'un graphe de

tension, pour lequel nous allons appliquer un algorithme afin de trouver la tension maximum.
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Résumé

Notre travail a été développé sur trois points essentiels, le premier point, un rappel des
concepts de base de la théorie des graphes dans les deux premiers chapitres. Ensuite pour le
deuxieme point, nous nous sommes interrogés sur le probleme de flot et tension, nous nous
sommes ensuite intéressés a l'algorithme de résolution de probleme du flot maximum. Et
pour le troisieme point, on a implémenté l'algorithme de Ford et Fulkerson avec le logiciel
MATLAB par la suite nous avous appliqué le programme pour résoudre un probleme de

télécommunication de quinze wilayas d’Algérie.

Mots clés : Théorie des graphes; Cycle; Flot ; Tension ; Algorithme de Ford et Fulkerson.
Abstract

Our work has been developed on three essential points, the first point, a reminder of the basic
concepts of graph theory in the first two chapters. Then for the second point, we wondered
about the problem of flow and tension, later, we are interested in the algorithm of resolution
of problem of maximum flow. And for the third point, we implemented the algorithm of
Ford and Fulkerson with the MATLAB software later we applied the program to solve a

telecommunication problem of fifteen wilayas of Algeria.

Key words : Theory of the graphs; Cycle; Flow ; Tension ; Algorithm of Ford and Fulker-

SOo1.



