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INTRODUCTION

La théorie de la ruine, également appelée théorie du risque est une discipline dont
I'importance ne cesse de s’accroitre et de prendre de 'ampleur vue sa présence tant dans
les jeux que dans la finance. Deux domaines qui sont extrémement intéressants et qui
ouvrent la voie aux chercheurs d’approfondir leurs études sur les phénomenes relatifs a
ce concept. Les modeles de risque classique sont concernés par :

—L’évaluation de probabilités de réalisations d’évenements défavorables pour une compa-
gnie d’assurance.

—Différents problemes d’optimisation :

—Allocation de réserves

—Stratégies déversement d’imposition (au sens de la fiscalité)

—Investissement dans des actifs risqués

Cette discipline trouve également application dans la gestion du risque en assurance,

ou elle représente une mesure tres importante a évaluer.

Pour analyser un quelconque systeme, on fait généralement appel aux différents
modeles mathématiques qui servent justement a décrire le comportement de ces systemes.
Les incertitudes sur les parametres qui définissent le modele sont a 1'origine de la non

perfection de cette description.
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La mesure de I'impact de lincertitude liée a chaque parametre d’entrée sur la
solution du modele, et, plus particulierement l'identification des parametres (ou groupes
de parametres) sensibles, sont 1'objet de l'analyse de sensibilité. Parmi les différentes
méthodes d’analyse de sensibilité telles que le calcul des indices de sensibilité de Sobol, la
méthode de Monte Carlo, nous avons opté pour les polynomes de Chaos en tant qu’outils

de paramétrisation et de propagation d’incertitudes.

La modélisation en Chaos polynomial peut étre réalisée de maniere intrusive ce
qui nécessite une modification du modele mathématique ou de maniere non intrusive a
I'image des méthodes d’échantillonnage aléatoire. Notre travail a porté sur le calcul des

coefficients du développement polynomial en mode non intrusif.

Apres une introduction générale, le travail accompli dans ce présent mémoire se
présente en deux chapitres théoriques, une application numérique, une conclusion générale

ainsi qu’'une bibliographie.

Dans le premier chapitre, nous rappelons certaines notions de base sur quelques
éléments indispensable dans notre travail. En premier lieu, nous présenterons certains
types de processus stochastiques, puis nous citons les différents modele de risque avec une
légere définition pour chacun d’eux. Finalement, nous mettons en valeur la probabilité
de ruine notamment en ce qui concerne le modele P/P et qui fera 'objet d’étude tout au

long de ce mémoire.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons a ’analyse de sensibilité globale et
celle de la propagation d’incertitude qui sont deux approches fondamentales du ’analyse
de risque. Pour ce faire, nous porterons une attention particuliere sur les polynomes de
Chaos qui trouvent application dans plusieurs domaines. Ces PC que nous décrivons lors
de cette partie nous permettent de calculer les indices de sensibilité de Sobol.

Dans le troisieme et dernier chapitre, nous aborderons la partie pratique de notre

travail qui s’agit d’une application numérique de ce qui a été présenté lors des deux
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chapitres théoriques. On effet, nous avons essayé d’édentifier les parametres ou bien les
parametres les plus sensibles et ce en mesurons l'impact de l'incertitude liée a chaque

parametre d’entrée sur la sortie du modele et ce en donnant des exemples illustratifes .



CHAPITRE 1

LA THEORIE DE LA RUINE ET MODELES DE RISQUES
CLASSIQUES

Il existe plusieurs mesures de risque mais la probabilité de ruine reste pour l'instant
I'une des mesures les plus intéressantes a étudier.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la théorie de ruine et les modeles de risque
d’une maniere générale : les modeles individuel et collectif, processus de réserve et surplus,
probabilité de ruine et le chargement de sécurité accompagné de notions sur les processus.
On termine par une présentation de quelques approches utilisées pour approximer la

probabilité de ruine dans un modele de risque classique.
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Pour une meilleure compréhension de la notion de probabilité de ruine, il est nécessaire

de rappeler certains processus et leurs propriétés [18].

1.1 Quelques notions sur les processus stochastiques

1.1.1 Processus stochastiques

Définition 1.1

Un processus stochastique {X (t),t > 0} est une suite de variables aléatoires indexées
par un parametre ¢ et définies sur un méme espace de probabilité (€2, F, P).

La variable X (t) représente I’état du processus au temps t et 'ensemble de toutes les
valeurs possibles pour cette variable est appelée I'espace des états du processus et sera

noté E.

1.1.2 Processus stationnaires

Définition 1.2

Un processus stochastique { X (¢),¢ > 0} est dit stationnaire au sens strict si sa loi de
probabilité est invariante par translation i.e, (Xi,, Xy,...Xy,) et (X4, ., Xi,,., X4, ) ont la

meéme loi, Vit <ty <..<t, seT.
Définition 1.3

Un processus stochastique est dit stationnaire au sens large ou faiblement stationnaire

sl :

1.E(X(t)) = m < oo, indépendante de t.
2.Var

(X(t)) = 0% < 0o, indépendante de t.
3.Cov(X(t), X(s)) ne dépend que de la différence |t — s|.
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1.1.3 Processus a accroissements indépendants

Définition 1.4

Un processus X (t) est dit a accroissements indépendants si :
Vig<ty <..<t, €T, les variables aléatoires
(th — Xto), (Xt2 — Xt1)7 ceey (th — thfl) sont indépendantes.

1.1.4 Processus a accroissements stationnaires ou Processus ho-
mogenes

Définition 1.5

Un processus {X(t),t > 0} est dit homogene dans le temps si la loi de (X5 — X;) ne
dépend que de s.

Définition 1.6 (Processus de comptage [18] )

Un processus stochastique N = (N,);er—r, est dit processus de comptage ou processus

de dénombrement si :

1. N(t) e N, Vt e R;, N(0) = 0.
2. 5i s < talors N(s) < N(t)

ou N(t) — N(s), représente le nombre d’événements se produisant dans l'intervalle [s, t].

Un des processus de comptage le plus utilisé est le processus de Poisson.

1.1.5 Processus de Poisson

Définition 1.7
Un processus de comptage est dit processus de Poisson si :
o(dt) si k>2

Pr[Ng = k] = ¢ Adt) + o(dt) si k=1
1= \(dt) + o(dt) si k=0
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Ot o(t) est une fonction tendant plus vite vers 0 que 'identité, i.e, telle que :

lim 29 =0
t—s0 ¢

Le coefficient A est dit taux du processus ou intensité du processus.
On note P[N; = k| = P(t)
Remarque 1.1.
Le processus de Poisson est un processus a accroissements indépendants et station-

naires.

1.1.6 Processus de Poisson composé

Définition 1.8

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
—(N(t),t > 0) est un processus de Poisson d’intensité A.
—~Z1, 2, ... sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, de
distribution commune F'.
—La suite aléatoire (Z;):>1 et le processus (N (t),t > 0) sont indépendants.

—Le processus aléatoire R(t) défini par :

est dit un processus de Poisson composé.

1.2 Modeles de risque

Le modele de risque [1] permet de présenter 1'évolution de la réserve d’une compa-
gnie d’assurance par un processus stochastique. De ce fait, parmi les éléments qui ont
généralement un caractere stochastique (aléatoire) sont les éléments suivants :

— Les instants de réclamation des sinistres (arrivées des réclamations) désignés par la

suite {0y, fnen

— Les temps entre deux réclamations successives (inter-arrivées des réclamations) dé-

finis par T, = 0,, — 0pp_1,n > 1.

Désignons par T', la variable aléatoire qui génere ces inter-arrivées.

7
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— Le nombre de réclamations jusqu’a I'instant ¢ (processus de comptage des réclama-
tions) noté N(t) ou N(t) = sup{n : o, < t}.

— La réclamation survenant a l'instant o,, a une taille Z,, qui représente le montant
de cette réclamation, c¢’est-a-dire, le montant d’indemnisation du sinistre. Soit Z la
variable aléatoire qui génere le montant des réclamations des sinistres.

— Le montant cumulé des réclamations ou la charge totale des sinistres a l'instant ¢
donné par : R(t) = Zfi(f) Z; avec R(t) =0si N(t) =0.

— La prime, notée TI(¢), qui représente le total de primes regues jusqu’a l'instant t.

— La réserve de la compagnie d’assurance a l'instant ¢ est X ().

Une fois ces éléments définis, nous pouvons construire le modele de risque reflétant 1’ac-

tivité d’assurance.

1.2.1 Modele individuel et Modele collectif

La charge globale des sinistres peut s’écrire comme la somme, sur le nombre de polices,
du montant de sinistre total engendré par chaque police ou encore comme la somme, sur
le nombre de sinistres, des montants de chaque sinistre. On appelle modele individuel la

premiére approche et modele collectif la seconde [?].

Modele individuel

Le modele individuel modélise la charge total générée par les sinistres individu par
individu [?, ?7]. La charge totale pour un portefeuille comprenant n contrats est définie par

la formule suivant :
i n
Smd — Z Zi
i=1

Ou, Z; est une variable aléatoire positive qui indique le montant total des sinistres subit
par l'assuré ¢ sur la période d’observation.

La fonction de répartition de S™? est donnée par la formule classique des convolutions
[20]

n

Fi(z) = S Chph(1 = p)*F3(2) (L.1)

i=1
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ot F3¥(2) est la fonction de répartition de Z; + Zy + ... + Zj, et vérifie la relation de

récurrence [5.24] :

FiH() = | P = Pty (12)
0
Ckpk(1 — p)"~* représente la probabilité que k contrats parmi n aient subi au moins

un sinistre sur la période considérée [1]. dans ce cas :

n

Els™) = 3" E[Z].

=1

et
Var[S™d] = Zn: Var[Z,).
i=1

La fonction de répartition de ce modele est toutefois difficile a calculer. On lui préfere
le modele collectif dans lequel le N n’est plus le nombre de polices ayant au moins un

accident, mais le nombre total d’accidents, sans distinguer police par police.

Modele collectif

Le modele collectif modélise la charge totale subie par un portefeuille vue, non pas
contrat par contrat, mais suivant un nombre total de sinistre tout assuré confondu, la

charge totale est définie par :
N
St =3"7. (1.3)
i=1

Ou Z; le montant de la "¢ perte et le N la variable aléatoire de nombre des pertes.
Remarque 1.1.

On parle de modele collectif car on associe la méme loi de probabilité pour les pertes.
Par conséquent, le modele individuel avec les pertes de méme loi de probabilité est un cas
particulier du modele collectif quand N est une constante : P(N =n) = 1.

La description des modeles collectif et individuel se trouve dans [7].

1.2.2 Modele du risque classique

Le modele de risque de Cramer-Lundberg ou P/G [20], qui est désigné aussi sous le
nom du modele de risque classique ou encore Poisson composé, a été introduit en 1903

par lactuaire Suédois Filip Lundberg (cf. Lundberg, F., (1903)) et est connu comme la

9
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base du fondement de la théorie du risque. La notation P/G, empruntée de la théorie des
files d’attentes, fournit 'information au sujet des lois des arrivées et des montants des
réclamations des sinistres. La lettre G signifie général et P signifie Poisson (cf. Janssen, J.
and R. Manca, (2007)). I s’ensuite que la suite {0, } nen des arrivées des réclamations forme
un processus de Poisson ce qui est équivalent a dire que les temps des inter-occurrences
T, = o0, —0,_1, n > 1 sont de distribution exponentielle. Ce modele est construit selon
les hypotheses suivantes :
— Le processus de comptage { N(t),¢ > 0} du nombre de réclamations est un processus
de Poisson d’intensité .
— La séquence {Z,},en- des montants des réclamations est une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de moyenne finie .
— La prime est proportionnelle au temps, c’est-a-dire, I1(t) = ct ou ¢ > 0, est le taux
de prime constant choisi de telle sorte que la société ait de bonnes chances de survie.
— Pour tout ¢ > 0, et n > 1, la variable aléatoire N(t) et le vecteur aléatoire

(Z1, ..., Zy) sont indépendants.
Le processus de Poisson composé modélise la réserve {X(¢),¢ > 0} par :

X(t) =u+ct— R(t),t > 0. (1.4)

ou: R(t) = Zi]i(lt) Z; est le montant cumulé des réclamations a 'instant ¢.

Le processus de risque associe est donné par :
S(t) =ct — R(t),t > 1. (1.5)

Modele de Lundberg ou (P/P)

Un cas particulier du modele de risque classique est le modele de Lundberg [1] appelé
aussi modele P/P. Ce modele se caractérise par la distribution exponentielle des montants

des réclamations, c’est-a-dire :

Fyly) = 1 — exp{(~1\ p)y}. (1.6)

10
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Ou F est la fonction de répartition de la variable aléatoire Z qui génere le montant des

réclamations.

1.2.3 Processus de réserve et de surplus

On peut considérer la réserve d'une compagnie d’assurance comme le montant d’argent
qu’elle possede pour payer les réclamations de ses clients. Ces derniers paient des primes
d’assurance qui sont ajoutées a la réserve de la compagnie, et qui sont sa seule source
de revenus. Le processus de réserve {X(t),t > 0} d’une compagnie d’assurance prend la

forme suivante :

X(t) = u+ct— R(t),t > 0. (1.7)

ou :
— wu est la réserve initiale de la compagnie;;
— c est le taux de cotisation par unité de temps;
— Z(t) est le processus de pertes agrégés.

On définit également le processus de surplus S(t),t > 0

S(t) =ct — R(t),t >0 (1.8)

11
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FIGURE 1.1 — Evolution du processus de réserve et de surplus au cours du temps

1.3 La base de la théorie de la ruine

Pour tout modele de risque d'un surplus financier, la premiere quantité d’intérét est

la probabilité de ruine.

1.3.1 Probabilité de ruine

Définition 1.4 ” Probabilit de ruine”

La probabilité de ruine noté W(u) pour le modele de risque classique, avec X (0) = u

est :

U(u) = P(irngt <0:Xo=u), (1.9)
Définition 1.5 7 Instant de ruine”

Considérons la variable aléatoire 7 définie par :

12
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T(u) = %rzl(f){X(t) <0/X(0) =u}

(1.10)

T représente l'instant ou le processus de réserve devient négatif, sachant que la réserve

initiale est u.

Autrement dit, 7 est I'instant de ruine du portefeuille d’assurance.

1.3.2 Probabilité de ruine a horizon fini et infini

On appelle probabilité de ruine a horizon fini 7', la fonction

U(u,T) = Plinf{X(t) < 0/X(0) = u}] = P[r(u) <T]

ou:tel0,7]

En temps infini, elle définie par :

W(u, 00) = Plinf{X(t) < 0/X(0) = u}] = Plr(u) < oo
Définition 1.6 ” Probabilit de survie”
La probabilité de survie ou de non ruine, notée ¢ , est définie par :

— En temps fini :

o(u,T)=1—V(u,T),

— En temps infini :

P(u) =1 —W(u),

Condition de non ruine (Chargement de sécurité)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

onsidérons le processus du risque une certaine compagnie d’assurance a l'ins-
C d 1 d S(t) d’ t d’ I

tant t, avec le capital initial est u et les cotisations sont versées par les clients a un taux

instantané c.

13
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N(t)
St)=ct—R(t)=ct—» 7, (1.15)

Ainsi, avec le théoreme de Wald [3], nous permet d’obtenir :

E[S(t)] = Elct — Aut] = (¢ — A\u)t = 6t (1.16)

Condition nécessaire et suffisante

On appelle chargement [1] ou coefficient de sécurité, la quantité définie par :

0 =c— A, (1.17)

Le coefficient Ay est interprété comme le montant moyen des sinistres par unité de
temps. Il parait prudent que I'assureur fixe un taux de prime ¢ supérieur a Ay pour que, en
moyenne, les primes regues soient supérieures aux indemnisations payées par la compagnie
d’assurance. En effet, nous avons la propriété suivante :

Propriété 1.1 (cf. Asmussen, S., (2000))[1]
— Si (6 > 0) cela garantit, d’apres la loi forte des grands nombres, que le processus de
réserve tend presque stirement vers +oo et que W(u) < 1.
La ruine n’est pas presque sure,
L’activité est dite dans ce cas rentable.
~ Si(# <0), alors X(t) tend vers —oo presque strement quand ¢ tend vers I'infini et
par conséquent W(u) = 1.

La condition de non-ruine est donc :
ML < c.

On peut alors définir la charge de sécurité o par :

c—)\,u_i_l
N Y

0= , (1.18)
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R() le processus de réserve

u

Réserve Z Montants des sinistres

initiale

T, T4

Date des sinistres

Ruine

FIGURE 1.2 — Description du modele de base en assurance

1.3.3 Calcul de Probabilité de ruine en temps infini

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats fondamentaux pour 1’évaluation

de la probabilité de ruine en temps infini.

1.3.4 Approximations Cramer-Lundberg

Soit W(u), avec u > 0 la probabilité de ruine du modele du risque X (¢). On suppose que

le chargement de sécurité relatif o = Cj\’\“ est strictement positif. On note F'(x) = 1—F(z),
m
ou F' est la fonction de distribution des moments des réclamations.
En utilisant les arguments de renouvellement et en conditionnant par rapport au temps
et au montant de la premiere réclamation, on a la probabilité de ruine qui vérifie

I'équation intégrale suivante [5].

A [ A [ —_—
v =5 [ Fdy+ 2 [ v 9 Fady (119)
En général, il est tres difficile de dériver des expressions explicites de la probabilité de

ruine. Cependant, sous certaines conditions convenables, on peut obtenir quelques ap-

proximations de cette quantité. Les premiers travaux sur ces approximations ont été réa-
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lisés par Cramer-Lundberg des 1930. La condition Cramer-Lundberg stipule l'existence

d’'une constante k > 0 satisfaisant 1’équation de Lundberg :

/ FF(2)dz = ; (1.20)

qui est équivalente a :

OoekZG z2)dz = i, 1.21
| et = (121

0
ou: G(z) = ifoz S*2F(y)dy, est la distribution équilibrée de F.

Supposons que ’équation (1.20) est vérifiée. La formule asymptotique de la probabilité
de ruine est donnée comme suit :

Si: [)T eMG(z)dz < oo, alors

—A
U (u) ~ O(oc - ﬁ)u e~ku quand u — 00
ko yetv Fy)dy
avec a(z) ~ b(z) quand z — 00 & lim u2) _ 1

b(z)

Si: [T eFG(2)dz = oo alors,
U(u) = O(e™*) quand U — 00

Ainsi, on a 'inégalité de Lundberg :

U(u) <e ™ u>0. (1.22)

1.3.5 Approximations Crameér-Lundberg dans le modele P /P

La distribution des montants de réclamations dans le modele de Lundberg est expo-
nentielle, d'ott : F(2) = exp{—z/u}, =z > 0, on aura la formule de la probabilité de

ruine :

LI (1.23)
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1.3.6 Borne de Lundberg

L’inégalité de Lundberg garantit que la probabilité de ruine ¥(u) a horizon infini [5]
lorsque le coefficient d’ajustement o > 0 existe, est bornée par une fonction qui décroit
de maniere exponentielle en fonction du capital initial «

Théoréme 1.1 [5]

Supposons que le coefficient d’ajustement (la charge de sécurité) o > 0 existe, alors :

Yu > 0,
a—exp{—op} < ¥(u) < ay exp{—op}, (1.24)
ou :
o —infg e W Fayhdy e [T Fy(y))dy
B #0201 o (1 = Fy(y))dy i wE020) 1 os(1 — FL(y))dy

1.3.7 Formule de Pollaczaek-Khinchine

Théoréme 1.2 [14] Pour tout u > 0 :

MEy o AR e
W) = (1= ) S Ay E) W), (1.25)
i=1
Ou : (Fg)™(u) = 1 — (F5)™(u) et (F5)™(u) est la n™® convolution de la fonction de
distribution complémentaire F telle que F est la fonction de répartition de X définie
par :
1

Fi() =+ / (1 Fy(y))dy.z > 0 (1.26)

La formule (1.25) est appelée formule de Pollaczaek-Khinchine ou encore formule de Bee-
han.

La représentation en série infinie donnée dans (1.25) est particulierement utile pour des
considérations théoriques. Toutefois, il est également utile d’utiliser des approximations

numériques de la probabilité de ruine W(u), telle que 'algorithme de Panjer [16].

17
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1.3.8 Formule de Pollaczek-Khinchine dans le modele P/P

En utilisant la formule de P-K pour des montants de réclamations de distribution
exponentielle et de moyenne pu, nous allons déduire I'expression exacte de la probabilité

de ruine :

W) = (1= 2 YLy () w) (127

Pour des montants de réclamations exponentiels de parametre i? nous avons :

Fz(u) = {(l)_eu/u gzign
calculons : F§(z) = ifoz(l — Fz(y))dy, u > 0.
1 [ 1 (-1
F(z) = —/ e Vidy = = - [e_y/“] =1—e¥H (1.28)
K Jo o\

Ansi :

F3(u) = Fz(u), u € R, (F§)™ représente la n™¢ convolution de (F%).
Puisque nous avons l'indépendance des n variables aléatoires Z;, i = 1,n de distribution
commune Exp(1l/p) et que F5(u) = Fz(u) alors (F5)* est la fonction de répartition de
la somme des n variables aléatoires Z;, i = 1,n . Nous utiliserons les transformées de
Laplace [15] afin de déterminer (F%5)*".
Lipyy=(2) = [L(r,)(2)]", ou encore Lz, (2) = [L(s,)(2)]", ot f7 est la densité de proba-

bilité des montants de réclamations Z;, i = 1,n

Ainsi,
1
= [ —zt gy — [ L~/ —
Ligy)(2) = [y~ fa(t)e~2tdt = [ LemMmtdt — o
D’ou :
Ligzy(2) ! (1.29)
sn|Z )] = .
(fZ) 1 _'_ IU/Z’
En utilisant la table des transformées de Laplace [15], nous trouvons que :
1 <_> (n—1)!
miy) = B2 (=1/p)z
(fz)™"(2) = ——"——¢ x>0 (1.30)

(n—1)
18
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qui correspond & la densité de probabilité de la loi d’Erlang (1/u,n) dont la fonction de

répartition est donnée par :

[(n,+z) = (1w
(F7)"(z) = (F2)™"(2) = Fﬂl)' =1 eltm (1.31)
’ k=0
Ansi,
n-l (/)
() = (1 - p) 3 pret/mn 4
=1
n—1 w)F
— (1 - p>e(1/u)u ; pn((l/]l:') )
n—1
” 1 u k k+1
= (1= pjeltimn 52 Wi
n—1
= pel—u/m 3 <ﬂuk/:!u>’“ — pel-u/melpu/n) = pe=Gim o
i=1
Finalement,

U(u) = ’\—C’“‘ exp {—u (C ;:“) } , (1.32)

1.3.9 Autres approches

En plus de I'approche stochastique pour I’évaluation de la probabilité de ruine, qui
possede de larges champs d’application dans les modeles de risques, il existe plusieurs
autres approches. Ces approches Permettent une meilleure considération des faits, car
certains faits ignorés dans la modélisation stochastique se retrouvent dans d’autres do-
maines. C’est le cas des réactions des assureurs et des assurés dans la théorie des jeux.
En général, les solutions proposées pour estimer la probabilité de ruine sont basées sur :
les théoremes limites des marches aléatoires [29], [4], les représentations matricielles avec
modeles markoviens (Asmussen et al [25]), la théorie des martingales et intégralités de
probabilistes (Kalashnikov [31]), les méthodes d’optimisation (De Vylde et al [8]), les

transformations analytiques (De Vylde et al [9]), et la théorie de distributions [10], [12].
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principaux résultats de la théorie de ruine,
des expressions exactes, des approximations et des bornes de la probabilité de ruine pour le
modele de risque classique. Une attention particuliere est portée sur le modele de Cramer-
Lundberg (modele classique), connu comme le fondement théorique de la théorie du risque
di a plusieurs études, et de nombreux résultats pour la probabilité de ruine existent pour

ce modele.
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CHAPITRE 2

ANALYSE DE SENSIBILITE ET INCERTITUDE
PARAMETRIQUE

Les modeles mathématiques construits a travers divers phénomenes réels sont sus-
ceptibles d’étre influencés par des incertitudes. En effet, la structuration des modeles, la
nature de leurs parametres, ainsi que le type des données d’entrée peuvent imposer plu-
sieurs incertitudes. L’intérét de prendre en considération ces derniers est justifié par le
fait qu’elles peuvent impacter les résultats issus des modeles construits.

Comme premiére partie de ce chapitre, nous allons aborder une breve explication de
la notion d’incertitudes afin d’introduire les démarches visant a leur identification et a la
compréhension de leurs sources. Ensuite, dans la deuxieme partie de ce chapitre, d’im-
portants papiers sur I'analyse d’incertitude seront présentés, notamment ceux exposant
I’étude de la propagation d’incertitude. La derniere partie de ce chapitre sera exclusive-
ment consacrée a l'introduction de ’analyse de sensibilité ce qui va nous aider a mieux
assimiler la portée d’influence des parametres d’entrées et de juger sur l'intérét de leur

intégration dans ’analyse d’incertitude.

2.1 Analyse d’incertitude

La construction ou 'élaboration de tout modele mathématique est sujetté a plusieurs

types d’incertitudes. D’une maniere générale, U'incertitude [19, 23, 30, 32] est une dé-
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ficience potentielle dans n’importe quelle phase du processus de la construction ou de
la modélisation du modele mathématique. Dans la littérature, différentes méthodes de

classification des incertitudes et de leurs sources sont proposées.

2.1.1 Sources et différents types d’incertitudes

a. Incertitude aléatoire

Les incertitudes aléatoires sont liées aux phénomenes dont ’occurrence est considérée
comme aléatoire. Ce type d’incertitude apparait plus fréquemment lors de I'estimation
des parametres du modele. Elles proviennent de la variabilité naturelle des parametres
d’entrées, les incertitudes aléatoires peuvent étre assimilé aux incertitudes responsables
de 'obtention de résultats différents lorsque 1'on répete plusieurs fois dans des conditions
identiques une expérience.

b. Incertitude épistémique

Episteme est un terme grec signifiant connaissance . Les incertitudes épistémiques
sont plus généralement associées aux modélisations de systemes complexes, ou 1'on pour-
rait éprouver des manques d’information, de méconnaissance, d’imprécision, d’ignorance
ou des erreurs humaines. En effet, I'incertitude épistémique peut intervenir lors de la
modélisation de certains phénomenes physiques assez complexes sous une forme de repré-
sentations tres simplifiées. Elle se manifeste également lorsque ’on dispose peu de données
expérimentales pour un ou plusieurs parametres physiques.

L’acquisition de connaissance supplémentaire, sacrifier la simplicité des modeles ou
son enrichissement par 'ajout de parametres, représentent des sources d’élimination des

incertitudes épistémiques.

2.1.2 Principales étapes d’une analyse d’incertitude

Comme complément de ce qui a été mentionné lors de I'introduction de cette section,
I’analyse des incertitudes consiste a déterminer la variation ou I'imprécision des résultats
du modele qui découle de la variation collective des parametres et des hypotheses utilisées
pour définir le modele. Cette approche considere en générale les parametres incertains d’un

modele comme un objet aléatoire, avec un objectif de calculer ou caractériser la variabilité
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induite dans la solution du modele ou des quantités d’intérét en sortie du modele.

Afin de connaitre I'influence des différents parametres d’entrées et quantifier I'impact
de leurs incertitudes sur la sortie du modele, les divers types d’incertitude dans chacun des
parametres d’entrée du modele doivent étre propagées a travers le modele stochastique.
Les principales étapes [7] d’une analyse d’incertitude sont :

— Identifier les parametres qui pourraient contribuer significativement a l'incertitude

dans les sorties du modele.

— Déterminée les densités de probabilité des parametres d’entrée, a 'aide des tech-
niques d’estimation statistique ou a partir de jugements d’experts. Les techniques d’es-
timation statistique permettent I'estimation des distributions de probabilité a partir
des données disponibles ou par le biais d'un échantillon informatif. Dans le cas ou les
données disponibles sont limitées et /ou bien non informatives, un jugement d’experts
fournit les informations sur la distribution de probabilité d’entrée. Ainsi, par exemple :
une distribution uniforme est sélectionnée si une seule gamme de valeurs possibles pour
une entrée est disponible, mais qu’aucune valeur préférentielle susceptible de se produire
n’est favorisé.

— Tenir compte des dépendances entre les parametres du modele.

— Propager l'incertitude a travers le modele : il s’agit de propager I'incertitude des
parametres dans le modele et caractériser la variabilité induite de la sortie du modele.
Cette derniere sera donc caractérisée par une densité de probabilité qui est dépendante

de la variabilité des parametres d’entrée.

2.1.3 Objectifs de I’analyse d’incertitude

Les principaux objectifs [26] de la propagation d’incertitudes sont :

— Vérifier la prédictibilité du systeme physique, notamment que les changements dus
a de petites perturbations des données incertaines ne bouleversent pas totalement le
comportement global de la solution.

— Valider les simulations par des comparaisons avec des mesures physiques réelles et
donc entachées d’incertitudes de mesure.

— Déterminer la dispersion autour de la moyenne ou de la valeur nominale de la réponse
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du systeme.

— Analyser le risque de dépassement des valeurs critiques du systeme en quantifiant la
probabilité d’observer ces dépassements par rapport aux lois de probabilité des données
incertaines.

— Analyser la sensibilité du systeme par rapport aux différentes sources d’incertitudes

distinctes dans le but d’établir des stratégies optimales pour les réduire.

2.1.4 Meéthodes pour la propagation d’incertitude

Plusieurs méthodes de propagation [26] d’incertitude ont été proposées dans la litté-
rature. En général, elles sont catégorisées sous deux grandes classes de méthodes :

Les méthodes numériques dont la méthode de Monte Carlo et Latain Hypercube Sam-
pling(LHS), et les méthodes analytiques dont les approches probabilistes comme les ap-
proches de développement en séries de Taylor et les approches de développement en po-
lynome de Chaos. Dans ce qui suit, nous allons se focaliser uniquement sur les méthodes

analytiques, plus précisément, les approches de développement en polynome de chaos.

2.2 Présentation des polyndémes de Chaos (PC)

2.2.1 Notions fondamentales

Lors de cette section, une breve définition sera donnée pour les polynomes orthogonaux.
Ceux-ci seront utilisés intégralement dans le contexte de la décomposition des polynomes
du Chaos. Ensuite, quelques variants de ces polynomes seront décrits, principalement

centrés sur ceux définis par Hermite, Legendre, Laguerre....etc.

2.2.2 Polyndémes orthogonaux

Cas uni-dimensionnelle

La notion de systeme orthogonal [22, 27] de fonctions est apparue a travers I’étude de

certains problemes d’analyse fonctionnelle (équations intégrales, séries de Fourier probleme
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de Sturm-Liouville et, plus généralement, problemes aux limites dans les équations aux

dérivées partielles)

Définition 2.1.1 (Fonction poids)

Soit I € R. On appelle fonction poids noté w toute fonction intégrale non négative de

x dans 1.

Définition 2.1.2 (Espace pondéré L? € R)

Soit L2(I) un ensemble de fonctions g qui sont carré intégrable par rapport a la

fonction poids w, c’est-a-dire l'intégrale :

lg()]? = / g()?w(z)dz (2.1)

est fini. De plus, la norme de g est ||g(z)]|.

Définition 2.1.3

Pour toute fonction g, h € L2 (I), le produit scalaire (< .,. >) de get hest: < g,h >=
J; 9(@)h(z)w(x)dx. Lespace L2 (1) est un espace de Hilbert.

Définition 2.1.4

Soit L2 (I) un espace de Hilbert, soit f et g deux fonction dans L?(I). On dit que f

et g sont orthogonales si :

<g,h>=0

Définition 2.1.5

Soit L2 (I) un espace de Hilbert, 'ensemble des polynomes {¥,,},>¢ sont dite ortho-

gonaux si ¥,, est un polynome de degré n :

<V, U, >= /\I/n(x)\llm(x)w(x)dx = h28nm,n,m € N. (2.2)
I

Ot 9y, est une fonction a deux variables défini par :
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1 si n=m
5n,m:

0 si n#m

h? est une constante non nulle, si h, = 1, alors I’équitation (2.2) devienne :
<V, ¥, >= /\I/n(a:)\llm(m)w(x)dx = Onms n,m € N (2.3)
I

Définition 2.1.6

Soit I € R et w une fonction poids sur 1.

Pour tout x € I la fonction f :

est dite fonction de densité de probabilité.

Proposition 2.1.1

Soit {¥,,},>0(X) un ensemble de polynome orthogonaux. Supposons que X est une

variable aléatoire de densité de probabilité f(x);
E(Wo(X)) =1

et pour tout n > 1,

Proposition 2.1.2

Soit {W, },>0(X) un ensemble de polynome orthogonaux. Supposons que X est une

variable aléatoire de densité de probabilité f(z);
Var(¥o(X)) =0

et pour tout n > 1,
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Proposition 2.1.3

Soit {¥, },>0(X) un ensemble de polynome orthogonaux. Supposons que X est une

variable aléatoire de densité de probabilité f(z). Pour tout 7,7 € N nous avons :

et pour tout i # 7,

Quelques polyndémes classiques
Polynomes de Legendre

Les polynomes de Legendre sont orthogonaux sur [—1, 1] par rapport a la fonction de
poids w = 1.

A partir de Py = 1, les premiers polynomes de Legendre sont :

(
(

Py = (350* — 3022 + 3)/8
(63z° — 7023 + 15x) /8

\

Le reste des termes, peuvent étre déterminé a partir de la relation de récurrence suivante :

(n+1)Poy1 — (2n+ 1)zP, +nb,_y = n=12,..
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Polynomes de Hermite

Les polynomes de Hermite sont orthogonaux sur U'intervalle [—o00, +00], par rapport a

la fonction de poids : w(z) = exp(—x?/2). Ils satisfont & la relation de récurrence suivante :

Hy1(x) =zH,(x) —nH, 1(x)
H()([L') =1
H (z)=1

et les premiers polynomes de Hermit sont :

\

Pour plus de détails, on peut se référer a [34]

2.2.3 Généralisation des polynémes de Chaos

Le développement en chaos polynomial, appelée également développement de Wiener-
Hermite, permet d’exprimer les variables aléatoires indépendants sur une base de po-
lynomes d’Hermite multivariées. La convergence de ce développement, démontrée par
Cameron-Martin [21], est optimale lorsque les variables aléatoires suivent une loi normale
centrée réduite. Mais, qu’en est t-il si les variables aléatoires ont une densité non gausienne.
Dans ce contexte, Xiu et Karniadakis,(2003) [6] ont montré que la convergence rapide du
développement dans la base du Chaos polynomial dépend des densités de probabilités des
variables aléatoires standards définissant 'espace des probabilités, (Xiu et Karniadakis,
2003). En effet, des correspondances optimales entre des familles de lois de probabilité et

des familles de polynomes orthogonaux ont été établies. La décomposition en PC s’étend
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au cas général de variables aléatoires x = {x1,...,x,} indépendantes suivant des densi-
tés de probabilités connues. Le tableau (2.1) donne quelques correspondances entre les

variables et les familles de polynomes univariés associés pour la construction du chaos

polynomial.
Distribution Polynome Support
Binomial Krawtchouk {0,1,2,.....,n}
Hypergéométrique Hahn {0,1,2,......,n}
Binomial négative Meixner {0,1,2,.....}
Poisson Charlier {0,1,2,.....}
Gaussian Hermite (—00, +00)
Gamma Laguerre [0, 00)
Uniform Legendre [a, b]
Beta Jacobi [a, b]

TABLE 2.1 — Polynoémes orthogonaux classiques.

Cas multidimensionnelle

Définition 2.1.7

Soit \Ilg?(xl) une famille de polynomes orthogonaux uni-variés. les élément de la base
polynomiale multivariée sont construits par le produit tensoriel des éléments uni-variés

c-a-d :

U (2, k=0,1,.., P

—

\Ijk = \I’a \I’k(ﬁ) =

=1

les notations ¥y et ¥, sont utilisé selon le contexte de «.

a = (ay, ..., a;) est multi-indice, a; € {0,1,...d}, pour tout i = 1,2,.....p, et [a| = > 7 .
de plus :
d)!
d!p!
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est le nombre d’éléments d’'une base polynomiale multivariée complete de degré d.
{Wo(x), ¥i(z),..., Vpr(x)} est une base polynomiale multivariée de degré d, avec Py + 1

termes.

Définition 2.1.8
Soit I € R' un intervalle tel que :
[:[1®[2®---®Ip—1®[p

Ou Iy, I, ...., I; sont des intervalles de R. Et soit la fonction poids multivariés W(X) : I C
R — R™* associée au produit tensoriel tel que, W(X) = w(z1)w(xs)....w(xp_1)w(z,), o
w; : I; C R — R, sont des fonctions intégrables non négatives de X = (x1, 29, ...., 24).

Pour toute fonction g, h € L2 (I) le produit scalaire (< .,. >) de h et g :

(<g,h>)= /g(w)h(m)w(w)dw, (2.4)

I
Les éléments de la base polynomiale multivarié sont construites de la méme maniere (pro-

duit tensoriel d’éléments uni-variés).
Exemple 2.1.1.

Exemple de polynomes d’Hermite multivariés. Pour p = 2 et d = 2, alors on peut

(p+d)! __ 24
dip!  — 4

construire Py = = 6. polynomes d’'Hermite multivarié a partir de la famille de
polynémes orthogonaux uni-variés {\I/g?((xl), \Ifgz)((:@)} Les éléments du tableau (2.1)

constituent une base polynomiale multivariée de degré d .

d | k | Multi — indice Polynome

0|1|a=/(0,0) Uy (z) = Hey (1) Hey(22) = 1
112 |a=(1,0) Uy(z) = Hey(x)Hey(22) = 24
23| a=(0,1) Us(z) = Hey (1) He, (22) = 22
314 a=(1,1) Uy (z) = He, (1) He, (79) = 2129
415 a=(20) Us(x) = He,(21)Hey(12) = 23 — 1
516 | a=/(0,2) Ue(z) = Hey(21)Hey(T0) = 25 — 1

TABLE 2.2 — Polynoémes multivariés d’Hermite de p = 2 variable et degré d = 2.
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Proposition 2.1.4

Soit X une variable aléatoire multivariée de fonction de densité multivariée f(X), ou

{Xi}iz12..p sont des variables aléatoires indépendantes. Par conséquent,

et,

Var(V(X)) =0,
Var(W,(X)) = f[E(\pg@(xi)?), pour k > 0

K3

2.2.4 Développement des polynéomes de Chaos

Basé sur la théorie de Chaos homogene, la méthode du développement en polynome de
chaos appartient au classe des méthodes probabilistes et qui est introduite pour la premiere
fois par Wiener, il utilise les polynomes de Hermite par rapport aux variables aléatoires
gaussiennes. Les polynomes de Chaos peuvent également étre étendu aux mesures non
gaussiennes et ceci grace aux travaux de Cameron et Martin [21]. Le développement en
polynome de Chaos est une décomposition spectrale polynomiale de variable aléatoire sur
une base de polynémes deux & deux orthogonaux (polynémes d’Hermite, de Legendre,. .
.). Le développement en Polynomes de Chaos (PC) est basé sur la théorie du Chaos homo-
gene de Wiener [7] et sur les travaux de Cameron et Martin, (1947) [21] qui ont construit a
partir du Chaos Homogene une base orthogonale de Fourier-Hermite fonctionnelle pour le
développement de fonctionnelles non linéaires. En propagation d’incertitudes, la variable
aléatoire décomposée est la réponse du modele et le vecteur de variables aléatoires est
constitué des variables aléatoires qui décrivent les parametres incertains. Le développe-
ment classique en PC utilise une base de polynomes de Hermite de variables aléatoires
gaussiennes qui converge pour n’importe quelle fonction Ly dans 'espace aléatoire.

Soit Lo (2, F,P) un espace d’Hilbert muni d’un ensemble de bases orthogonales. Consi-
dérons le modele mathématique ¥ = M(X) : Q@ — R. comme Y € Ly(Q,F,P) est
X —mesurable, le théoreme de Cameron-Martin affirme que Y peut s’écrire sous la forme

d’une décomposition en polynomes de chaos (de Hermite) :
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M(Xq, . Xp) =%+ Doy, Vi(Xay) + D0 D0 Yiin Vol Xiy, Xiy)+
=1 i1=lig=1
F 000D Yirinis Va(Xiy, Xiy, Xiy) + oo,

i11=1ia=1izg=1

ou encore,

V=2 u¥i(X), (2.5)

Ou, {¥;(X), 1 =0,...,00} forment une base de polynéme orthogonaux multivariés et y;
sont appelés les coefficients déterministes du développement spectral de Y. On ’intéresse
ici plus particulierement a des bases constituées de polynomes orthonormaux de variables
aléatoires. L’expression (2.5) est alors appelée développement par Chaos Polynomial (PC).
En pratique, la série (2.5) est tronquée jusqu’a un degré polynomial p . Le nombre total
de termes dans le développement polynomial est fonction du nombre des variables et du

degré p souhaite du PC. Il est donné par la formule suivante :

p _ (pt+d)!
Pd — dp! -

Le nombre total de termes dans la série apres troncature est notée PJ. danc, L’équation

(2.5) devient alors :

V=3 pn(x), (2.6

2.2.5 Meéthodes pour le calcul des coefficients du polynomes de

Chaos

Plusieurs approches ont été développées pour calculer les coefficients du PC que 'on
peut [7, 26] classer comme intrusives ou non intrusives. Une approche intrusive consiste a
introduire le calcul des coefficients du PC directement dans le modele numérique. Ce qui a
pour avantage de déterminer les coefficients en une seule exécution du modele numérique.
Cette approche est tres délicate a mettre en oeuvre et pose des difficultés pour les mo-
deles fortement non linéaires (Berveiller, 2005). Par opposition, I’approche non intrusive
ne nécessite pas de modifier le modele numérique mais considere celui-ci comme une boite

noire. Les coefficients du PC sont déterminés apres avoir évalué le modele numérique en
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différents points de I'espace des parametres, ce qui nécessite un plan d’expériences. Cepen-
dant, trouver une méthode non intrusive précise et raisonnable en termes d’évaluations
du modele est un défi.

Parmi les approches non intrusives, nous citons : la méthode de projection et la mé-
thode de régression.

— Meéthode de projection : cette méthode consiste a reformulé chaque coefficient
en une intégrale multidimensionnelle [13] qui peut étre calculer soit par simulation, soit
par quadrature.

— Meéthodes de régression : les coefficients de PC sont calculer en minimisant
I’erreur quadratique moyenne de ’approximation de la réponse. Les deux méthodes sont

bien détailer dans [7] Dans notre travail on s’intéresse aux méthodes de régression.

2.2.6 Meéthodes de régression

Cette méthode [7] permet de calculer les coefficients de la décomposition en polynémes
du chaos a I'aide d’'une minimisation au sens des moindres carrés. Supposons que M (X)

s’écrive sous la forme suivante :

avec,

P
Y = ZOyZ\I/Z(X)v

et € I'erreur de moyenne nulle.

Supposons que I’ échantillon Y = {y*,i = 1, ...,n} est la réponse du modele M (X) pour
un plan d’expérience de taille n ( n réalisations du vecteur X = {z%,i = 1,...,n}. Dans
la démarche de la méthode de régression, on cherche a minimiser la variance de 'erreur
¢. La minimisation au sens des moindres carrés se ramene a la résolution de I’équation

suivante :

Y = argmin {%z”: [YT\If(a:(i)) — M(aj(i))]Q} (2.7)

i=1

ou l'argmin est une fonction qui renvoie les valeurs de Y; pour lesquelles la fonction en

question est minimale.
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En notantA la matrice définie par A;; = {U;(2@),i =1,..,n;j =1,..., P},
et m = {M(zM), M(2®)...., M (™),

la solution de I’équation (2.5) s’écrit comme suit :
Yol = (AT A1 ATm (2.8)

Dans ce contexte, la matrice W7 W est appelée matrice de Fisher. L’équation (2.66) est
généralement résolue a ’aide d’'une méthode numérique robuste telle que la décomposition
en valeurs singulieres (Sudret, 2008).

Il est a noter que cette méthode est fortement dépendante du choix du plan d’expérience
(Sudret, 2008). Un plan d’expérience inadéquat peut conduire & une matrice de Fisher
singuliere ou mal conditionnée et donc pas inversible. Le plan d’expérience peut étre
construit en utilisant les techniques d’échantillonnage a savoir Monte Carlo, Latin Hyper-
cube, pseudo Monte Carlo. Il peut également étre définit a partir des racines de Gauss

(Isukapalli, 1999 ; Berveiller, 2005).

2.2.7 Propagation de ’incertitude par les polynéomes de Chaos

Pour mener & bien une analyse de la propagation d’incertitude [26] dans un modele,
nous devons choisir une représentation efficace du parametre incertain. Dans notre travail,
nous avons utilisé ’approche probabiliste pour caractériser 'incertitude. Généralement les
méthodes qui se basent sur la théorie des probabilités sont les plus utilisées vu que les
incertitudes sont généralement considérées aléatoires, L’objectif dans une étude de pro-
pagation d’incertitude est de déterminer les variations détectées sur la sortie du modele
suite aux variations dans les variables d’entrée, qui seront caractérisées par les moments
statistiques d’ordre m et/ou la distribution de probabilité.

On suppose que les parametres incertains d’'un modele mathématique Y = M(X)
sont décrits dans un cadre probabiliste comme des variables aléatoires indépendantes,
X = (X1,....,X,) € RP, dont la fonction de densité de probabilité est connue, donc par
propagation a travers la fonction M la sortie Y est aussi aléatoire et possede donc une loi

de probabilité.
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2.2.8 Stratégie de troncature du polynomes de Chaos

Reprenons 'expansion en PC de la réponse du modele :

Y =M(X) = iyallla(x)a es (2.9)

L’ensemble S est appelé 'ensemble de troncature pour la base de polynomes défini

comme suit :

S = {a EN":laf &) o < p} (2.10)
=1

Le nombre de coefficients du polynéme est (d 4 p)!/d!p!. Notons que le nombre de coeffi-
cients augmente fortement avec le nombre n des variables et 'ordre p du polynome, c’est
ce qu’on appelle le fléau de la dimension.

Selon le principe de hiérarchie des effets, les modeles dépendent principalement des
effets principaux et des interactions d’ordre faible. Blatman et Sudret, (2010) [11] ont
développé une stratégie en accord avec ce principe qui permet de réduire le nombre des
coefficients dans le polynome en gardant seulement ceux qui ont une contribution signifi-
cative sur le modele. Considérons ainsi des ensembles de troncatures a partir de normes

g0<g<1:

n 1/q
Sy=RaeN: ||, = (Zag> <p (2.11)
=1

Pour ¢ = 1, on obtient le schéma de troncature usuel présenté dans la section précédente.
Plus q est faible, plus les interactions d’ordre élevé seront pénalisées. Dans ce cas, on parle
d’un schéma isotrope de troncature.

Il est également possible d’utiliser un schéma de troncature anisotrope qui introduit les
indices de sensibilités afin de réduire davantage le cott de calcul puisque toutes les va-
riables d’entrée du modele n’ont pas le méme impact sur la réponse. Dans ce cas, le schéma

de troncature favorise les variables d’entrée qui correspondent aux indices de sensibilités
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totaux les plus importants. On définit alors I’ensemble des poids :

. di=1,..n (2.12)

La stratégie de troncature du chaos polynomial sera alors effectuée sur la base des en-

sembles de troncatures suivants :

n 1/q
Sq,w = {05 € N*: ”qu = (Z’wiai’q> < p} (2'13)
=1

2.3 Analyse de sensibilité

Considérons un modele mathématique qui, & un ensemble de variables d’entrée aléa-
toires X, fait correspondre, via une fonction f déterministe, une variable de sortie Y (ou

réponse) aléatoire :

f:RPF — R
X —Y=fX)

L’analyse de sensibilité [2] est un outil important pour les domaines d’applications
qui utilisent un modele numérique, elle étudie comment des perturbations sur les variables
d’entrée du modele engendrent des perturbations sur la variable réponse.

Au cours de I’élaboration, de la construction ou de 'utilisation d’'un modele mathé-
matique, numérique, les méthodes d’analyse de sensibilité sont des outils précieux. Elles
permettent notamment de déterminer quelles sont les variables d’entrée du modele qui
contribuent le plus a une quantité d’intérét donnée en sortie du modele, quelles sont celles
qui n’ont pas d’influence et quelles sont celle qui interagissent au sein du modele. Pour un
ingénieur, l'intérét est est indéniable car les résultats d'une analyse de sensibilité peuvent
lui permettre de simplifier son modele, de mieux 'appréhender, voire de le vérifier, et

ce quel que soit le domaine scientifique.Il existe plusieurs types d’analyse de sensibilité,
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dépendant des objectifs et du modele que 'on considere. En général, on les classe en deux

catégories : analyse de sensibilité locale et analyse de sensibilité globale.

2.3.1 Analyse de sensibilité locale

L’analyse de sensibilité locale [28], étudie comment des petites perturbations sur les
entrées du modele répercutent sur la valeur de la sortie. Bien qu’elle est tres classique
et souvent utilisée dans divers domaines, ne permet pas de considérer les interactions

paramétriques.

2.3.2 Analyse de sensibilité globale

L’analyse de sensibilité globale étudie comment la variabilité des entrées se répercute
sur celle de la sortie, en déterminant la part de variance de la sortie due a chacune des
entrées [18]. II est possible de distinguer I’analyse locale de analyse globale de la sorte
I’analyse locale s’intéresse a la valeur de la réponse. tandis que I'analyse globale s’intéresse
a sa variabilité. De nombreuses méthodes d’AS globale existent dans la littérature. Dans

notre travaille On s’intéressera a la deuxieme classe pour 'analyse de sensibilité globale.

2.3.3 Objectifs de I’analyse de sensibilité

Parmi les objectifs de I'analyse de sensibilité :
—Déterminer les variables a prendre en compte pour la réduction d’incertitudes afin de
maximiser la réduction de 'incertitude de la quantité d’intéret.
—Déterminer les variables qui n’ont pas suffisamment d’influence sur 'incertitude du mo-
dele et que 'on peut fixer dans un exercice de réduction d’incertitudes.
—Déterminer les variables a fixer pour réduire 'incertitude a une valeur donnée.
—L’influence des variables en entrée selon un domaine de valeurs de la sortie. Cette analyse
n’est pas une tache facile en pratique car la relation entre les variables en entrée et les

variables en sortie du modele n’est ni linéaire, ni monotone dans la majorité des modeles.
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2.3.4 Indices de sensibilité

Considérons un modele mathématique, formé d’un ensemble de variables d’entrée aléa-
toires, d'une fonction déterministe, et d’'un ensemble de variables de sortie aléatoires.

Le modele est sous la forme suivante :

y=fz1,.s0), (2.14)

ou y € R est la réponse du modele et les x; sont les n parametres d’entrées du modele. Les
parametres x; sont supposés étre des variables aléatoires réelles indépendantes.[2,4,36]
Saltelli [2] a présenté les différentes méthodes existantes pour 'analyse de sensibilité en les
regroupant de la sorte : les méthodes graphiques, les méthodes bayésienne,les méthodes
fiabilistes de type FORM et SORM traitant 1’analyse de sensibilité pour 'analyse de
risques et enfin les méthodes basées sur I’étude de la variance.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux méthodes d’AS globale qui sont basées
sur I’étude de la variance appelée ANOVA ( ANalysis Of VAriance). (L’ANOVA de la
sortie Y') permet de caractériser 'influence des composantes de X, ou des groupes de
composantes sur la variabilité de la Sortie Y. Elle repose sur la décomposition de Sobol

Hoetfding [33] de Y.

2.3.5 Indices de Sobol

La méthode de Sobol [24] est la méthode la plus générale d’analyse d’influence reposant
sur la décomposition de la variance fonctionnelle.
Placons nous désormais dans le cas d’une fonction f dont la forme analytique n’est pas
connue. Pour apprécier I'importance d’une variable d’entrée X; sur la variance de la sortie
Y . nous étudions a combien la variance de Y décroit si on fixe la variable X; a une
valeur z} : V(Y|X; = }). Le probleme de cet indicateur est le choix de la valeur z} de
X;, que 'on résout en considérant 1’espérance de cette quantité pour toutes les valeurs
possibles de z} : E[V(Y|X;)]. Ainsi, plus la variable X; sera importante vis-a-vis de la
variance de Y | plus cette quantité sera petite. Etant donné la formule de la variance

totale V(YY) = V(E[Y|X;]) + E[V(Y|X;)], nous pouvons utiliser de fagon équivalente la
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quantité

V(E[Y|Xi]), (2.15)

qui sera d’autant plus grande que la variable X; sera importante vis-a-vis de la variance
de Y . Afin d’utiliser un indicateur normalisé, nous définissons l'indice de sensibilité de Y

a X, :
V(E[Y|Xi])
V(Y)

Cet indice est appelé indice de sensibilité de premier ordre par Sobol [16], correlation ratio

Si = (2.16)

par McKay [5], ou encore importance measure. 11 quantifie la sensibilité de la sortie Y a
la variable d’entrée X;, ou encore la part de variance de Y due a la variable Xj.
Sobol [16] a introduit cet indice de sensibilité en décomposant la fonction f du modele en

somme de fonctions de dimensions croissantes qui est donnée par la formule (2.2) :

Y = f(X1,... X)) = ot > _+fH(XD+ D filXa X))+ frp(X, ., X)), (2.17)

1<<i<g<p
Ou :
fo= EY],
fi(Xi) = E[Y[Xi] — E[Y],
fij(Xi, Xj) = EY|X;, Xj] = BIY[|X)] = E[Y[X;] + E[Y],
i (X, X, Xi) = E[Y|X;, X;, Xy]| — E[Y|X,, X;] — E[Y|X;, Xi] — E[Y|X;, Xi]...

La variance de Y, peut alors se décomposer selon le théoreme suivant :
Théoreme2.1 Dcomposition de Sobol de la variance.

La variance du modele a entrées indépendantes (2.1) se décompose en :

T ST S (215
Ou :

Vi=V(E[Y|Xi]), Vi = V(EIY]X;, X;]) = Vi =V,
Vi = VEIY [ X0, X, Xal) = Vig = Vi = Vi = Vi — ViV
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Sobol se base sur cette décomposition pour définir des indices de sensibilité d’ordre supé-

rieur a 1. Les indices de sensibilité d’ordre deux :
Sy =4 (2.19)

expriment la sensibilité de la variance de Y a l'interaction des variables X; et X; , c’est-
a-dire la sensibilité de Y aux variables X; et X, qui n’est pas prise en compte dans 'effet
des variables seules. Les indices de sensibilité d’ordre trois :

Vijk
Vv

Sijk = (2.20)

expriment la sensibilité de la variance de Y aux variables X; et X, et X} qui n’est pas
prise en compte dans l'effet des variables seules et des interactions deux a deux. Et ainsi
de suite jusqu’a l'ordre p.

L’interprétation de ces indices est facile, puisque grace a (2.3), leur somme est égale a
1, et étant tous positifs, plus l'indice sera grand (proche de 1), plus la variable aura
d’importance.

Le nombre d’indices de sensibilité ainsi construit, de l'ordre 1 a l'ordre p, est égale a
(2p—1). Lorsque le nombre de variables d’entrée p est trop important, le nombre d’indices
de sensibilité explose. L’estimation et I'interprétation de tous ces indices deviennent vite
impossible.

L’indice de sensibilité total

St, ala variable X; est défini comme la somme de tous les indices de sensibilité relatifs a

la variable Xj :

Sr, =Y Sk (2.21)
ki

ou ¢ représente tous les ensembles d’indices contenant l'indice 7.
Exemple : pour un modele a trois variables d’entrée Sy, = S1 + S12 + S13 + Sias.
Ces indices de sensibilité ont I'avantage de ne faire aucune hypothese sur la forme du
modele, mise a part celle d’'indépendance des variables d’entrée. Ces indices seront ceux
; . . (.
qu’on utilisera dans la suite de ce mémoire.
Remarque 2.1. Le nombre d’indices de sensibilité ainsi construit, de 'ordre 1 a l'ordre

p, est égale a (2P — 1). Lorsque le nombre de variables d’entrée p est trop important, le
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nombre d’indices de sensibilité explose. L’estimation et 'interprétation de tous ces indices

deviennent vite impossibles.

2.3.6 Estimation des indices de Sobol

Le calcul exact [7] des indices de sensibilité, en particulier celui des indices de Sobol,
n’est pas toujours possible. En effet, les lois des parametres d’entrée, ainsi que I’expression
de la sortie du modele M peuvent étre extréemement complexes, et les intégrales exprimant
les variances et les variances d’espérances conditionnelles qui interviennent dans la défini-
tion des indices peuvent s’avérer incalculables analytiquement. Il faut donc avoir recours
a des méthodes d’approximation numérique, qui sont au demeurant suffisantes pour les
applications pratiques.

Il existe plusieurs méthodes d’estimation des indices de sensibilité, a savoir les mé-
thodes basées sur I’échantillonnage, méthode de monte carlo développée par sobol, qui est
la plus simple & mettre en oeuvre et la plus utilisée, la méthode FAST( Fourier Amplitude
Sensitivity Teste), développées par Cukier et al. qui repose sur la décomposition de Fou-
rier, les méthodes d’estimation basée sur les approches de développement en polynome de

Taylor et les approches de développement en polynome de Chaos.

2.3.7 Calcul des indices de sensibilité par les PC

Dans 'analyse de sensibilité globale, les indices de Sobol sont utilisé comme un utile
de classement des variables aléatoires d’entré en fonction de leurs poids dans la variance
de la réponse du modele. Généralement ces indices ont calculé par la simulation avec
la méthode de Monte Carlo, l'inconvénient de cette méthode; c¢’est que dans certaines
applications elle peut nécessiter un nombre élevé d’évaluation du modele, ce qui rend
I’approche cotiteuse en temps d’exécution, ce qui signifie q’elle n’est pas applicable aux
modeles complexes.

Le calcul des indices de Sobol en utilisant le développement en polynéme du Chaos
s’avere étre une alternative et constitue la méthode la plus utilisé depuis le travail du
Sudret, L’avantage de cette approche est qu’elle peut aussi étre utilisé pour les modeles

de type boite noire car elle nécessite pas la connaissance de la structure du modele.
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Considérons un développement en CP M (X) : x € [0,1] — M (x) € R. tronqué de
degré d de la réponse du modele Y = (M (X)).

Y = M(X) = S (X), (222)

Une fois que le PC a été formulé et les coefficients y; ont été calculer on utilisant la
méthode non intrusive, Les moments statistiques de la réponse du modele Y peuvent étre
déduits analytiquement de ses coefficients.

L’espérance du modele

p=EMX))= Z%(E(\I&(X))) = Yo (2.23)
La variance du modéle

D =Var(M(X)) = i}y?Var(\I/i(X)) = ioyf(E(‘I’f(X))) = iyfa

Les indices de sensibilité
Soit I, tel que u = {iy, 43,13, ...is} I'ensemble des multi-indices dépendant exactement

du sous ensemble de variables tel que :

Ii1,i2,i3,...i5 = {CY eN:Vkeu e Qg 7é 0} R U I, = NP
uC{1,...,p}
Par I'unicité de la décomposition de Sobol on obtient (z, = {z;,,...., z;, }),
M(X)=M+ Y M/(X,), (2.24)
uC{l,...,p}
ou :
M,(X) = ya¥a(X), (2.25)
OzEIu

1. Les indices du 1*" ordre

S; = Zy?"/D’ I, = {Oé e NPy > 0,0éi;éj = 0} (226)

acl;

2. Les indices du 2™°¢ ordre
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Siir =Y Ya/D, T, ={a € N1 k€ {i1,is} & a; # 0} (2.27)

OtE]il,l?

3. Les indices d’ordre s

Si1,i2,....,is = Z yi/D, Iil,ig,....,is = {OZ - Np . ]{7 - {il,’ig, ,ZS} p— Oéj 7é 0}

a€cl;

15895 enris

(2.28)

3. Les indices Totaux

SF=>"y2/D, Il ={aeN':q; >0} (2.29)

aEIiT
L’intérét de la décomposition en polynomes de chaos est que les indices de Sobol
peuvent calculer et exprimer en fonction des coefficients de Y dans cette décomposition,

leurs estimation revienne donc a l’estimation des coefficients du PC tronqué.

2.3.8 Erreur d’estimation

L’erreur d’approximation du PC est quantifiée par le coefficient de détermination R?.
Ce coefficient dépend de la somme des carrés des écarts entre la vrai réponse du modele

et le PC :

n

> (f(a) = f7C(a"))?

21— 2.
R - Vi) (2.30)
ou
1 &, 9 e
_ O _ Ry ElY] = = (@) 2.31
Vo GO -EW) e BIYI= T3 (2:31)

Ainsi, R? = 1 indique un ajustement parfait entre le modele et le PC,

alors que R? = 0 correspond & une trés mauvaise approximation.

Cependant 'utilisation de R? peut étre trompeuse car ce coefficient tend systématique-
ment vers 1, si n tend vers P.

En effet, si N = P, R? = 1 puisque le PC interpole les réalisations du modele. Ce phé-

nomene est connu sous le nom de sur-apprentissage. Comme alternative, il est possible
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Chapitre2 Analyse de sensibilité et incertitude paramétrique

d’utiliser le coefficient de détermination ajusté joust défini par :
n—1
Ry=1————(1-FR 2.32
ajust n—P—1 ( ) ( )

Toutefois, le joust est pénalisé quand P augmente a savoir lorsque des termes supplémen-

taires sont inclus dans le métamodele. D’apres Blatman et Sudret, (2010), ce coefficient
surestime encore l'erreur d’approximation.

Une méthode d’estimation de I’erreur d’approximation, basée sur une technique de valida-
tion croisée dite (leave-one-out), peut étre utilisée. Il s’agit de diviser le plan d’expériences
en deux sous échantillons. Le PC est alors construit a partir du premier sous échantillon,
appelé ensemble d’apprentissage. La performance de I'approximation est évaluée en cal-
culant ’écart par rapport au deuxieme sous échantillon, appelé échantillon de validation.
Pour tout point du plan d’expériences =¥, on calcule écart entre le métamodele et 1’ob-

servation :
AD = f (xu)) _ f}}’ﬁ(i) (x(i)) (2.33)
avec ;C;(i) le PC construit & partir du plan d’expériences X|z(” obtenu en retirant le

point (9 de X . Le coefficient Q? est alors défini comme suit :

n )2
%Zi:l Al

Y=Y

(2.34)

conclusion

Avant de conclure ce chapitre, nous rappelons que 'analyse de sensibilité (globale)
consiste a évaluer les indices de sensibilité qui permettent la quantification de I'effet d’une
variable ou une collection de variables sur la variance de la sortie. L’analyse d’incertitude
vient comme élément complémentaire a I'analyse de sensibilité. A l'issue de ce chapitre,
nous avons pu aborder les notions importantes des incertitudes ainsi que leurs types
(sources). Ensuite, nous avons présenté une des méthodes d’analyse de sensibilité qui est

celle de Sobol, ainsi que ses estimations basées sur la décomposition en polynomes de

Chaos.
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CHAPITRE 3

ANALYSE DE SENSIBILITE DANS LE MODELE DE
RISQUE CLASSIQUE

Dans ce chapitre, nous considérons 'analyse de sensibilité et le développement en
PC de la probabilité de ruine du modele de risque classique qui a est bien définie dans
le chapitre 1 , ou nous étudierons le fait qu’on suppose que les parametres intervenant
dans la défnition A et p de la probabilité de ruine sont des variables aléatoires, et ce afin de
modéliser 'incertitude inflégé sur ces parametres. Dans ce sens, nous nous interésserons
a l'estimation de la sensibilité de la probabilité de ruine par rapport a ses parametres
incertains, tout en utilisant le concept de Sobol. Plus précisement, nous estimerons les

indices de Sobol les développements en polynomes du Chaos.
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Chapitre3 Analyse de sensibilité dans le modele de risque classique

Au cours du temps, une compagnie d’assurance qui dispose d’un capital initial u >
0, en quelconque unité, évolue en fonction des cotisations des assurés, les montants de
remboursement et la fréquence des sinistres dont sont victimes les assurés.
On suppose que :

— les occurrences des sinistres suivent un processus de Poisson {N;,t > 0} de para-

metre A > 0.

— le £™¢ sinistre occasionne pour la compagnie une perte aléatoire Z; > 0.

— les cotisations des assurés sont capitalisées linéairement au cours du temps.
Dans la pratique, les cotisations sont capitalisées a des instants discrets. L’hypothese de
linéarité est simplificatrice, et on suppose donc que les prélevements des cotisations chez les
assurés seront faits de maniere homogene et constante dans le temps. Conditionnellement
a I’événement N; = 0, le capital de la compagnie égal a u + ct au temps t.
On suppose de plus, que (Z)g>1 correspondant au montants des remboursement forment

un processus de renouvellement de loi F', et telle que
E[Zy] = p et Var(Zy) = o?
Définition 3.1. On appelle le processus de risque, le processus défini par
Ny
Wt:Ct_ZZia vt > 0.
i=1

Il vient immédiatement de cette définition que le capital de la compagnie d’assurance au

temps ¢ est égal a u + W;. De plus le risque moyen sur [0, ¢] est égal a
E[W:] = ctE[Neu = (¢ — Ap)t.

La garantie que le processus de risque dévie presque strement vers +o00 est

c—A
0= A 0(la ruine n’est pas certaine).
i

3.1 Remboursements de loi exponentielle

Prenant le cas particulier du modele de risque classique (modele de lundberg P/P),

ou les réclamations suivent une loi exponentielle de fonction de répartition :
Fz(y)zl—exp<_7m>, x>0
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Chapitre3 Analyse de sensibilité dans le modele de risque classique

Lorsque F est de loi exponentielle de parametre i, on a :

U(u) = ’\—C" exp {—u (%)}

Dans ce qui suit, nous supposons que les deux parametres A et u évoqués dans la déffinition
de la probabilité de ruine (fi) sont incertains. Plus précisement, nous associons les deux

modeles suivants pour leurs présentation :

A=A+ 0, tel que & ~~ N(0,1)
=+ o,8 tel que & ~» N(0,1)

3.2 Estimation des indices de Sobol pour la probabi-
lité de ruine

Pour estimer les indices de Sobol relatifs a la probabilité de ruine introduite précé-
dament, nous construisons un algorithme basé sur la méthode dite de Sobol présentée
dans la section (2.2.3) pour le calcule de ces indices. Dans ce qui suit, nous décrivons les

principales étapes de notre algorithme nommé SobolChaos :

Incertitude épistimique dans le modele du risque classique

Dans ce modele, on suppose que I'incértitude affecte les deux parametres. Pour analyser
la propagation de 'incertitude épistimique, les parametres incertains sont décrits comme
des variables aléatoires dans la fonction de densité est supposé connue, par conséquent
la sortie du modele est aussi une variable aléatoire qu’on cherche a caractériser par le
calcul des moments d’ordre d’ordre k et la densité du probabilité. Considérons Y = f(x)

la sortie du modele avec les perturbations suivantes :
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Chapitre3 Analyse de sensibilité dans le modele de risque classique

1. Perturbation du taux d’arrivées des sinistres \

Nous perturbons le taux d’arrivées des sinistres A avec :

A= A+058 tel que & ~~ N(0,1)

Algorithme 1: Pérturbation de taux A

Entrées :
X : La moyenne des arrivées des sinistres,

A . L’écart-type de la moyenne des arrivées,
n :La taille de 1’échantillon.

Sorties : \

début
& <— randn(l,n);

pour i = 1 : n faire
| AG) — A+ 0aé(D);
fin

Retourner )\
fin
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Chapitre3 Analyse de sensibilité dans le modele de risque classique

2. Perturbation du taux de remboursement u

Nous perturbons le taux de remboursement des sinistres p avec :

p=pn+o,6 tel que &~ N(0,1)

Algorithme 2: Pérturbation de taux p

Entrées :

7t : La moyenne des de remboursement,

o, : L’écart-type de la moyenne de remboursement,
n :La taille de 1’échantillon.

Sorties : p

début
& <— randn(1l,n);

pour i =1 :n f
| pli) — T+ 0,8(0)
fin

Retourner u
fin
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Chapitre3 Analyse de sensibilité dans le modele de risque classique

3.les polynomes de Hermite

Algorithme 3: Hermite

Entrées :

n :La taille de I’échantillon,

X : La moyenne des arrivées des sinistres,
oy :L’écart-type de la moyenne des arrivées,
7t :La moyenne des de remboursement,

o, : L’écart-type de la moyenne de remboursement,

Sorties : A

début
A <— Algorithme 3.1 (Pérturbation de \),

i <— Algorithme 3.2 (Pérturbation de p),

pour ¢ = 1 : n faire

Ho(i) = 1;
Hy = A(9);
Hy = pu(i);
Hs = (A(1)* — 1)/sqrt(2);
Hy = A(@)p(9);
= ((u(@)*) = 1)/sqrt(2);
= ((A(@)%) = 3A(i))/sqrt(6);
= (A(@)* = Duld)/sqrt(2);
= (u(i)* = DA(E)/sqrt(2);
Hy = ((u(i)) = 3pu(i))/sqrt(6);
fin

Retourner A(matrice de Ficher )
fin
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Chapitre3 Analyse de sensibilité dans le modele de risque classique

4. Calcule des indices de Sobol

Algorithme 4: Sobol_Chaos

Entrées :

n :La taille de ’échantillon, k : Le nombre de variable,

X : La moyenne des arrivées des sinistres, oy :L’écart-type de la moyenne des
arrivées,

1t :La moyenne des de remboursement, o, : L’écart-type de la moyenne de
remboursement,

U : Le capital initial, C' :Les cotisations,

Sorties : Sy, S, Syu, ST

début

si (C—Ag<0) et (2Z>1)) alors
écrire(La condition de ruine n’est pas vérifié),

A +— Algorithme 3.1 (Pérturbation de \),
i <— Algorithme 3.2 (Pérturbation de pu),
f<+«— Y\ p) (la formule?),

A +— Hermite,

sol +— ((ATA)7LATf),

a°V«— Var(f),

Sy = (s0l(2)% + sol(4)? + s0l(7)?) ) V;

S,. = (so0l(3)% + sol(6)* + sol(10)?)/V;

Sxu = (s0l(5)* + sol(8)% + s0l(9)?)/V;

S1 = Sx+ S

Sh = S, + Sx;

S=Sx+ S, + S

fin
Retourner Sy, S, Sy, ST

fin
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Chapitre3 Analyse de sensibilité dans le modéle de risque classique

3.2.1 Application numérique

On commence par fixer les valeurs des différentes parametres déterministe :
ele nombre de variable p = 2;
eLe degré des polynomes d = 3;
eLa taille des echontillons n = 10000 ;
eCotisation C' = 1.5;
ele capital initial U = 1;
eLe nombre moyen de réclamations A = 1;
el ’écart-type des nombres de réclamations oy = 0.1
el.e montant moyen des réclamations = 1;
oL’¢écart-type des montants de réclamations o, = 0.1;
Afin d’évaluer les performances de 1’algorithme SobolChaos, ce dernier a été implémenté

sous l'environnement MATLAB. Les résultats sont donnés dans la figure suivante :

S'.u S Tﬂ-‘ S A AS' T,\ ‘g)q(

Les indices de Sobol

FIGURE 3.1 — Histogramme des indices de Sobol S;, S;; et SI pour la probabilité de ruine

dans le modele Lundberg.
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0.2 0.1 o 01 02 03 04 05 06 07

FIGURE 3.2 — La densité de probabilité de ruine pour U = 1.

Lecture des résultats

La figure (3.1) montre les résultats du calcul des indices de Sobol, de cette figure nous
remarquons quele parametre aléatoire d’entrée le plus influent sur la sortie du modele est
i avec un indice de 0.5787 et 'effet combiné des deux parametres en méme temps est
égligeable par rapport a l'effet d’un seul parametre. Pour ce qui est des indices totaux de
Sobol nous constatons qu’ils sont presque égaux a ceux du premier ordre.

La figure (3.2) présente la densité de la sortie du modele avec des entrés aléatoires A
et p de loi normal. la forme de la densité ressemble a celle d'une normale.

Maintenant on calcule les indices de sensibilité de Sobol pour la probabilité du ruine
pour 10 évaluations indépendates du U tel que (U = 1,...,10). Les résultats sont donnés
dans les figures (3.3) et (3.4) et le tableau(3.1).

La figure (3.3) montrant les boites a moustaches nous permettent d’avoir une vue
synthétique globale et en méme temps une vue locale sur les données, tel que la taille
de la boite a moustache correspondante a u = 1 est la plus grande ce qui implique que
son indice de Sobol est le plus grand. Nous remarquons aussi que plus le capital initial
augmente les indices de sensibilité qui lui corresponde diminuent.

La figure (3.4) motre tout les indices de sensibilités de Sobol pour chaque valeur de U,

nous remarquons que plus le capital initial augmente les indices du 1¢" ordre et les indices
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totaux diminuent et les indices du second ordre augmentent.
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F1GURE 3.4 — Histogramme des indices de Sobol .

o4



Chapitre3 Analyse de sensibilité dans le modele de risque classique

Le tableau (3,1) donne les valeurs de I’éspérance, variance et médiane calculé pour
chaque valeur de U | tel que (U =1, .., 10).
A partir de ce tableau, nous constatons clairement que les valeurs de ces dernieres dimi-

nuent systématiquement quand le capital initial augmente.

U U | Var(V) | Med(¥)
1 |0.4628 | 0.0101 | 0.4566
2 103591 | 0.0111 0.3491
3 1 0.2802 | 0.0107 | 0.2673
4 10.2198 | 0.0097 | 0.2043
5 | 0.1734 | 0.0084 | 0.1564
6 | 0.1376 | 0.0070 | 0.1195
7 10.1097 | 0.0058 | 0.0914
8 | 0.0879 | 0.0048 | 0.0700
9 | 0.0707 | 0.0039 | 0.0535
10 | 0.0572 | 0.0031 | 0.0409

TABLE 3.1 — Espérance, Médiane et Variance des réalisations de la probabilité de ruine

en temps infini pour les différentes valeurs de U.

En effet, apres avoir mesuré la sensibilité de la probabilité de ruine sur ses parametres
A et u, nous pouvons constater que lors de 1’étude de la propagation d’incertitude nous
pouvons concéderer les parametres d’entrées A\ et 1 comme des variables aléatoires.

Les figures (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) montrent les résultats du calcul des indices de
sensibilité pour (U = 15,20, 25, 30) et (U = 100, 200, 300, 400) respectivement des mémes

résultats peuvent étre tirés.
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FIGURE 3.5 — Boite a moustaches pour U = 15, 20, 25, 30, 35, 40 .
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FIGURE 3.6 — Histogramme des indices de Sobol pour U = 15, 20, 25, 30, 35, 40 .
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FI1GURE 3.8 — Histogramme des indices de Sobol pour U = 100, 150, 200, 250, 300, 350 .

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons essayé de mettre en ceuvre la partie pratique. Et ce en
appliquons numériquement sur un certain exemple donné. Grace aux résultats obtenus

a travers cette partie, nous avons démontré que lors de 1’étude de la propagation d’in-

o7



Chapitre3 Analyse de sensibilité dans le modele de risque classique

certitude nous pouvons concéderer les parametres d’entrées A et p comme des variables

aléatoires, et aussi lorsque le capital initial est elevé, la probabilité de ruine est susceptible

de diminuer significativement .
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CONCLUSION CENERALE

Les méthodes de ’analyse de sensibilité et de propagation d’incertitude sont de plus en
plus utilisées de nos jours dans tout processus de modélisation, que ce soit pour améliorer
la prédiction du modele, pour alléger le modele ou encore pour mieux comprendre le
comportement de modele vis a vis les parametres d’entrées, a savoir, le niveau d’incertitude
dans la sortie qui résulte de l'incertitude des entrés. Dans ce contexte, la probabilité de
ruine qui est la mesure de risque la plus importante pour la prise de décisions au sein
d’une compagnie d’assurance, qui rarement possede des formules explicites pratiquement
exploitables, nous mesurons la sensibilité de la sortie de cette probabilité sur la variation
de ses parametres d’entrée.

Dans ce mémoire, nous avons appliqué la méthode de I'analyse de sensibilité globale
dans le modele de risque classique. En premier lieu, nous avons effectué une petite syn-
these sur quelques approches utilisées dans I’évaluation de la probabilité de ruine dans le
modele de risque classique (Cramer-Lundberg). En second lieu, nous avons détaillé 1'une
des classes des méthodes de I'analyse de sensibilité qui nécessite aucune hypothese sur le
modele (indices définis par décomposition de la variance, introduits par Sobol et Saltelli)
[15]. Et 'une des méthodes d’estimation des indices que nous avons choisie est celle de
Sobol, basée sur les dévlopements en polynomes de Chaos, suivie par une courte étude
bibliographique sur I'incertitude de modele. Enfin, nous avons élaboré un algorithme en
se basant sur la méthode de Sobol afin de quantifier cette sensibilité. Une fois I’algorithme

construit, nous sommes passés a son implémentation sous ’environnement de calcul MAT-
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LAB. Les résultats obtenus lors de la simulation nous permettent de bien caracteriser la
probabilité de ruine.

Ce mémoire de recherche reste une opportunité pour aspirer a d’autres problématiques.
En effet, ce dernier représente une base intéressante pour d’éventuelles perspectives pro-
metteuses telles que :

—Elargir 'analyse de sensibilité pour d’autres modeles de risque qui cernent mieux la réa-
lité, en tenant compte des diéfferents comportements des parametres qui gouvernent le
modele, comme la variation de la prime et la dépendance entre les risques.
~Elargissement de la prise en considération de Iincertitude cité en (2.1), sur le modele de
risque classique.

—Dans une compagnie d’assurance, les gestionnaires font des bilans a des dates périodiques
fixées d’avance, plus au moins rapprochées et seules les évaluations réalisées a 1’occasion
de I'un de ces bilans seront retunues. Pour cette raison, I’étude des modeles de risque a
temps discret est plus susceptible de mieux cerner la réalité du risque des compagnies

d’assurances.
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RESUME

Dans ce travail, nous avons considéré I’analyse de sensibilité et de propagation d’in-
certitude, basée sur le concept de Sobol, dans le modele de risque classique. En particulier,
nous avons pu estimer les indices de Sobol relatifs aux parametres évoqués en utilisant
les dévloppements e en polynomes de Chaos. Dans ce contexte, nous avons caractérisé la
probabilité de ruine par estimation de sa moyenne, sa variance, sa densité de probabilité.
Notre approche a été illustrée par plusieurs exemples numériques.

Mots-clés : Théorie de la ruine, Analyse de sensibilité, Propagation d’incertitude, Indices

de Sobol, Polynémes de Chaos.

ABSTRACT

In this work, we have considered the analysis of sensitivity and uncertainty propa-
gation in the classical model of risk by using the concept of Sobol. In particular, we were
able to estimate the Sobol’s indices related to a given parameters by using chaos polyno-
mials development. Following the same context, we have characterized the probability of
ruin by estimating its average value, its variance and its probability density function. Our
framework has been supported by several numerical examples.

Key-words : Ruin Theory, Sensitivity Analysis, Uncertainty propagation, Sobol’s indices,

Chaos Polynomials.



