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Introduction

La théorie des points fixes est fondamentale en mathématiques. En effet, la résolution
de plusieurs problemes en mathématiques se ramene souvent a la recherche d’un point fixe
pour certaines applications lineaires ou non linéaires. De plus, plusieurs problemes interve-
nant en physique, en chimie et en biologie..., sont modélisés par des systemes d’équations
différentielles ou d’équations intégrales.

L’histoire de la théorie du point fixe a commencée par les travaux de S.Banach dans
son papier [1]. Banach a établi 'existence et l'unicité du point fixe d’'une contraction dans
un espace métrique complet, Contrairement au théoreme du point fixe du point fixe de
Brower qui est un résultat de la topologie algébrique, ce théoreme exige uniquement la
continuité de I'application d’un intérvalle fermé borné dans lui méme, Par la suite, et en
1930 Schauder a établi son théoréeme qui une généralisation du théoreme du point fixe de
Brower, Il affirme seulement I'existence d’un point fixe d’une application continue sur un
convexe compact.

Dans ce mémoire on va étudier quelques théoremes du point fixe tels que le théoreme du
point fixe de Banach, le théoreme du point fixe de Schauder et leurs applications, ainsi que
leurs généralisations. L’application de cette théorie se configure par exemple pour trouver
les racines d'un polynome, résoudre des équations différentielles, des équations intégrales
ou encore des systemes d’équations différentielles.

Une équation intégrale est une équation dans laquelle I'inconnue est une fonction d'une
ou plusieurs variables, ce produit sous signe intégrale.

Les équations intégrales apparaissent dans la pluparts des domaines appliqués et elles

sont tres importantes, en fait il y a beaucoup de problemes qui peuvent étre formulés



comme une équation intégrale. Il existe plusieurs types d’équations intégrales, citons
par exemples les équations intégrales de Fredholm (IVAR Fredholm, 1866-1927), et les
équations intégrales de Volterra (VITO Volterra, 1860-1940). Dans équation intégrale de
Fredholm les bornes sont finies au contraire a celles de Volterra qui sont infinies.

En générale c’est impossible de déterminer La solution exacte de 1’équation du point

fixe Fi(x) = x (F est un opérateur intégrale), alors on cherche la solution approchée.
Cette recherche se base sur deux méthodes, la méthodes directes et la méthode itérative,
les méthodes les plus utilisées en analyse numérique sont les méthodes itératives; car
les méthodes directes peuvent étre impraticable pour résoudre les équations du type
F(xz) = x. Donc les méthodes itératives deviennent un moyen indispensable et une al-
ternative fiable. Dans ces dernieres en débutant par le choix d’un point initial considéré
comme une premiere ébauche de solution.
La méthode de procede itérations au cours desquelles elle détermine une succession de so-
lutions approximatives raffinées qui se rapprochent graduellement de la solution cherchée.
La premiere méthode itérative connue dans la théorie des points fixes est le processus
itératif de Picard. Plus tard cette méthode a été généralisée pour avoir plusieurs algo-
rithmes. Et la procedure itérative qui nous intéresse dans ce mémoire est celle de Mann.
Ce mémoire est réparti en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre nous présentons quelques théoremes du point fixe a savoir
le théoreme du point fixe de Banach et le théoreme du point fixe de Schauder, et leurs
généralisations.

Le deuxieme chapitre est consacré pour présenter quelques types d’équations intégrales
comme équations intégrales de Fredholm, les équations intégrales de Volterra et les équations
intégrales de Hammerstein. Dans le méme chapitre on a donné la classification de ces
équations sois linéaires sois non linéaires, ainsi que la résolution de celles-ci, c’est a dire
étudier I'existence et 'unicité de leurs solutions.

Le troisieme chapitre sera consacré a 'application des deux théoremes fondamentaux
du point fixe, le théoreme du point fixe de Banach pour montrer I'existence et 'unicité

de la solution du probleme de Cauchy-lipschitz, et le théoreme du point fixe de Schauder



pour montrer I'existence de la solution du probleme de Dirichlet.

Dans le quatrieme chapitre, on donnera quelques définitions des méthodes itératives
pour I'approximations des points fixes. On s’intéresse a la méthode itérative de Mann et
la méthode itérative de Mann avec erreurs. Et pour voir l'efficacité de ces méthodes on

donne deux exemples numériques.



Préliminaire

Dans ce chapitre nous rappellons quelques définitions et résultats préliminaires que
nous utiliserons dans la suite de ce mémoire.

Espace métrique, Espace métrique complet

Définition 0.0.1. (Espace métrique) On appelle distance ou métrique sur X toute

application d : X x X — R possédant les propriétés suivantes :

De plus, on appelle un espace métrique un espace X muni d’une distance d .

Dans l'espace R™ on peut définir les distances suivantes :

L. do(r,y) = max{z; — y;}

1<i<n

2. di(z,y) =>0 | — il

3. do(m,y) = /D (m — y;)?

Proposition 0.0.1. Soit X un espace métrique muni d’une distance d et x,y,z trois points

de X, alors |d(z,z) — d(y, z)| < d(x,y) .
Définition 0.0.2. Soit X un espace métrique
1- La distance entre deux parties non vide E et F' de X est définit comme suit :

d(E,F) = einf d(x,y)

EyeF



2- On appelle le diametre d’une partie non vide F de X le nombre réel positif notéd(F),

défini par 0(F)= sup d(z,y).
zeFyeF
On dit que F est borné si son diameétre est fini .

Définition 0.0.3. (Métriques équivalentes) Soient dy et dy deur métriques sur l’en-
semble X. On dit qu’elles sont équivalentes s’il existe deuxr constantes ky, ko > 0 telles que

pour tout (x,y) € X X X, on a ky di(x,y) < do(z,y) < ko di(x,y) .

Remarque 0.0.1. Sur l’espace R™, les distances dy, dsy et ds sont deux a deux équivalentes

Définition 0.0.4. Soit X un ensemble non vide et T' : X — X wune application, on dit

que x € X est un point fixe de T si
T(x)==x
et on note Fr ou Fix(T) l’ensemble des points fixes de T .

Définition 0.0.5. (Application Lipschitzienne) Soient (X,d) et (Y,d) deux espaces
métriques .
On dit que Uapplication f : X — Y est Lipschitzienne s’il existe une constante k > 0,

telle que
VayeX, d(f(x), f(y) <k dz,y).

Remarque 0.0.2. Si k € [0, 1], alors f est dite contractante .

Si k=1, alors f est dite non-expansive .

Définition 0.0.6. (Application contractive) Soit (X,d) un espace métrique, on dit

qu’une application f : X — X est contractive si

d(f(x), f(y)) < d(z,y),pour tout x,y € X, avec x #y

Définition 0.0.7. (Boule ouverte, boule fermée)

1. On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r lUensemble B(x,r) = {y €

X, tel que d(z,y) <r}



2. On appelle boule fermée de centre z et de rayon r Uensemble B(z,r) = {y €

X, tel que d(x,y) <r}

Définition 0.0.8. (sous-ensemble ouvert, sous-ensemble fermé)

i- On dit qu’un sous-ensemble F d’un espace métrique (X, d) est ouvert si

Vo e F, 3r > 0 tel que B(x,r) C F.

ii- On dit qu’un sous-ensemble E d’un espace métrique (X, d) est fermé si son complémentaire

CxE est ouvert .

Définition 0.0.9. (Ensemble convexe) Un sous-ensemble C de R" est dit convexe si
Va,yeC, YA€ [0,1], e+ (1 =Ny e C.

Proposition 0.0.2. Soit A une partie convexe de E et f : A — R, on dit que f est convexe
i

YA e [0,1],Va,y € E, fOx+ (1 = Ny) < Af(@) + (1 =N f(y)

Définition 0.0.10. (Espace métrique complet) L’space métrique (X,d) est dit com-

plet si toute suite de Cauchy de X convergente dans X .

Proposition 0.0.3. Soient X un espace métrique et E un sous espace de X, si F est
complet alors il est fermé dans X . Si X est complet, F est fermé si et seulement si il est

complet .

Théoréeme 0.0.1. (Bolzano-Weierstrass) : Un espace métrique (X;d) est compact

si et seulement si toute suite d’éléments de X admet une sous-suite convergent .

Démonstration. (Voir [8]). m Espaces vectoriels normés, Espace de Banach,

Espace de Hilbert

Définition 0.0.11. (Espace vectoriel normé) un espace vectoriel (E, ||.||) sur le corps
K = R ou C est dit normé s’il est muni d’une norme ||.| : E — Ry qui vérifie les

Proprietés suivantes :

10



1. ||z|| =0 < x =0, pour tout z € E .

2.V zeFEet)ekK,| || = ||z -

3. Y a,ye B |lx+yl <lz||l+llyll (Inégalité triangulaire) .
Proposition 0.0.4. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, on définit la distance associée
a une norme par :dj = ||z —y||.

1- On peut définir les normes suivantes sur R™

z]]1 = 2?21 |;].

2lle = /2oy |zil*
[2]|o0 = fgg;ﬂm}-

2- Sur l'espace C([0,1],R) on peut définir les normes comme suit :
1
11l = fo 1f ()] dt .
1

1fll2 =/ Sy (F(£))2dt .

= t)| .
1/ 1l mnax £ ()]

Définition 0.0.12. (Espace C[a,b]) L’espace C([a,b]) c’est I'espace des fonctions conti-

nues sur |a, b, de norme ||x| = m[aibc} |z (t)]
tela,

Définition 0.0.13. Soit E un espace vectoriel normé muni de deux normes ||.||1 et ||.||2 -

On dit que ||.||1 et ||.||2 sont équivalentes s’il existe cy,co > 0 tels que, pour tout x € E :
cillzlly < lzfla < cofllly

Remarque 0.0.3. :

1- Les distances associées a deux normes équivalentes sont équivalentes .

2- Sur R™, les trois normes ||z||1, ||x||2 et ||z]|e sont équivalentes .

3- Sur Uespace C(]0, 1], R) ne sont pas équivalentes .
Définition 0.0.14. (Application fortement contractive) Soit (X,|.||) un espace
vectoriel normé réel ou complexe, A un sous ensemble convexe fermé de X. L’application
T :A— A est dite fortement contractive s’il existe une constante k €)0, 1] telle que

pour tout x,y € A on a

[Tz =Tyl < kllz =yl

11



Définition 0.0.15. (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est ap-

pelé espace de Banach .

Définition 0.0.16. (Espace uniformément convexe)
Un espace de banach est dit uniformément convexe, si pour tout €, 0 < ¢ < 2 | les

inégalités ||| <1, |lyl]| <1 et ||z — vyl > € implique il existe § = 6(€) > 0, tel que

Tty

|<1-a

Définition 0.0.17. Soit (E, ||.||) un espace normé sur le Corps K, on appelle un opérateur

borné ou simplement opérateur sur E toute application linéaire continue T : E — E.

Définition 0.0.18. :

1. Espace préhilbertien : On appelle un espace préhilbertien tout espace vectoriel £
muni du produit scalaire qu’on le note généralement < x,y > .
L’espace vectoriel E toujours considéré muni d’une semi norme que l’on définit

comme suit v +— ||z|| =<z, >/? .

2. Espace de Hilbert : Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet .

Définition 0.0.19. (Opérateur non expansif)
Soient X un espace normé et C un ensemble non vide de X. L’application T : C — X

est dite non expansive si
Tz —Ty|| < ||z —y|, pour tout z,y € C.

Définition 0.0.20. (Opérateur quasi-non expansif)
Soient X un espace normé et C' un ensemble non vide de X. L’applicaton T : C — C qui

a au moins un point five noté p est dite quasi-non expansif si

Tz —p| < ||z —0pl|, pour tout x € C.

12



Remarques 0.0.1.
1. Une application non expansive qui a au moins un point fize est quasi-non expansive
2. Une application quasi-non expansive linéaire est non erpansive

Définition 0.0.21. (Opérateur de zamifirescu)

Soit (X,d) un espace métrique.L’opérateur T : X — X est appelé opérateur de zamfi-

rescu s’il existe des mombres réels a,b,c satisfont 0 <a <1,b>0,c< % tel que pour

tout couple (z,y) € X, si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
(22) d(Tz,Ty) < bld(z, Tx) + d(y, Ty)].

Définition 0.0.22. Soit X un espace de Banach.L application T de domaine D(T) et de
rang R(T) est dite

(1) Fortement pseudocontractive s’il existe k > 0 tel que pour tout x,y € D(T) il existe

jlx—y) € J(x —vy) tel que
(I-=T)z = (I-T)y,z —y) = kllz - yl*
(2) Pseudo contractive pour tout x,y € D(T) il existe j(x —y) € J(x — y) tel que
(I =T)z—(I=T)y,j(xr—y)) =0,
ou I Uappliction identité et J application de dualité normalisée

Définition 0.0.23. Soit X un espace de Banach.L application T : X — X de domaine
D(T) et de rang R(t) est dite fortement accretive s’il existe un nombre positif a tel

que pour tout x,y € D(T) il y a j(x —y) € J(x —y) tel que

(Tx —Ty,j(x —y)) > allz —y|?

13



Remarque 0.0.4.

1. T est dite pseudo contractive s’il existe t > 0 tel que, pour tout x,y € D(T) et r;1
2 —yll < (A +r)(z+y) —rt(Tz = Ty)|

2. L'opérateur T est fortement pseudocontractif si et seulement si (I —T) est fortement

accretive.

3. T est dite fortement accretive s’il existe a > 0 tel que
lz =yl <llz+y+rl((T —al)z — (T = al)y]|
pour tout x,y € D(T) et r > 0.

Définition 0.0.24. Soient X un espace métrique et T : X — X une application. T est

dite quast contractive si et seulement s’il existe un nombre a, 0 < a < 1 tel que
d(Tx,Ty) < a max{d(z,y),d(z,Tx),d(y, Ty),d(z, Ty),d(y, Tx)},
pour tout x,y € X

Définition 0.0.25. (Espace de Lebesgue LP(f))), soitp € R, 1 < p < oo . On appelle

espace de Lebesque LP(Q) ’espace
LP(Q) ={f:Q =R, f mesurable et |f|P € L'(Q)}

pour toute fonction f € LP(), on pose | f|» = ([, |f ()| du(m))l/p et |flpr = Jo|f(z)| da

Définition 0.0.26. (Espace L*[a,b]) On dit qu’une fonction f de carré intégrable sur
Bl si
0,8] i b
/ fA(x)dr <

Remarque 0.0.5. L’espace L?(Q) muni du produit scalaire

mmmmzéfmmwm

est un espace de Hilbert.

14



Théoréme 0.0.2. (La convergence dominée de Lebesgue) Soil (f,)nen une suite
de fonctions appartenant o L*(Q) avec Q C R™.

On suppose que :

1- fo(x) = f(z) p.p sur Q.

2- il existe une fonction g € L*(Q) telle que
Vn e N, |fu(z)] < g(x) pp surQ .

Alors
f € Ll(Q) et an — f”Ll(Q) — 0.

Théoreme 0.0.3. (Arzela-Ascoli) Soit X un espace métrique compact, Y un espace de
Banach et H C C(X,Y) un sous espace muni de la norme sup . Alors H est relativement

compact si et seulement si :

1. H est uniformément borné c’est a dire
Ve € X, l'ensemble {f(x): f(z) € H}

est borné dans Y .

2. H est équicontinue i.e.
Ve>0,3Verd YyweX, yeV=|fly—fla)ly<e VfecH.

Théoréme 0.0.4. Soit (f,)nen C C([a,b],R) une suite vérifiant :
i~ (fn)nen est uniformément bornée c’est a dire 3¢ > 0,Vn € N: ||f,]| < c.
ii- (fn)nEN <= |fn($) - fn(y)| < s,Vn eEN.

Alors, (fu)nen admet une sous-suite convergente, c’est a dire (fn)nen est relativement

compact.

15



CHAPITRE

La théorie des points fixes

Dans ce chapitre on présente quelques théoremes du point fixe les plus utilisés, a
savoir le théoreme du point fixe de Banach, le théoreme du point fixe de Schauder et leurs

généralisations.

1.1 Principe de contraction de Banach

Connu aussi sous le nom de théoréeme du point fixe de Picard, est apparu pour la
premiere fois en 1922 dans le cadre de la résolution des équations intégrales. Ce théoreme
est largement utilisé dans plusieurs branches de ’analyse mathématique, en particulier,
dans la branche des équations différentielles.

Le théoreme du point fixe de Banach a connu de diverses généralisations dans différents

espaces.

Théoréeme 1.1.1. Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une appli-
cation contractante. Alors

dlx e X tel que Tx ==

Démonstration. existence :

Soit xy € X un point initial quelconque, on définit la suite (z,,),en par :

VneN x, 1 =Tz,

16



1.1. Principe de contraction de Banach

Montrons que

Vn € N d(zp, 2p41) < k"d(x0,27)

On raisonne par réccurence
Pour n=0, On a :
d(l’o, I’l) S k?od(l'o, ZL‘l)
Supposons que la condition est vraie jusqu’a n et montrons qu’elle est vraie pour (n+1),
c’est-a-dire

A(Tni1, Tngo) < K"Hd(2, 21)

On a
d(xpi1, Tpa2) = d(Txy, Txpy)
< kd(zn, Tp41)
Ad(Tpt1, Tnt2) < k(K (20, 21)
D’ou

Vo € N, d(@ni1, Tpya) < K" d(z0, 21)

Montrons que(z,,)nen est de Cauchy, soit p, g € N tel que ¢ > p, on a

d(xp, xq) < d(@p, Tps1) + d(Tp11, 74)
< d(@p, Tp1) + d(Tpi1, Tpya) + oo+ d(Tg-1, 24)
S kpd(l‘o, 1'1) + kp+1d(l'0, I’l) + ...+ k’q_ld(l‘o, I’l)
< d(wg, x1) (kP + kP4 L R
1 — pi—>p
= d(iL‘o, 513'1) . k‘p%

< kp . d($07I1>
- 1—k

Donc
d
(13:0—’ x]{/’l) <€

Alors (x,,)nen est une suite de Cauchy dans 'espace métrique complet (X,d), on en déduit

d([L‘[),xl) S k,p .

qu’elle est convergente dans X.

17



1.1. Principe de contraction de Banach

ie lim z, ==z
T—+00

De plus on a Tz,, — T'x quand n — 400 car T est continue.

Comme
Tnt1 = Txn
Or
lim z,.1 ==
T—+00
D’ou
Te =z

Unicité : Supposons qu’il existe deux points fixe x,y € X, x # y tel que Tx=x et Ty=y.
Alors on a

d(z,y) =d(Tz, Ty) < k-d(z,y)

c’est-a-dire

contradiction. D’ou 'unicité. [
Exemple 1.1.1. Soit la fonction f définie par
fo C=[lL+oo[ — [1, +oof
x — 3 (z+1)

e On a C est stable par f , en effet pour tout x € [0, 00|
?+1 22-22+1

B B _(r— 1)?
fle) = 2x 2x 1= 2x

+1>1.

Donc f(C) C C.

e Montrons que f est contractante :

Pour tout x,y € [1,+00] on a

(x—1?2 (y—1)°

@) = fl =[5 =5 | = ‘W—l) 2;;@—1)
_ 1 lzy — 1]
= Ty(x—l)(:cy—l)‘ < §|x— | o

18



1.1. Principe de contraction de Banach

Alors |f(z) = f(y)] < §lz—yl.

D’ou f est contractante.
e Comme C est un intervalle fermé de R alors C est complet.

D’aprés ce qui précede, le théoréme de contraction de Banach nous dit que f a un unique

point fize (il est facile de vérifier que le point fize est 1).

Exemple 1.1.2. Soient X = [a,b] et lapplication T : X — X telle que T est dérivable
sur la,b[ et elle vérifie |T'(x)] < k < 1 pour tout x € [a,b]. Alors du théoréme des

accroissement finis, si x,y € X, il existe un point ¢ entre x et y tel que
Tx —Ty="T'(c)(x —y). Ainsi
T(2) - T(y)| < T'(O))e — y| < klz — |, ¥ 2, € [a, 8]
donc T est contractante et admet un seule point five d’aprés le théoreme (1.1.1)

Remarque 1.1.1. Dans le théoreme (1.1.1) on peut définir T : A — A avec A est un
fermé de X.
Nous allons présenter maintenant quelques généralisations du théoreme du point

fixe de Banach.

Théoréme 1.1.2. Soit (X,d) un espace métrique compact, avec T : X — X, vérifiant
d(Tz,Ty) < d(x,y), pour tout x,y € X.

i.e T est contractive, Alors T admet un unique point fize.

Démonstration.

a/ L’unicité : Supposons qu'il existe =,y € X, tel que z = Tz et y = Ty, Alors
d(z,y) = d(Tz,Ty) < d(z,y)

Contradiction.

Ce qui donne 'unicité du point fixe.
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1.1. Principe de contraction de Banach

b/ L’existence : Remarquons que l'application K : z — d(z, f(z)), atteint son minimum
en un point que nous notons zy € X.
Donc on obtient que f(x¢) = o, qui est une contradiction du fait que K (f(xq)) =

K(I())

Théoréme 1.1.3. Soit (X,d) un espace métrique complet, et
B.(y) ={x € X : d(z,y) <r} oty € X et r>0. Soit maintenant f : B.(y) — X une

application contractante, vérifiant : d(y, f(y)) < r(1 — k) alors, f admet un unique point
fize dans B.(y).

Démonstration.

Comme d(f(y),y) < r(1 — k) alors, il existe ¢ tel que 0 < ry < r avec,

d(f(y),y) < (1 —k)ro

Montrons que f : B,,(y) — By, (y), soit x € B,,(y), alors

d(f(z),y) < d(f(x), f(y)) +d(f(y),y)
< kd(z,y) + (1 —k)ro

<7y

On peut utiliser le premier théoreme (1.1.1) pour montrer que f a un seul point fixe dans

B,,(y) C B,(y) qui est complet.

D’ou f admet un seul point fixe dans B, (y). |

Remarque 1.1.2. : Si f est une application contractante dans un espace métrique (X,d)
avec k sa constante de contraction, Alors f™ est aussi contractante dans X avec k™ sa

constante de contraction, de plus f et f™ ont le méme unique point fize .

Théoreme 1.1.4. Soit X un espace métriqgue complet, et soit 'application T : X — X

avec T™ contractante, pour tout n > 1. Alors T admet un unique point fize.
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1.2. Théoreme du point fixe de Schauder

Démonstration. On a T™ est contractante donc d’apres le théoreme de contraction de

Banach, admet un point fixe unique que 'on note p telle que hril T"(x) =p ,Vr e X.
n—-+0o0o

Montrons que p est un point fixe de T c’est a dire T'(p) = p, revient a montrer que T'(p)

est un point fixe de T, en effet
T™(T(p)) = T(1T"(p)) = T(p).

Donc T'(p) est un point fixe de T, et comme 7" admet un point fixe unique, alors

T(p) = p.

D’ou le résultat. ]

1.2 Théoreme du point fixe de Schauder

Le Théoreme du Point fixe de Schauder est une généralisation de théoreme du point
fixe de Brower a des espaces vectoriels topologique de dimension infinie, il a été démontré
d’abord dans le cas des espaces de Banach par Juliusz Schauder, il affirme qu’une appli-
cation continue sur un convexe compact dans un espace de Banach admet un point

fixe, qui n’est pas nécessairement unique. Et nous avons le résultat suivant :

Théoreme 1.2.1. Soit E un espace de Banach et K C E un ensemble convexe et compact

et soit T': K — K une application continue. Alors T admet un point fixe.

Démonstration. Soit 7' : K — K une fonction continue, comme K est compact alors
T est uniformeément continue.

Donc, si on fixe € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout x,y € K
[T(z) = T(y)l <e

Des que
lz —yll <6

De plus, il existe un ensemble fini de points {zi,...,x,} tel que les boules ouvertes de

rayon 0 centrées aux x; recouvrent K i.e.

K c |J B(x;.0)

1<j<p
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1.2. Théoreme du point fixe de Schauder

Si on désigne L := (T'(x;))1<j<p, alors L est de dimension finie, et K* = K () L est com-
pact convexe de dimension finie.

Pour 1 < 5 < p on définit la fonction continue ¢; : E — R par :

0 sif|x—x;||>0

| _ le=zl

5 sinon

et on voit que 1); est strictement positive sur B(x;,d) et nulle dehors.

On a donc, pour tout = € K,
p
> wi@) >0
j=1
et donc on peut définir sur K les fonctions continues

PR /1)
p;(T) i:ﬁ“@

pour lesquelles on a Z?:l v;i(zr) =1, Vx € K.

On pose, pour x € K
p
g(x) =Y @j(x)T(x;)
j=1

g est continue (car elle est la somme des fonctions continues).
Elle prend ses valeurs dans K*(car g(x) est une combinaison des T'(x;)).
Donc si on prend la restriction gx~ : K* — K*, par le théoreme de Brouwer, g possede

un point fixe y € K*

T(y) —y="T(y) —9(y)

= Z 0i(y)T(y) — Z ;i ()T (;)
= Z i) (T(y) — T(z)))

Or si ¢;(y) # 0 alors ||ly..z;|| <6, et donc || T(y)..T(x;)|| < e. Donc, on a, pour tout j,

lp; W)(T(y) = T(x))I| < €eps(y)
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1.2. Théoreme du point fixe de Schauder

Donc
1T(y) —yll < Z o (W)(T'(y) — T ()|l

< ep(y)

=&

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point y,, € K tel que||T(ym) — yml|| < 27,
puisque K est compact, de la suite (y,,)mez on peut extraire une sous-suite (v, ) qui
converge vers un point y* € K. Alors T étant continue, la suite (7'(y,,,)) converge vers
T(y*), et on conclut que T'(y*) = y*

i.e. y* est un point fixe de T sur K. [ ]

Citons quelques généralisations de théoreme du point fixe de Schauder.

Théoréeme 1.2.2. (voir[10]) Soit C C E un sous-ensemble fermé convere d’un espace
de Banach E et 0 € Q C C tel que g(Q) est borné. Soit g : Q v C une application

contractante, alors
1. ou bien, g admet un point fize dans Q.

2. ou bien, il existent x € Q et X €]0, 1] tel que v = \g(x).
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CHAPITRE

Equations intégrales

Les équations intégrales sont I'un des outils mathématiques les plus utiles dans I’ana-
lyse pure et appliquée, particulierement sont plus utilisées dans les problemes de vibrations
mécaniques et de la physique mathématique, elles sont non seulement utiles, mais souvent
indisponsables méme pour les calcules numériques.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques types de ces équations integrales et leurs

classifications.

Définition 2.0.1. On appelle équation intégrale toute équation fonctionnelle ou la fonc-
tion apparaisse sous le signe d’intégration [ .

La forme générale d’une équation intégrale est donné par :

/EK(x,t,u(t)) dt = u(z) + f(z), € E

Ou la fonction u est l'inconnue de cette équation intégrale, X # 0 est un paramétre, la

fonction f est donnée et la fonction K(x,t,u(t)) s’appelle le noyau de l’équation intégrale.

2.1 Equations intégrales linéaires

Définition 2.1.1. On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm, [’équation de la

forme

u(z) :/\/ K (x, t)ult) dt + f(z) (2.1.1)
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2.1. Equations intégrales linéaires

Ou f, K sont des fonctions connues et \ est un paramétre réel non nul.

La fonction K est appelée le noyau de I’équation de Fredholm.
1. L’équation (2.1.1) est appelée équation intégrale de Fredholm de seconde espéce.

2. Si f(x) =0 l’équation (2.1.1) s’ecrit :

() = A / Ko tyu(t) di (2.1.2)

s’appelle équation homogéne de Fredholm de deuzieme espece.

3. 1’ équation de l'inconnue u, de la forme
b
/ K(z,t)u(t)dt = f(x) (2.1.3)
est appelée équation intégrale de Fredholm de premiére espéce

Définition 2.1.2. (E’quation intégrale de Volterra) Une équation a une inconnue

u, de la forme

u(z) = )\/m K(z,t)u(t)dt + f(x) (2.1.4)

Ou f, K sont des fonctions connues , et X\ est un parameétre réel non nul. L’équation
(2.1.4) est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de deuxiéme espéce.
La fonction K est appelée le noyau de l’équation de Volterra.

1. Si f(x) =0 l’équation (2.1.4) s’ecrit :

u(x) = /\/w K(x,t)u(t)dt (2.1.5)

s’appelle équation homogéne de volterra de deuzieme espéce.

2. L’équation de linconnue u, de la forme

/ " Ko tu(t) dt = f(z) (2.1.6)

est appelée équation intégrale de Volterra de premiere espéece.
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2.2. Equations intégrales non linéaire

Remarque 2.1.1. L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de [’équation

intégrale de Fredholm, il suffit de prendre K(x,t) =0 pourt > x

2.2 Equations intégrales non linéaire

Définition 2.2.1. (Equation intégrale de Fredholm)

L’équation intégrale non linéaire de Fredholm de premiere espece prend la forme
u(z) + A/b(K(x,t,u(t)) dt =0
et l’équation intégrale de Fredholm non linéaire de second espéce, est sous la forme
au(zr) = )\/b(K(a:,t,u(t)) dt + f(z), (2.2.1)

ot a une constante différente de 0.

L’équation intégrale de Fredholm de troisieme espece, est de la forme

c(@)u(z) = A / (K (2,1, u(t)) dt + f(x).

Définition 2.2.2. (Equation intégrale de Volterra)

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de premiere espéce prend la forme
u(z) + /\/w(K(I,t, u(t))dt =0
et léquation intégrale de Volterra non linéaire de second espéce, est sous de la forme
au(z) = )\/x(K(x,t,u(t)) dt + f(z), (2.2.2)

ot a une constante différente de 0,

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de troisieme espéce, est de la forme
c(wyule) = X [ (Kot u(t) de + f(2),

Définition 2.2.3. (E’quation intégrale de Hammerstein) On appelle équation intégrale

de Hammerstein une équation de la forme

b
c(x)u(z) + )\/ K(x,t)F(t,u(t))dt = f(x). (2.2.3)
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2.3. Résolution des équations intégrales

Remarque 2.2.1.
e Si f(x) #0, dans les équations (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.3) sont dites non homogénes

o Si f(x) =0, les équations sont dites homogeénes

2.3 Résolution des équations intégrales

1- Existence et unicité de la solution d’une équation intégrale de Fredholm

Théoréme 2.3.1. Soient f et K deuz fonctions continues dans |a,b] et [a,b] X
[a,b](resp.) et M = sup|K(x,t)| : x,t € [a,b] et A\ un nombre réel tel que

M|N(b—a) < 1. Alors l’équation intégrale (2.1.1) admet une seule solution.

Démonstration. Pour montrer I’éxistence et I'unicité de le solution de (2.1.1) re-

vient a montrer que 'application continue T définie par :

(Tu)(x) = )\/ K(z,t)u(t) dt + f(z)

est une contraction. Soit uy, us € [a,b],on a
b
[ Tuy — Tus|| = WSUP!/ K () (ur () — ua(t)) di|

< IAISUP/ | K (2, )] (un (t) — ua(t))| di

< !MM/ supluy (t) — ua(t)| dt
— [\M [ (£) —Uz(t)H/ dt
= [AIM (b — a)||ui(t) — ua(t)||

Par hypothese |A|M (b —a) < 1, donc d’aprés le théoreme de contraction de banach

T admet un unique point fixe [

Théoreme 2.3.2. Soit l’équation suivante :

b
u(z) = )\/ K(x,t)u(t)dt + f(x) (2.3.1)
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2.3. Résolution des équations intégrales

avec le noyau K est continu sur [a,b], f € L*([a,b]) et | X | K* < 1, de plus
K* = \/ff fab | K(z,t) |2 dxdt. Alors l’équation (2.3.1) admet une unique solution
u € L*([a,b])

. Démonstration. Considérons ’équation (3.2.1).
Comme f € L*([a,b]), alors Tu € L?*([a,b]) Si ffK(x,t)u(t) dt € L*([a,b])
Montrons que fab K(z,t)u(t)dt € L*(|a,b]) revient a montrer que

/ab
/;K(m,t)u(t) dt’ < /ab K (2, t)u(t)| dt

< (/ab|K(x,t) 2 dt)é (/abm(t) 2 dt)é

d’apres 'inégalité de Cauchy Schwartz .

D’ou

2
< OQ.

/ Ko ult) dt

2 b b
s/ | K(x,t) P dt/ ut) 2 dt

2 dxg/ab (/:|K(x,t)|2dt> (/ab|u(t)|2dt> da
g/ab/ab]K(:c,t) 2 dtd:z:/abm(t) 2 dt.

Comme f; fab | K(x,t) |? dtdr < oo et fj | u(t) |* dt < oo, alors L’équation (2.3.1)

/b K(x,t)u(t)dt

or

/b K(x,t)u(t) dt

/

est satisfaisante, et T' € L*([a, b]) dans lui méme .
Donc fabK(x,t) dt € L?*([a,b]), ou lopérateur (Tu)(x) = fab K(z,t)u(t)dt est
borné.

D’apres le théoreme (1.1.1) I'équation T'u = v admet une unique solution pour

AN < 1. ]
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2.3. Résolution des équations intégrales

Alternative de Fredholm
Théoréme 2.3.3. (Voir [10], page-84-) L’équation linéaire non homogéne de
second espéce
b

u(x) — )\/ K(x,t)u(t)dt = f(x) (2.3.2)
admet une solution unique quelque soit la fonction f st I’équation homogéne as-
sociée

b
u(z) — /\/ K (x, t)u(t) dt = 0 (2.3.3)

admet au moins une solution non triviale.

Théoréme 2.3.4. (Voir [10], page-84-) Dans lalternative de Fredholm une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que l'équation (2.3.8) admet une solution u(z)
est que le second membre de [’équation (2.5.2), soit orthogonal a toute solution

o(x) de l’équation homogéne, i.e

/abf(:c)u(x) der =0

Remarque 2.3.1. Dans la pratique l’alternative de Fredholm est plus importante.
Au lieu de démontrer que l’équation intégrale non homogeéne (2.3.3) a une solution,
on démontre que l’équation homogéne associée (2.5.3) n'a pas d’autres solutions non

triviales.

Existence et unicité de la solution d’une équation intégrale de Volterra

Théoréme 2.3.5. Soit f une fonction définie dans L*0,1] et soit K continue sur
[0, 1], donc uniformément bornée

Alors ’équation
u(z) = )\/ K(x,t)u(t)dt + f(x) (2.3.4)
0
admet une unique solution

Démonstration. On considere I'opérateur

Tu(x) = )\/Ox K(x,t)u(t)dt + f(x) (2.3.5)
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2.3. Résolution des équations intégrales

Si T admet un point fixe, alors le point fixe est la solution de (2.3.4)

Pour montrer 'existence d’un point fixe pour T il suffit de montrer que T™ est

contractante.
On a
T'u=f+AKf+. . + X" K" A" K™y
Ou
K"u(x) = / K(x,t)u(t)dt
0
Alors

[T uy — T ug || = [A"] /Ox Ko (0, 8) (un (1) — ua(t)) di]|

Pour determiner K, (z,t),on utilise la relation suivante :

Kl(xv

D= K(z.1)
Kol t) = /t Kz, 2)K (2, 1) d=

K,(x,t) :/ Kn1(z,2)K(z,t)dz n=2,3..
t

Par hypothese K(x,t) est uniformément borné, donc il existe une constante M tel
que |K(z,t| < M pour tout x,t € [0, 1]. Par induction, on obtient

M"(z —t)" !

K(z,t] < :
[ Ko (2, | =1

0<t <.

En effet, pour n = 1 la propriété est évidente. Supposons qu’elle est vraie a ’ordre

1, et montrons qu’elle vraie pour (n+1)

O na

Koo ) <1 [ Kol 2| Fofz00) 2
t

Mn+1 T
< - _ 4\n—1
S e ARt
B Mn+1(x_t)n

(n)!
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2.3. Résolution des équations intégrales

Nous avons donc,

An Mn x
17" — Tus| < L|| / (ur(t) — ua(t), dt]

(n—
!/\”!M "
< oyl =)
pour n assez grand,
(n—1)!—
i.e T™ est contractante, et (2.3.4) admet une solution unique. n

Théoréme 2.3.6. Soit f une fonction définie dans L*[0,1] et supposons que K(z.t)

vérifie :

1 ol

/ / |K(z,t)]* do dy < +o0
o Jo

Alors

_)\/th B dt + f(x) (2.3.6)
admet une unique solution dans L*[0,1]., VA
Démonstration.
On pose

- / K@ ORdy, ) = / K (2. t)] d.

et par hypothese les fonctions p et q sont intégrables. Soit M une constante telle que,

/Olp(:v)dng, /Olq(t)dth.

On définit la fonction ¢ par

(x) :/ p(t)dt, telle que (1) < M.
0
Comme dans la preuve précédente on considere I'opérateur

Thu(x) = f+AKf+ . . X" K 4 NP Ky

= /x K(z, t)u(t) dt
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2.3. Résolution des équations intégrales

Pour estimer la valeur de || K"|| nous examinons Kj(x,t), nous avons
Kolz,t) = / K(z, 2)K (1) d=.
t

En utilisant I'inégalité de Cauchy schwartz, on trouve

Ko ) < [ 1RGP [ 1K@ 2P ds < plojato)
De méme,
Kg(a:,t):/t K(x,z)Ks(z,t)dz.

pour que
Kale)l < [ 1K@ P de [ a0 dz
< poh) [ ple)a:
— p@)a(t) () — b(t)

Inductivement, nous pouvons montrer

@@ -v) -,

et pour n suffisamment grand, on peut montrer que 7™ est un opérateur conractant, en

effet

Ty — Tus]? = A" /0 Ko, ) (t) — ua(t)] dt

<y PO SV gy [ )t
< TR [0 s ~

_ V@)@l
- (n—2)!

||u1 —U2H

En intégrant par rapport a x entre 0 et 1, on trouve

A (D))" M ATM™

T uy —T" <
H Uy u2H = (Tl _ 1)'



2.3. Résolution des équations intégrales

pour n assez grand % < 1, ce qui implique T™ est contractant, par le théoreme (1.1.4)

T est contractant, donc 'équation (2.3.6) a une unique solution dans L?[0, 1]. n
Equation intégrale de Volterra de premiere espece :

En général, il est extréemement difficile de traiter les équations de Volterra de premiere

espece. Nous allons examiner un certain nombre de cas qui peuvent étre discutés en termes

de résultat au dessous, considérons I’équation intégrale

/;K(x,t)u(t) dt = f(z) (2.3.7)

Supposons que K et f suffisamment différentiables. Dérivons (2.3.7) terme a terme, on

trouve
K(z,z)u(z) +/ %u(t) dt = f'(x) (2.3.8)

0

Tout solution u(x) continue de (2.3.7) est une solution de (2.3.8).

Si K(x,z) # 0,ce qui précede peut étre réduite a une équation de deuxieme espece

u(z) = Kf (f;) - /0 ’ %u(t) dt (2.3.9)

Si le noyau en (2.3.9) est carré-intégrable,et Iﬁg) € L*0.1],(2.3.12) aura une solution
unique dans L2[0.1], par la théorie précédente.

Liaison entre les équations différentielles linéaires et les équations intégrales
de volterra :

La résolution de I’équation différentielle linéaire

dn dn—ly
— — .. =F
T + al(x)dxn_l + ...+ ay(2)y (x)

a coefficient continue a;(z)(i = 1,2...,n) avec les conditions initiales
y(0> = CO7 y/<0) = Cl, e ynil(O) = Cn—l

peut étre ramenée a la résolution d'une équation intégrale de volterra de seconde espece.

[lustrons 'affirmation sur 'exemple de I’équation différentielle de second ordre.

d’y dy
e + al(a:)% + as(x)y = F(x) (2.3.10)
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2.3. Résolution des équations intégrales

’

y(0) =Co , y (0) = Ch. (2.3.11)
Posons
d*y
I = Pla). (2.3.12)

On integre I'équation (2.3.12) entre 0 et x et on utilise les conditions initiales (2.3.11), on

obtient successivement.

d * *
d—z_ = / e(t)dt + Cy,y(z) = / (x —t)p(t)dt + Ciz + Cy
0 0

Nous avons utilisé la formule
[ar [ o [ = [ w-ared
x T ... r)der = ——— T —z z)dz
xo xo xo (n - ]‘)' xo
Tenu compte de (2.3.11) et (2.3.12) mettons I’équation différentielle (2.3.9) sous la forme
o(x) + / ar(z)p(t) dt + Cras(z) + / as(x)(z — t)p(t) dt + Cizas(z) + Chaz(x) = F(x)
0 0
Ou

o(x) + /095 ar(x)p(t) dt + /Of az(z)(x —t)p(t) dt = F(z) — Crar(x) — Crzas(z) — Coas(x)

(2.3.13)
Posant
K(x,t) = —(a1(z) + as(z)(z — 1)) (2.3.14)
f(2) = F(z) — Cray(2) — Craas(z) — Coas() (2.3.15)
Nous ramenons I'équation (2.3.15) 4 la forme suivant :
o(z) = A\ / " K(w, Hult) dt + f() (2.3.16)

i.e.nous avons obtenu une équation intégrale de volterra de second espece.
L’unicité de la solution de (2.3.16) resulte de I'existence et de 'unicité de la solution de
probleme de Cauchy (2.3.11)-(2.3.12) pour I'équation différentielle linéaire a coefficient

continue dans un voisinage de 0.
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2.3. Résolution des équations intégrales

La méthode des aprroximations successives :

i- Pour I’équation intégrale de Fredholm

Considérons 1’équation intégrale suivante

m@:A/za%@mwﬁ+ﬂ@ (2.3.17)

Les itérations de la méthode des approximations successives de cette équation sont

définies comme suit :

up(z) = f(v)
un(r) = AKup—1 + fyn=1,2...
IMustration :

Prenons une fonction ug(z) continue dans [a, b], on substituant ug(x) du second

membre de 1'équation intégrale de Fredholm (2.3.19) :

Qmmzx/za%mmwa+ﬂ@

telle que la fonction u(x) est continue sur 'intervalle [a,b]. En continuant le pro-
cessus jusqu’on trouve tout les termes ug(x), u1 (), ..., uy (), ...
Ou
b
up(z) = )\/ K(z,t)u,_1(t)dt + f(x)

la suite {u,(z)} converge pour n — 400 vers la solution u(z) de ’équation intégrale

(2.3.19).

Lemme 2.3.1. : le choiz de ug(x) = f(x) nous donne
un(z) =Y NE”f
p=0

Avec, K? = K(K(K(...)))

p fois
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2.3. Résolution des équations intégrales

ii- pour I’équation intégrale de Volterra
Les itérations de la méthode des approximations successives de I’équation intégrale

de Volterra suivante :

u(z) = )\/x K(z, t)u(t)dt + f(z)
Sont définies comme suit :
uo(r) = f(x)

un(r) = AKup—1 + fyn=1,2...

up(z) = i AN'KPf
p=0
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CHAPITRE
3 Applications

3.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz global

Soient xo € R™ et ty € I ou I est un intervalle de R.

On considere le probleme de Cauchy suivant :

y'(t) = f(E,y(t))

y(to) = xo

(3.1.1)

d’inconnue y € E = C°(I,R") et f est une fonction continue

Théoreme 3.1.1. Soit f: [ x R" — R" une fonction continue et globalement lipschit-
zienne en y i.e :

pour tout compact K C I,3 k >0 tel que Vt € K et x,y € R",

(8 2) = f(ty)l[en < Kllw = yllgn.
Alors (3.1.1) admet une unique solution globale.

Démonstration. Pour y € E et t € I on pose :

Fly()) = o + / F(s.y(s)) ds

Remarquons que y est solution de (3.1.1) si et seulement si y est dérivable sur I et vérifie

Yy = f(t,y) et y(to) = yo. Comme f est continue alors y’ est aussi continue et vérifie :

y(t) = yo + /ttf(s,y(s)) ds=F(y(t)), Vte I (3.1.2)
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3.1. Théoréme de Cauchy-Lipschitz global

Réciproquement, si y est solution de (3.1.2) alors elle est dérivable et solution de (3.1.1).

Donc, on a ramené le probleme de Cauchy a une recherche du point fixe pour F sur E.

- Premierement, supposons I est compact,soit k la constante de Lipschitz associée a I et
soit d la longueur de I.

On munit E de la norme suivante :

— 7k:‘t07t‘ n
lyllx = maxe () ||=
On a alors
ey s < Nly@)llx < Ny(t)lloo

C’est-a-dire ||.||x est équivalente & ||.||o donc E est aussi un espace de Banach pour
la norme ||.||.
Comme f est continue, F envoie bien E sur lui-méme .

Soient 7,2 € E et t < £
PO = FE0 = [ (o) - (00 s
D’ou
B0~ FEO] < e [ () ~ o6 s

< ekli=to / Elly(s) — =(s)]) ds

to

t
< e klt=tol / ke’ms’tf"Hy(s) — z(s)|x ds
tob

< ey — sl (el - 1)
< (L= ey = 2]l

Pour ¢t < t, on trouve le méme résultat en remplacant e *lt=tol par e=klto—t

d’ou

e MR F) () —F(2) (0] < (t—e 0D ly—z ||y < (1—e™)|y—2|l1, V2,2 € Eett € L.

En passant au max en t, on obtient :

IF()(#) = F(2)®)le < (1= e ™)y — z]lx
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3.2. Probléme de Dirichlet

Comme 0 < 1 —e % < 1, alors F est une application contractante dans (E.||.||x)
qui est complet.
D’aprés le théoreme de contraction de Banach, I’application F admet un unique

point fixe qui est solution de (3.1.2).

- Si on suppose que I n’est pas compact, alors il existe une suite (K,),en croissante de

compacts contenant t, tel que
o0
I=|JK,
n=0

Notons y,, 'unique solution de (3.1.1) sur K,. Si y est solution de (3.1.1) sur I,
par unicité sur les K,, on a y|k, = y, Inversement, par unicité sur les K, on peut
réunir les y,, i.e y : (t € K,,) — yn(t) est bien définie et dérivable. Elle est également

solution de (3.1.1) sur I par exhaustivité de (K,,),en dans I, d’ou le résultat.

3.2 Probléme de Dirichlet

Pour I'application on s’intéresse au probleme homogene de second ordre de Dirichlet.
Théoreme 3.2.1. Soit le probléme
y'(t) = f(t,y,y), pour t € [a,b]

yla) =y(b) =0

Avec [ : [a,b] x R? — R est continue et bornée .i.e. il existe une constante M > 0 telle

(P)

que pour tout (z,y,2) € [a,b] x R?

|f(,y,2)| < M.

Alors le probléme (P) admet au moins une solution y € C*([a,b]). De plus la solution y
et sa dérivée y' verifient :

M((b—a)?)

3 , pour tout x € [a,].

ly(z)] <
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3.2. Probléme de Dirichlet

Et
M(b— a)?

Y@l <=2

, pour tout x € [a,].

Démonstration. Pour montrer ce théoréme, considérons I'espace X = C?([a,b]) muni de

la norme |[v]|x = maz | sup |v(z)], 2% sup \v’(x)]), comme |[|v|x et la norme du sup

z€]a,b| z€[a,b]
sont équivalentes, alors I’espace X est de Banach.

On introduit le probleme (P) en une équation intégrale comme suit

ym:/Gmwmmmwmw

Ou la fonction G(x,t) est la fonction de Green et est donnée par :

Maintenant on définit Uopérateur F : C1([a, b]) — C*([a, b]) par

mm:/amﬁmmmwmw

Si on arrive a montrer que l'opérateur F est bien défini, continu sur X, borné sur X et
compact, alors on en déduit directement d’apres le théoreme du point fixe de Schauder

que F a un point fixe unique qui est solution de (P).

e Comme la fonction G est définie d’'une maniere unique et f est continue et bornée, alors

F est bien défini.

M(b—a)?

Considérons dans X, la boule fermée de rayon r = —=

Montrons que F envoie B dans B : Soit y € B et Y = Ty, Comme f est bornée par
M, alors on a les estimations suivantes :

(b—a)’

v <D oy <020

- 8
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3.2. Probléme de Dirichlet

donc

b
IYl[x = maz ( sup [Y(x)],

z€|a,b z€[a,b]

— % sup |Y’(m)|> :M(b;“>2.

Dot Y € B et donc F envoie B dans B.

e Montrons que F est continue sur X, supposons que (y,)nen est une suite de X conver-

gente vers une limite y € X, et montrons que Y,, = F'y, converge vers Y = Fy.

On a
Fyu(a) = / G, 1) f (b (1), 4 (1)) ., Ve € [a, 1]

Comme f est continue, alors

Pt (1), 9 (5) <= f(E (1), 4/ (1))

de plus
(Fun)@) < [ 16t unlt). 1 (0)]

< max | (@, yu(2), 4 () / Gl 1) dt

z€[a,b]

(b—a)?

<M € L'[a,b]

Donc les deux conditions du théoreme de convergence dominée de Lebesgue sont
vérifiées,
d’ou

| Fyn, — Fy|| — 0 quand n — +o0.

Alors (Y,,)nen converge vers Y, ce qui montre la continuité de F.

e La bornitude vient du faite que

|Fy,(z)| < < 00, V€ la,b]

Et
M- a)

(Fya)'(a)] < ==

< o0, Ve la,b

e I est compact. En effet, soit (y,)nen une suite bornée de X. On a F est borné, donc

(Fyn)nen Dest aussi dans X. Alors, la suite (F'y,)nen est bornée dans C*([a, b]) et
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3.2. Probléme de Dirichlet

méme dans C?([a,b]), car (Fy,)"(x) = f(z,yn,y,) et f est continue . D’apres le
théoreme d’Ascoli-Arzéla, la suite (Fy,)neny admet une sous suite convergente dans

C1([a,b]), d’out la compacité de I'application F.

D’apres le théoreme du point fixe de Schauder F admet un point fixe qui est solution de

probleme (P). n
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CHAPITRE

4 Méthode de Mann

Dans ce chapitre on va présenter une méthode itérative tres intéressante s’appelle
méthode itérative de Mann ou l'itération de Mann, mais avant de commencer on va citer

quelques méthodes itératives.

Définition 4.0.1. (Itération de Picard)
Soit (X,d) un espace métrique, C C X un sous ensemble fermé de X et T : C' — C une
application possédant au moins un point fivze p € F(T), la suite {x,} donnée par :

xg € C

Tpr1 =Tz, n=123.;

est appelée itération de Picard ou la suite d’approximations successives.

Définition 4.0.2. (Itération de Krasnoselskit)

Soient (E, ||.||) un espace normé et T : E — E wune application, et soient zo € E et
A€ [0.1].

La suite {x,} donnée par :
Tpr1 = (1 =Nz, + \Tx,, n=0.12..,
est appelée Itération de Krasnoselskii.

Définition 4.0.3. (Itération d’Ishikawa)

Soit E un espace de Hilbert, C C E un ensemble non vide convexe et T : C' — C' une
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4.1. Méthode itérative de Mann

application. Pour xy € C' quelconque, la suite {x,} donnée par :

Tpr1 = (1 — ap)xy + anTyn,
Yn = (L =by)xy, + 0, T2y, n=12..,

ou {a,} et {b,} deux suite dans [0,1]. Alors la suite {x,} est appelée U’itération de

Ishikawa.

4.1 Meéthode itérative de Mann

Chronologiquement l'itération de Mann a été introduit deux ans plus tot que l'itération
de Krasno-selskii et 'itération de Mann est une généralisation de celle de Krasno-selskii,
sous sa forme normale est obtenue en remplagons le parametre A par une suite de nombres

réels {a,} C [0,1] .

Définition 4.1.1. Soit X un espace linéaire et C un ensemble convexe de X et'T' : C' — C'
une application, soit {ay,} une suite dans [0.1] satisfait des conditions appropriés. On

définit une suite {x,} dans C par

x| € C
(4.1.1)

Tpi1 = M(Inuan7T)7 n e N?

ot M(zp,a,,T) = (1 — o)z + Ty, alors la suite {x,} est appelée l’itération de
Mann.
Remarques 4.1.1.

1. A Dorigine, litération de Mann était définie dans une formulation matricielle.

2. Si la suite oo, = X (const), alors le processus itératif de Mann est réduit a l’itération

Krasnoselskij.

3. Si on considére

T,

(1 —a,)l+ a,T,

alors nous avons Fix(T) = Fixz(T,)
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4.1. Méthode itérative de Mann

4. La méthode itérative de Mann la plus utilisée est définie sous les conditions suivantes

xy € C et (4.1.1), ot {a,} satisfaite

(i) on =1, (ii) 0 < o < Let (idi) Y o =00

n=1
On va étudier la convergence de la méthode itérative de Mann pour une application

continue quelconque.

Théoréme 4.1.1. Soient C' un ensemble non vide fermé convexe d’un espace de Banach
XetT :C — C une application continue. Soit {x,} litération de Mann définie en

(4.1.1) avec {a,} satisfaite les conditions suivantes :

i) 0<a,<1, VneN

(ii) > 5y o = o0

Si {x,} converge fortement vers un point p € C. Alors p est un point fize de T.

Démonstration. Soit lim =z, = p.
n——+o0o

On raisonne par I'absurde :

Supposons que Tp # p, et soit &, = x,, — Tx, — (p — Tp) on a :

lim ¢,= lim [z, — Tz, — (p—Tp)]=0

n—-+oo T—+00

car T est continue et lim x, = p.
n—-+00

lp— Tpll

Il existe ng € N tel que [|e,]| < =22 et |2, — 2| < w, pour tout n,m > ng, car

|lp —Tp|| > 0.

no+N
i=ng

Soit N un entier positif quelconque tel que > a; > 1,0n a:

no+N no+N
|20y = Znganrll = | Y (@i —zip) | = | Y cilp — Tp — &)l
1=ng 1=ng
no+N no+N
> alp=Tp)ll = I ) aieall
1=no 1=ng
no+N
lp — Tl
> > aulllp = Tl = =),
1=ng
-7
> 2Hp pH‘
3
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4.1. Méthode itérative de Mann

D’ou
lp—Tp||
—

||l‘n0 - xn0+N+1|| Z 2

Contradiction, d’ou le résultat. [

Applications non-expansives et quasi non-expansives

On va présenter quelque résultat d’approximation des points fixes des applications

non-expansives et quasi non-expansives en différent espaces.

Proposition 4.1.1. Soient C' un ensemble non vide convere d’un espace normé X et

T : C — C une application quasi non-expansive qui admet au moins une point fize p.

Alors pour Uitération de Mann définie en (4.1.1) avec {a,} dans [0.1], lim |z, — p||
n—-+00

existe.

Démonstration. On a

|Zn1 — Pl = [[(1 = o)y + Ty — p|
= H(l - O‘ﬂ)*rn + (1 - an)p —ay +a,Tx, _pH

<11 = aw)l|zn = pllll + ol Tzs — p
par hypothese, | Tz, — p|| < ||z — p||, (car T est quasi nonexpansive), on a
[+ = pll < [lzn —

Comme la suit {||z,, — p||} est décroissante, alors lim |z, — p|| existe. u
n—-+o0o

Lemme 4.1.1. (Voir [1], page-283-)
Soient {x,} et {yn} deuzx suites d’un espace de Banach X telles que

Tpt1 = (]- - O-/n)xn + AnYn et ||yn|| S ”InH? n e N7

avec {ay,} une suite a terme positive dans [0.1] et Y 2 min{a,,1 — a,} = co. Alors

0€{z,—yn}
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4.1. Méthode itérative de Mann

Proposition 4.1.2. Soient C un ensemble non vide convere d’un espace de Banach
uniformément convere X et T : C' — C' wune application quasi non-expansive tel que
F(T) # 0. Soit {z,} la suite itérative de Mann définie en (4.1.1) avec {a,} satisfait les

conditions suitvantes :

(1)) 0 <a, <1, (i7) Z&n = o0 et (iii) Zmz’n{an, l—a,} =00
n=1 n=1
. Alors liminf ||z, — Tx,|| =0 .
n—-+00
Démonstration. De la proposition (4.1.1), liril ||zn, — pl| existe pour p € F(T).
n—-—+0o0
Romarquons que

Tz, —p| <||lzn —p|l, pour tout n € N,

et

Tpi1—p = (1—ay)z, + an(Tx, — p) pour tout n € N.

Appliquons le lemme précédent pour y,, = ||Tx, — p||, nous obtenons

liminf ||z, — Tx,| = 0.
n——+oo

Théoreme 4.1.2. Soit C un ensemble non vide fermé borné convexe d’un espace de
Banach uniformément convexe X et T une application non-expansive du C dans un sous

ensemble compact du C. Soit x1 € C, alors la suite définie par :
1
Ln+l = Q(In + Txn) = M(mna
converge fortement vers un point fize de T dans C.

Démonstration. D’aprés le théoreme de schauder F(T') # 0 i.e. T admet un point fixe.
Soit p € F(T). Alors de la proposition(4.1.1) nliriloo |z, — p|| existe, et de la proposi-
tion(4.1.2)

lim inf |z, — Tz, | = 0. (4.1.2)
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4.1. Méthode itérative de Mann

Remarquons que

1 1 1 1
”anrl - T$n+1H = Héxn + ETxn - §xn+1 - iTanrIH
1
< Slllzn = Tzall + T2 = Tonsa |l + llllen = @nsa])-

Ce qui donne

|ltns1 — Tapa| < ||lwn — Ty, pour tout n € N.

Cela signifie que lir+n |y, — Tz, || existe. En utilisant (4.1.2), on obtient
n—-+0oo

lim ||z, — Tz,| = 0. (4.1.3)

n—-4o00

Il existe une sous suite {T'z,, } de {T'z,} tel que {Tx,, } — v € C (car T est dans un

ensemble compact). D’ou de (4.1.3), nous avons x,,, —> v, et v est un point fixe de T est

continue. Romarquons que lim ||z, —v| = lim |x,, —v|| existe. Par conséquent, {z,}
n—-+00 o]
converge fortement vers un point fixe de T dans C. ]

Théoréme 4.1.3. (Voir[1], page-294- )

Soient C un sous-ensemble fermé non vide d’un espace de Banach X et T une appllication
non-expansive de C dans un sous-ensemble compact de X. Supposons qu’il existe v1 € C
et une suite {c,} de nombres réels satisfaite les conditions suivantes :

(i) 0<a,<let >~ a,=o0,

(i) z, € C pour toutn € N, ot 2,11 = M (2, ,, T).

Alors {x,} converge fortement vers un élément de F(T).

On a déja indiqué précédemment, quune application est fortement pseudo contractive
si (I —T) est une application fortement accretive, i.e. il existe j(z —y) € J(z — y) et un

nombre positive a tel que

(I =T)e— (I =Ty, j(z—y)) <allz -yl

équivalent au fait que la prochaine inégalité existe pour tout z,y € C et pour tout r > 0
(ot a = 1)

[z =yl < llv—y+rl(l =T —al)z = (I =T = al)yl| (4.1.4)
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4.1. Méthode itérative de Mann

En fonction de la forme (4.1.4) de la forte propriété de pseudo contractivité, on peut
prouver que le processus d’itération de Mann converge fortement vers le point fixe unique

d’un opérateur lipschitzien et fortement pseudo contractive. 2

Lemme 4.1.2. (Voir [4], page-13-) Soit {x,}I'=5° une suite de nombres réels positifs et

{a, }1=5° une suite réelle dans [0, 1] tels que
n=oo
Z ay, = 00.
n=0
Sl existe un entier posilif ng tel que
Tpr1 = (1 — ay)x, + apay, pour tout n > ng,
ol a, > 0 pour tout n =0,1,2... et a, — 0 quand n — oo, alors on a

lim z, =0.
n—-+400

Théoreme 4.1.4. Soient X un espace de Banach et C' un ensemble non vide fermé borné
et conveze. Si T : C — C' est un opérateur lipschitzien fortement pseudocotractif tel que
I’ensemble de points fizes de T, Fr est non vide, alors litération de Mann {x,} C C" avec

x1 € C et la suite {a,} C [0,1], avec {a,} satisfait
® D1 Qn =00
e a, >0 (quand n — o)

converge fortement vers l'unique point fize de T.

Démonstration. Soit p le point fixe de T. Puisque T est fortement pseudocontractive,(/—

T) est fortement accretive i.e., pour tout x,y € C' et r > 0
le =yl <llz+y+rll =T —al)z— I =T —al)y|
. Soit L > 0 la constante de Lipshitz.Alors de la définition de {x,,}

Tpr1 = (1 —ap)xy + T, n=12..
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4.1. Méthode itérative de Mann

et par conséquant nous avons

Tp = Tpi1 + @y, — o, Txy,
=(1+an)xp1++a,(I =T —al)x, 1 — (2—a)a—nzpi1 + oy + (T, — Tay,)
=1+ ay)rp+a,(I =T —al)z, — (2 —a)a,[(1 — ap)x, + o, T, + ape,+
(T — Txy).

= (14+an)rp o, (I=T—al) 2y 1 —(1—a) ez, +(2—k) a2 (2, T+ (Trp o —Tx,).
Comme T'p = p, nous avons
Tn=p = (1) (i1 —p)+an(I=T—al)(2p11—p)—(1=a)an(2,—p)+(2—a) oy (2, —Tn)+
an(Trp — Txy).
Maintenant, en utilisant l'inégalité (4.1.4), nous obtenons
lzn=pll = (1+an)@ner—pll = (1=k)ew |20 —pll = (2= a)oq 2y = Tz || = || Twp 1 =Ty -
Puisque T est lipshitzienne,
[Tz = Tan|| < Lllzny — 2| < L(L + Doz, — pl|,
et alors
2 =pll = (1+an) 2041 =Pl = (1=k)anan—pl| = (2—a)ap ||z, =Tz, | = L(L+1) g |2, —p],
D’ou
[z = pll = [1+ (1 = @) (1 + ) lan — pl| + (2 = a)ap (1 + an) ™ [lwn — T+
+ L(L + Dag (1 + o) |z — p

<[+ (1= a)an)(1 = an + ap)[lzn — pll + (2 = a)ay |z — Ty |+

+ L(L+ 1)042\]1’71 -,

et comme ||z, — Tz, || < (L +1)||z, —pl||, on a

1701 = pll < (1= aay + Mag)l|z, — pl,
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4.1. Méthode itérative de Mann

pour certains constante M > 0.

Puisque a,, — 0,alors il existe Ny > 0
Ma, <a(l—a),Vn > Ny,

nous obtenons

st = plI-(1 = @) 2 — pll, ¥n > No.

Du lemme précédent implique la suite {||z, — p||} converge vers 0, c’est-a-dire {z,}

converge vers 'unique point fixe de T. [

Appllication de Zamfirescu

Une classe importante d’applications quasi-contractives, qui est indépendante de la
classe des applications strictement pseudocontractives, est la classe des applications Zam-
firescu.

Ils ont prouvé que pour toute appilication de Zamfirescu T considérée sur un espace
métrique complet, l'itération de Picard converge vers le point fixe unique de T.

Le but de cette section est de montrer que, dans un espace ambiant plus particulier |,
adapté a la construction de l'itération de Mann, cette derniere procédure itérative converge

également vers le point fixe unique de T.

Théoreme 4.1.5. Soit C un ensemble non vide convexe d’un espace de Banach uni-
formément convexe, et T : C' — C' une application de Zamfirescu. Alors l'itération de
Mann {z,}

Tpr1 = (1 —ap)zn, + 0Tz, n=1,2, ..
avec {a, } satisfait les conditions suivantes :
(a) ag =1,
(b) 0 <<,
(c) Doy on(l —ay) = oo,

converge vers l'unique point fixe de T.
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4.1. Méthode itérative de Mann

Démonstration. On a T possede une seule point fixe dans C. On le note p, Pour tout
x1 € C,on a

[£ns1 = pll < (1 = an)llan = pll + anl|Twn — pl|.

Puisque une application Zamfirescu est quasi contractif, on déduit que
[Tzn = pll < l2n = pll,
Ce qui montre que la suite {||z, — p||}est décoissante on a aussi
[0 = Tanll = (20 — p) = (T2n = p)I| < 2[|zn —pll.

Maintenant,supposons qu'’il existe un nombre a > 0 tel que ||z, — p|| > a pour tout, On
suppose {||z, — Tx,||}» > 1 ne converge pas vers 0. Puis il y a deux possibilités : Soit il

existe un € > 0 tel que ||x,, — T'z,|| > 0 pour tout n, ou bien
liminf ||z, — Tx,| = 0.

— Dans le premier cas, en utilisant le lemme de Groetsch avec b = 2§ (W) on

obtient
[Zn1 —pll < (1 — (1 — an)b)||lzn — pll
< ||[zn-1 = pll = an-1(1 = ap1)bl|lzy, — pl| — ban(1 — e[|, — p|

< [lzn—1 = pll = blan-1(1 = an-1) + an(l — an)ll|lzn — pl|

Par induction on obtient
n
a < ||lznsr — pll < llwo — pll = bllwn — plI D or(l — ).
k=0
Par conséquent

a

1+b) ag(l - 0%)] < [zo — pll,

k=0

ce qui contredit (c)

— Dans le second cas, il existe une sous suite (z,,) telle que

k:l—lg-loo ||xnk o Txnk“ =0
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4.1. Méthode itérative de Mann

On considere z,, ; ,, € C : Puisque T est un opérateur de Zamfirescu, au moins
I'une des conditions (z1); (22) et (z3) est satisfaite

si (z1) satifaite, c’est-a-dire

||T:Enk - T’:Can < aHJ:Nk - Inz”

<

1— a”xnk - Tx”k” + ||xnz - TCL’anS

si (z2) est satisfaite , alors
||T'Ink - T:L'an < b{Hxnk - Txnk|| + “wnz - Txan}

et si (z3) est satisfaite, alors

T2y, = Tn || < e{llzn, = T || + [[2n, — Tzn,|[}

C
< ——QC{Hxnk - Txnk|| + ||xnz - Tmnzl|}

ol a, b et ¢ les constantes apparaissant dans les conditions (z1) — (22).

Ce qui donne
HTxnk - T:Ean < L[Hxnk - TxnkH + Hxnz - T:L‘an],

ou

L = max a ,b, ¢
1—a 1-—2c

Par conséquent, dans tous les cas, {Tx,, } est une suite de Cauchy et donc conver-

gente. Soit u sa limite. Il en résulte

lim =z, = lim Tz, = u.
k.—4o00 k.—4o00

De plus,

Nous montrerons que u=Tu, c’est-a-dire, u est un point fixe de T. En effet, si z,,,
u satisfont (z), alors

1T, = Tull < af|zn, — ull
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4.2. Méthode itérative de Mann avec erreurs

Si x,,, u satisfont (z9); alors
[T zn, — Tull < b[[|zn, —Tn, | + [lu—Tul].
qui conduit a
lu = Tull < bfllu =z, [| + (1 + b) |20, — Tzn, [[]/(1 = b)
et, finalement, si z,,, u satisfont (z3), alors
[Ty, — Tull < clllzn, — Tull +[Ju = Ty, |]
< c||xn, — Tul| + |Txn, — Tu|| + ||u— Tx,,].

ou

1Tz, = Tulle(l = ) Hllzn, — Tza, ]| + lu = Tz,

Par conséquent u=Tu. Puisque p est I'unique point fixe de T, il en résulte que p=u,
et donc les deux conditions . lim z, =wu=pet {|z,—p|} décroient par rapport
—+00

anet lim z, =p.
k.—+o00

4.2 Méthode itérative de Mann avec erreurs

Récemment, l'itération de Mann a connue un autre développement ce qu’on appelle
Iiteration de Mann avec erreur. L’idée de considérer la procédures d’itération de Mann
avec erreurs vient a partir de calculs numériques pratiques. Bien qu’il soit lié a la stabilité
du probleme c’est-a-dire si on fait des petits changements sur les données initiales, on

aura une petite infleunce sur la valeur du point fixe.

Définition 4.2.1. Soit K un sous ensemble d’un espace de Banach E, et T : K — F

une application, soit xg € K la suite {z,} définie dans E par

Tpt1 = (1 —ap)xy + anTx, + up (4.2.1)
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4.3. Applications numériques

ot {a,} une suite dans [0,1] et {u,} une suite telle que

oS
D ]l < oo,
n=0

est appelé litération de Mann avec erreurs.

Bien que les procédures d’itérations du point fixe soient congues pour a des fins
numériques, et donc la prise en compte des erreurs est a la fois théorique et d’impor-
tance pratique, mais il semble que le processus d’itération avec erreur introduites par
(4.2.1) n’est pas tout a fait satisfaisant d’un point de vue pratique. En effet, les condi-
tions sur {u,} impliquent notamment que les erreurs tendent vers zéro, ce qui ne convient
pas pour le caractere aléatoire de la survenue d’erreurs dans les calculs pratiques. Pour

corriger la définition précédente, le méme concept a été introduit d’'une autre facon.

Définition 4.2.2. Soient K un sous ensemble non vide convexe d’un espace de Banach

EetT: K — E une application. Pour un xo € K donné, la suite {x,} définie par
Tpt1 = @pXp + b, T, + cru,, n=1,2 ..,
ot {u,} une suite bornée dans K et {a,}, {b,} et {c,} des suites dans [0,1] telles que
an+b,+c, =1, n=0,1,2,...

est appelée aussi l’iteration de Mann avec erreur.

4.3 Applications numériques
Dans cette partie, on va traiter deux exemples numériques.
Exemple 4.3.1. Pour le cas fonctionnels considérons le probléme suivant

y=z+y

y(1) =2

(@)

La solution exacte de ce probleme est

y(x) = —(x+ 1) +4dexp(x — 1)
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4.3. Applications numériques

Le programme sous MATLAB de la méthode de Mann est :

syms x t,
Y0 = 2,
0 =1,
f=1t+y0,
yl =int(f,t, 20, x) + 40,
f=t+ subs(yl + z,t),
y2 = (2/3) xyl + (1/3) * (int(f,t,20,z) + y0),
f=1t+ subs(y2 + x,t),
y3 = (3/4) x y2 + (1/4) * (int(f, t, 20, z) + y0),
f=1t+subs(y3 + x,t),
yd = (4/5) x y3 + (1/5) * (int(f, t, 20, z) + y0),
ysol = —(x + 1) + 4 x exp(x — 1),
ezplot(yl,1,5)
hold on
ezplot(y2,1,5)
ezplot(y3,1,5)
ezplot(y4,1,5)
ezplot(ysol, 1,5)
hold off
title('dy = dx = x + 1y, y(1) = 2,itération de Mann’)
text(1.2,200, solutiony = —(z + 1) + 4de(x — 1))
text(1.2,170, y1,y2,y3, y4!solution’)
legend('y') y1') y2'/ y3'/ y4')

Ce qui donne le graphe suivant, figure(4.3.1).

Ce dernier présente quelques itérations ou quelques solutions approchées qui converge vers

la solutioon exacte qui a €té présentée en blue.
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4.3. Applications numériques

dy=di =% +y, y(1) =2, itération de Mann

I I I
- ¥
A0F  solution y =-(x + 1) +4eix-1) g1 1
vl v2, v3, yd ! solution =5
150} alt
100+ .
A0
|:|_ -
| | | | | | |
1 15 2 25 3 15 4 45 ]

F1GURE 4.3.1 — Illustration graphique des itérations

Exemple 4.3.2.
Pour le cas réels considérons la fonction f telle que

fi[0,400] = R

1
Va3+1

on sait que la fonction f admet un seule point fivre x* = 0.8087 qui a été calculé a l’aide

T

d’un logiciel

Programme sous MATLAB pour l'itération de Mann avec erreurs :

function [X,Y, Er — abs, Er — rela] = Mann(a, x1, eps)
R=randn(1000000, 1) ;

X(1) =21,
X2)=1-a)*X(1)+ax(1/(sqrt(X(1)3+1))) +ax R(1);
Y(1)=1;
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4.3. Applications numériques

Y(2)=2;
XX = 0.808730600479392013738554526511400064951377351559313077,
Er —abs(l) = abs(X (1) — XX) ;
Er —abs(2) = abs(X(2) — XX);
Er —rela(l) = abs(X (1) — XX)/abs(X X) ;
Er —rela(2) = abs(X(2) — XX)/abs(X X) ;
whileEr — abs(i) >= eps ;
X(i+1) = (1=a/(i) * X(0) + (a/i) * (1/(sqrt(X (1)* + 1)) + (a/(()?)) * R(i) ;
Y(i+1)=i+1;
i=it1;
Er —abs(i) = abs(X (i) — XX) ;
Er —rela(i) = abs(X (i) — X X)/abs(X X) ;
i
end ;
length(X) ;
length(Y) ;
Z = 0.808730600479392013738554526511400064951377351559313077xones(length(X), 1),
plot(Y, X k«')Y, Z).
Pour lexécution de ce programme on prend a = 2, x1 = 0.5, ¢ = 1072 On obtient le

graphe suivant, figure (4.2.3)

Mais si on choisia =2, x1=0.5¢ete=10"°

on obtient les valeurs classer dans le tableau ci dessous, qui sera suwvi par la figure (4.3.5)
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4.3. Applications numériques

05

e

il i

FIGURE 4.3.2 — Itération de Mann avec erreur

n Tn Erreur absolue | Erreur relative
10 | 0.7863 0.0225 0.0278
100 | 0.8097 | 9.4015 x 10~* 0.0012
200 | 0.8090 | 2.9059 x 10~ | 3.5931 % 1074
250 | 0.8089 | 1.4074 x 10~* | 1.7402 % 10~*
400 | 0.8086 | 1.4024 x 10~% | 1.7340 % 1074
500 | 0.8087| 5.5830 x 107° | 6.9034 x 1075

Ou n est le nombre d’itérations et {x,} est la solution approchée.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons exhibé les théoremes du point fixe les plus connus et les
plus utilisés dans I'analyse, a savoir le théoreme du point fixe de Banach et le théoreme
du point fixe de Schauder. Nous avons émergé 1'utilité de ces théoremes, ainsi que leurs
importances pour monter 1’existence et 'unicité des solutions des équations intégrales en
particulier et les équations différentielles en générale. Nous avons vu aussi 'efficacité du
théoreme du point fixe de Banach dans les méthodes itératives pour déterminer la solution
approchée. Nous nous sommes penchés sur ’aspect pratique en donnant les deux schémas
itératifs de Mann et de Mann avec erreur.

Comme perspective on pense a améliorer les méthodes itératives, afin d’avoir des bonnes

précisions et des bons résultats
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