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Notations

Gradient d’un champ de vecteur.

Convergence faible.

laplacien d’un champ de vecteur.

Module de z.

Dérivée partielle de u par-rapport a x;.

Dérivée partielle seconde de u par-rapport a x; et x;
Gradient de u

Matrice Hessienne associée a u.

Laplacien de u.

m ﬁ = (ﬁlaﬂ% 761\7) € NN

A

Support de la fonction wu.

Divergence de P = (P, ..., Px) .

Norme dans 'espace E.

Espace dual de E.

Crochet de dualité entre 'espace de Banach E et son dual E'.
Espace des fonctions C*(2) & support compact.
Espace des fonctions indéfiniment dérivable sur 2.
Espace des fonctions C'*(2) a support compact.
Espace dual de C§°(Q2), c-a-d espace des distributions.
—1,<ou, 1 est la fonction indicatrice.

1,>0u, 1 est la fonction indicatrice.



Introduction générale

Les mathématiques consistent d’abord en un procédé par lequel on utilise des expres-
sions mathématiques pour décrire des problemes quantitatifs réels, appelé ”modélisation”.
Une fois cette modélisation faite, des outils sont disponibles pour comprendre et résoudre
les problemes issus des phénomenes qui utilisent les lois de la physique (mécanique, ther-
modynamique, électromagnétisme,...). Ces lois sont, généralement, écrites sous la forme
de bilans qui se traduisent mathématiquement par des équations différentielles ordinaires
(ODE) ou par des équations aux dérivées partielles (EDP). Ces dernieres interviennent
aussi dans beaucoup d’autres domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en
économie pour étudier le comportement des marchés, en finance pour étudier les pro-
duits dérivés et en traitement d’images pour restaurer les dégradations [1].

L’étude des équations aux dérivées partielles commence souvent par une classification de
ces équations dans de nombreux types, les équations les plus étudiées sont celles de types
elliptiques, paraboliques et hyperboliques puisque les équations de tels types surgissent
naturellement dans beaucoup de problemes physiques et mathématiques.

Le theme principal de ce mémoire est celui des équations aux dérivées partielles elliptiques,
nous présentons un résultat important dans 1’étude de ces dernieres qui est le principe du
maximum.

Le principe du maximum est un outil fondamental qui intervient dans 1’étude de cer-
taines équations aux dérivées partielles de type elliptiques ot hyperboliques, nous nous
intéressons dans ce mémoire aux équations de type elliptiques.

Un premier résultat du principe du maximum est connu depuis les travaux de Gauss en

1839, pour I'opérateur laplacien [16]. La premiere preuve du principe du maximum pour
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les opérateurs elliptiques, plus général que le laplacien, a été donnée par A. Paraf dans la
dimension 2, ce résultat a été étendu en dimension N > 2 par T. Moutard [16].

Ce dernier fut développé par M .Picone pour obtenir une version plus générale du principe
du maximum.

Le principe du maximum a été développé de différentes manieres par plusieurs mathématiciens
aux opérateurs elliptiques non linéaires, aux équations dont les dérivées du second ordre
apparaissent sous forme divergence avec des hypotheses minimales ainsi que son extension

a la géométrie...etc.

Pour commencer, considérons tout d’abord la situation suivante en dimension 1:
Soit w : [0,1] — R une fonction de classe C? telle que

_u// Z 0

La fonction u est donc concave, elle se situe ”au dessus” de ses corde, comme 'indique la

figure suivante :

Figure 1
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Il en résulte en particulier que
u(z) = inf{u(0), u(1)}

c’est-a-dire

.
() = g, v

Nous allons étendre ce type de résultat, connu sous le nom de PRINCIPE DU MAXI-
MUM, a diverses situations impliquant des opérateurs elliptiques d’ordre 2, en dimension
N quelconque, nous verrons deux formes du principe du maximum:

-La forme ”classique” du principe du maximum, qui s’applique a des fonctions assez
régulieres et des opérateurs qui ne sont pas sous forme divergence.

-son extension a des solutions ”faibles” pour des opérateurs sous forme divergence.
Notons que Le principe du maximum est une propriété typique des opérateurs elliptiques
d’ordre 2.

Un tres grand nombre de résultats de régularité, d’unicité ou d’existence de solutions
dans les problemes elliptiques du second ordre peuvent étre établis en utilisant le principe
du maximum. Par ailleurs les différents types de principes du maximum (trés souvent
on dit le principe du maximum) sont tres utiles pour établir des estimations a priori sur
d’éventuelles solutions [11]

Le principe du maximum est un résultat extremement utile, il nous permet d’obtenir des
informations sur les solutions d’équations aux dérivées partielles sans aucune connais-
sances des solutions elles-mémes, notamment pour obtenir des majorations a priori de

solutions d’équations linéaires ou non linéaires du second ordre.

Ce mémoire est constitué de 3 chapitres :
Le premier chapitre est dédié aux rappels de quelques notions et résultats d’analyse réelle
et d’analyse fonctionnelle. L’objectif de ce chapitre est de donner I’essentiel des notations
et des résultats qui seront utiles tout au long du présent mémoire.
Le deuxieme chapitre constitue le noyau de ce travail, nous énongons deux théoremes du
principe de maximum : le principe du maximum fort et faible.

Ce chapitre est divisé en trois parties, la premiere est consacrée a la démonstration d’une
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premiere version du principe du maximum de type "fort” (forme classique du principe du
maximum), qui s’applique & des fonctions de classe C? donc assez régulieres, et sur des

opérateurs différentiels du second ordre de la forme
L= —aij&»j + blﬁl +c

o a;;, c € C° (Q), a;; sont les composantes d'une matrice carrée symétrique et b un vecteur
qui appartient & C°(Q,RV).

Nous nous s’intéressons dans ce théoreme au signe de la solution sur €.

Nous donnons dans la deuxieme partie une premiere application du principe du maximum
fort a un résultat d’estimation.

Dans la troisieme partie nous énoncgons puis nous démontrons une autre version du
principe du maximum de type ”faible” sous des hypotheses de régularité moins stric-
tives. Dans cette partie, nous considérons un opérateur elliptique du second ordre sous

forme divergence c-a-d

N, |
Lu = Z]Z::I a—xi(aija—xiu) = div(A(x)Vu)
ot u € H'(Q) et les coefficients a;; € L=(Q) et qu'il existe A > 0 avec a;;(x)&E; > NE[?
Vo e Q, VE e RY
Dans le troisieme chapitre, nous montrons I’existence des solutions en utilisant la méthode

des sur- et sous-solutions, qui est une méthode de résolution des problemes non-linéaires

se basant sur le principe du maximum, pour les problemes semi-linéaires de la forme

Lu(z) = f(z,u(x)) dans 2
u(z) = 0 sur 02
ot f est localement lipschitzienne et u € C°(Q) N C?(Q).
Nous achevons ce chapitre par I’étude de quelques problemes elliptiques semi-linéaires, en

utilisant les résultats démontrés précédemment.

Nous terminons notre travail par une conclusion incluant quelques perspectives de recherche.



CHAPITRE

1 Notions de base

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et notions d’analyse fonc-
tionelle, d’usage fréquent dans I’étude des équations aux dérivées partielles, qui nous
servirons dans notre travail (théoremes d’injection de Sobolev, théoremes de convergence

de Lebesgue et quelques résultats de la théorie spectrale, ...).

1.1 Convergence faible dans un espace de Banach

Si E est un espace de Banach de dimension finie alors toute suite bornée (x,), .y

de F admet une sous suite convergente dans E. Ce résultat n’est pas en général vrai en
dimension infinie, donc une autre notion de convergence moins forte que celle de la norme

a été introduite.

1.1.1 Convergenece faible

Définition 1.1.1 (Voir [4])
Soient I un espace de Banach, (xy), .y une suite d’éléments de E et x € E.

On dit que (), converge faiblement vers x dans E si
Vie E (fixn)pup — (f,2) pyp quand n — 00

On note ¢, — x.
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Proposition 1.1.1 (Voir [{]) Soient (x,),,cy une suite d’éléments de E, x € E, (f5),en
une suite d’éléments de E' et f € E'. On a:

(1) Si x, —> x (fortement dans E) alors x, — x (faiblement dans E) .

(i7) Si x,, — x (faiblement dans E) et si f, — [ (fortement dans E') alors

<fna$n>E/XE — <f, x>E’><E quand n — oQ.

Proposition 1.1.2 (Voir [4]) Si E est un espace de Banach réflexif et si (xy,),cy €st une
suite bornée de E alors, il est possible d’extraire de (1), une sous-suite (Tn,).cy qui

converge faiblement dans F.

Proposition 1.1.3 (Voir [4]) Soient E un espace de Banach réflexif et (), o une suite
d’éléments de E telle que

(i) 3 C > 0 telle que ||z,|lz < C, ¥n € N.

(i) L’ensemble des points d’accumulation de la suite (), oy est {z}.

Alors (xn,),,cn converge faiblement vers x dans E.

Définition 1.1.2 ( Point d’accumulation)

x est point d’accumulation de (x,) si z est un point d’adhérence de (x,)\{z}.

1.1.2 Convergenece faible *

Définition 1.1.3 (Voir [4])
Soient E un espace de Banach, (f,),cy une suite d’éléments de E' et f € E'.

On dit que (fy),en converge faiblement x vers f dans E' si
Ve € B (fn, %) prwr — ([,%) pryp quand n — oo
On note f, = f.

Définition 1.1.4 (Voir [4])

Soient (), une suite d’éléments de E, x € E, (fy), ey une suite d’éléments de E' et
feE. Ona:

(1) Si fn, — f (fortement dans E') alors
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fn = f (faiblement * dans E').
(ii) Six, — x (faiblement dans E) et si f,, — f (faiblement % dans E') alors {f,, B

(f,2)pryp quand n — oo.

1.2 Espaces de Holder

Dans cette partie, nous présentons quelques notions générales sur les espaces de
Holder.

Soit © un ouvert de RY

Définition 1.2.1 (Voir/8§])

On désigne par C° (ﬁ) Uespace des fonctions continues sur Q, muni de la norme :

[ulongay = sup fu (z)].

Ck(Q) , k € N, l'espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a 'ordre k sont continues
sur §2

Ck (ﬁ) espace des fonctions u de C* () tel que pour chaque multi-indice 3 de longueur
inférieur a k, Uapplication x — D%u (x) se prolonge continiiement sur S, cet espace est

muni de la norme : .
luller(@my = D 117 ullooggy -
j=1

Théoréme 1.2.1 ( d’Ascoli) (Voir[18])
Soient (X, d) un espace métrique compact et (E, ||.||) un espace de Banach. Une partie A

de C°(X, E) est relativement compacte dans le Banach C°(X, E) si et seulement si :

1. Pour tout x € X, A(z) = {u(x), u € A} est une partie relativement compacte de

E.
2. A vérifie la propriété d’équicontinuité

Ve>0,Vr e X, 30 >0, Vue A, Vy € X, d(x,y) <= |u(z) —uy)|r <e
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1.2.1 Fonctions holdériennes

Définition 1.2.2 (Voir[11])
Soit 0 < o < 1, on appelle fonction héldérienne d’exposant o en tout point xo € €2, toute

fonction u vérifiant :
30, M > 0,Vx € QN B (x0,0) : |u(x) —u(xg)| < M |x — x0|”
La fonction u est dite uniformément héldérienne si
IM > 0,Vz, y€ Q: |Ju(x) —u(y)| < Mz —y|*.

Remarque 1.2.1 Si a =1, On dit que u est lipschitzienne.

1.2.2 Espaces de Holder

Définition 1.2.3 (Voir[11])
Soit o € R avec 0 < a < 1. L’espace de Holder CO¢ (ﬁ) est l’ensemble des fonctions

uniformément holdériennes, défini par

CO,a(ﬁ): uEC’O(ﬁ): sup M<+oo ,
z,yef) xz Yy
TFY
munit de la norme
) ju ) — u(y)]
Itleeeqm = Mo * 0 =y
xFy

Définition 1.2.4 (Voir[11])
Soit k € N. L’espace de Holder C*° (ﬁ) est défini par

N
Cche (ﬁ) = {u e CF (ﬁ) . Dy () € e (ﬁ) , VB e NN,Z@» <k},

=1

munit de la norme

k
[ullore (@) Z }DJ“H - 1% ]| oo ) -
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1.3 Rappels sur les espaces de Lebesgue

Dans cette partie, nous regroupons les résultats qui permettront de manipuler les
différentes notions de convergence des suites dans les espaces LP.
Les démonstrations de ces résultats peuvent étre trouvées en regle générale dans les livres

de la théorie de la mesure et l'intégration [17].

1.3.1 Les espaces L?

Soit  un ouvert de RV et dx la mesure de Lebesgue.

Définition 1.3.1 (Voir[5])
Soit p € R avec 1 < p < 0o. L'espace LP () est I’ensemble des fonctions u mesurables

sur §2 telles que ||ul| ) < 00 c-a-d :

LP () = ¢ u:Q — R; mesurable et /|u|p dr < o0 p,
Q

avec
oy = | [ 1uldo < oc
Q

LP () ainsi défini est un espace de Banach.

Sip=o00 et siu:)— R est mesurable, alors on définit
|lull,, =supess (u) =inf{M >0: |u(z)| <M p.p surQ}.
Remarque 1.3.1 L’espace <Lp (Q), ||uHLp(Q)) est un espace de Banach pour 1 < p < oo,
séparable pour 1 < p < oo et réflexif pour 1 < p < oo.
Inégalité de Holder

Théoréme 1.3.1 (Voir/5])

Soient u € LP (Q) et v € LP (Q) avec 1 < p < 400 et p' Uexposant conjugué de p c-a-d
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alors

wv € LY (Q)

g|UU| dx < HU’HLP(Q) ||U||Lp’(Q)

1.3.2 Quelques théoremes de convergence de Lebesgue

Théoréme 1.3.2 (Voir[4]) (Convergence monotone de Lebesgue)

Soit (uy,), une suite croissante de fonctions mesurables positives telle que u (v) = lim wu, (x).

n—oo
On a

/un(a:)da:—>/u(x)d quand n — +00
Q )

Une conséquence immédiate du théoreme de convergence monotone est le lemme de

Fatou.

Lemme 1.3.1 (Lemme de Fatou) (Voir[17])

Soit (uy), une suite de fonctions mesurables positives. On a alors

/lim inf u,, (z)dr < liminf /un (x)dx

n—>-+00 n—>-+00
Q Q

Théoreme 1.3.3 (Voir[17]) (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soient (uy), une suite de fonctions mesurables sur Q0 a valeurs dans R et u une fonction

mesurable sur ) a valeurs dans R telles que
up () — u(z) quand n — +oo p.p dans €
on suppose qu’il existe une fonction v € L* (Q) telle que
lup ()] <v(x) pp dans Q,  pour tout n
alors u € L' () et on a

/]un—u\dx—>0 quand n — 400
o)

en particulier

/undx — /udm quand n — 400
Q Q

11
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1.4 Rappels sur les espaces de Sobolev

L’analyse mathématique des EDP nécessite un choix des espaces fonctionnels. Dans
cette section, nous rappelons la théorie des espaces fonctionnels utilisée dans I’'étude des
EDP, ce sont les espaces de Sobolev.

Soient 2 un ouvert de RY et p un réel avec 1 < p < +o0.

Définition 1.4.1 (Voir[1])
On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 et on note W' (Q), ’ensemble des fonctions de

LP () dont les dérivées partielles premiéres au sens des distributions sont des fonctions

de L? (), c-a-d

WP (Q)=ue LP(Q); Jg; € LP(Q) : /u—dx = /g]godx Voe D), j=1,..,N
Q

L’espace WP (Q) est muni de la norme

ou
HUHWLP(Q) = ||u||LP(Q) oz, @)
Sip =2 alors W2 (Q) = H* (Q) muni de la norme
- o
Ul = U L2(0
©) @ 252, |

et du produit scalaire

N ou ov
(u,v) 1 (U, ) 2o + ( )
H (Q) L2(Q)) Zl axj 81'] @)

Proposition 1.4.1 (Voir[2])

L’espace (Wl’p () I llwrwq) ) est

(1) un espace de Banach pour 1 < p < +o0.
(2) un espace réflexif pour 1 < p < +o00.

(3) un espace séparable pour 1 < p < +oc.
(4) H' (Q) est un espace de Hilbert.

12
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Définition 1.4.2 (Voir [2], [4])
Nous désignons par Wy (Q) la fermeture de D (Q) dans W' (Q) .
En particulier pour p = 2,

Wo* (Q) = Hy ()

la fermeture de D () dans H' (Q), est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de
H'(Q).

1.4.1 Inégalités de Sobolev

Définition 1.4.3 (Voir [4])

Sotent E et F' deux espaces de Banach.

On dit que E s’injecte continument dans F et on note E — F si les conditions suivantes
sont vérifiées

(1) E est un sous-espace de F.

(1i) Toute suite convergente dans E est convergente dans F.

Autrement dit, l'identité I : E — F' est continue ou encore 34 C > 0 telle que
|ull < Clull 5 pour tout uw e E

Définition 1.4.4 (Voir [4])

Soient E et F' deux espaces de Banach.

On dit que linjection de E dans F' est compacte et on note E —— F si
(1) E s’injecte continiment dans F.

(ii) L’application I : E — F est compacte.

Autrement dit, toute suite bornée dans E est relativement compacte dans F.

Théoreme 1.4.1 (Voir [19]) (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg)

Soit 1 < p < N, on pose p* = NN—f;? ou d’une facon équivalente

1 1
TSN (p* est dit "exposant critique de Sobolev” de p) .
p p

Alors Whe (RN) — LP" (RY) .

13
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Proposition 1.4.2 (Voir[2],[4])
Si1 <p< N alors
W S E) Ve

Théoreme 1.4.2 (Voir[4]) (Morrey)
Soit p > N, alors
Whe (RY) — L™ (RY)

De plus, pour tout u € WHY (RN) on a:
(@) —u(y)] < cle -yl [Vul gy, pp .y €RY.

Avec

N
a=1-——
p

et ¢ est une constante qui dépend seulement de p et N.

Théoréme 1.4.3 (Voir[2],[4])

Soit Q un ouvert de RN de classe C', avec I' = 0 borné.
Soit 1 < p < 400, on a:

(1) Si1 <p< N, alors

WP (Q) = L7(Q) Vg€ [p,p’]
(2) Sip= N, alors
WP (Q) — L7 () Vg € [N, +o0]
(3) Sip> N, alors

W (Q) < L (Q)

Théoréeme 1.4.4 (Voir[2],[4])
(Rellich-Kondrachov)
Soit Q un ouvert borné de classe C, on a
(1) Sip < N, alors
WP (Q) <s— L1(Q) Vg e [1, p']

14
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(2) Sip= N, alors
WP (Q) < L1(Q),Vq € [1, +00]
(3) Sip> N, alors

W (Q) == C ().

Corollaire 1.4.1 (Voir[}])
Soit Q un ouvet borné de RN.

Siue Hy () alors u € L~ (Q) (ot N > 3) et il existe C > 0 telle que

[ull o) < Cllull gy

pour tout r € [1, ]\2,—%} et pour tout u € H} ().

De plus Uinjection de Hj () dans L™ () est compacte pour r € [1, 225 [.

Proposition 1.4.3 (Voir[2],[}]) (Inégalité de Poincaré)
On suppose que §) est un ouvert borné de RN.

Alors, il existe une constante C' > 0 telle que
1,
||U’||LP(Q) <C ||VU||(LP(Q))N ) Vu € Wy (Q).

Proposition 1.4.4 (Voir[4]) (Formule de Green)
Soit Q un ouvert de RY de classe C' avec T' = 9 borné.

Pour tout u € H*(Q2) et pour tout v € H'Y(Q), on a

/Au.v dx—i—/Vu.Vv dx:/@ ds
Q 0 r on
ou

o o est la dérivée normale donnée par

17 €tant la normale unitaire extérieure a I'.
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1.5. Opérateurs elliptiques

1.5 Opérateurs elliptiques

Soit P un polynéme de n variables, il existe un entier I € R, des constantes a, (a, € R

ou a, € C) tel que

P(z) = Z a,x?

PpENN |p|<i

On note Py, le polynéme

Py(z) = Z a,a?.

Ip|=t
Définition 1.5.1 (Voir [1}]) L’opérateur différentiel L est défini comme application de

RY dans R, qui a v associe Lu, avec

Lu = Z a,DPu.

PENY |p|<s

L’entier s est appelé ordre de 'opérateur différentiel.

Définition 1.5.2 (Voir[11]) L’opérateur différentiel L est dit elliptique si pour tout

v e RY\ {0} : Py(v) #0
Exemple 1.5.1 1. L=A=Y" 2

i=1 amf ’

2. L = div(Az)V) = S0, 2 (ay(z)-2),

i=1 Ox; dz;

sont des opérateurs elliptiques d’ordre 2.

1.6 Théorie spectrale

1.6.1 Opérateurs compacts

Théoréme 1.6.1 (Voir[17])
Soient E et F' deux espaces de Banach et L : E — F une application linéaire continue.

Si L est bijective alors L™ est continue.
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1.6. Théorie spectrale

Définition 1.6.1 (Voir[}])
Soient E et F' deux espaces de Banach et L : E — F un opérateur.

On dit que L est compact si l'image par L de la boule unité (Bg) de E est relativement

compacte dans F, c-a-d L (Bg) est compact.

On note par K (E, F') l'ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

1.6.2 Theéorie spectrale des opérateurs compacts auto-adjoints

Soit H un espace de Hilbert sur C dont on notera (.,.) le produit scalaire.

Proposition 1.6.1 (Voir[4])
Si L € (H), alors il existe un unique opérateur L* € (H) , appelé "l'opérateur adjoint de
L7, tel que

(Lu,v) = (u, L*v) , Yu,v € H

St L = L* alors on dit que L est un opérateur "auto-adjoint”.

Définition 1.6.2 (Voir[}])

spectre de L, noté o (L), est le sous ensemble de C défini par
o(L)={pneC, (L—pld) est non inversible}

ot Id est l'opérateur "identité”.

p € C est une valeur propre de L si (L — pld) n’est pas injectif.

Définition 1.6.3 (Voir[}])
Le complémentaire de o (L) dans C, noté p (L), s’appelle l’'ensemble résolvant de L.

Si X € p(L) alors (L — \Id) est inversible et (L — X\ d)~" s’appelle la résolvante de L.

Proposition 1.6.2 (Voir[4])

Si L € (H) est auto-adjoint alors ses valeurs propres sont réelles.
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1.6. Théorie spectrale

Définition 1.6.4 (Voir[}])
L € (H) est dit positif si (Lz,x) > 0, pour tout x dans H. On écrit L > 0.

Si L > 0, alors ses valeurs propres sont positives ou nulles.

Proposition 1.6.3 (Voir[4])

Les conditions suivantes sont équivalantes

(1) L est compact.

(13) L’image par L de toute suite bornée contient une sous-suite convergente.

(1ii) L transforme une suite faiblement convergente en une suite fortement convergente.

Théoréeme 1.6.2 (Voir[4])
Soit L € (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors

de

(1) Les valeurs propres non nulles de L forment un ensemble fini ou une suite (ji), e

réels qui tend vers zéro.

(2) Si p, est une valeur propre non nulle alors ’espace
E,, = Ker (L — p,Id)

est de dimension finie.

+o0
B)H=@E,, ®E ot Eg = KerlL.
j=1

(4) Si dim H = 400 alors

7 (L) = {o}u (U {uj})

ot 1 sont les valeurs propres non nulles.

Si dim H < 400 alors o (L) = {u;}.

1.6.3 Application a la théorie spectrale du Laplacien

Soit Q un ouvert borné de RY. Posons
E={ueHyQ), Auec L*(Q)}
que 'on munit de la norme

lull g = lull g ) + 1VUll 12 -

Lemme 1.6.1 —Au: E — L?(Q) est un isomorphisme.
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1.6. Théorie spectrale

Spectre du laplacien

Considérons l'opérateur L = (—A) " : L? (Q) — E linéaire continu.

On a d’une part, d’apres la norme de E, I'application u +— u est continue de E dans
H} (Q) . Et d’autre part, on a Hj () << L*(Q).

Comme la composée d'une application linéaire continue et d’une autre compacte est com-
pacte, on déduit que

L:L*Q) —E

est compacte.

Notons par (.,.) le produit scalaire sur L? (€2) . Montrons que L est auto-adjoint c-a-d
(Lf,g)=(f,Lg), Yu,veL*(Q). (1.6.1)

On pose
~
Donc (1.6.1) s’écrit
(u, —Av) = (=Au,v) Vu,ve k.

Ainsi, montrer I'inégalité (1.6.1) revient a montrer que

ou Ov
(u, Av) Z <8xi 8:67;> Vuvek (1.6.2)

Siue D(Q)etwve E alors

D’ou N
du 0
— (u, Av) ;< “ a;}Z> VveE, Yue D(Q)
D (Q) étant dense dans H{ (€2) alors

N
ou Ov
— (u, Av) Z<ax, axz> YoeE, Vue H (Q)
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1.6. Théorie spectrale

E C Hj (), donc Pégalité (1.6.2) est vérifiée. Par conséquent L est auto-adjoint.

De plus L est positif. En effet,

N ou ||?
(L f) = (u,=Du) =) | > 0.
i1 19%illz2(0)

Enfin L est injectif car KerL = {0} .

On peut donc appliquer le théoréme (1.6.2) & H = L? () et a L.

Le spectre de L est formé de 0 et d’une suite de valeurs propres p,, > 0 qui tend vers 0
c-a-d le probleme

Lf=nf feL’(Q)

a une solution si seulement si y = p,,. Or

Lf=pf fel*(Q) <= -Au= i ucH;(Q) =

=~

Par conséquent le probleme
—Au = \u

u e H(Q)
a une solution si seulement si A appartient a une suite de nombres strictement positifs qui
tend vers 400

D<M < <. <...— 4+

Les A, sont les valeurs propres de L = —A

Théoréme 1.6.3 (Voir[4])
Soit Q un owvert borné de RY, il existe une base hilbertienne (¢y,),, oy de L* (Q) et il existe

une suite ()\n)n21 de réels avec A\, > 0 et \,, — 00 tels que

b, € HL ()N C> ()
Ay = Ay sur Q

Les (A\n) sont les valeurs propres de (—A\) et que les (¢,) sont les fonctions propres

associées.
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CHAPITRE

Principe du maximum

Dans ce chapitre, nous énongons deux résultats de principe du maximum:
Le principe du maximum dit "fort”, ot on s’intéresse aux solutions au sens classique, et

le principe du maximum dit "faible” ou on considere des solutions faibles.

2.1 Principe du maximum fort

Commengons par une premiere version du principe du maximum qui est le principe du
maximum fort.
On utilisera systématiquement la convention d’Einstein de sommation des indices répétés,

ainsi

N N
a;;&i&5 = Z Z a;;&i&;,

i=1 j=1

Théoreme 2.1.1 (Voir [13])

Soit Q un ouvert borné de RN. On se donne une matrice N x N symétriqgue A dont les
composantes a;; appartiennent a C°(Q) et telle qu’il existe A > 0 avec a;;(x)&E; > NE|?
pour tout v € Q et tout £ € RY, un vecteur b € C°(Q;RY) et une fonction ¢ € C°(Q)
telle que c(x) > 0 dans Q.

Toute fonction u € C°(Q) N C%(Q) qui satisfait
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2.1. Principe du maximum fort

—a;j(2)0u(x) + bi(z)Ou(z) + c(z)u(z) > 0 dans Q,
u(z) > 0 sur 08,

est positive ou nulle dans €.
Dans la suite nous notons

L = —aijaij + b,& + c.

La démonstration de ce théoréeme repose sur les lemmes suivants:

Lemme 2.1.1 Soit L/ = —aij(()ij.

Siu € C%(Q) atteint un minimum local en un point xo de Q, alors

!’

L u(zy) <0.

Démonstration. La matrice Vu(zg) est symétrique. Elle est donc orthogonalement,
diagonalisable.
Dot & € RN |&| =1,k =1,...., N, une base de vecteurs propres et

les valeurs propres associées, telle que la matrice V2u(zg) peut s’écrire sous forme

N
Vu(wo) = Mk @ &
h=1

Comme g € 2, est un minimum de u, la matrice V2u(zg) est définie positive.

Donc toutes les valeurs propres de VZu(xy) sont positives.
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2.1. Principe du maximum fort

Comme A est symétrique, alors

’

Lu(xg) = —aij(xo)0iu(zo)

= —tr(A(x)Vu(x))

N

= — Z Aetr(A(xo) & @ &)
k;l

= — Z )\kaij ($0)€k,i£k,j
k=1

N
< SAY A<,
k=1
a cause de la coercivité de la matrice A. m
Lemme 2.1.2 Soit u € C°(Q2) N C2() telle que Lu > 0 dans 2. Alors
(1) Sic=0, on a mingu = mingg u,
(2) Sic>0, on amingu > mingo(—u_).
Remarque 2.1.1 Le point (2) n’a d’intérét spécifique par rapport au point (1) que si
c#0

Démonstration. Soit u € C°(Q2) N C?(Q) telle que Lu > 0 dans €,
Démontrons d’abord le point (1) : Dans ce cas, on a ¢ = 0.
Cas (a) : On suppose en premier temps que Lu > n > 0 dans Q :

Si u atteint son minimum sur 0f2, on aura

I;le%lu($) = min u(x)

Supposons donc que u atteigne son minimum en un point xy de 2, on a donc Vu(zg) = 0.
D’ou

Lu(zg) = —ayj(x0)0iu(xg) = L'u(xo)
Mais comme u € C?%() et atteint un minimum local au point zg alors, d’aprés le lemme

2.1.1; on a: L'u(xg) < 0. Ainsi
Lu(zo) = L'u(xg) <0
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2.1. Principe du maximum fort

contradiction avec ce qu’on a supposé
D’ou u atteint son minimum sur 0.
Cas (b) : Supposons maintenant que Lu > 0 dans €.
On pose u.(z) = u(x) — e’ , € et y sont des constantes positives.
Calculons L(e™)
L(e™) = —aj(x)011€7™ + by(x)0,7™

= —an(2)y’e" 4 by (2)ye’™

C-a-d
L(e7™) = (—ay1(2)y* 4 by (x)y)e?™ (1)

Choisissons ~ assez grand pour que \y? — HblHCO@’y > 0, c’est possible puisque A > 0.
D’aprés I'inégalité de coercivité et en prenant £ = ey, on aura :

CLH(.Z') 2 )\

On a aussi,
[b1(2)] < [101]] 0o @) -
Donc,

—ay1(2)7? < —Ay?

bi(z)y < HbchO(ﬁ)’Y

Pour v assez grand, on aura
—an(2)7? + bi(z)y < =M + |1l oy < 0
Ce qui implique que,
—[—an(x)y* + bi(z)y] = (A = [[billom)
Alinsi,
—[—an(@)y* + bi(@)]e™™ = (M = [[ba]] o )e™

D’aprés (1),
—L(e™) = (M = |Ib1lcogy)e™™
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2.1. Principe du maximum fort

Si on pose
n= e = [billog) min(e™™)
alors
=\ +[billeo@ < 0= (=2 + [1B1lgom)) mine™ <0
ainsi on aura: 1 > 0

D’autre part, on a ) borné et

—eL(E™) > e (Il cogey)e T >
Comme Lu > 0 par hypothese, donc

Lu. = Lu —eL(e™') >n >0 dans

Ainsi u. atteint son minimum sur 02 (on est dans le cas (a): Lu. >n > 0)
C-a-d

rmne%l us(x) = ;Iel(larglz us(x)

Ce qui implique que :

min(u(x) — ee’) = min (u(z) — ee?™)
zeQ €N

En faisant tendre € vers 0, et comme e?*! tend uniformément vers 0 sur €2, il vient que

min u(zr) = min u(z)

Ainsi (1) est démontré .

Démontrons maintenant le point (2) : (dans ce cas ¢ > 0)

Si u > 0 dans €, alors u > 0 sur Q par continuité (car u € C°(Q) N C%())
donc on aura d’une part minu(z) > 0 et u_(z) = 0 d’autre part.

Ainsi on obtient o

minu > min(—u-)
a o0

Si u < 0 dans €2, on pose
Q.={zre; u(r) <0}
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2.1. Principe du maximum fort

qui est un ouvert non vide
Si on pose Lu = Lu — cu alors Lu > 0 dans €2_, de plus L n’a pas de terme d’ordre 0

Donc, d’apres le cas (1), on obtient

() = g

Or, puisque u < 0 dans €2_ et positive en dehors de §2_, il est clair que:

min u(z) = min u(x)
e e

Par ailleurs, v < 0 sur 0€)_,

donc v = —u_ sur 0€)_ .
On écrit
0= (002-NQ) U (02-N 0N)
On aura
Ji (u(z)) = min (m (@), Hoin o v <x>)

Or si z € 9Q-NQ alors u(x) = 0 ( sinon, u(z) < 0 implique = € Q_),

comme min, g u(z) < 0, alors

28 () = i (o) = o (el 2 Jeip(mun ()

D'ou (2) est démontré. =

Remarque 2.1.2 Si c =0 ou si u prend des valeurs négatives, alors u atteint son min-
imum. au bord de 'ouvert. Par contre, si u ne prend pas de valeurs négatives sur le bord
et ¢ n’est pas nul, on ne peut rien dire du point ot le minimum est atteint. On a bien sur

un résultat analogue avec les mazrimums en inversant tous les signes.

Démonstration. du théoréme 2.1.1
Appliquons le lemme 2.1.2 dans le cas ou ¢ > 0

On a par hypothése: u € C°(Q) N C%(N) et satisfait :

Lu(x) >0 dans £

u(z) >0 sur 09
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2.2. Résultat d’estimation

Comme u > 0 sur 052, alors u_ > 0 sur 0f)

Par conséquent,
minu(z) >0 dans Q

z€Q

D’ott u(z) > 0 dans Q =

Remarque 2.1.3 Le principe du mazimum fort entraine ['unicite de la solution du prob-
leme de Dirichlet dans la classe C°(Q)NC?(Y). En effet, Lu = 0 et u = 0 sur 9S) entraine

>0 etu<0 dans €.

2.2 Résultat d’estimation

Dans cette section un résultat d’estimation sera présenté comme une premiere application

du principe du maximum fort.

Théoreme 2.2.1 (Voir [8§])
Soit n >0 et u € C%(Q) telle que

Lu+nu=f sur §2

u=gq sur 0f)

Alors,
1fllco
—()}

[ullco@y < max{||gllcoaq),

Démonstration. Comme u € C2(1) satisfait (P), on a nécessairement f € C°(Q)

Posons
| fllco@
)}‘

V=u— max{||g||00(ag),

On a,

v < u—||gllcopa) < u—g =0 sur 0L,
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2.2. Résultat d’estimation

et
1/ llco)
Lv+nu = f—(c+n)max{]|g|coon), T}
1 o)
< f-e———— = fleom
o Mo _,
n

donc

Lv+nv <0 sur €

v<0 sur 02
par le principe du maximum fort, on aura

v < 0 dans Q,
c’est-a-dire
1 llco@ =
u < max{||g|lco@a); T()} dans (2)
Maintenat, posons
1/ llco@
v = u + max{||g]coga), T()}'

On refait le méme raisonnement précédent, on aura

Lv+nv >0 sur

v >0 sur 0f)
par le principe du maximum fort,

v >0 dans Q,
c’est-a-dire
1/ llco@ =
u > —max{||g]| ooy, T“} dans Q) (3)
De (2) et (3), on aura
1/ llco)
[ullco@my < max{||gllcoan), — }
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2.3. Principe du maximum faible

Remarque 2.2.1 Le principe du mazximum est encore vrai, mais nettement plus délicat

a montrer sous des hypothéses de régularité plus faibles, u € W*P(Q),p > N et a;;,b;,c €
L>(Q).

2.3 Principe du maximum faible

Dans cette section, nous considérons le méme type de questions que précédemment, mais
pour des solutions faibles et sous des hypotheses de régularité moins restrictives. Na-
turellement, les résultats sont moins fins. Donnons d’abord I’analogue du théoreme 2.1.1

qui est le principe du maximum faible.

Théoreme 2.3.1 (Voir [8])
Soit Q un ouvert borné de RY. On se donne une matrice N x N symétrique A telle que
aij € L®(Q) et qu’il existe X\ > 0 avec a;;&E; > NE[* pour tout x € Q et tout £ € RY, et
une fonction ¢ € L>(Q) telle que ¢ > 0 presque partout. Toute fonction u € H(Q) qui
satisfait

—div(AVu) + cu > 0, au sens des distributions

. € HY(E)

est positive ou nulle presque partout dans €.

Remarque 2.3.1 On rappelle qu’une distribution T € D'(Q) est dite positive si et seule-
ment si, pour tout ¢ € D(Q) telle que p(x) > 0 dans Q, on a

<T,p>>0.
Dans ce cas, T est une mesure.
La démonstration de ce théoréme se base sur le lemme suivant

Lemme 2.3.1 (Voir [15])
Soit f € HY(Q) telle que f > 0 au sens de D' (Q). Alors , pour tout v dans H}(Q),

< [yv+ > )i 0.
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2.3. Principe du maximum faible

Démonstration.
Soit v € H}(R2). Comme D(Q) est dense dans H}(Q),alors il existe une suite ¢, € D(Q)
telle que ¢, — v dans H} ().
Par conséquent, (p,)y+ — vy dans H(Q) .
Pour n fixé on aura: (¢,); est & support compact, on peut donc approcher dans H] (£2)
par une convolution, p. x (¢,)4, qui est bien définie et appartient a D(£2) des que ¢ est
inferieur a la distance du support de (p,)4+ au bord.

De plus, par défintion de la convolution p. x (¢, )+ > 0, et comme f > 0, on en déduit que

< f7p5 * (Qpn)Jr >> 0.
On extrait une suite telle que p., * (¢n)+ — v, dans H}(Q) fort.
Par passage a la limite et puisque f € H1(Q), on aura
<f, tm pex(pn)y >20.
D’ou

< [, v+ >y i) 0.

Démonstration. du théoréme 2.3.1

Soit u € H'(Q) telle que

—div(AVu) 4+ cu > 0, au sens des distributions
u e HY(®),
Pour montrer que u > 0 dans €2, Il suffit de montrer que u_ = 0.
Comme on a : u_ € H}(Q), il suffit de montrer que Vu_ = 0, puis d’appliquer I'inégalité
de Poincaré.
Soit
f = —div(AVu) + cu,

donc f € H Q).

En utilisant le lemme 2.3.1, pour u_ € H} (), on aura

< fru- >p-vo),mi@)= 0.
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2.3. Principe du maximum faible

Mais

{f, U—>H—1(Q),H5(Q) = (=div(AVu) + cu, U—>H—1(Q),H(}(Q)
= (=div(AVu), u*>H*1(Q),H§(Q) + (cu, u*>H*1(Q),Hé(Q)
= / —div(AVu)u_dx + / cuu_dx.
Q

Q

En utilisant la formule de Green, il vient que:

/—dz’v(AVu)udx:/AVuV(u)dm
Q Q

Donc,
/—div(AVu)uda:Jr/cuudx:/AVuV(u)dm+/cuud:p
Q Q Q Q
D’ou,
< f,u_ >H1(9)7H3(Q):/AVUV(U)dx+/cuudx
Q Q

Ainsi,

/AVuV(u)dx—l—/cuudx >0

Q Q

Or,

V('U,,) = —1u§0Vu = —(1u§0)2Vu
D’ou,

AV(@)V(u-) = —AV(u)[(luzo)’V(u)]
= —[A(Lu<o) V()][(Lugo) V(u)]
= —AV(u-)V(u.).
De méme,
u-= —1y<cou = —(lu<o)’u,

On obtient donc,

cuu. = cu(—(ly<o)*u)

= —C(ligo?f)
= —c(lu<ou)(Luzow)



2.3. Principe du maximum faible

D’ou,
/Q—AV(u)V(u)dx — / c(u)?dz >0

Q
Par conséquent,

/Q AV (1 )V () der + / e(u)2dz < 0.

Q
Puisque ¢ > 0 presque partout,

/Q AV ()Y (. )dz < /Q AV ()Y (u)dz + / c(u)2dx < 0.

Q

Il vient donc par la coercivité de A que:

AV (u-) x <0,

2
ez

Mais d’aprés I'inégalité de Poincaré, 38 > 0 Vu_ € H}(Q) telle que:

A
EH“—H%?(Q) < >‘”V(u*>H?L2(Q))N =0

Ce qui implique que:
u-=0  dans
c-a~d

u >0 dans 2

Remarque 2.3.2 Mentionnons que le principe du mazximum est spécifique aur équations
elliptiques du second ordre. En d’autres termes, il n’a pas d’analogue, ni pour les systemes

d’équations, ni pour les équations elliptiques d’ordre plus élevé.
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CHAPITRE

3 Méthode des sur- et

sous-solutions

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode des sur- et sous-solutions, connue
aussi comme la méthode de monotonie, qui est une méthode basée essentiellement sur le
principe du maximum, cette méthode est utilisée pour résoudre quelques problémes non

linéaires qui ne peuvent pas étre résolus par des techniques variationelles.

3.1 Quelques résultats de régularité elliptique

Dans cette section, nous énongons quelques résultats de régularité elliptique qui
nous serons utile, dans la méthode des sur- et sous-solutions. Les démonstrations de

ces résultats peuvent étre trouvé dans les livres [4][8][10][13].

Théoréme 3.1.1 (Voir[10])
Soit Q un ouvert borné de classe CY', a;; € CO(Q) et b, c € L=(R).
pour tout f € LP(Q) et g € W*P(Q) avec 1 < p < +o0, il existe une unique fonction

u € WP(Q) une fonction telle que

Lu=f presque partout dans €2
u—ge W()LP(Q)a

33



3.2. Méthode des sur- et sous-solutions

avec ’estimation

[ullw=r (©2) < Gl fll o) + lgllw2p )
ou C, ne dépend pas de f et g.
Le résultat suivant est la régularité holdérienne qui découle des estimations de Schauder

14].

Théoréme 3.1.2 (Voir[13])
Soit 0 < a < 1 et Q un ouvert borné de C*°.
Supposons que les coefficients de L : a;;,b; et ¢ appartiennent a C%*(Q) et soit A un

majorant de leurs normes dans cet espace.

Soit f € C*(Q) et g € C**(Q). Soit u € C°(Q) N C?(Q) une fonction telle que

Lu = f dans €,
u =g sur 0f)

Alors u appartient a C>*(Q) avec I'estimation
[ullgza@ < CUlflcoa@) + 9llcza@)

ou C ne dépend que de N,a, X\, \ et Q

3.2 Meéthode des sur- et sous-solutions

Considérons 'opérateur suivant :
L= —aij&»j + bﬁz +c

qui est un opérateur elliptique & coefficients dans C%(€2), ot € est un ouvert borné de
RY de classe C*®. On se donne une fonction f :  x R — R localement lipschitzienne et
on cherche & résoudre le probléme aux limites, u € C°(Q) N C%(Q) :

Lu(x) = f(x,u(x)) dans €,

(@)
u(x) =0 sur 09,
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3.3. Résultat d’éxistence des solutions

Sur-solution

Définition 3.2.1 (Voir[10][153][9]) On dit que @ est une sur-solution du probléme (Q) si
u appartient a C°(Q) N C2(Q) et vérifie

Lu > f(x,u)  dans €
u>0 sur 0f). .

Sous-solution

Définition 3.2.2 On dit que u est une sous-solution du probleme (Q) si u appartient a
CO(Q) N C2%(R) et vérifie
Lu < f(x,u))  dans Q)

u<0 sur 0.

3.3 Résultat d’éxistence des solutions

Théoréme 3.3.1 (Voir[15]) Supposons qu’il existe une sur-solutionu et une sous-solution
u telles que w > u. Le probléme (Q) admet une solution mazimale u* et une solution min-
imale u, telles que

u>u>u, >u

et qu’il n’eziste pas de solution u comprise entre w et u telle que u(z) > u*(z) ou u(zr) <

w,(x) en un point x de Q c-a-d: u, < u <

La démonstration se fait en utilisant le principe du maximum et les résultats de

régularité elliptique pour obtenir la convergence.

Lemme 3.3.1 [l existe une constante p > 0 telle que les deux suites u™ et u" satisfaisant

(

u’ =1,

Lu" ™ () + pu™ ™ (z) = f(x,u"(2)) + pu™(x) dans £,

() =0 sur 09,

\
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3.3. Résultat d’éxistence des solutions

et

(

u =u,

Lu™™(x) + pu N (x) = f(z,u"(2)) + pu(z)  dans Q,

u"t(z) =0 sur 09,

\

sont bien définies et convergent simplement dans Q.

Remarque 3.3.1 Si f est une application localement lipschitzienne d’un espace métrique
(X,d) dans un espace métrique (Y,9), alors elle est globalement lipschitzienne sur tout

compact K de X.

Démonstration. du lemme 3.3.1 Soit

M = maX{HEHCo@), HM”CO@)}'

On applique la remarque 3.3.1 au compact K = Q x [~M, M].

Il existe donc une constante A > 0 telle que
[f(@,s) = f(a', )] < A(lx = 2'| +|s = §) (4)

pour tous (z,s) et (2/,s") dans K.
Posons = A+ 1.

Montrons alors que la fonction

f(x,s) :f<I,5)+MS

est croissante par rapport a s pour (x,s) dans K.
Soient s,s" € [-M, M] avec s > .
Comme
|f<$,8) - f(l’/7 Sl)' < >\|S - S/’
alors,

f(xv 3) - f(ZE/, S,) > _)‘(S - S,)
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3.3. Résultat d’éxistence des solutions

doi,
Fz,s) +ps — f(2',8) — ps' > —A(s — &) + pls — &)
c-ard,
o) T 2 (e oy =5 20
doit,

c-a~d que f est croissante par rapport a s.

Notons que si v € C%*(Q2 , [-M, M]), alors la fonction o + f(x,v(z)) appartient aussi a
C%(Q).
En effet, nous pouvons écrire, d’apres (4)

(2, 0(x)) = [y, v(y) = plo(z) — o) < Az =yl + |v(z) —o(y)])

donc

flzv(@) = fly,v(y) < A|lz =yl + [v(z) —v(y)]) + plv(z) —v(y))
D’ou

|[f (@, v(2)) = f(y, v(y))]

IN

Az =yl + |v(x) —ov@)] | +ulv(e) —v(y)]
Az =yl + Au(x) —v(y)| + plv(z) —v(y)]
Mz =yl + (n+ N[v(z) —v(y)|

Mz =yl + (1 + Mlvllcoa@le —yl*

IN N IA

IN

(14 Nvllcoa(lz =yl + [z = y|%) = (ullv]lcoe + Avlcoe)|z =yl

(14 Mvllgo.a@y (e =yl + |z = y[7)

IN

Donc

f(@,v(2)) = Fly, v(y)] < C(lw =yl + o — y|*),
ot C' dépend de A, 1, [[v(2) | co -

Par conséquent, pour = # y, on voit que

|f(z,v(x)) — f(y,v(y))|
|z —yl|*

<Oz =yl +1),
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3.3. Résultat d’éxistence des solutions

et le membre de droite est borné sur Q.
Posons

Lu = Lu + pu,

On voit que le probleme aux limites

L(T(v)) = f(z,v) dans €,
T(w)=0 sur 9.
définit une application T : C%*(Q;[-M, M]) — C%%(Q) pour tout 0 < a < 1, par la

remarque précédente 3.3.1 et les résultats de régularité dans les espaces de Holder [4][13].

Par ailleurs, si

alors,

En effet, d'une part, w vérifie

Lu > f(x,u) dans Q2
u > 0 sur 0N

donc,

—L(7) < —f(z,7)

D’autre part, fest croissante par rapport a son deuxieme argument sur le compact K.

Ainsi,

Liu—1) = f(z,v) — Lu < f(z,v) — f(z,7) <0 dans €,

u—u=—u sur Of.

Par le principe du maximum fort, il vient que
u<wu sur .
En suivant le méme raisonnement il vient que

u<u sur €.

38



3.3. Résultat d’éxistence des solutions

Il s’ensuit que I’ensemble
{ve C™ (4 [-M,M]); u<v<u}

est stable par 7T'.
Dans la suite, on fixe une valeur de « €]0, 1].

Par conséquent, la suite u" satisfaisant

w = T (@),

est bien définie par récurrence.
En effet, bien qu’on ne suppose pas que u appartienne & C%*(Q) mais seulement C°((Q),

on a,

F(z, @) € CUQ) C LP(9).

Choisissons N < p < 0o, on en déduit que
e WHP(Q) c ¢1(Q) C C¥(Q).

De plus,

u <u" <wu pour tout n

Montrons par récurrence que la suite u”™ est décroissante.
On a bien w! < @™ d’aprés ce qui précede.
Supposons que ©" < u" L,

En reprenant le raisonnement précédent, on a d’une part,

L@"™) = L(T(u")) = f(z,u™) dans Q,
u"tt =T (@") = 0 sur 09,

et
L") = L(T(@ ™)) = f(z,7*) dans €,

T@"1) =0 sur 09,
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3.3. Résultat d’éxistence des solutions

D’autre part, f est croissante par rapport a son deuxieme argument sur K

Donc il vient que

L@t —a") = f(x,u") — f(x,u" ") <0 dans Q,
vttt —a =0 sur 09,

En utilisant le principe du maximum fort on aura,
"t <an

D’ou pour chaque x € €, la suite u"(z) est donc décroissante et minorée. elle est par
conséquent convergente.

On montre de méme que la suite u™(x) est bien définie, croissante et majorée donc con-
vergente pour tout x.

on note u* et u, les limites ponctuelles des suites u" et v*. =
Lemme 3.3.2 Soient u*, u, limites des suites (™) et (u") respectivement. On a:
u, <
Démonstration. En utilisant le méme raisonnement que la démonstration précédente,
la suite (u') satisfait

u’ = u,

gl-&-l — T(gl),
est bien définie par récurrence.
De plus,

u < gl <u pour tout [

Maintenat, montrons par récurrence sur [ que : u' < u".
On a bien ©° = u < u™ d’aprés ce qui précede.
mn

On suppose que u' < u".

On reprend le raisonnement précedent, il vient que

L(u*t —a") = f(z,u') — f(z, 7" dans Q,

u !t — " = 0 sur 09,
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3.3. Résultat d’éxistence des solutions

Mais la suite u"™ est décroissante c-a-d

" S En—l7

de plus fvest croissante par rapport a son deuxieme argument sur K, il vient donc que

L™ —u") = f(z,u)) - f(2,7") < 0 dans Q,
utl — " = 0 sur 01,

d’ou par le principe du maximum fort on aura u/*! < "

Donc, pour tout couple d’entiers (I,n), on a

IN
|
3

par passage a la limite, on obtient

|
VAN
)

Lemme 3.3.3 Les suites (u") et (u™) convergent dans C*(Q).

Démonstration. On procede par estimations.

Comme u < u" < u et que f est croissante par rapport a sa deuxieme variable, on voit que

Par conséquent,

1f(z,u")[comy < C = maX{Hf(%H)HCO@)a Hf(*xvﬂ)HCO(ﬁ)} :

C ne depend pas de n.
Comme € est borné, on en deduit que le second membre est borné dans LP(£2) pour tout
.

D’apres le théoreme d’estimation 3.1.1, il vient que

|@" w2y < Cp pour tout p €]1, 00]
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3.3. Résultat d’éxistence des solutions

Choisissons p > N.

Par les injections de Sobolev, on a

W2r(Q) — C1(9),

et par consequent,

[l < €

Par le méme calcul que dans la démonstration du Lemme 3.3.1, on en déduit que :

£ (@) gos @ < C pour tout 8 € [0, 1].

Fixons une valeur de 0 < 5 <'1

En utilisant le théoreme 3.1.2 de la régularité holdérienne, il vient que
[@" 280y < C.

Comme 3 > 0, I'injection C2#(Q2) — C?(Q) est compacte par le théoréme d’Ascoli.
La famille (@"),,.y est donc relativement compacte dans C%(Q).
Or, elle converge simplement vers u*.

On déduit que:

u* € C*(Q)
et que

u" — u* fortement dans C?(Q).

On procede de méme pour u,. =

Lemme 3.3.4 Les limites u, et u* sont solution du probléme (Q)

Démonstration. D’apres les résultats précédents,

La" ™t = Lu*
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3.3. Résultat d’éxistence des solutions

et

f(.,@") — f(.,u") uniformément dans .

Il vient que:

Lu* = f(.,u"),
Ce qui équivalent a:

Lu* = f(.,u").
De plus, comme

u" = 0 sur 02
et que la suite converge sur ﬁ,
On aura

u* =0 sur 0N

On procede de méme pour u,.
[ |
Pour conclure, nous devons montrez que les deux solutions ainsi exhibées sont respec-

tivement minimale et maximale.

Lemme 3.3.5 Soit u une solution du probleme (Q) telle que:

IA
S

u<u

Alors:

IN
IN

u, <u <.

Démonstration. On montre comme précédemment par récurrence sur n et par le

principe du maximum que

1S
IA
S
IA
2|
3

Et par passage a la limite on aura

IS
IA
IS
IA
£

Remarque 3.3.2 D’apres la régularité holderienne, théoreme 3.1.2, on voit que u, et u*

appartiennent o C*>*(Q) pour tout 0 < o < 1.
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3.4. Exemples d’application de la méthode des sur- et sous-solutions

3.4 Exemples d’application de la méthode des sur- et

sous-solutions

proplemel

Soit f une fonction k-lipschitzienne, vérifiant f(0) # 0 ainsi que I’hypothese :

(H)

Ir; <0<y tels que f(ry) <0< f(rg)

On considere les problemes aux limites :

(P1)

(P3)

\

u" = f(u), a<z<b
u(a) = u(b) =0
u’ = f(u), a<x<b
u'(a) =u'(b) =0
u’ = f(u'), a<xz<b
u(a) = u(b) =0

Construisons donc des sur- et sous-solutions pour chacun des problemes (P;), (P2) et (Ps)

i) Pour le probleme (P;)

Proposition 3.4.1 S'il existe une sous-solution u et une sur-solution u qui appartiennent

a C%([a,b],R) telles que




3.4. Exemples d’application de la méthode des sur- et sous-solutions

et

u<u

Alors, le probléeme (Py) admet une solution u € C*([a,b]) telle que
u<u<u

Démonstration.
(1) Vérifions si u = 7 est une sous-solution de probleme (P;)

En utilisant les hypotheses, on a

et
u(a) =7 <0
u(b) =7, <0
d’out )
u> f(r1)
u(a) =1 <0
u(b) =r1 <0

\

Ainsi u = r; est une sous-solution de probleme (FP;)

(2) Vérifions si @ = ry est une sur-solution de probleme (F;)

7'=0

et
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3.4. Exemples d’application de la méthode des sur- et sous-solutions

d’ou

(

u < f(rg)

u(a) =1ry>0

ﬂ(b) =T9 Z 0
\
Ainsi @ = ry est une sur-solution de probleme (P;).
De plus, on a

e < To

D’ou le résultat.
n

ii) Pour le probleme (P,):

Proposition 3.4.2 Sil existe une sous-solution u et une sur-solution u qui appartient a

C?%([a,b],R) telles que

et

u<u

Alors, Le probléme (Py) admet au moins une solution u € C?([a,b]) telle que

IS
INA
IS
IA
S
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3.4. Exemples d’application de la méthode des sur- et sous-solutions

Démonstration. @ = 7, et © = ry sont sous- et sur- solutions du probleme (F;)

vérifiant réspectivement
§

u' > f(r)
u'(a)=0<0
kg’(b) =0<0
et
p
" < f(ra)
w(a)=0>0
a(b)=0>0
(
de plus, on a
Ty ST

D’ou le résultat. m

iii) Pour le probléme (P;):

Proposition 3.4.3 S’il existe une sous-solution u et une sur-solution u qui appartient a

C?%([a,b],R) telles que

et

IN

u<u

Alors, le probléeme (p3) admet au moins une solution u € C?([a, b)) telle que

IS
IA
IS
IA
S



3.4. Exemples d’application de la méthode des sur- et sous-solutions

Démonstration. En utilisant le méme raisonnement que dans les problemes (P;) et
(P,), et on tiendront en compte I'hypothese (H), il vient que
les fonction u = 1 (x — a) et w = ry(x — a) vérifient respéctivement

;

et

de plus, on a

D’ou le résultat. m

Remarque 3.4.1 La condition f(0) # 0 empéche les problémes (Py) et (Py) d’avoir des
solutions trivials (nulles).
L’hypothése (H) assure existence des sous et sur-solutions des 3 probléemes donnés .

La condition de Lipschitz sert uniquement a assurer [’existence de solutions du probleme
(P3).
Probleme 2

Considérons le probleme suivant

—Au+2u= f(u) dans Q,
(Ps)
u = 0 dans 012,

Ou € est un ouvert borné de RV, et f est une fonction croissante sur R, définie par

f(u) =2u+

u?+1
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3.4. Exemples d’application de la méthode des sur- et sous-solutions

Proposition 3.4.4 Soit M e R: M > 0. et M < m < 1.
1
Avec Ay est la premiére valeur propre du (—A) et ¢1 > 0 la fonction propre associé a A.

On a : u= M¢, est une sous-solution de probléeme (FPy)

Démonstration. Vérifions si u = M¢; est une sous- solution de (P;). :
On a
—Au=AMM¢, = —Au+2u= A\ M¢, +2M¢.

Et on a
=2M _—
f(u) ¢1+M2¢1—|—1
1
CommeMS W’ alors
1
MM < —— =3 NI M < —————
l¢1 =~ (b%—i—l 1¢1 > MQ(b%—i—l
Donc
MOIM +2Mop, < 2M _—
101 M +2M ¢y < ¢1+M2¢%—|—1
D’ou

—Au+2u < f(u) sur Q.
De plus u < 0 sur 0f2.

Ainsi u = M¢; est une sous-solution de (P;). m

Proposition 3.4.5 Soit v une fonction positive solution de probleme suivant :

—AY =1 dans <,
¥ =0 dans 052,

Alors la fonction ¢ est une sur-solution de probléme (Py) .

Démonstration. On pose u = . Vérifions si @ est une sur-solution de (F;):

On a
—Au=1=-Au+2u=1+ 2.

Et on a
1

RNy

fa) =2+
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3.4. Exemples d’application de la méthode des sur- et sous-solutions

Comme < 1, on aura

1
P

14+2¢ > 2 .
W22 e

D’ou
—Au+2u > f(u) sur Q.

De plus w =0 sur 092.

Ainsi @ est une sur-solution de (FP;). m
Proposition 3.4.6 Le probleme (Py) admet une solution Moy < u < 1.

Démonstration. Comme M@, est une sous-solution et i) est une sur-solution de
probleme (Fy).
D’apres le théoreme 3.3.1, le probleme (P,) admet une solution u, telle que M < u < .
]

Probléme 3

Soit f € C1(R) telle que f'(0) > 0 et qu'il existe 3 > 0 avec f(0) = f(8) =0
Soit A; > 0 la premiere valeur propre de —A dans 2 et ¢; > 0 une premiere fonction

propre,associée a Aj.
Proposition 3.4.7 Pour tout A > A,/ f'(0), le probléme

(P —Au = Af(u) dans ,

u =0 dans OS2,

admet une solution non triviale u > 0 dans €.
Démonstration. On a w =  est sur- solution, en effet,

~AB=02=Af(8) puisque f(8) =0

et
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3.4. Exemples d’application de la méthode des sur- et sous-solutions

d’ou
~A@) = —AB) = 0> A(B) = A (@) dans 2,
u = [ >0 dans 09,

On a aussi

u = €@ est sous-solution pour € > 0 assez petit,

en effet,

comme A; > 0 est la premiere valeur propre de —/A\ dans 2

et ¢1 > 0 une premiere fonction propre, alors

—A¢1 = \¢7 dans €,
¢1 = 0 dans 012,

b1 € Wi2(Q) N COQ) N L>(Q)

on a donc

—N(ep1) = —eNgp1 = e < eNf'(0)y

puisque \; < Af(0)

mais
o) =ty K20 =0
done
£(0) < fi;ﬁ”
d'on

A(w) = —Aledn) < Mf(edr) = Mf(u) dans 2,
u = €p; < 0 dans 012,

Par le théoreme 3.3.1, il vient que le probleme (Ps) admet une solution u telle que

e =u<u<u=p

et comme €p; > 0, il vient que v > 0. =
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons introduit un résultat trés important dans 1’étude des
problemes elliptiques du second ordre, il s’agit du principe du maximum. Nous avons
entamé notre étude par énoncer et démontrer deux versions du principe de maximum qui
sont le principe du maximum fort pour les solutions classiques et le principe du maximum
faible pour les solutions faibles. Ensuite, nous avons présenté une méthode de monotonie
ou encore la méthode des sur- et sous-solutions, qui est une méthode de résolution des
problemes non linéaires dont la résolution par des méthodes variationnelles est impossible.
Enfin, nous avons appliqué la méthode précédente pour étudier quelques problemes ellip-
tiques semi-linéaires sur un ouvert borné de R".

En perspectives, nous envisageons de faire :
e Présentation du principe du maximum pour les problemes hyperboliques.
e [’étude de problemes completement non linéaires, ou intervient le p-Laplacien par

exemple, en utilisant la méthode des sur- et sous-solutions.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté le principe du maximum pour les opérateurs
elliptiques du second ordre, qui est un résultat utile pour établir quelques résultats de
régularité, d’unicité et d’existence des solutions.

Nous avons vu 'utilité de commencer ce travail par un chapitre intitulé "Notions de base"
oll nous avons présenté quelques rappels d’analyse fonctionnelle. Dans le deuxiéme cha-
pitre nous avons introduit deux grands cadres du principe du maximum ; le cadre fort et
le cadre faible.

Dans le troisiéme chapitre on utilise une combinaison de principe du maximum et de
quelques résultats de régularité elliptique pour montrer sur un probléme semi-linéaire
I’existence des solutions, par la méthode des sur- et sous-solutions.

Mots clés : Equations aux dérivées partielles, Principe du maximum fort, Principe
du maximum faible, Opérateurs elliptiques du second ordre, Méthode des sur- et sous-
solutions

Abstract

In this work, we have presented the principle maximum for second order elliptic ope-
rators, which is a useful result to establish some results of regularity, uniqueness and
existence of solutions.

We have seen the usefulness of starting this work with a chapter entitled "basic know-
ledge" where we have presented some functional review reminders.

In the second chapter we introduced two main frameworks of the principle maximum ; the
strong framework and the weak framework.

In the third chapter we use a combination of the principle maximum and some elliptic
regularity results to show on a semi-linear problem the existence of solutions, by the sub-
and super-solutions method.

Key words : Partial derivative equations, The strong principle maximum , The weak
Principle maximum, Elliptic operators of the second order, sub- and super-solutions me-
thod.



	mémo.pdf
	Remerciements.pdf
	Dedicaces.pdf
	les dedicas.pdf
	mémoire finale.pdf
	résumé.pdf

