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Introduction

Un systéme dynamique discret est définis par la donnée d’un espace métrique compact
et d’une application continue de cet espace dans lui méme.

Ce mémoire est consacré a I'étude des systémes dynamiques définis sur un espace de
Cantor et en général tout espace homéomorphe & un espace de Cantor.

La propriétés topologiques particuliéres de ces espaces influent sur les propriétés des
systémes dynamiques définis sur ces derniers.

Le premier chapitre est consacré au rappel des définitions et résultats de bases sur les
systémes dynamiques.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux propriétés topologiques des espaces de Cantor
et des espaces symboliques qui ont pour éléments les suites définies sur un ensemble

fini.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des propriétés des systémes dynamiques
définis sur un Cantor. Nous montrerons a travers des exemples comment reconnaitre
I'existence de points d’équicontinuités ainsi que la caractérisation de la sensibilité aux
conditions initiales.



Chapitre 1

Introduction aux systémes dynamiques
discrets

1.1 Généralités
Un systéme dynamique discret est un couple (X, F) .
Le premier élément X est un espace métrique compact. L’ensemble X est dit espace
de phases.
Le second élément f est une application continue vérifiant f(X) C X

Pour n € N on définit litéré f* = fo ... o f on note Id = f° Comme
——

fn+m — fn o fm

Les itérés de f forment un groupe si f est inversible et un semi-groupe dans le cas contraire.

1.2 Points fixes et points périodiques

Définition 1.2.1. L’ensemble {f*(x),k > 0} des itérés positifs de x est dit orbite de x et
on note 0(x)

Définition 1.2.2. 1- Un point x € X est un point fize si f(x) = x.
2- Un point x est périodique s’il existe k € N tel que f*(z) = x . Le plus petit entier

vérifiant cette propriété est nommé période de x



3- Soit x un point périodique de période k. L’ensemble {f*(x),0 < i < k} est appelé un
cycle d’ordre k

4- Un point x est dit ultimement périodique si f™(x) est périodique pour un certain
m >0

1.3 Quelques systémes dynamiques classiques

1.3.1 Les rotations :

La rotation d’angle 6y = 2im correspond & effectuer successivement le produit par
xo = exp(2ima) dans le cercle unite.

Soit x = exp(2imd) on alors T, (x) = xox = exp(2im(0 + «)

Comme la période de rotation est 27 on se contente par abus de langage de parler
De rotation d’angle o.Une rotation R d’angle a € [0, 1] est la fonction

définit sur|0, 1] par :R,(z) = (x + a) mod 1
Remarque 1.3.1. On peut démontrer par récurrence que : R'(x) = (x +na) mod 1.

Proposition 1.3.1. Soit R,une rotation d’angle o on a alors :
1- Siao € QN [0, 1] alors tous les points sont periodiques.

2- Sia e R\ QnN|0,1[ alors il n'existe aucun point périodique.

Démonstration. 1- Sia € QN [0, 1] alors il existe (p,q) € (Z x Z*) tel que o = L
q

avec (p A q) = 1 (p et q premier entre eux).
En evaluant f%(z) on obtient : f(z) = (v + ¢ X ]—Q)modl = (x +p)modl =z
q

Ainsi z est un point périodique et sa période est un diviseur de q.

2- Sia € R\ QnNI0,1[ On raisonne par 1’absurde. Supposons qu’il existe un
point périodique x on alors : Ip € N,z = fP(x) = (x + @ X p) mod 1
D’oti on obtient :

(p X @) mod1:0:>5|p><a:p/:>a:£,
p

1



1.3.2 La fonction doublement de période

La fonction doublement de période est obtenue en élevant au carré sur le cercle unité.

Soit x = exp(2imh) en I'élevant au carré on obtient 22 = exp(2iw(26)). Comme la
période de rotation est 27 on définit alors la fonction B par :

Vo € [0,1] :B(z) = 22 mod 1 =

1
2z six € [0,5[

B(z) = . 1
20 —1 31x€[§,1[

Remarque 1.3.2.!
On peut démontrer par récurrence que : B"(z) = 2"z mod 1.
Points périodique de la fonction doublement de période

Nous allons chercher les points périodiques de la fonction doublement de période Pour
trouver.

Analytiquement les points périodiques nous allons d’abord effectuer un développement
En base 2.

1. Dite aussi récurrence de Baker dans certains ouvrages.
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Points fixes

1
- On commence par chercher les points fixes dans 'intervalle [0, 5[

a.

Resoudre lequation = = f(x) revient a resoudre ) o 2—2 =57 ;H cette equation
posséde une solution dans le cas ol

Vi :a; =0 d’oit on a un point fixe x = 0.

1
- On cherche les points fixes dans I'intervalle [5, 1]
a; a;

Résoudre l'équation = = f(x) revient a résoudre » o° 2—2 =7 ;1 avec a; = 1

cette équation posséde une solution dans le cas ou
Vi :a; =1 d’ot on a un point fixe x = 1.
Cycles de périodes 2
Les points périodiques de période 2 vérifient 'équation f?(x) = z.De plus si z € [0, %[
alour f(z) € [%, 1] et vis versa.
Ainsi il suffit de chercher les points x € [%, 1[qui vérifient I'équation f?(z) = .

Les développements périodiques de période 2 dans la base 2 s’écrivent sous la forme
. i
suivante : x =Y ° 5

5 ; 0o G ai -
Démonstration. B(x) =2r mod 1 = )] 51 ~ 50 + Z ST~ — 22 .

\H,_/
n<l1

o G o oo @i
B*(z) = (2 > s 21'71) mod 1 =3, 9i—2 90 +Z 21 2 = =23 9i—2

n<1

(*) On peut résumer I'identification dans le tableau ci dessuons

v



T ay | ag | Az | a4 | a5 | Qg | A7 as
2
B*(x) | a3 | ag | as | ag | a7 | as | ag | ajp

\N" 1

D’oﬁa2:a4:a6:a8 ....... :1,a2i+1:O:>x3:Z§°<1> :g
I (1\" 2
= a3 = Q5 = Areveneeen gy =0 ==Y () =2
a1 = agz = a5 = ar ) A2i+1 Ty 9 20: (4) 3

Nous avons donc retrouvé les deux points fixes et deux autres points.

1 2
Si on remplace dans la fonction on constate que f(x3) = f (—) =—-=ux4 €t

3 3
2 1
f(954)=f(§)=§=903

]

Le graphe ci dessous permet de confirmer géométriquement nos résultats.En rouge :
Graphe de la fonction ot les discontinuités sont reliés.En vert : Premiére bissectrice

1 2
Ainsi 3 et 3 sont deux points priodiques de fonction doublement de période

FI1GURE 1.1 — Cycle de période 2 pour la fonction de Baker .

Cycles de périodes p

D’une fagon générale tout point avec développement binaire périodiques de période

p est un point périodiques de période p pour la fonction de Baker Ainsi on conclut que
les points periodiques sont les rationnels de |0, 1] et les points non periodiques sont les
irrationnels de [0, 1]



0.8

0.6+
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FIGURE 1.2 — Cycle de période 4 pour la fonction de Baker 0.2, 0.4, 0.8, 0.6.

1.3.3 Stabilité au sens de Lyapunov
Définition 1.3.1. Soit (X, f) un systéeme dynamique

1- Un point fivre x € X est stable si¥Ve > 0,30 > 0Vy € Bs(x) Vn > 0d(f"(y),z) < e

2- Un point fire x € X est attractif s’il vérifie :

36 > 0,Vy € Bs(z), lim d(f"(y),z) =

3- Un point fize est asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

4- Un point fixe est instable s’il n’est pas stable.

Remarque 1.3.3. Un cycle d’ordre k est dit stable (reps attractif, asymptotiquement
stable) si l'un de ses points est stable (reps Attractif, asymptotiquement stable) en

tant que point fize de Uapplication f*

1.4 Critéres de stabilité des SDD sur 'intervalle.

1.4.1 Stabilité des points fixes

Proposition 1.4.1. Soit x,.1 = f(x,)une récurrence admettant un point five x* Si f est

Dérivable on a alors :

vi



1- Si |f ()| < 1 alors x* est un point fize attractif.

2- i |f'(x*)| > 1 alors x* est un point fire instabal

Démonstration. En effectuant un développement de Taylor au voisinage du point fixe on
obtient :

Soit y € V' (z*)

1- Pour |f'(z*)] < 1

On a (f’(x*))n — 0 alors (f’(x*))n (y—x*) — 0 (car 36 > 0, (y—2*) < J < +00)

n—-+o0o n—-+4o0o

Done lim [f*(y) —«*|= lim |f'(@")|" |y —2"| =0 Dot lm |f*(y) —a*| =0

n—-+o0o

Alors x* est point fixe attractif.

2- Pour |f'(z*)] > 1

On a (f’(:v*))n — oo alors (f/(:z:*))n(y — ") — +oo (car 36 > 0,

n—+00 n—r+00

(y —2*) <6 < +00)
Donc lim |f"(y)—z*| = lim |f’(x*)|“|y—x*| = +oo D'ou lim |f"(y)—z*| = +o0
n—s+o0 n—-+00 n—~+00

Alors z* est point fixe instable.

Vil



]

Définition 1.4.1. Un point five x* de la récurrence x, 11 = f(x,) est semi-stable a droite

Ve>0,30 >00<zg—2"<d=Vn>0,2, — 2" <e

St en plus on a :

3 >0,0<zg—2"<d=VYn>0lim z, =z*

n—oo

Le point est dit semi asymptotiquement stable a droite. On définit d’une fagon similaire

la semi-stabilité a gauche et la semi-stabilité asymptotique a gauche.

Proposition 1.4.2. Soit x,.1 = f(x,)une récurrence admettant un point five x* On
suppose que f € C"TL(T)

Si f'(x) =1 on considére la premiére n-éme dérivée non nulle en x*qu’on notera
f*(x) #0 on a alors :
1-i) Si n est impair et f)(x) < 0 alors x* est asymptotiquement stable.
i) Si n est impair et f™(z) > 0 alors x* est instable.
2 St n est pair alors x*est instable. Le point fize sera :
i) Semi stable a droite si f™(x*) < 0.

ii) Semi stable a gauche si f(x*) > 0.

Démonstration. En effectuant un développement de Taylor au voisinage du point fixe on
obtient

, F(r
Tp1 — 1 = f(zn) = f(r) = [ (r) (@, —y) + ol (@0 —1)" + R
™) (r Tpp1 — T ™) (r 1
= (o =)+ o oy = =t 1 D, e

viil



1i Sin est impair alors on a n - 1 est pair d’ou (z,, — r)"! > 0.

(n)
Considérons le cas f"(z) < 0 et soit r un point initial tel que| / ‘(7“) (z,—r)" 1 <1
n
on a alors :
(n) _
0< / <T)(xn—r)”_1 <1:>M<1
n! (xg — 1)
(n) —
1 + f (r) (xn . ,',.)nfl = (a:n 7') 1
n! (Tpy1 — 1)

On constate que (x, —r) et (x,_1 — r) sont de méme signe. Par consequent si r
commence a droite de x. les itéres x,, seront également a droite de r et si xy commence

a gauche de r les itéres x,, seront également a gauche de r

a) Supposons a présent que xg est a droite de r

<1=0<(zp—1)<(xphoy—71)

On déduit donc que la suite x,, est décroissante et minorée par r Elle est par
conséquent

Convergente et converge vers le point fixe r On démontre ainsi que le point fixe
est attractif.

De plus comme la suite est décroissante il suffit de poser § = € dans la définition
de La stabilité pour montrer que le point fixe est stable.

b) Supposons a présent que x est a gauche de r

(:co—r)<Oet0<%<1:>(xo—r)<(x1—r)<0
(Tn — 1)

0<(zpg—71)et0< <1l=0<(zpq—7r)<(r,—1)<0

(xn—l - T)

On deduit donc que la suite z,, est croissante et majorée par r Elle est par conséquent

1X



convergente et converge vers le point fixe r On démontre ainsi que le point fixe est
attractif.

De plus comme la suite est croissante il suffit de poser § = €? dans la définition de

la stabilité pour montrer que le point fixe est stable.

2 ii) Considérons le cas f™(r) > 0

Comme (z; —7) > (2o — r) il s’ensuit que C; > Cy d’ou : 9 — 1 > C2 (19 —T)
On peut généraliser ensuite par récurrence pour obtenir :x, —r > CJ(xy — r) avec

Cp > 1 d’ou1 on conclut que le point fixe est instable

Le premiére dérivée non nulle d’ordre pair Notour par x, = f"(z¢) et z,01 = f(x,) =

S (o)
Tny1 — 1 = f(w,) — f(r)

Par la développement de Taylor on obtient au V(r)

/ ) (r
bair = F0) + £ =)+ LDy )

En divisant par(z, — r)



@i =) ™
(xn — 1) m!

m pair = m — 1 impair f0(r) > 0............. (%)

Si x,, est & droite de r l'expression (*) est de signe positif

(anrl - 7')

1 tdroi -
= 1) > 1 (zpestdroit(x, —r) > 0)

= Tpy1 — T > x, — 1 donc x, est suite croissant donc x,, un tendre par vers r
Si z,, est a gauche :

On choisit les zy qui vérifient :

Comme 1z est a gauche de r alors (xg —r) < 0

(1 —7)

<1 alors x; — r également négatif
(wo —7)

D’une fagon général la suite x,, est croissante et majorée par r

= T, est convergente

lim 2,41 = lim f(z,) =l= f()=l=1=r
n—oo n—oo

]
Définition 1.4.2. La dérivée Schwarzienne Sf (z) de f (z) est la fonction
" ” 2
f(x) 3 (f (iv))
Sf X)) = / - a5 /
D= w 2\
Proposition 1.4.3. Soit f une fonction 3 fois derivables et x* un point fize de f () tel

que f'(2*) = -1



i- Si Sf (x*) < 0 alors x. est asymptotiquement stable.

ii- Si Sf (x*) > 0 alors z. est instable.

Démonstration. Soit g(z) = f?(x) alors g(z*) = f?(z*) = z* De plus si z* est

asymptotiquement stable par rapport a f alors il est asymptotiquement stable par
rapport a g. on a :

g (2) = f(f@).f' (@) = g (@) =f (f()-f (z") = [ (a).f (%) = (-1).(=1) = 1

On calcule ensuite la dérivée seconde :

= g (%) = [ (f@).(F (@) + [ (f@2).f (@) =0

Comme la dérivée seconde est nulle on calcule la dérivée 3éme :

g (@) =[f"(f@).(f @) +2f (f(2).f (2).f ()]

I (f@)-f (@)-f (2) + £ (£(2))-f" (2)]

En remplacant par x on obtient :

xii



1.4.2 Stabilité des cycles

Proposition 1.4.4. Soit { f'(z),0 <i < k} un cycle d’ordre k d’une fonction continument
différentiable alors on a :

1= |f (o) -f (21)-f (22) e f (w_1)| < 1 alors le cycle d’ordre k est attractif.

2- | f (x0).f (x1).f (22) oo f (211)| > Llalors le cycle d’ordre k est instable

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le critére de stabilité a la fonction f* et & x, considéré
comme son point fixe.

() (o) = (fo f*71) (2) = f (S o)) () = f (znmn) £ (FF71) (20)

1.5 Bassin d’attraction des points fixes (cycles).
Définition 1.5.1. Soit (X, f) un systéeme dynamique. Un sous ensemble U C X est dit

Invariant par f si on o f(U) C U.

Définition 1.5.2. Le bassin d’attraction d’un point fize x est défini par :

B(z*) ={z: lim f"(x)=2"}

n—oo

1.6 Attracteurs

La notion d’attracteur est une généralisation de la notion de point fixe attractif ou

De point périodique attractif introduite précédemment.

Définition 1.6.1. La distance entre un point z et un ensemble Y est définie par d (z, Y )
=infd(z,y):y €Y

On définit en outre Bs(Y) = {z € X : d(x,Y) < 6}.

xiil



Définition 1.6.2. Soit (X,F) un systéme dynamique et Y C X un sous ensemble non
vide

1- Y est un attracteur si c’est un ferme non vide et invariant tel que pour chaque € > 0 il
existe un 0 > 0 verifiant pour tout point v € X
d(z,Y) <d¥n > 0,d(F"(z),Y) <€ lim d(F,(z),Y)=0
n—oo
2- Y est un attracteur minimal si tout ensemble Z C'Y n’est pas un attracteur.
3- Y est un quasi attracteur sil est [intersection d’un ensemble dénombrable d’attracteurs
mais pas un attracteur.
4- Le bassin d’attraction d’un attracteur Y est défini par

B(z)={z € X : lim,_ oo d(F"(2),Y) =0}

1.7 Transitivité

Définition 1.7.1. Soit (X,F) un systéme dynamique.
1 Un point xq est dit errant si et seulement si il existe un voisinage U de

xo et un ouwvert V tel que pour tout n>0 f*(U)NV =0

2- Un point et non-errant s’il n’est pas errant autrement dit pour tout un
voisinage U de zq et un ouvert V tel que pour tout n>0 f*(U)NV # O

3- On dit que le systéme (X,F) est transitif si tout ses points sont non errants

4- On dit que le point x est transitif si son orbite est dense dens X

Exemple 1.7.1. On va montrer que le system ([0, 1], R1) n’est pas tronsitif

1 11
Soient u ]0,6[,1) }6’3[

onaNn>0:F"(u)Nv=0

1
=
| —
VRN
| I
QO
D~
1
N
Il
—_
W
N —
L

Xiv



Exemple 1.7.2. On va montrer que ([0,1], B(x)) est tronsitif on a :B(x) = 2xmodl
il suffit la preuve pour intervalle c-a-d :

V]a,bl,]e,d[,3In > 0 B"([a,b])N]c,d[# O

Vo € [a,b] I)ien avec Vi a; € {0, 1} tel que

r=0,a10003....... o7 A

Yy €le,d[ (Bi)ien avec Vi B; € {0,1} tel que

x € [a,b] = x =0, 1003....... oy

il suffit d’écrie x sons la forme :

T = 0, a10203....... Oékﬂlﬁ2 ....... ﬁm

B™(x) =0, 1P9.......Bm €lc,d[# O
Donc B™([a,b]) N [c,d] # O

Proposition 1.7.1. ([0, 1], R,) est transitif si « € R\Q

XV



Démonstration. 11 suffit démontrer que 6(0) est dense
Vr e [0,1[, Ve > 0 ,3n € N tel que d(R2(0),x) < ¢
On considere 1’ensemble :

Card({z, Ro(0), RZ(0), ........ S RPH0))) =

A A 1
Ji,j € N tel que d(R’,(0), R?(0)) < 5

1
On choisit pet q e N — < ¢
p

i > j,d(R,,(0), RL(0)) = d(R;(0), Ry (0))

(0%

= d(R57(0),0) = d(R )(0), 0) = d(R3(0),0) < ¢

I'orbite de 0 par rotation 23 donnée un partition du cercle.
Vz € [0,1] 3k € N tel que z € [R}(0), R (0)]

= d(z, R(0)) < e
= d(z,Rg) <€
[

Proposition 1.7.2. Soit (X,F) systémes dynamiques les conditions suivantes sont
équivalentes

(i) (X,F) systémes dynamiques transitif
(ii) Pour tout ouvert U,V C X on peux trouver n € Z tel que UNF~™(V) 40

(iii) L’ensemble des points transitifs est un Gs denses .c’est a dire qu’il inclut ’intersec-
tion dénombrable d’ouvert denses

(iv) L’ensemble des points transitifs n’est pas vide
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mélangeant

Définition 1.7.2. (X F) systémes dynamiques on dit que (X,F) est mélangeant si
seulment si YU,V € X dng € N tel que Vn > ng F~™"(U)NV #0

Remarque 1.7.1. (X,F) mélangeant = (X, F) transitif

1.8 Minimalité

Définition 1.8.1. Soit (X, F) un systéme dynamique on dit que (X, F) est minimal si
seulement si tout les orbites sont denses

Proposition 1.8.1. ([0, 1], R,) ,a € R\Q N[0, 1] est minimal

Démonstration. 11 suffit démontrer que 6(x) est dense
Vo e [0,1], Ve > 0 ,3n € N tel que d(R!(z),x) <€
On considére I’ensemble :

Card({z, Ro(z), R2(Z), ........ RN o)) =p

. . 1
i, 5 € N tel que d(R(z), R/ (z)) < p
Onchoisitpetq€N1<e
p
i > j,d(R,(x), R)(x)) = d(Ry ' (x), R (%))
= d(R;7(2),0) = d(R

J(2),0) == d(Rs(2),0) < e

I'orbite de x par rotation Rz donnée un partition du cercle.
Vo € [0,1] .3k € N tel que = € [R}j(x), REH(:U)]

= d(x, RE(:U)) <€

= d(ZL’, Rﬁ) <€
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1.8.1 Conjugaison topologique

Définition 1.8.2. Soient (X,F),et (X,G) deuz systemes dynamiques et m un application
continue w: X — Y vérifiant tro F =Gom

i- Si  est bijective on dit que T est une conjugaison que et que (X, F),(Y,G)
Sont typologiquement conjugués

ii- Si m est surjectif on dit que T est un facteur et que (X,F) est une
extension de (Y,G) ou que (Y,G) est un facteur(X,F)

iti- Si m est injectif on dit que (X,F) est sous systéme (Y,G)

1.8.2 Points fixes des Fonction conjugués

Soit F et G deux récurrences conjuguées soit z* un poit fixe de la de la fonction F on
a alors :

(mo F)(a") = n(F(2%) = 7(2") = (Gom)(z") = G(n(z"))

D’ou G(m(z*)) = m(x*) ainsi si 2* est un poit fixe de F alors 7(z*)
Est un point fixe de G.

Si m(z*) est conjugaison topologique alors le nombre de points fixesest méme pour les
récurrences F et G

1.8.3 Cycles des Fonction conjugués

Soit F et G deux récurrences conjuguées soit zy un point d’un cycle périodique de
périod k de la fonction F on a alors :

gfoF=Gonr=nmoFor '=@G

D’ou
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G'=(roFornYW=rnoFfort=n0F=G"on

= (mo F*)(xp) = (G* o ) (o) = m(F¥(20)) = G*(n(w0)) = 7(x0)

Ainsi on a G*(7(zg)) = 7(z¢) ainsi 2y un point d'un cycle périodique de période k de
la fonction F on a alors m(zg) est points d'un cycle périodique de période k de la
fonction G

1.9 Equicontinuité et sensibilité

1.9.1 Equicontinuité
Définition 1.9.1. Soit (X,F) un systéme dynamique

On dit qu’un pointe x € X est un point d’équicontinuité s’il vérifie :

Ve > 0,30 >0,V € Bs(x),Vn > 0,d(F"(y) — F"(x)) < €

Remarque 1.9.1. L’ensemble des point d’équicontinuités € est invariant par F

Sensibilité

Définition 1.9.2. On dit que (X,F) est sensible aux condition initiales si pour chaque
poite x € X on a :

Ve>030 >0V € Bs(x) Vn>0d(F*(y) — F"(z)) > €

Proposition 1.9.1. L’ensemble des point d’équicontinuités d’un systéme dynamique
(X,F) est inversement invariant i.e.

Flz)ee=ze€e
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Démonstration. F(z) € € et fixons § qui satisfait la condition de la définition de € pour
F(x) il existe par continuité n tel que V(z,y)d(z,y) <n = d(F"(y) — F"(z)) < ¢
Ainsi si y, z € By(z) F(y), F(2) € Bs(F(x)) dot d(F"(y) — F™"(x)) <€

pour tout n > 0 D’oul x € ¢ O]

Théoreme 1.9.1. (Akin Auslaned Berg 1996) systémes dynamiques transitif est sensible
a la condition initiales ou presque D’équicontinuité
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Chapitre 2

Espaces de Cantor

2.1 Geénéralités sur les espaces topologiques

Définition 2.1.1. (Topologie) Une topologie T sur ’ensemble X est une partie T € P(X)
Vérifiant :

1- L’ensemble vide () et X sont dans 7.

2- 7 est stable par réunions arbitraires.

3- 7 est stable par intersections finies.

Un tel couple (X;7) est appelé espace topologique. Les éléments de T sont Appelés les

ouverts de la topologie. Une partie de X est dite fermée si son complémentaire est ouvert.

Définition 2.1.2. X est un ensemble quelconque et T est famille de tout le sous-ensemble de
X c’est la topologie discrete sur X tout partie de X est un ouvert .dit une espace topologique
discret tout ensemble muni de Topologie discréte.

Exemple 2.1.1.

- X =0, p(X) = {O} est la seule topologie discréte sur X.
- X =A{a}, p(X) ={0,{a}} est la seule topologie discrete sur X.

Proposition 2.1.1. Soit X espace topologique discret les Propositions suiventes sont
vérifices :

1- Tout sous-ensemble de X est un ouvert-fermé;

2- X est complétement métrisable, par exemple par la distance discrete, i.e. la distance

d.

Définie par : d(x,y) = 1 six #y et d(z,x) = 0;
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3- Un espace topologique X est discret si et seulement si tous ses singletons sont
ouverts ;

4- Un espace topologique fini X est discret si et seulement s’il est séparé, auquel cas il
est méme compact.

5- Deux espaces topologiques discrets équipotents sont homéomorphes.

Définition 2.1.3. Soit (E,7) un espace topologique on dit que E est séparé si :
Vr,y € E avec x # vy

AV, € v, IV, € v,, tel que :V, NV, = 0.

Définition 2.1.4. (Point d’accumulation) Soit (E,7) un espace topologique A C E et
xr € E on dit que x est point d’accumulation de A si :

VWeu(z),(V—-{z})NA#£D
Définition 2.1.5. Soit E et F deux espaces topologiques f :E — F une application : on dit

que f est un homéomorphes si : f est bijective et f bi continue (ie f et f~' sont continue).

2.1.1 Compacité

Définition 2.1.6 (Recouvrement ouvert). soit (E,7) un espace topologique .Soit (6;)icr
famille quelconque d’ouvert.

On dit que la famille (6;);c; est recouvre de E si E= U;c[0; on dit aussi que la famille
(0;)icr est recouvrement ouvert E .

Si A C E on dit que la famille est une famille (0;);cr recouvre A si A C U0,

Définition 2.1.7. Soit E un espace topologique séparé. On dit que E est compact si de
tout recouvrement ouvert de F, on peut extraire un Sous-recouvrement fini.

Autrement dit pour toute famille d’ouverts (0;);c; de E tel que
E = U;e16;,il existe un sous-ensemble fini J de I tel que E = U;c;0; c’est-a-dire

E= UQZ = (El]() (ﬁm) Iy <1 tel que E= Uiéloei)

Proposition 2.1.2. Soit X est espace topologique séparé les propriétés suivantes sont
équivalentes :
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(1) X est compact

(i1) De toute famille de fermés de X dont l'intersection est vide on peut extraire une
sous-Famille fine dont ["intersection est vide

Proposition 2.1.3. Soit E un espace topologique séparé alors toute partie compacte de E
est fermée et bornée.

2.1.2 Connexité

Définition 2.1.8. On dit qu’un espace topologique X est connexe s’il n’est pas réunion
De deux ensembles ouverts non vides disjoints. Autrement dit ,pour tous ouverts

Disjoints U et V tels que X = U UV ,alors on bien U =0 ouV = 0.

Proposition 2.1.4. Soit X un espace topologique.les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) L’espace X est connezxe .
(11) L’espace X n'est pas réunion de deux ensembles fermés non vides disjoints.

(111) 1l n’eziste pas dans X d’autres parties qui soient a la Fois ouvertes et fermées que

X, 0.
(v) Toute application continue de X dans 'espae discrete Z est constante.

(v) Toute application continue de X dans l'espace discret {0,1} est constante.

Remarque 2.1.1. Si X est un espace connexe et si A et B sont deux ensemble non vides
et ouverts (reps. fermés) tel que X = AU B, alors AN B = (.

Définition 2.1.9. on dit qu’un espace topologique X est discontinu s’il n’est pas connexe.
Autrement dit, S’il existe deux ouverts disjoints et non vides U et V dans X tels que

X =UUV.

Définition 2.1.10. on dit qu’une partie A d’un espace topologique X et un ensemble
conneze,si A muni De la topologie induite est un espace conneze.
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Exemple
(1)- Tout espace muni de la topologie grossiére est connexe.

(2)- Dans un espace topologique, 1’ensemble vide et tout ensemble réduit & un point
sont Connexes.

(3)- Dans un espace topologique séparé,tout ensemble fini comprenant plus d’un point
et Plus généralement Tout ensemble non réduit & un point et possédant au moins un
point isolé est non connexe.

2.2 Espace de Cantor

2.2.1 Ensemble triadique de Cantor

On construit ’ensemble triadique de Cantor de la fagon suivante :
On commence par 'intervalle Ay = [0, 1]
On enléve le tiers milieu (ouvert) a cet intervalle, ce qui nous donne

1 2
A =10,= =, 11
1 |:73:|U[37]7

On recommence avec les deux intervalles que I'on obtenus :
1 21 27 8
= oo [53]v 55w 5

L’application enlever les tiers milieux des intervalles présents peut étre explicitée de la

maniére suivante : (AU (A 2))
n n +

Ou T est 'opérateur (ablation du tiers central) défini par T : I — Iy U I3
[a,b] = [a,a+ (b—a)/3|U[b— (b—a)/3,b]

On procéde de cette maniére a l'infini. L’ensemble triadique de Cantor est :

+o0
C={)An
=1
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FIGURE 2.1 — Construction de I’ensemble de Cantor. représentent A;,Ay, As, Ay

Ecriture en base 3

On peut aussi définir I’ensemble de Cantor via ’écriture en base 3. En effet
Tout réel z € [0, 1] peut s’écrire xz = Y 7 Zn:

n=1 3n>
Avec x,, € {0,1,2}.0n écrit alors © = 0, x1x2x374T5 . . .
Cette figure un représentent Ecriture en base 3 dans ’ensemble de Cantor

L’ensemble de Cantor est formé des réels de |0, 1] ayant une écriture en base 3

Ne contenant que des 0 et des 2.0u plus formellement :

) , . .
C= {Z3—n Vi € N ,xiG{O,Q}}.

n=1

1
Par exemple Le réel - est dans cet ensemble , puisqu’il admet les deux écritures (0, 1000
et 0,02222) en base 3.

2
Le réel 3 également (0,2000 ou 0,12222). On peut remarquer que parmi les nombres
Admettant un développement propre et un développement impropre, il n’en existe

Aucun dont les deux écritures vérifient la propriété demandée.

XXV



55095
1 22 Izz:_
I | =

I | =

2/3 =
.200000..
020202

e |-
0 HE

12
FIGURE 2.2 — Positions 13 et 1 dans I’ensemble de Cantor.

Proposition 2.2.1. L’ensemble triadique de Cantor C' est aussi l’ensemble des réels de
[0, 1] dont le développement 3-adique ne comporte que des 0 ou des 2.

Proposition 2.2.2. L’ensemble triadique de Cantor C est homéomorphe a {0, 1},
ensemble des Suites de {0,1} Muni de la topologie produit de la topologie discréte sur

{0,1}

u
Démonstration. Soit la fonction f qui a une suite u,, de {0, 1} associe la somme des 2 - 3—:

Cette fonction est injective, clairement. Elle est surjective Voyons maintenant la conti-
nuité De f; en fait on va considérer la continuité de f~!. Pour cela on considére I'image
Réciproque d’un ouvert non vide de la base d’ouverts de la topologie produit constituée des
Produits d’ouverts tels qu'un nombre fini d’ouverts seulement soient différents de{0, 1}. Il
est suffisant pour que I'image réciproque de x soit dans cet ouvert que les premiers chiffres
Soient les mémes, et donc que la distance soit suffisamment petite. Enfin toute fonction
continue Bijective d’'un compact dans un séparé est un homéomorphisme, ce qui permet
de conclure. ]

Proposition 2.2.3. L’ensemble de Cantor est de mesure nulle, c’est-a-dire négligeable au
sens de la mesure de Lebesque. En effet en notant A la mesure de Lebesque sur R , on a :

1- A([0,1]) = 1
2
2- Pour une réunion A,, d’intervalles :N(A,11) = MT(A4,)) = gA(An) ou T est l'opérateur
(ablation du tiers central)

Démonstration. Montrons que C est de mesure de Lebesgue nulle. Au rang n € N on a

1\" 2\"
2™ intervalles de longueur (§> . Donc la mesure de Lebesgue de A,, est A\(A4,) = 3)

Comme la mesure de Ay = [0, 1] est finie, et que les A, sont Décroissants, (N (A,,)
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2 n
lim,, o A(4,) = lim g) = 0 L’ensemble de Cantor est donc " petit " au sens de la

mesure de Lebesgue. ]
Proposition 2.2.4. Chaque points des [’ensemble cantor est point d’accumulation

Démonstration. Il reste * voir que chaque point est point d’accumulation. Prenons un point
no

p € Cete>0.Soit ng € N tel que 3 < €. Alors il existe un C, intervalle de A,,

contenant p. l'étape ny + 1 on obtient deux intervalles C), et C),, contenus dans C,. L'un
de ces deux intervalles contient p, sans perte de Généralité supposons que p € Cp,. Alors
C,, contient un point ¢ € C (il suffit de Prendre un point des extrémités de C,, ) avec

2\
d(p,q) < (5) < € Donc toute boule B(p, €)\p intersecte C .

2.2.2 Deéfinition de la distance dans Espace de Cantor

Lu espace de cantor est un espace métrique muni d’une distance :

Proposition 2.2.5. Soit A% espace topologique compacte
d(z,y)=2"" avecn =min{i > 0: x; # y;, v_; # y_i}

d est une distance Vx,y € A”

Démonstration. On va montrer que d est une distance dans A%

d est bien définie car d(x,y) =2 < oo Vo, y € AZet n €N

Va,y € A% d(z,y) =27" >0

Vérifier que d un symétrique :

— 9—Nn Z
{ dlw,y) =27V, y €A 1ey) = d(y,x) = 27

d(y,z) =27 Va,y € AL

Donc d est symétrique

Montrer inégalité triangulaire c’est-a-dire montrons que Vz,y et z € A% :

d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2)
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On a:min{z; vy, #y_i}+ min{z £y, 2 #yi} <min{z; vy, v #y_i}
= min{x; # yi, T #Yy—if M = min{z; # yi, 2 #Yy-i} Sk
mm{% # Uiy Ty # Yi}

27" <27+ 27" = d(z, 2) < d(w,y) + d(y, 2)

Proposition 2.2.6. Soit AZ espace topologique compacte

Avec x,, et y, deux suite dans {0,1}

d est un distance Vx,y € A”

Démonstration. Montrons que A% est une distance
d est bien définie car d(x,y) < oo Vr,y € AZ
d(xz,y) > 0.

Stz =y=d(z,y) =0.

0o G| Tp — Yn oo n — Tn
d(a.y) = x5 Lol s W=l gy 0) = d(ay) = (o)

Inégalité triangulaire : montrons que Vz,y et z € A% : d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2)

OO’.Tn—Zn’ oolxn_zn+yn_yn’
TEERS ye L i R

<Z yn| Z‘yn_" =d(z,y) +d(y, 2)

=d(x,z) < d(z,y) + d(y, z)
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Proposition 2.2.7. Un ensemble de cantor C est un espace métrique compact.

Démonstration. La compacité provient du fait que c’est une intersection de fermées conte-
nue dans un compact. ]

Proposition 2.2.8. L’ensemble triadique de Cantor C n’est pas conneze.

Démonstration. Un espace X muni de la topologie discréte est totalement discontinu. En
Effet, soit un sous ensemble C' C X contenant au moins deux éléments. Alors C' peut
S’écrire sous forme d’une union disjointe de deux parties non vides de X. Ces parties sont

Ouvertes, donc C' n’est pas connexes. [
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Chapitre 3

Systémes dynamiques définis sur un
Cantor

3.1 Décalage de Bernoulli

Définition 3.1.1. L’application shift ou décalage définie sur I’ensemble AN
(respAZ) dans AN (respAZ) est définie par :

o(z)i = Tin

Proposition 3.1.1. L’application shift sur l'ensemble A% dans A% est une application
bijective.Elle est surjective sur AN

Démonstration. Montrer d’abord que o(x); = ;11 injectif
On va montrer que si o(x); = o(y); = = =y.

On a :0(x); = i41,0(Y)i = Yit1 = Tiy1 = Yip1 Vi € Z alors x = y.

Donc o est injective.
On montre que o est surjective ?

On montre que Vy € AZ 3z € AZ tel que o(x); = .

ye ALz e A" = o(2); = 241 =y

On pose x; = y;_1 d’'ou o(x) = y = o est surjective dans A%

La preuve précédente reste valable pour AY. O

Remarque 3.1.1. L’application shift sur l’ensemble AN n’est pas injective
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Contre Exemple
o:{0,1}" — {0,1}"
xr=01111111.......
y=11111111.......

cad x # y
o(z) = 1111111.......

o(y) = 1111111.......

o n’est pas injective.

3.2 Points fixes et périodiques de la fonction décalage

3.2.1 Points fixes de la fonction décalage

Soit le systéme dynamique , sigma : A* — AZ. Les points fixes de la fonction décalage
doivent vérifier o(x) = z. Par définition de la fonction On doit avoir

VieN:z;, =o0(x); =z

Par conséquent il existe a € A tel que pour tout ¢ € Z x; = a.

Ainsi les nombres de points fixes de la fonction décalage est égal au cardinal A.
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3.2.2 Points Périodiques de la fonction décalage.

Les points périodiques de période 2 de la fonction décalage doivent vérifier la condition

Vi € N: €Ty = 0'2(.'17)1' = 372'_,_2,3(171) € A,VZ S N,.’L‘i =a,Tijr1 = b.

Ainsi les points périodiques sont issus des combinaisons possibles de deux éléments de A.

On peut généraliser ce résultat & aux points périodiques p quelconque qui sont issus
des combinaisons possibles de p éléments de A.

FIGURE 3.1 — Graphe de fonction décalage de Bernoulli.

Proposition 3.2.1. Le décalage de Bernoulli est le conjugué topologique du systéme dou-
blement de période.

Démonstration. Le systéme dynamique doublement de période est donné par :2x mod 1,
zel0,1] =
B 2z sixz €[0,1/2]
B(z) = { 2r —1 size[1/2,1]

Le décalage de Bernoulli est défini par :

o:{0,1}" — {0, 1}"

(xi>i€N — O'(.’L’)l = Ti41 : Vx € {0, 1}N

On définit la fonction 7 : {0, 1} — [0, 1] par :

+oo
x> 7(x) = E 27y
i=0
7 une est fonction bijective
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Onamoo=Bonr

“+o00

(o) = m(r129. .. Tp...) = Z 27y
Br(a)) = B (Z zx>

B(r(z)) = Z 27 g

Proposition 3.2.2. ({0,1}",0) est transitif

Démonstration. On a : ({0,1}",0), o(z); = x4y

YU,V c {0,1}"

In>0:0"(x); = Tpyi

comme U est ouvert In > 0 tel que o™(U) = {0, 1}"

douo™(U)NV =V #£0

Définition 3.2.1. (A%, F) est Systémes dynamique.
On dit que la fonction F est définie par bloc si seulement si Am,a € N tel que
f At 5 A et Pour tout v € AZ eti € N :

F(z)i = f(Tlitmita)

r =max{—m,a} > 0 appelé le rayon de F et d = a —m > 0 son diametre.
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F(x)

FIGURE 3.2 — Graphe de régle locale .

3.3 Reégle de produit

Définition 3.3.1. Soit le systeme dynamique (AZ, P) ou P est défini par :

P(.f)z = (I‘l * 'Ti—l—l) mod 2

3.3.1 Points fixes de Régle de produit

Proposition 3.3.1. Le Régle de produit P est admet deux point fizes (0> et 1°°)c’est a
dire (P(0°) = 0%) et P(1°) = 1)

Démonstration.
x=10111111111............
P(x) =00111111.............

P?(x) = 00011111.........

P™(x) = 00000000......... = P"(z) = 0>

Donc 0% une est point fixe .

r=11111111111............

P(z) = 11111111.............
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P?*(x) = 11111111.........

P*(x) = 11111111......... = P"(z) =1

Donc 1°° une est point fixe .

Remarque 3.3.1. 0° un point fize attractif et 1°° est point fixe instable

FIGURE 3.3 — Graphe de Régle de produit.

3.3.2 Bassin d’attraction des points fixes Régle de produit

Proposition 3.3.2. La Bassin d’attraction des points fixes 0 et 1°° :

B(07) = AX\{1°}
B(1%°) = {1°°} on déduit que le point fixe {1°°} est instable.

Remarque 3.3.2. Le régle produit n’admet aucun point périodique de période > 2

car la réunion de bassin d’attraction deuzx point fize (0° et 1°°) est égale A%

C'est a dire (B(0%°) U B(1%°) = AZ%).

3.4 Reégle de la Somme

Définition 3.4.1. Soit le systeme dynamique (22,5) ou S est défini par :
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S(.T)Z = (SUi—l + $i+1) mod 2

z | 000|001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111

FIGURE 3.4 — Graphe Reégle de la somme

3.4.1 Points fixes dans la Régle de Somme
Proposition 3.4.1. Le Regle de la somme admet deux point fives 0% et (10)*.

Démonstration. Montrer que 0% et (10)°° deux point fixe dans régle de la somme.

On va montrer que S(z); = x; alors on montrer que (x;_; + z;41) mod 2 = ;.

On a (mi—l + Ii-{—l) mod 2 = z; = —x; + (mi—l + xi—l—l) mod2 =0= z; = 0 et
(mi—l + 33i+1) mod 2 =0= xT; = 0et ((xi—l + $i+1) = OOU($i_1 + $i+1) = 2)

Pour (z; =0 et (z;-1 + xi31) =0) = 2,1 = 2; = ;11 = 0 = 0 un est point fixe.
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Pour (z; = 0 et (2,01 + 2i41) = 2) = x; = 0 et x; = ;01 = 1 = (10)* un est point
fixe. H

3.5 Reégle de Majorité

Définition 3.5.1. Soit le systeme dynamique (22, M) ou M est défini par :

Ti1+x; + $¢+1J

T 000 | 001 | 010 | O11 | 100 | 101 | 110 | 111

FIGURE 3.5 — Graphe de la régle de la majorité.

3.5.1 Points fixes de la Régle de la Majorité
Proposition 3.5.1. (22, M) admet deuz point fives 0> et 1°°

Démonstration. Montrer que 0% et 1°° deux point fixe Le régle de la Majorité admet des
points fixes alors M(x); = x;

On a M(z); = z; alors Vcil i :;Z + Tint

(l’z‘_l + xi—&—l) mod 2=0= (l‘i—l + l‘i+1) =2 ou (xi—l + xi—i—l) =0

J = I; = ({L‘i_l +ZL’Z‘+ZL‘Z‘+1) mod 2 = T; =
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Pour (z; 1 +zi11) =0= 2,1 =241 = 0= M(x); =0 = z; = 0 = 0 une est point
fixe.

Pour (z; 1 +zi1) =2= 2,1 =241 =1= M(x); =1 = 2; =1 = 1° une est point
fixe.

3.6 Reégle de Trafic

Définition 3.6.1. Soit le systeme dynamique ((22,T)) ou T est défini par :
T(l')l =1 Tli—14 = 10 ou Tliji+1] = 11

000 | 001 | 010 | 011 | 100| 101 | 110 | 111
0 0 0 1 1 1 0 1

FIGURE 3.6 — Graphe de Régle de la Trafic

3.6.1 Points fixes et périodiques de Régle de Trafic

Points fixes de Reégle de Trafic
Proposition 3.6.1. La Reégle de la Trafic admet deuzx point fizes 0°° et 1°°

Démonstration. Oa va montrer que 0% et 1*° deux point fixe .

la régle de trafie admet des point fixe alors T'(z); = ;. Test définie par :
T(QT)@ =1<= Tli—1,4 = 10 ou Tlii+1] = 11
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pour T'(z); =1 et T'(z); = x; = x; = 1 donc x[; ;41 = 11
d’ou 1% est point fixe .

pour (T'(z); = 0 et T'(x); = z;) = x; = 1 donc zj;_1, = 00.

d’out 0% est point fixe .

Points périodiques de Régle de Traffic

Proposition 3.6.2. La Régle de la Trafic admet deux point périodique (01)*° et (10)* de
période > 2

X 0j1(1]0(1]1(0]0
T) Ljof[1]1]0]1
T2(z) 1[1]0]1
T3 (x) 0|1

donc (01)* un point périodique de période > 2
X 1701111 (1]0](1
Tx) T[T [1[1]1]0
T%(z) 1[1]0
T3(z) 1[0

donc (10)* un point périodique de période > 2

Proposition 3.6.3. (2Y,T) est transitif
Proposition 3.6.4. Régle de Traffic (2V,T) est sensibe .

Démonstration. Comme le régle de trafic est transitif alors d’aprés (Théoréme 1.9.1) de
chapitre 1 on a (2%, T) est sensibe.

]

3.7 Les points d’équicontinuités dans I’espace de Cantor

Définition 3.7.1. Soit (AZ, F) un systéme dynamique
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X V-
Fix)., Fly) -
F(x), Fx):

F3(x),

FIGURE 3.7 — Point équicontiuité d’espace Cantor.

On dit qu’'un pointe x € A% est un point d’équicontinuité s’il vérifie :

Ve > 030 >0Vy € Bs(z) Yn >0 F"(y) € B(F™(x))

Proposition 3.7.1. Le Décalage de Bernoulli n’admet pas de point équicontiuité.

Démonstration. On suppose par absurde que o admet un point d’équicontiuité c’est a dire
Va,y € AZ Ve > 035 > 0Vy € Bs(z) ¥n >0 (6™(y)); € Be((0™(x));)

on a :y € Bs(z) alors d(z,y) < § mais z,y € A? cad d(z,y) = 27" donc 27" < §
D’ou Tl—m,m] = Yl-m,m]-

0(Y)=nn) € Be(0(2)[—pmm)) alors d(o(x)[—mm], 0(Y)[=m,m]) < € mais z,y € Az cad
d(0(2)[=mm]> O(Y)[=mm)) = 27" donc 27" < € D’ou /(&) [—m,m] 7# O (Y)[=m,m]-
d’apres la continuité uniforme de o, 02, ....... o™ donc 0™ (%) [—mm] # 0" (Y)[—m,m]-

contradiction ¢ n’admet pas un point d’équicontiuité
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Conclusion générale

Dans le cadre de ce mémoire, nous avons abordé les principales notions liées au sys-
téme dynamique discret. Dans le premier chapitre nous avons définit les systémes
dynamiques discrets d’une facon trés générale. La théorie des systémes dynamiques
discrets s’intéresse aux propriétés qua qualitatives d’actions de groupes sur des cette
espaces de facon plus intuitive, et nous avons présent systéme dynamique discret est
un couple (X, F).Le premier élément X est un espace métrique compact. L’ensemble
X est dit espace des phases. Le second élément F est une application continue et invariante.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté quelques propriétés de base, dans
espace topologique puis défini ’ensemble triadique de cantor d’une fagon générale et
applique propriétés espace topologique dans cet ensemble.

Dans le dernier chapitre nous avons posé la problématique étudiée dans le cadre de
ce mémoire, il s’agit du probléme dans systéme dynamique symbolique les propriétés
d’analyse n’est pas applicable car dans systéme symbolique le fonction est définie comme
liste (fine ou infinie) des nombre donc cette fonction ne peut pas dire est (dérivable ou
intégrable ...).

Ensuit nous avons présenter quelques régles permetent de résoudre ce type de problémes

Proposition d’une régle qui permet de résoudre le probléme .



Annexes

Programme de fonction Dédecalge de Bernoulli

with(LinearAlgebra) : decalbernoulli := proc (X, p)
local i, j, n, M :

n := nops(X);

M := Matrix(p+1, n);

for i to n do

M1, i] := X]i] end do;

for i from 2 to p+1 do

for j to n do

Mli,j] :== M[i —1,(j mod n) + 1]enddoenddo;
M end proc;

X := [seq((rand(0 .. 1))(), 1 = 1 .. 1000)]
decalbernoulli(X, 100);

le resoultat le Figure 2.1

expliquer cette programme

M est Matrece p+1 linge et n coloun fixe le promier linge avac la lists X

dapre linge doux on a :

i=2j=1;ona:M[21]=M[2-1,(1 mod6)+ 1] = M[1,2] = arz
i=2,j=20na:M22 =M2-1,(2 mod6)+1] = M[1,3] = ar
i=2,j=30na:M[23]=M[2-1,(3 mod6)+ 1] = M[1,4] = a4



i=2 j=6sona:M[26]=M[2-1,(6 mod6)+1] = M[1,1] = a;

0
i=6,j=1l;ona:M[6,1] = M[6—1,(1 mod 6)+ 1] = M[5,2] = a
i=6,=2na:M[6,2] =M[6—1,(2 mod6)+ 1] = MI[5,3] =an

i=6 j=6sona:M[21]=M[6—1,(6 mod 6)+1] = M[5,1] = a5
0

X = [a117012,a13,a14,a15,a16]

Le resoultat donnée la Matrice sauvent :
a1; Aai2 Q13 A4 Q15 0Ae
Q12 Az Q14 Aa15 Qi 0A11
13 Q14 0Aa15 A1 AaA11 aA12
14 Q15 A1 A11 A12 Q13
15 A1 A11 A12 A13 Q14

16 A1l Q12 A13 Q14 0A1s

Programme de Régle de Produit
with(LinearAlgebra) :

majori := proc (X)
local n, i, r, j, M, C:

n := nops(X);

M := Matrix(3*n, 3*n) :
C := Matrix(n, n)

for r to 3 do

for i to n do

M1, (r-1)*n-+i] := X[i] :

end do : end do :
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for i from 2 to n do
for j from i to 3*n-i+1 do

M[i, j] == (M[i —1,j — 1]« M[i —1,j]) mod 2
end do end do;

C := SubMatrix(M, 1 .. n, n+1 .. 2*n); C end proc;
X = [seq((rand(0 .. 1))(),1i = 1 .. 1000)];
majori(X);

le resoultat le Figure 2.2

expliquer cette programme

M :Matrice carré 3n linge et 3n coloun; X :liste de démontion n; C :Matrice carré n
linge et n coloun; le problame de promeir et darniere conposent

pour déclarée le promeir linge de la Matrice M :

MI1,i] := X[i]Vi = 1...n;
M[l,n+1i]:= X[i]Vi=1...n
M1, 2n+1]:= X[i{[Vi=1..n

cad Ajoté méme liste gouche et droite :

d’apre deuxéme linge on a :

Mli,jl:=M[i—1,j =1« M[i—1,j]*« M[i — 1,5+ 1]Vi =2....netj =i..3n —i + 1
le reseltat anlyse abrégée de graphe suivant :

C = SubMatriz(M,1.n,n + 1.2 x n) cad effese dans la matrice M Aprter deitervale
l..netn+1..2n

Programme de Régle de Somme

with(LinearAlgebra) ; somme := proc (X)
local n, i, r, j, M, C:
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1 2 n n+l n+2 2n 2n+l 3n

[ % | X X | X | X X | x: | x; X,
X3 X, | ¥g | Ky Ko | Xo | Xy Aot

FIGURE 3.8 — Graphe de expliquer la Régle de produit .

n := nops(X) :

M := Matrix(3*n, 3*n) :
C := Matrix(n, n) :

for r to 3 do

for i to n do

M|1, (r-1)*n-+i] := X]i]

end do end do :
for i from 2 to n do

for j from i to 3*n-i+1 do

if (M[i —1,5 — 1]+ M[i—1,7+1]) mod 2 > 0 then M[i,j] :=1 else M[i,j] :=0.
end if end do end do :

C := SubMatrix(M, 1 .. n, n+1 .. 2*n)

C end proc;
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expliquer cette programme

le méme prencibe de travail de programme précédant mais d’apre douxéme linge on a
taste si (M|t — 1,5 — 1]+ M[i — 1,7+ 1]) mod 2 > 0 alors M[i, j] := 1 si non M[i,j| :=0

Programme de Régle de Majorité

restart ; with(LinearAlgebra) :

majori := proc (X)

local n, i, r, j, M, C:

n := nops(X);

M := Matrix(3*n, 3*n) :

C := Matrix(n, n)

for r to 3 do

for i to n do

MJ1, (r-1)*n-+i] := X[i] :

end do : end do :

for i from 2 to n do

for j from i to 3*n-i+1 do

i (M[i— 1,5 — 1]+ M[i—1,j] + M[i —1,j +1]) > 2 then M[i, ] := 1
end if end do end do;

C := SubMatriz(M,1..n,n+ 1.2 xn); C end proc;
X = [seq((rand(0..1))(),7 = 1..1000)];

majori(X) ;

le resoultat le Figure 2.4



expliquer cette programme

le méme prencibe de travail de programme précédant mais d’apre douxéme linge on a
taste si 2 < Mi— 1,5 — 1]+ M[i — 1,5] + M[i — 1, + 1] alors M[i, j] := 1;

Programme de Régle de Produit

restart ;

with(LinearAlgebra) ;

traff := proc (X)

local n, i, r, j, M, C;

n := nops(X);

M := Matrix(3*n, 3*n);

C := Matrix(n, n);

for r to 3 do

for i to n do M[1, (r-1)*n-+i] := X][i];
end do end do;

for i from 2 to n do

for j from i to 3*n-i+1 do

if M[i-1, j|+M[i-1, j+1] = 2 or (M[i-1, j-1] = 1 and M[i, j-1] = 0) then M[i, j] := 1
else M[i, j] := 0

end if end do end do;

C := SubMatrix(M, 1 .. n, n+1 .. 2*n);
C end proc;

X := [seq((rand(0 .. 1))(),1 =1 .. 1000)|;

vi



traff(X)

Vil
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