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Introduction générale

La théorie des algebres de Lie a commencé dans le 19 siecle avec les travaux du mathématicien
norvégien Sophus Lie, qui a étudié certaine transformation qui s’appellent maintenant groupe de
Lie. La terminologie d’algebre de Lie a été introduite par H.Weyl en 1934. Cet objet apparut et
joue un role important dans différents domaines des mathématiques dans la théorie des nombres, a
travers les formes automorphismes. En physique théorique, Notamment en physique des particules
ou la relativité générale.

Beaucoup d’algebres de Lie viennent des sous algebres de Lie des transformations linéaires.
Dans ce mémoire, nous sommes basé sur plusieurs livres et articles différents [3], [7], [11] et [2].
La classification a isomorphismes pres des algebres de Lie de dimension finie sur un corps K n’est
pas connue méme lorsque K = R ou C, par exemple nous n’avons pas une classification complete
pour les algebres de Lie de dimension 6, par contre les algebres de Lie nilpotentes ont été classifié
jusqu’a la dimension 7 (voir [12]).

Ce mémoire est subdivisé en quatre chapitres.

o Le premier chapitre est consacré a définir l'algebre de Lie et a donner différents exemples et
propriétés.

o Le deuxieme chapitre consiste a étudier des types d’algebre de Lie (nilpotente, résoluble, simple

et semi-simple).

o Dans le troisieme chapitre, nous étudions la classification des algebres de Lie complexe de

dimension inférieure ou égale a 4.

¢ Dans le dernier chapitre, nous donnerons le type de chaque classe d’algebre de Lie définie

précédamment.



Généralités sur les algebres de Lie

Nous définirons dans ce chapitre les algebres de Lie et nous donnons des exemples illustratifs.
Ensuite, nous étudierons les différentes structures qui nous permettent de manipuler les algebres

abstraites.

1.1 Définitions et Exemples

Définition 1.1.1. Soit K un corps.Une algébre de Lie sur K est un espace vectoriel L muni

d’une application bilinéaire

[]:LxL—1L

(z,y) — [z, 9]

vérifiant les propriétés suivantes :
P1) [z,z] =0, Vx € L. (anti-symétrique)

P2) [z,[y,z]] + [y, [z, z]] + [z, [x,y]] =0, Vz,y,z € L. (identité de Jacobi)
Notation : Le produit [x,y] est appelé crochet de Lie de z et y.

2



1.1 Définitions et Exemples

Remarque 1.1.1. Si la caractéristique ! du corps K est nulle, alors

1. La propriété [z, x] = 0 est équivalente a [z,y] = —[y, z].
En effet, Vx,y € L, on a :
[t +y,z+y]=0.
Par bilinéarité, on a
[z, 2] + [z, y] + [y, 2] + [y,y] = 0.
Comme [z,z] = [y,y] = 0, alors [z,y] + [y, z] = 0.
Ainsi,

[(L’,y] = —[y,l’].

2. Si pour tout x,y € L: [z,y] =0, I'algebre de Lie est dite abélienne ou commutative.

3. La dimension d’une algebre de Lie est la dimension de I'espace vectoriel associé. Lorsque la

dimension de 'algebre de Lie L est finie, on peut définir une base sur L.

Proposition 1.1.1. Soient x,y € L tels que [z,y] # 0, alors x et y sont linéairement indépen-

dants.

Démonstration. Soient «, f € K, montrons que ax + fy=0=a==0.On a

ar+ py=0= [ax + Py, z] =0, Vz € L.
pour z =y, on a :

lax + By,y] = 0= afz,y] + Bly,y] =0
= afz,y] =0

=a=0, car[z,y]#0
Donc, ax + pfy=0= fy =0 pour z ==z, 0n a:

[By,z] = 0= Bly,z] =0
= _6[I7y] =0
= =0, car[z,y]#0

Dot a=p=0.

n termes

1. La caractéristique d’un corps K est le plus petit entier naturel n tel que :n.14 = (14 + 14+ ... +14) =04.

Si n n’existe pas (1 d’ordre infini), la caractéristique de K est nulle



1.1 Définitions et Exemples

Exemple 1.1.1. Soient K = R, z = (11, 22,73) € R3 et y = (y1, 40, y3) € R3.

L’espace vectoriel R® muni du produit vectoriel (z,y) — x Ay qui est défini par
T ANy = (T2ys — TaY2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — Tab).

est une algebre de Lie notée par R3.

L’addition de x et y est définie par
r+y = (21 + Y1, T2+ Y2, T3+ Y3).
Pour tout o € R, A est bilinéaire. En effet, pour tout x,2’, 7,7/ € R3e¢t a« € Ron a :

(x+ax’) Ny = ((x2 + axh)ys — (v3 + axy)ye, (T3 + axy)yr — (21 + ax))ys,
(21 + ax))ys — (22 + axh)y)
= (xz Ay) + oz Ny).

e A (y+ay') = (x2(ys + ayh) — x3(y2 + avh), 23y + o) — 21((ys + ayh),
(z1(y2 + ays) — z2(y1 + o)
=(xANy)+alzAy).

A est anti-symétrique. En effet, Vo € R? on a :
T A x = (Tox3 — T3X9, T3T] — T123, L1y — To2x1) = (0,0,0).
A vérifie l'identité de Jacobi. En effet,
T A (YA z) = (21,22, 23) A (Y223 — Y322, Y321 — Y123, Y122 — Y221)

= y(xo29 + X323, T323 + 121, T121 + Taza) — 2(Tay2 + T3Ys, T3Ys + T1Y1,

T1Y1 + T2y2).
Par identification on aura :

s AYAN2)+yA(zAz)+ 2N (2 ANy) =y(xezs + 2323, X323 + T121, 121 + Taza)—
2(T2y2 + T3Y3, T3Y3 + T1Y1, T1Y1 + T2Y2

z

(

(

2 (yazo + Y323, Y323 + Y121, Y121 + Ya22)+

T(22y2 + 23Y3, 23Y3 + 21Y1, 2191 + 22ya) —
(

y(22me + 233, 233 + 2121, 2121 + 22%2)

0.

Yoo + Y33, Y3T2 + Y121, Y171 + Y2T2)—
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Proposition 1.1.2. Construction d’une algébre de Lie

A partir d’une algébre associative L, on peut construire une algebre de Lie en posant
[v,y] = 2y —yx, Vo,y € L.

Démonstration. Vérifions 'antisymétrie et I'identité de Jacobi.
Soit x € L, alors

[z, 2] = zx — 22z = 0.

Dong, [.,.] est anti-symétrique.

Pour tout z,y,2 € L on a :
2, [y, 2]l + y, [z, 2] + [z, [2,9l] = 2ly, 2] = [y, 2o + ylz, 2] = [z, 2y + 2z, 9] — [, 4]z
=x(yz — 2y) — (yz — 2y)r + y(zx — x2) — (220 — 22)y+
2(zy —yx) — (vy —yr)z
= TYZ — XY — YT + YT + YZxr — Yyrz — zxY + r2Yy-+
ZTY — YT — TYZ + YTz
= 0.
Donc, [.,.] vérifié I'identité de Jacobi. n
Exemple 1.1.2. M,,(K) muni du crochet de Lie défini par :
[A, B] = AB — BA; YA, B € M,,(K),
est une algebre de Lie notée g, (K).

Remarque 1.1.2. Pour toute algebre de Lie, il existe une algebre associative qui contient cette

algebre de Lie. On 'appelle algebre enveloppante.
Exemple 1.1.3. si,,(K) = {A € gl,,(K) : tr(A) = 0} avec le crochet de Lie défini par
[A, Bl = AB — BA; VA, B € sl,(K).

est une algebre de Lie contenue dans une algébre associative M,,(K).

1.2 Homomorphismes et sous- Structures

1.2.1 Sous-algebres et Idéaux

Définition 1.2.1. Soit L une algébre de Lie. Un sous-espace S de L est dit une sous-algébre

de Lie s’il est stable par le crochet de Lie. Autrement dit,

Ve,y € S, [z,y] € S,
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ot bien,

1S, 5] C S.
Exemple 1.2.1. sl,,(K) est une sous-algebre de Lie de g, (K).

Définition 1.2.2. Soit L une algébre de Lie. Un sous-espace I de L est dit un tdéal de L, si
Vee L, Yyel:[z,y| €l
ot bien,
(L, 1] C 1.

Exemple 1.2.2.
1. L’algebre de Lie L est elle-méme un idéal.

2. {0} est un idéal de L.

Définition 1.2.3. Somme directe d’idéaux
Sotent L une algebre de Lie et I, ..., I, une famille didéauzr de L. On dit que L est la somme
directe de Iy, ..., I, si

L=5L& --®I,

comme un espace vectoriel, et [I;, ;] =0, Vi # j.

Définition 1.2.4. Soient L une algebre de Lie et I un idéal de L. On muni l’espace vectoriel
quotient L/I du crochet défini par :

Vo,y€ Lo+ Ly+1] =[xyl + 1
L/I est appelée algébre de Lie quotient

Définition 1.2.5. Centre d’une algébre de Lie
Le centre d’une algébre de Lie noté Z(L) est l’'ensemble des = de L tels que [z,y] = 0 pour tout

y dans L.
Z(L)y={x€ L:[z,y =0, Yy € L}.

Proposition 1.2.1. Si L = Z(L) alors L est abélienne.

Démonstration. Supposons que L = Z(L) et montrons que L est abélienne.
Soit z,y € L, puisque L = Z(L) on a z,y € Z(L). Ceci implique que [z,y] = 0,Vy € L, par
conséquence

[2,y] = 0; Va,y € L.

Ainsi, L est abélienne. u
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1.2.2 Homomorphismes

Définition 1.2.6. Soient Ly, Ly deur K-algébres de Lie, ’application linéaire
® : L — Ly est dite un homomorphisme d’algébres de Lie, si elle préserve le crochet de
Lie, c’est-a-dire :

O([z,ylr,) = [@(2), 2(W)]1, Yo,y € L.

Remarque 1.2.1.
— & est dite monomorphisme si ker(®) = {0}.
— & est dite épimorphisme si ¢(L;) = Lo.
— ® est dite isomorphisme si ® est a la fois monomorphisme et épimorphisme.

— @ est dite automorphisme si 'application ® : L, — L est une application isomorphisme.

Exemple 1.2.3.

1. Soient V un K-espace vectoriel de dimension n et 8 une base de V. Alors 'application

linéaire :
O gl(V) — gl (K)
f—@(f)

ou ®(f) est la matrice de f associée a la base 9B, est un isomorphisme entre les deux
algebres gl(V)? et gl,(K).

2. Soit I un idéal de ’algebre de Lie L. L’application linéaire définie par :

7L —LJI

r—x+1
est un homomorphisme de L. dans L/I dont le noyau est égal a I
ker(m) ={x € L:mw(x) =0} = I.
Cette application est appelée I'homomorphisme quotient

Proposition 1.2.2. Soit ® : L1 — Ly un homomorphisme. Alors, ker(®) est un idéal de Ly,

et Im(®P) est une sous-algebre de Lo.
Démonstration. Soient = € ker(®) et y € Lo, montrons que [z,y] € ker(P),
1e

Oz, y] =0, Vo € ker(¢) et y € Ls.

2. gl(V) est l'algebre des endomorphismes muni de crochet de Lie défini par : [z,y] =x o0y —yox.



1.2 Homomorphismes et sous- Structures 8

On a
@([[E, y]Ll) = [@(m), q)(y)]la = [07 q)(y)]lzz =0, carze ker((I)).

Donc, @[z, y] = 0. D’ot, ker(®)est un idéal de L;.
Montrons que Im(®P) est une sous-algebre de L.

Soient y, y' € Lo. Alors 3z, 2’ € Ly tels que y = ®(x) et y = $(2)

[yvy/]L2 = [q)(x)v(ID(I,)]L2 = CI)([x)g;/]Ll)7

car ® est un homomorphisme

Dong, [y,y'] € Ly. Ce qui montre que Im(®P) est une sous-algebre de L. [ |

1.2.3 Constantes de Structure

Définition 1.2.7. Si L est une algébre de Lie sur K et {ey,.--- ,e,} une base de L ou n € N*.
Alors, [.,.] est déterminé par le crochet [e;, e;] ot i,j € N.
On définit C’fj € K tel que,

k .
lei, e;] = quek, 1<4,5<n.

On appelle les scalaires C’fj les constantes de structure de L.
Les propriétés de la définition 1.1.1 sont exprimées par les relations entre les constantes de

structure.

(P1) & Ct=0, 1<k<n.

En effet,
[62‘, el-] =0= ZC’ﬁek = 0.
k=1
=CF=0,1<k<n.
_ k _ _ ik
[z,y] = —[y,2] & Cf = =C}, 1<k <n.
En effet, pour e;,e; € {e1, -+ ,en} on a

lei, e;] = —[ej, e;] = Zijek =— ZCfiek.
=1
Z (CE + Ch)ey, = 0.

:>C,.’§.+C’.“:O, 1<k<n.
= Ck =-C

G 151,75 <n, 1<k <n.
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(P2) & ) (CLCH+CLCy+ClCi) =0, 1< s <n.

En effet, pour e;, e;, e, € {e1,...,en} on a

[ei, [ej, ex]] + [ej, [ei, ex]] + [ex, [ei, e5]] = O
GZ,Z i €l 6],2 i €] %ZCl el
Par la bilinéarité de [.,.], on trouve :

D Clhleie] + > Ch lejel + Y Cl lex,el] =0
=1 =1 =1

= (Cly [ei e + Cl [ej 1] + Clj [er,e1]) =0

=1

:;Zn:(cy@k ancl es + Cj Z ) es + CL anc,jl es) =0
=1 s=1 s—1
=3 es(Y(ChCi+ ChChi + ClCi)) = 0

s=1 =1

Comme {eq,--- ,e,} est une base, alors

D (CLCh+ CLCy + ClLYC) =0, 1<, j, k<n, 1<s<n.

=1

Exemple 1.2.4. Trouvons les constantes de structure de sly(R) par rapport a la base donnée

01 00 1 0
€1 = , €2 = , €3 = -
00 10 0 -1

[61,61] = [62,62] = [63, 63] =0

par :

[61, 62] — €169 — €261 = €3.
[61, 63] — €163 — €361 = —261.

[62, 63] — €2€3 — €362 — 262.

Ceci implique que
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Les constantes de structure sont :

1
e 1] =Y Cley =0=Cf, = C} = Cf, = 0.
k=1

1
le1, €9] = ZCerk =e3 = 0112 = C122 =0, C’f’Q =1.
k=1

1
le1, e3] = ZC’{%ek = —2¢; = Oy = 2,0}, = C}; = 0.
k=1
1
[ea, e1] = ZC’éﬂek =—e3=0y =C3 =005 =—1.
k=1

1
[ea, €] = chﬁk =0=Cy=C3=0C3=0.
k=1

1
[eg, €3] = ZC’%@ = 2¢9 = C’213 =0, 0223 =2, 0233 = 0.
k=1

1
les, e1] = ZC’glek =2 = C3, =2,C5 = C3, =0.
k=1
1
les, ea] = ZC§26k = —2ey = (3, = 0,02, = —2,C3, = 0.
k=1

1
e, €3] = > Clyer = 0= Ciy = C3y = Cy = 0.
k=1

1.3 Deérivation

Définition 1.3.1. Soient L une algébre de Lie. On appelle une dérivation sur L, toute appli-

cation linéaire D : L — L qui vérifie :
D([a,b]) = [a, D(b)] + [D(a),b], Va,b€ L.
On note par Der(L) l’ensemble de toutes les dérivations de L.

Proposition 1.3.1. Soit L une algebre de Lie, soient aussi Dy et Dy deux dérivations de L,
et A un élément de K.

Alors, les applications linéaires suivantes sont des dérivations de L.

D1 +D2, )\Dl et [Dl,DQ] = D10D2 —DQODl.
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Démonstration. Soient z,y € L et A € K.

1. Montrons que D; 4+ D, est une dérivation de L.

(D1 + Do)([a,y]) = Di([z,y]) + Da([z,y])
= [z, D1(y)] + [D1(2),y] + [z, D2(y)] + [D2(x),y]
= [z, Di(y) + Da(y)] + [D1(2) + Da(x), y]
= [z, (D1 + D2)(y)] + [(D1 + D2)(z), y].

2. Montrons que AD; est une dérivation de L.

(AD1)([z,9]) = AD: ([, y])
= Az, Di(y)] + [D (), y])
= [AD1(2), y] + [z, AD1(y)].
3. Montrons que [D;, Ds] est une dérivation sur L.
(D1, Ds)([z,y]) = (D1 0 Dy — Dy 0 Dy)([z,y])
= (D10 Ds)([2,9]) — (D20 Dy)([2,y])
= Di(Ds([,9])) = Da(D1 ([, 9]))
= Dy ([, Da(y)] + [Da(x), y]) — Da[z, Di(y)] + [D1(2), y])
= Di([z, Da(y)]) + Di([Da(x), y]) — (Da([z, D1(y)]) + D2([D1(x), y]))
= [z, Di(D2(y))] + [D1(x), Da(y)] + [Da(x), Di(y)] + [D1(Da(2), y] =
([z, Da(D1(y)] + [Da(x), Di(y)] + [D1(x), D2(y)] + [D2(D1(x)), y])
= [z, Dy(D2(y))] + [D1(D2(x)), y] — [, D2(D1(y))] = [D2(D1(x)), y]
= [z,(D10 Dy — Dy 0 Dy)(y)] + [(Dy 0 Dy — Dy 0 Dy)(x), 9]
= [z, [Dy, Do](y)] + [ Dy, Do (), y-

Remarque 1.3.1. D’apres la proposition précédente, si D; et Dy sont deux dérivations de L
(D1, Dy € Der(L)), alors [Dy, Ds] € Der(L).
Donc, Der(L) est une sous-algebre de gl(L).

Définition 1.3.2. Application adjointe

Soient L une algebre de Lie et x € L. Pour tout x dans L, on définit ['application linéaire :
ad, :L — L
y — ady(y) = [2,y]
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Cette application est appelée application adjointe de x. On note par ad;, ’ensemble de toutes

les applications adjointes de L.
Proposition 1.3.2. Vz € L, ad, € Der(L).
Démonstration. Par 'identité de Jacobi on a :
ady([y, 2]) = [z, [y, 2]] = =y, [z, 2]] = [z, [z, y]]
= [y, [z, 2]] + [[=, 4], 2]
= [y, ad(2)] + [ad(y), 2].

|
Proposition 1.3.3. L’application linéaire ad : L — Der(L) est un homomorphisme.
Démonstration. Soient x,y € L. Vz € L on a:
adpey)(2) = ([, 4], 2] = =z, [2,9]]
= [, [y, 2]l + [y, [z, 2]
= [, [y, 2]l = [y, [z, ]]
= (ad, o ady)(z) — (ady, o ad,)(z)
= (ad, o ad, — ad, o ad,)(2)
= [ad,, ad,](2)
]

Remarque 1.3.2. Siz € L' = [L, L], alors tr(ad,) = 0.
En effet, il existe y, z € L tel que x = [y, z].
Or
tr(ady) = tr(ady,.) = trlady, ad.] = tr(ad, o ad, — ad. o ad,) = 0.

Proposition 1.3.4. adpest un idéal de Der(L).

Démonstration. Soient f € Der(L) et x € L. Yy € L, on a :

[f,ad.](y) = (f 0 ad, — ad, o f)(y)

= (foad;)(y) — (ady o f)(y)

= f([,]) = [=, f(v)]
[f(@),y] + [2, f()] = [2, f(y)]

= [f(2),y]

= adsm(y), Yy € L.

Donc, [f,ad,] = ads) € ady. ]
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1.4 Représentation d’algebre de Lie

Définition 1.4.1. Soient L une algebre de Lie et V un espace vectoriel. Une représentation

d’algebre de Lie est un homomorphisme d’algebre de Lie

¢: L— gl(V)

x — ¢(x)
Autrement dit, c’est une application linéaire qui vérifie

o[z, ylr) = [0(@)o(W)]av) = d(x) 0 &(y) — ¢(y) 0 d(x), V,y € L.
Une représentation ¢ est dite fidéle si ¢ est injective.
Théoreme 1.4.1. [4] Toute algébre de Lie de dimension finie admet une représentation fidéle.

Définition 1.4.2. Représentation adjointe
1l existe une représentation donnée par les constantes de structure d’une algébre de Lie. On

lappelle la représentation adjointe et est définie par :

ad: L — gl(L)

x:— [z, ]

avec ad,(y) = [z, y].

Exemple 1.4.1. Soit L une algébre de Lie de dimension 3 et {ej1, eq, €3} une base de L telle que

[61762] =é€3, [62,63] =€, [63761] = €2.

alors,
ade, (1) =0 ade,(e1) = —es ade,(e1) = e9
ade, (e3) = e3 ade,(e2) = 0 ade,(e3) = —eq
ade, (e3) = —eq ade,(e3) = ey ade,(e3) = —eq
On a les représentations adjointes suivantes
0 0 01 0 —1 0
ade, =1 0 0 —1 |,ade, = 0 0 0 |,ade, 1 0 0
0 -1 0 0 0 0 0
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Définition 1.4.3. La forme de Killing K est une application bilinéaire symétrique,
K: LxL—K

définie par
K(z,y) = tr(ad, o ady), Yo,y € L.

Définition 1.4.4. La forme de Killing est dite non dégénérée si le déterminant de la matrice

associée a cette forme est non nul. Elle est dite dégénérée s’il s’annule.

e :
ker(K) # {0}.
Exemple 1.4.1. Soient L = slo(R) et {ey, eq, €3} la base définie dans 1'exemple 1.2.4. On a
00 -2 0 00 0
ade, =10 0 0 |,ade,=]10 0 2],ade;=10 =2 0
01 0 -1 0 0 0 0 O

La matrice associée a la forme de Killing est

K(ei,e1) K(ep,es) K(eq,es)
Mg (e1,es,e3) = | K(eg,e1) K(ez,ez) K(ea, es)
K(eg,e1) K(es,es) K(es,es)

0 40

=14 0 0

0 0 8

Le déterminant de cette matrice est égal a —128. On déduit donc que la forme de Killing est non

dégénérée.
Proposition 1.4.1.

1. Si®: L — L est un automorphisme de L, alors
K(®(z), ®(y)) = K(z,y), Vz,y € L.
2. La forme de Killing est invariante, ¢’est a dire :
K([z,y],2) + K(y, [z, z]) =0, Vz,y,z € L.

3. Si 1 C L est un idéal, alors la restriction de la forme de Killing de L a I est une forme
de Killing de I. C’est a dire :

KL(xay) = K[(l’,y), V%y el
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Démonstration.

1. On sait que ad,(y) = [z,y], donc

ade()(y) = [®(7),y]

adg(z) 0 adgyy = P o ad, o dtodoad,od?
= P oad, oad, od~ L.

D’autre part,

tr(ade() o adyy)) = tr(® o ad, o ad, o ')
= tr(ad, o ad,).

D’ou,

2. 0n a

adjz ) © ad, + ady o ady, ) = (ad, o ad, — ad, o ad,) o ad. + ady o (ad, o ad, — ad, o ad,)
= ad, o ady o ad, — ad, o ad, o ad, + ad, o ad, o ad, — ad, o ad, o ad,

= ad, o (ad, o ad,) — (ad, o ad,) o ad,.

Or,

tr(ad, o (ad, o ad,) — (ad, o ad,) o ad,)) = 0.
D’ou,

tr(adpgy o ad.) + tr(ady o ady,,.)) = 0.

Ainsi, K([z,y], 2) + K(y, [z, 2]) = 0.
3. Posons L =1& L/I et soit x € I, alors ad,(L) C I.
On sait que [I,L/I] = 0 (d’apres la définition de la somme directe des idéaux), donc pour tout
re€letye L/l :ad,(y)=0.
Ceci implique que pour tout z,z € I et y € L/I, [x,[z,y]] = 0.
Donc, tr, (z,2) =0, Va,z € I.
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Par conséquence pour tout a,b € I on a :

K, (a,b) =tr,(ad, o ady) = tr,(ad, o ady) + tr, , (ad, o ady)

o

tr,(ad, o ady)
K. (a,b).

Remarque 1.4.1. ker(K) = {z € L/K(z,y) =0,Yy € L} est un idéal de L.
En effet, Posons x € ker(K) et y,z € L et montrons que [z, y] € ker(K).
Comme z € ker(K), alors

K(z,[y,z]) =0.

Et par 'associativité de la forme de Killing, on trouve que
K([z,y],z) = 0.

Dou, [z,y] € ker(K).



Diftérents types d’algebres de Lie

Dans ce chapitre nous allons étudier des types d’algebres de Lie (nilpotentes, résolubles,
simples et semi-simples), et leurs résultats fondamentaux. Notamment les theoréemes de Lie et

d’Engel, les criteres de résolubilité et de semi-simplicité de Cartan.

2.1 Algebres de Lie nilpotentes

2.1.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1. Série centrale descendante

Soit L une algébre de Lie, on définit la suite décroissante (Ly)nen de L par :
Lo=L, Ly=LW =[L,L], Ly=[L,Ly],..., L, = [L, L, 1]-

Cette suite est appelée la série centrale descendante de L.
Ona:
L=LyD>Li DLyD---DL,.

Remarque 2.1.1. L, est un idéal de L, Vn > 0. En effet, par récurrence sur n.

Pour n = 0, L est un idéal. Supponsons que L,_; est un idéal de L et montrons que L,, est un

17
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idéal de L.
[ ] [Lv [L Ln 1“
C [[L, L], Ln-1] + [L, [L, L]
CIL, L]+ [L, L]
C [L,Ln 1] Ly

Proposition 2.1.1. Soient Ly et Ly deux algebres de Lie sur K et ¢ un homomorphisme surjectif

de Ly sur Lo. Alors pour tout entiern € N, on a :

¢(L1,n) — L2,n-

Démonstration. Par récurrence, pour n = 0 'égalité est vraie (¢(L;) = Lo).
Supposons qu’elle est vraie a 'ordre n (ie ¢(Ly,) = L2,) et montrons pour l'ordre n + 1.

On a

¢(Liny1) = O([L1, L) = [0(L1), ¢(L1p)] = [La, Loy] = Loy
D'ou, ¢(L1,,) = Lay; Yn e N. ]
Définition 2.1.2. Une algébre de Lie L est dite nilpotente si la suite(L,),en $’annule pour un

certain n > 0

Autrement dit, 3 n > 0 tel que L, = {0}

Exemple 2.1.1. L’algebre n,(K) des matrices triangulaires supérieures strictes sur Kest une

algebre de Lie nilpotente.

Remarque 2.1.2. Si L est abélienne alors elle est nilpotente.

Si L est abélienne, alors pour tout x, y dans L on a [z,y] = 0.

Donc L; = {0}, ce qui montre que L est nilpotente.

Proposition 2.1.2. Pour toute algebre de Lie L, on a :
1. Si L est nilpotente alors toute sous-algébre de L est nilpotente.
2. S1 L/Z(L) est nilpotente alors L est nilpotente.
3. si L est nilpotente et L # {0} alors Z(L) # {0}

Démonstration.
1. Soit L une algebre de lie nilpotente d’indice k et .S une sous algebre de L.
On sait que S; C L; Vi € N, donc Sy C Ly = {0}. D’ott, S est nilpotente.
2. Supposons que L/Z(L) est nilpotente. Donc il existe un entier k € N tel que
(L/Z(L))r = {0}. D’autre part, on sait que Ly, C Z(L), ce qui montre que Ly, L] = {0},
autrement dit Ly, = {0}. D’ou, L est nilpotente.
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3. Supposons que L est nilpotente d’indice k. On a donc Ly_; # {0} et [L, Ly_1] = {0}.
Donc, Ly_1 C Z(L). D’ou, Z(L) # {0}.

2.1.2 Théoreme d’Engel

Lemme 2.1.1. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur K et soit L une sous algebre de

gl(V). Six:V — V est nilpotent, alors ad, : L — L est nilpotente.

Démonstration. Soit y € L, on a

(ad,)*(y) = (ad, o ad,)(y) = [z, [z, y]]
= [z, [zy — y]]
= x(zy —yx) — (2y — ya)z
= 2%y — 2zyx + yai.

(ad.)*(y) = (ad, 0 ad, o ad,)(y) = [z, [z, [z, y]]]
= [z, 2%y — 2zyz + ya?]
= 2(2%y — 2zyz + y2?) — (2%y — 2xyx + ya?)z
= 2%y — 3x%yx + 3wyx® — ya®.
On peut montrer par récurrence que (adx)m(y):Z(—l)m’kC;”xkyxm’k :

k=0
Les termes de cette somme sont de la forme zFyz™ %, 0 <k < m.

Posons r I'indice de nilpotence de z, pour k > r et m—k > r tous les termes de (ad,)™ s’annulent
et dans ce cas m > 2r. Ceci implique que (ad,)™(y) = 0 pour tout m > 2r.

D’ou, ad, est nilpotent. [ ]

Lemme 2.1.2. Soit L une sous-algébre de gl(V') telle que V' est un espace vectoriel de dimension

fini. Si L constitue d’endomorphismes nilpotents et V # {0} alors
Jv €V telle que x(v) =0, VY € L.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension de L.
Si la dimension de L est égal a 1, donc il existe un unique vecteur de base noté z. Prenons un

vecteur quelconque v de V' et déffinissons la suite suivante :
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On sait que z est nilpotent, posons n son indice de nilpotence.

Alors, v, = 2" (vg) = 0 (car 2™ = 0). Ce qui montre que z(v,—1) = 0.

Supposons maintenant que le résultat est vrai pour une algebre de dimension inférieure a la
dimension de L. Soit K une sous algébre maximale! L (elle existe car L est de dimension finie).
Montrons que K est un idéal de L. On sait que tout élément de L est nilpotent et ady € gl(L)
pour tout k € K, d’aprés le lemme 2.1.1 :

Vk € K ady, : K — gl(L) est nilpotente.

En prenant ad, : K — ¢l(L/K), on a ad,(l + K) = [k,l] + K, pour tout [ € L.

Soient a,b € K on a :

lad,, adp|(l + K) = ad,([b, 1] + K) — ady([a,l] + K)
= la,[b,l]+ K| = [b, [a, 7] + K]
= [a, [b,1]] — [b, [a,z]] + K
= [[a,b],z] + K
= adp (v + K).

D’ou, adg est une sous algebre de gl(L/K) et (dimadx < dimL). D’aprés '’hypothese de récur-
rence, il existe | + K € L/K tel que ad,(l + K) = [a,l] + K = 0, pour tout a € K.

Posons K' = K & (y) (y ¢ K), il est clair que K’ est une sous algebre de L qui contient K et
d’aprés la maximalité de K, on déduit que L = K’ = K @ (y). Comme K est un idéal de K’, il
s’ensuit que K est un idéal de L.

On définit maintenant :

W ={veV/kv)=0, Vk € K}.

Montrons d’abord que W est invariant sous L, c¢’est a dire pour tout v € W et x € L on a :
kox(v)=0,VkeK.

En effet, kox =z ok + [k, z], avec [k,z] € K (car K est un ideal de L).

(kox)(v) = (xok)(v)+ [k, x](v) = (ko)x(v) = (x 0 k)(v) + [k, z](v) = 0. D’ou W est invariant
sous L. En particulier, W est invariant sous (y) et y(v) = 0.

Finalement, on sait que pour tout x € L, il existe k € K et a € K tel que x = k 4+ ay. Alors,
z(v) = k(v) + ay(v) = k(v) + ay(v) =0, Vo € L.

D’ou, le lemme est démontré [ ]

1. La sous algebre maximale est la plus grande sous algebre par dimension.
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Théoréme 2.1.1 (Théoreme d’Engel).

Une algebre de Lie L est nilpotente si et seulement si
Vee L, ad, : L — L.

est nilpotente.

Démonstration.

—) Supposons que L est nilpotente, d’aprés la proposition 2.1.2 on a ad, est nilpotente.

<) Supposons maintenant que ad, est nilpotente et montrons que L est nilpotente. On raisonne
par récurrence.

Si dim L = 0, L est nilpotente. On suppose que le théoreme est vrai pour une algebre de Lie de
dimension inférieure a n et soit L une algebre de Lie de dimension n.

D’apres le lemme 2.1.2; il existe y € L, (y # 0) tel que [z,y] = 0 Vx € L. Ce qui prouve que
Z(L) est non trivial. Posons Ly = L/Z(L), d’apres I'hypothese de récurrence L, est nilpotente
(dim L; < dim L) et d’apres la proposition 2.1.2, L est nilpotente. [ |

2.2 Algebres de Lie résolubles

2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.2.1. Serie dérivée

Soit L une algebre de Lie, on définit la suite (L™),en de L par :
LO=1 W=r=[L1L], L® =L, W), ... LW =LY [r-1]

Cette suite est appelée la série dérivée de L et LW l'algébre dérivée de L.

Notons que cette suite est décroissante
L=LO>LW>51®>5...5LM

Remarque 2.2.1. Pour tout n > 0, L™ est un idéal de L. En effet, comme L(® = L alors L)

est un idéal. Supposons que L™ est un idéal de L et montrons que L™V est un idéal de L

[L, LU0 = [L ,[L(” L™]]
C [[L, L™], L) + [L™, [L, L™
C [L nog(n ] [L(”),L(”)]
C[L (n) L(”)] L+

D’ou, Pour tout n > 0, L™ est un idéal de L.
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Proposition 2.2.1. Soient Ly et Ly deux algébres de Lie sur K et ¢ un homomorphisme surjectif

de Ly sur Lo. Alors pour tout entiern € N, on a :
(L") = Ly

Démonstration. Par récurrence sur n, pour n = 0 I'égalité est vraie (¢(L1) = Lo).

Supposons qu’elle est vraie a I'ordre n (ie ¢(L§n)) = Lg")) et montrons pour l'ordre n + 1.

On a
S(LY) = o (LY, L1115, = [o(L), o(LS )i, = [L8Y, LSV]p, = LYY,

Dot, ¢(L™) = LV:vn € N. n

Définition 2.2.2. L’algébre de Lie L est dite Tésoluble si la suite (L™),en 8’annule pour un
certain n > 0. Autrement dit, 3 n > 0 tel que L™ = {0}.

Remarque 2.2.2. Si L est nilpotente alors elle est résoluble.
Montrons par récurrence que L*) C L. Vk > 0.
Pour k = 1, L; = LM par définition. Supposons maintenant que le résultat est vrai au rang

k — 1 et montrons pour le rang k. On a

L® = (L&D pE0) C (L, L% Y] C (L, L] = Ly.

Donc, L® C L, Vk € N.
Ainsi, s'il existe un entier k tel que L, = {0} (I'indice de nilpotence), alors pour ce méme k, on
a L® = {0}.

D’ou, L est résoluble.
Proposition 2.2.2. Soit L une algebre de Lie.

1. Si L est résoluble, alors toutes les sous-algébres de L sont résolubles.

2. Si I est un idéal résoluble tel que l'algébre quotient L/I est résoluble, alors L est aussi

résoluble.

Démonstration.
1. Soit S une sous-algebre de L, comme L est résoluble, il existe un entier naturel m tel que
L™ ={0}. Or, S c L® Vi > 0, alors S™ = {0}. D’ot1, S est résoluble.
2. Soit 7 : L — L /I ’homomorphisme quotient, comme L/ est résoluble, il existe un entier
naturel m tel que (L/I)(™ = {0}.
Donc, w(L™) = (L/I)™ = 0. Ainsi, de 'exemple 1.2.3 L(™ C I. Comme I est résoluble,

alors L™ est résoluble. D’ou L est résoluble.



2.2 Algebres de Lie résolubles 23

Proposition 2.2.3. Soit L une algébre de Lie de dimension finie. Il existe un unique idéal
résoluble R de L qui contient tous les idéaux résolubles de L.

Cet idéal est appelé le radical de L et on le note par rad(L).

Démonstration. Soit R un idéal résoluble maximale? de L. Supposons que I un autre idéal

résoluble de L, alors R + I est encore un idéal résoluble de L
[L,R+I]=[L,R|+[L,I]C R+ 1.
tel que RC R+ 1 et dim R < dim(R + I).

Comme R est maximal, alors dim R = dim(R + I). D'ou, R= R+ I. n

2.2.2 Théoreme de Lie et conséquences

Dans ce paragraphe, on considere que le corps de base K est de caractéristique nulle.

Définition 2.2.3. Drapeau d’un espace vectoriel
Le drapeau d’un espace vectoriel V de dimension fini (dimV < +00), est une suite finie stric-
tement croissante de sous espaces vectoriels de V, commencant par l’espace nul {0} et se

términant par l’espace V.
{0}=WhcWViCc..CVi 1 CVp=V
St dimV =n, alors dimV; = d; ; 0 <1 <k forment une suite finie strictement croissante.
O=dy<di <..<dp_1<dpr=n
Sid; =i ;Vi € {0...k}, alors le drapeau est total ou complet.

Remarque 2.2.3. Un endomorphisme u de V est trigonalisable si et seulement s’il existe un

drapeau total de V stable (invariant) par u.

Exemple 2.2.1. Si V = R", alors la suite de sous-espaces
{0} cRCR?*C---cR"'CR™

forme un drapeau complet pour ’espace vectoriel R™.

2. R est dite un idéal maximal de L si R est le plus grand idéal par dimension.
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Définition 2.2.4. Soient L une algebre de Lie et V' un espace vectoriel.

On dit que V' est un L-module si il existe une application bilinéaire ¢ définie par :

p: LxV —V

(x,v) —> x-v

et tel que
[yl v=z-y-v—y-xz-v z,y€LiveV.

Si o L — gl(V) est une représentation de L, alors on peut voir V. comme un L-module,
en posant x - v = @(z)(v). Inversement, si V un L-module, alors cette équation définie une

représentaion p : L — gl(V)

Théoréme 2.2.1. (Théoréme de Lie)
Soient L une K-algebre de Lie résoluble, V' un K-espace vectoriel non nul de dimension finie
(dimV =n) et & : L — gl(V') une représentation linéaire de L dans V.

Si K est algébriquement clos?, alors il existe un vecteur propre v non nul pour tous les éléments
de ®(L).

Démonstration. Soient L une K-algebre de Lie résoluble, V' un K-espace vectoriel non nul de
dimension finie et ® : L — ¢l(V') une représentation linéaire.

Par récurence sue la dimension de L. Si dim L = 1, alors ®(L) consiste des multiples d'un seul
endomorphime, et le résultat suit. Supposons que le théoreme est vrai pour toute algebre de Lie
résoluble de dimension inférieure a la dimension de L.

Comme L est résoluble, L' = LW = [L, L] & L.

Soit I un sous espace de L de codimension? 1 et tel que L' C I. C'est un idéal de L
I>L =[L, LD L]

Donc, I est résoluble. De ’hypothese de récurence, on peut supposer l'existence d'un élément
e €V tel que ®(a)e = A(a)e Ya € I, ou A(a) est une fonction scalaire définie pour a € I.
Soit o € L de sorte que L = (xq) @ I, et soit

e1=0, e =e, e,=2C(vg)e, .

Posons E = (eg,€1,...,€p,...). Alors ®(x¢)E C E. Soit maintenant v un vecteur propre pour
®(xp) dans E.

3. K est dit algébriquement clos si tout polynéome de degré supérieur ou égal a 1, a coéfficients dans K,

admet (au moins) une racine dans K.
4. La codimension dans un espace vectoriel V d’un sous-espace vectoriel F est la dimension de 'espace

vectoriel quotient V/F.
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On doit montrer que v est un vecteur propre pour ®(a) Va € I.

D’abord, montrons que :
P(a)e, = AM(a)e, mod (eg,e1,...,6y-1), Va € I. (2.1)

Par récurrence sur p, la formule (2.1) est vraie pour p = 0, de la définition de ey. Supposons que

(2.1) est vraie pour p, alors

®(a)epir = P(a)@(z0)ey
(

la, zo))e, + P(z0)P(a)e,

)
la, xo])e, + (z0)P(a)e, mod (eg,eq,...,€p1)

P
Al
A[a, zo))ep + Aa)P(zo)e, mod (eq, €1, .., ep—1, P(x0)eg, ..., P(z0)ep—1)
Aa)®(xo)e, mod (eg, €, ...,€p)

Al

a)ep+1 mod (eg,e1,...,€p).

Dong, (2.1) est vraie pour p+ 1. D’out (2.1) est vraie Vp > 0.
En suite, montrons que

A([a, zo]) =0 Va € I. (2.2)

En effet, (2.1) implique que ®(a)E C E et donc la matrice associée a ®(a) relativement a la base

€o, €1, ..., est de la forme

Ainsi, tr(®(a)) = A(a) dim E.
Comme [a,xo] € I (car [a,zo] € L' C I), alors tr(®([a, o)) = M[a, z0]) dim E.
Or,

tr(®([a, zo))) = tr(®(a) o ®(xy) — P(zq) o P(a)) = 0.

Donc,

Mla, o)) dim E = 0.

Et comme K est de caractéristique nulle, alors A([a, zo]) = 0.
D’ot, la formule (2.2) est vraie pour tout p > 0.

Maintenant, montrons que

®(a)e, = Ma)e, Va € 1. (2.3)
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Pour montrer (2.3), on procede par récurrence sur p. Pour p = 0, la formule est vraie par définition
de eg.

Supposons que (2.3) est vraie pour p, alors

B(@)eps1 = B(a)B(z0)e,
= ®([a, zo])e, + O(20)P(a)ey
= M[a, zo))e, + P(zo)A(a)e, par hypothese de récurrence
=0+ Aa)ey,11  par (2.2)
= Aa)epi1.
Do, (2.3) est vraie pour tout p > 0.
De (2.3) on déduit que ®(a)xr = A(a)z Vx € E et en particulier pour x = v. Donc, le vecteur

propre v de ®(xg) est aussi un vecteur propre de ®(I), par conséquent pour L = (xg) & I.

Le theoreme est démontré. ]

Remarque 2.2.4. Le théoreme est I’étape de base dans une induction qui montrera que V' a une
base dans laquelle toutes les matrices de ®(L) sont triangulaires. Cette conclusion finale apparait

dans le corollaire 2.2.1 ci-dessous.

Définition 2.2.5. Soit ® une représentation linéaire de l’algébre de Lie L dans un espace vec-
toriel de dimension fini V', et soit U CV un sous espace invariant (P(L)U C U).
Alors, la formule

O(x)(v+U)=0(x)(v)+U xze€Letvel. (2.4)

définie la représentation quotient de L dans V/U. Le polynome caractéristique de ®(x) dans V
est le produit de les polynomes caractéristiques de ®(x) dans U et V/U.

Donc les valeurs propres de V/U forment un sous ensemble de celui de V.

Corollaire 2.2.1 (Téoreme de Lie). Selon les hypotheses du théoréme 2.2.1 sur L, V, ® et K,

1l existe une suite de sous espaces
V=12 V22V, ={0}

de sorte que chaque V; est stable sous ®(L) et dimV;/V;y; = 1.

Par conséquent, V' a une base telle que toutes les matrices de ®(L) sont triangulaires supérieures.

Remarque 2.2.5. La suite des sous espaces définie dans le corollaire 2.2.1 est appelée le drapeau

invariant de V.

Démonstration. Par récurrence sur la dimension. Le cas dim V' = 1 est trivial.

Si V est donné, trouvons par Théoréme 2.2.1 un vecteur propre v # 0 pour ®(L) et posons
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U = (v). Alors, U est un sous-espace invariant et ®(L) fournit une représentation quotient sur
V/U, ou dim(V/U) < dimV = n.

Par hypotheése de récurrence, il existe un drapeau invariant pour V/U
VIU=Wy2W; 2--- 2 W, ={0}.

de sorte que chaque W; est stable sous ®(L) et dim W;/W;,; = 1.
Posons V; = o1 (W;), ot 0 : V. — V/U est I'application quotient et prenant V,, = {0}.
On aura

V=V%2W2 -2V, 2V,={0}

D’ou, le résultat est démontré. [ ]
Le corollaire suivant donne un résultat congernons l'algebre dirévée lorsque L est une sous-
algebre de gl(V).

Corollaire 2.2.2. Soit L une sous-algébre résoluble de gl(V'), V est un espace vectoriel de di-
mension n. Alors il existe une base de V sur laquelle toute élément de L' est représentée par une

matrice triangulaire supérieure stricte. De plus, tr(x oy) =0 pour tout x € L et y € L.

Démonstration. Soit x € L', alors il existe y,z € L telq que z = [y, z]. D’aprés le corollaire
2.2.1 de Lie, tout élément de L est représentée par une matrice triangulaire superieure.

D’ou, y, z sont représentés par des matrices traingulaire supérieure. On a alors,

Y11 (*) 21,1 ()

Y22 22,2
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v=yz]=yoz—zoy

Y11 (*) 21,1 (*) 21,1 (*) Y11 (*)
- Y22 ) _ %22 Y22

(O) Yn,n (O) Zn.n (0) Znn (0) Yn,n

Y1,1%1,1 (*) 21,1911 (*)
B Y2,2%22 B 22,2Y22

(0) Ynn?33 (0) Zn,nY3,3
0 (*)
0
(0) 0

Par suite, x est représenté par une matrice triangulaire supérieure stricte.
De plus pour x € L et y € L', x oy sera représenté par une matrice triangulaire supérieure stricte.

D’ou, tr(zx oy) =0 pour tout x € L et y € L. [ |

Proposition 2.2.4. Soit L une sous-algébre de Lie de gl(V') avec V est un espace vectoriel de

dimension finie. Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
1. L est résoluble.

2. L'est nilpotente.

Démonstration.

<) Puisque L’ est nilpotente, alors L’ est résoluble et par conséquence L aussi est résoluble.
=) Supposons que L est résoluble, D’aprés le corollaire 2.2.1 de Lie il existe une base de V' sur
laquelle adj, est représentée par une matrice triangulaire supérieure. D’autre part, on sait que
pour toute x € L' ady, est représentée par une matrice triangulaire supérieure stricte.

D’ou, ad;, est nilpotente et d’aprés le theoréme d’Engel on deduit que L’ est nilpotente. [ ]

Lemme 2.2.1. [7] Soient A,B deuzx sous espaces de gl(V') tels que A C B et dim(V') < oo.
Posons M = {x € gl(V) : [z, B] C A}, et supposons que pour x € M on atr(zoy)=0VYy € M.

Alors, x est nilpotent.

Théoreme 2.2.2. Critére de résolubilité de Cartan.
Soit L une sous algebre de gl(V) et dim(V') < oco. Si tr(x oy) = 0 pour tout x € [L, L], y € L.

Alors L est résoluble.
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Démonstration. D’aprés la proposition 2.2.4, il suffit de montrer que [L, L] est nilpotente.
Pour cela, il suffit de montrer que pour toute x € [L, L] est nilpotent. En appliquant le lemme

précédant, posons
A=I[L/Ll, B=LetM={xegl(V):[z,L] CI[L, L]}

Evidemment, L C M. On a supponser que tr(z oy) = 0 pour tout = € [L, L], y € L; or pour
utiliser le lemme précédant on doit montrer que tr(z oy) =0 pour x € [L, L] et y € M.

Soit x € [L, L], alors il existe u,v € L tel que = = [u,v]. Pour z € M on a

tr(lu,v] o z) = tr

Il
~
=
IS
[©)
Qe
@)
I
|
Qe
O
N
O
)

=tr(uo(voz))—tr(uo(zow))
=tr(uo(voz—zow))
= tr(uo [v,z2])

Donc,

tr(fu,v] o z) = tr(uolv, z]).

Et par un calcul similaire, on touve que
tr([u,v] o 2) = tr(uo [v,2]) = tr([v, 2] o u).

D’aprés la définition de M, [v, 2] € [L, L]. D’onc, tr([v, z] ou) = 0.
Ce qui montre que tr([u,v] o z) = 0 et donc tr(z,y) = 0 pour x € [L,L] et y € M.

On conclut que z est nilpotent. Par conséquence, [L, L] est nilpotente et L est résoluble. [ ]

Corollaire 2.2.3. Soit L une algébre de Lie tel que tr(ad, o ad,) = 0,Yx € L et Yy € L'.

Alors, L est résoluble.

Démonstration. Appliquant le théoreme pour ady, C gl(L), alors ady, est résoluble.

Ceci implique que Z(L) = ker(ady) est résoluble. Pour montrer que L est résoluble il suffit
appliquer la proposition 2.2.2.

En effet, L/Z(L) est isomorphe & ady, donc L/Z(L) est résoluble.

Proposition 2.2.5. Soit L une algébre de Lie résoluble sur K, et p une représentation linéaire

sur un espace vectoriel de dimension fini.

p:L— gl(V).
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Alors on a
K,(z,y) =0, Vo € L et ¥y € LW.
C’est a dire :

tr(p(z)p(y)) =0 Vo € L et Vy € LW,

Démonstration. Soit K une cloture algébrique® de K, remplacons V par V @K pour se ramener
au cas ot K = K. D’aprés le théoreme de Lie (corollaire 2.2.1), il existe une base B de V pour
laquelle p(z) est triangulaire supérieure. Alors, pour tout y € L p(y) est triangulaire supérieure

avec des 0 sur la diagonale, et pour le produit p(z) o p(y) il en est de méme. Par conséquent :

Kp(z,y) =tr(p(z)p(y)) = 0.

2.3 Algebres de Lie simples et semi- simples

2.3.1 Définitions et propiétés

Définition 2.3.1. L’algebre de Lie L est dite simple si L est non abélienne et elle ne contient
pas d’idéauz autre que {0} et L.
Comme toute algebre de Lie de dimension 1 est abélienne, alors L’algebre de Lie simple est de

dimension supérieure ot égale a 2.

Exemple 2.3.1. si3(C) est une algebre de Lie simple. En effet, soit {ey, e2, e3} la base de définie

dans 'exemple 1.2.4. Donc
[617 62] = €3, [ela 63] = _2617 [627 63] = 262'

Il est clair que slp(R) est non abélienne. Puisque tout crochet des vecteurs de la base est égal a
I'un des vecteurs de cette base, alors tout idéal de sly(C),s’il existe, est forcément engendré par

ces vecteurs. Pour la dimension 1, posons

I =(e1), L= {es), I35= (e3).

lea, e1] = —e3 ¢ I} = I; n’est pas un idéal de sly(C)
le1,€2] = €3 & Iy = I, n’est pas un idéal de sly(C)

5. Une cléture algébrique d’un corps commutatif K est une extension algébrique H de K qui est algébrique-

ment close.
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lea, e3] = 2e5 ¢ I3 = I3 n'est pas un idéal de sly(C)

Pour la dimension 2, posons
Jy=(e1,e2), Jo=(ei,e3), J3= (e e3).

le1,€2) = €3 ¢ J; = J; n’est pas un idéal de sly(C)
lea, €3] = 2e9 ¢ Jy = Jo n’est pas un idéal de siy(C)
le1, €3] = —2e1 ¢ J3 = J3 n’est pas un idéal de sl (C)
Donc les idéaux existant de slo(C) sont sl2(C) et {0}.

Dot sl5(C) est une algebre de Lie simple.
Proposition 2.3.1. Si L est une algébre de Lie simple alors [L, L] = L.

Démonstration. Soit L une algebre de Lie simple. le commutateur [L, L] est un idéal de L qui
est égal a {0} ou L. Mais [L, L] # 0 car L est non abélienne.
D'ou, [L, L] =L [

Définition 2.3.2. Une algebre de Lie L est dite semi-simple si elle ne contient pas d’idéal abélien
ou bien rad(L) = {0}

Exemple 2.3.2. sl(C) est une algebre de Lie semi-simple.

Remarque 2.3.1. Le centre d'une algebre de Lie simple est nul.

En effet, Z(L) est un idéal abélien et comme L est semi-simple donc on a forcément Z(L)=0.

Proposition 2.3.2. Soit L une algébre de Lie, alors
1. L résoluble = L n’est pas simple.

2. L résoluble = L n’est pas semi-simple.

Démonstration.

1. Suppons que L est résoluble, alors il existe un entire naturel n tel que L™ = {0}. On sait

que pour tout entier naturel n, L(™ est un idéal de L et que
(i) -
LYGL i=0,...,n

Donc, LW, i =1,....,n — 1 sont des idéaux propres de L. Par conséquence, L n’est pas
simple.
2. Comme L est résoluble, LW = [LO~V L] = {0}. Donc, L") est idéal abélienne de

L. Ceci implique que L n’est pas semi-simple.
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2.3.2 Les théoréemes importants

Théoréme 2.3.1. Soit L une algébre de Lie. Alors,
L est simple = L est semi-simple.

Démonstration. On raisonne par I'absurde. Supposons que L n’est pas semi-simple, c’est a dire
il existe un idéal résoluble non nul I C L.
Puisque L est simple I = L, par conséquant L est résolube. D’autre part, [L, L] est un idéal avec
propre de L

[L,L] & L.

De plus, [L, L] est non nulle car L est non abélienne.
D’ou, L contient [L, L] comme un idéal non nul et différent de L et ceci contredit le fait que L

est simple. =

Théoréeme 2.3.2. (Critére de semi-simplicité de Cartan).

Soit L une algebre de Lie de dimension finie. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. L est semi-simple.

2. La forme de killing K est non dégénérée.

Démonstration. On raisonne par contraposé.
<) Supposons que L n’est pas semi-simple, donc elle contient un idéal I non nul qui est abélien.
Soit a € I tel que a # 0, on constate que ad, € Ker(K). En effet, soit x € L.

Comme [ est un idéal, alors
(ady 0 ady)(y) = [z, ]a,yl] € I, y € L.

Donc, ad, o ad, envoie L a I.
Et
(ad, o ady o ad,)(y) = |a, [z, [a,y]]] =0, y € L.

Dong, ad, o ad, o ad, envoie L a {0}.
On a donc

ad, o ad, o ad, o ad, = 0.
Ceci implique que

(ad, o ad,)* = 0.

C’est a dire, ad, o ad, est nilpotente. Par conséquent, sa trace est nulle.
Ainsi, K(z,a) =0 Vz € L.

—>) Supposons maintenant que la forme de Killing est dégénérée et montrons que L n’est pas
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semi-simple. Si K est dégénérée, alors ker(K') est un idéal non nul de L.
Posons I = ker(K) et soit x € L tel que K(x,y) =0, Vy € L.

D’apres la proposition 1.4.1 on a pour z €
K([z,y],2) + K(y, [z, 2]) = 0 = K(z, [y, 2]) + K([z,2],y) = 0.
Or,
K(x,y,z]) = 0.

Donc,
K([z,z],y) = 0.

D’apres la méme proposition, la restriction de la forme de killing de L a I est égale a la forme
de killing de I.
D’ou,
K(yv [z,x]) = K([z,x],y) =0, Vz,y,z € I.
Alinsi,
K(y,t)=0,Vyelettel.
En utilisant le critere de résolubilité (corollaire 2.2.3), on déduit que I est résoluble.

Ce qui montre que L est non semi-simple. [ ]

Corollaire 2.3.1. Une algebre de Lie L est semi-simple si et seulement si L est une somme

L:@Li.

Démonstration. Soient [ un idéal de L et I+ = {x € L : K(x,y) = 0,Vy € I} son orthogonale.

directe d’algébres de Lie simple.

D’aprés la proposition 1.4.1, la restriction de la forme de Killing de L & I N I+ est nulle.

En appliqant le critére de résolubilité de Cartan (corollaire 2.2.3), on obtient I N I+ est résoluble
et par conséquent I N I+ = {0} (car L est semi simple).

On constate que I @ I+ comme une somme directe des espaces vectoriels. D’autre part,

[I,I+] c I NI+ = {0}, alors [a,b] = 0 pour tout a € I et b € I+. Ceci implique que L = I @ I+
comme une somme directe de deux algebres de Lie.

De plus, la forme de Killing est non dégénérée sur L et I,I+ sont orthogonales, ainsi la forme de
Killing est non dégénérée sur I.

D’aprés Le critere de semi-simplicité de Cartan (théoreme 2.3.2), I est semi-simple. En faisant
la méme démarche pour I+ on trouve que I+ est semi-simple.

Maintenat, si I et I+ sont simples le corollaire est démontré. Sinon, appliquant les memes étapes

pour I et I+ et vérifiant & chaque fois la simplicité d’édeaux trouver jusqu’a on arrive & l'idéal
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minimal % qui est simple puisque la dimension de L est finie.

Inversement, supposons que L est une somme finie d’algebres de Lie simple et montrons que L
est semi-simple.

On sait que toute algebre de lie simple est semi-simple. Pour terminer la démonstration il suffit
de montrer qu'une somme directe de deux algebres de Lie semi-simples est semi-simple. En effet,
soient L1, Lo deux algebres de lie semi-simples, et I un idéal abélien de L; & L. Donc, il existe
Leliet I, € Lytel que I =1, & Is.

Puisque Iy € Ly,I; € Ly et Ly, Ly sont semi-simples, alors I; = {0} et I = {0}. Ce qui montre
que I = {0}.

D’ou, le seul idéal abélien de L; & Ly est {0}. Par conséquence, L; @& Ly est une algebre de Lie

semi-simple. n

6. L’idéal minimal est le plus petit idéal par dimension.



Classification des algebres de Lie complexe de

dimension < 4

Dans ce chapitre nous allons etudier la classification des algebres de Lie complexes. Notons
que la classification jusqu’a la dimension 3 a été faite par plusieur auteurs [3], [9]. En dimension
4 la classifications a été faite sur un corps algébriquement clos K. Nous avons basés notre étude

sur les travaux D. Burde[2] qui a classifier les algebres de Lie complexes.

3.1 Algebres de Lie de dimension 1

Proposition 3.1.1. Toute algebre de Lie de dimension 1 est abélienne.

Démonstration. Soit L une algebre de Lie de dimension 1. Donc elle est engendrée par un seul

vecteur ey avec e; # 0
(L = (e1))

Soient x,y € L, il existe a, § € K tel que :

r=ae, y=Pe

donc

[x>y] = [aebﬁel] = aﬁ[el,el] =0

35
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D’ou L est abélienne. ]

3.2 Algebres de Lie de dimension 2

Théoreme 3.2.1. Toute algebre de Lie de dimension 2 soit elle est abélienne ou bien isomorphe

a lalgébre qui est définie par [z,y] = x notée t5(C).

Démonstration. Soient L une algebre de Lie de dimension 2 et {e1, e2} une base de L.
Va,b e L,3a, 3,7, € K tels que :

a = ae; + fes

b= ve; + ey

[z, y] = [aer + Bea, ver1 + Aea] = (aX — [7)ler, e
Si [e1, es] = 0, alors L est abélienne.
Si [e1, e2] # 0, alors L n’est pas abélienne et L' est engendrée par [eq, o] (dim L' = 1).
Soit x € L' (x # 0) on le complete par y € L pour avoir une base de L. Alors [z,y] € L.
Cet élément doit étre non nul, car s’il s’annule L serait abélienne. Donc, il existe un scalaire non
nul a € K tel que :

[z,y] = ax
Remplacons y par a1y, on trouve

[z, y] = [z, a_ly] = 04_1[1‘, y] = o tar = .

3.3 Algebres de Lie de dimension 3

Si L est une algebre de Lie de dimension 3 non abélienne. Alors, on sait juste que 'algebre
dérivée est non nulle. Sa dimension peut étre égale a 1,2. ou 3. On va organiser notre étude selon

la dimension de I’algebre dérivée.

3.3.1 Algebre dérivée de dimension 1

Premier cas : Supposons que L' C Z(L).
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On va montrer qu’il existe une unique algebre de Lie de ce type qui s’appelle I'algebre de
Heisenberg de dimension 3 notée n3(C).
Soit x,y € L tel que [z,y] # 0. Comme dim L' = 1, L’ est engendrée par [z,y|. On a supposé

aussi que L' C Z(L), donc [z,y] commute avec tous les éléments de L. c’est a dire :
[z,y],e] =0Vee L

Posons maintenant

2= [z,y]
On peut vérifier immédiatement que x, y, z sont linéairement indépendants, et donc forment une
base de L.
En effet, soient o, 8, € K, montrons que ax + fy+vz2=0=a=F=v=0
Onaar+fy+vz=0= [ax+ By + vz, w] =0; Yw € L.

En particulier pour w = x on a
By +7z,2] = 0= Bly, x| =0
= B=0 (car [y,z] =—[z,y] #0).
D’ou, ax +vyy =0
En faisant la méme démarche en prenant cette foie w = y, on trouve :
a=0etyz=7z,y =0= =0 (car [z,y] #0).

Ainsi, a = =v=0.
D’ot, par les hypotheses sur la dimension de L et L', et le fait que L' C Z(L). L est définie par :

[z,y] = z,[x,2] = [y,2] = 0.
Deuxiéme cas : Supposons que L' ¢ Z(L).
Dans ce cas, nous pouvons utiliser la construction de la somme directe introduite dans la
définition 1.2.3.

Théoréme 3.3.1. Toute algébre de Lie L de dimension 3 tel que dim L' = 1 avec L' ¢ Z(L)
peut s’écrire sous la forme d’une somme directe de deux algebres de Lie to(C) de dimension 2

non abélienne et de My de dimension 1. On écrit
L=1t(C)® M

Démonstration. Soit L une algebre de Lie de dimension 3 tel que dim L' =1 et L' € Z(L)
et soit « € L. Puisque L' € Z(L), il existe y € L tel que [z, y] # 0.
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D’aprés la proposition 1.1.1, x et y sont linéairement indépendants.
Comme dim L' = 1, alors L’ est engendrée par z et donc le crochet [z, y] est un multiple de z. On
peut arranger que la sous-algebre de L engendrée par x et y est une algebre de Lie de dimension

2 non abélienne, d’aprés théoreme 3.2.1 on trouve

[l’,y] =T

On complete {z,y} par v € L pour avoir une base de L. Comme L’ est engendrée par z, il existe
a,b € K tel que :

[z,v] = ax et [y,v] = bx

On constat que L contient un élément central non nul z (z € Z(L)) tel que z ¢ (z,y).

En effet, soit z € L alors il existe «a, 5,7 € K tel que :

2z =ax + By + yv.

Donc,
[z, 2] = [z, ax + By + yv] = Bz + yaz = (B + ya)z.
ly, 2] = [y, ax + By +yv] = —ax + b = (Vb + —a)x
Sion prend a=1b, §=—a, et v =1, on trouve

[7,2] = 9,2 = 0

D'ou, z € Z(L) et z ¢ (x,y). Posons t5(C) = (z,y), My = (z). Il est clair que M; est un idéal de
L, et comme L' C t5(C) (car (z) C (x,y)) alors

[L,t2<©)] C [L, L] - L/ C tQ(C)

Donc t5(C) est un id 7al de L.
Or [z,z] = [y,z] =0 car z € Z(L)
D'ou [t2(C), My] = 0, ainsi L = t5(C) & M, [

3.3.2 Algebre dérivée de dimension 2

Supposons que dim L = 3 et dim L' = 2. Pour comprendre cette 1’algebre de Lie, nous devons

comprendre la structure de L' comme une algebre une Lie et le comportement de I'application
ad, : L — L sur L.

Lemme 3.3.1. Soit L une algébre de Lie tel que dim L' = 2. Alors,
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— L' est abélienne.

~ L’application ad, : L' — L' est un isomorphisme.

Démonstration. Soit {y, z} une base de L', on la compléte par x € L pour avoir une base de L.
Pour montrer que L’ est abélienne, il suffit de montrer que [y, z] = 0.

Comme [y, z] € L', alors il existe «, 5 € K tel que :
[y, z] = ay + Bz avec a, B € K

La matrice associée a ad, relativement a la base {z,y, 2z} est

X o O
o o O

0
Q
p
Donc tr(ad,) = B, d’aprés la proposition 1.3.2 tr(ad,) = 0.

Ainsi 8 = 0.

En faisant le méme travail pour ad,, nous obtenons o = 0.

Cela prouve que [y, z] = 0, et donc L’ est abélienne.

D’autre part, L' est engendrée par [z,y], [z, 2] et [y, 2], or [y, 2] = 0.
Comme dim L' = 2 on déduit que {[z,y], [z, 2]} est une base de L'.
Ainsi, I'image de ad, est de dimension 2. D’ou,

ad, : L' — L.

est un isomorphisme. [ ]

Nous allons maintenant essayer de classifier les alg ?bres de Lie de cette forme.

premier cas : il existe x ¢ L’ tel que ad, : L' — L' est diagonalisable. Dans ce cas, nous
pouvons supposer que y,z sont des vecteurs propres de ad, ; d’aprés le deuxieme point de lemme

3.3.1, les valeurs propres associées A, u doivent non nulles.
[z, y] = Ay, [z,2] = pz A\, u e C”.
La matrice associée a ad, relativement a la base {y, z} est
A0
(0 u)
Proposition 3.3.1. Selon ces hypotheses, L est définie par
[z, y] = Ny, [2,2] = pz [y, 2] = 0; A\, peC.

Cette algébre est notée ts  ,(C).
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Notons par M une autre algebre de Lie de la meme forme et a, 3 les valeurs propres de ad,
(' € M et o’ ¢ M').

Proposition 3.3.2. Si L et M sont isomorphes® alors \u~' = aB~" ou bien \u=! = Ba™ L.

Démonstration. Soient {z,y, 2z} une base de L de sorte que L' = (y,z) et {a',y/,2'} la base
analogue de M. Soit ¢ : L — M un isomorphisme.
La restriction de ¢ donne un isomrphisme entre L' et M’. Comme ¢ est surjective, alors il existe
v e M tel que p(z) = v.
Or

M={E"Y®{y, 2)= YoM

donc il existe a € K et w € M’ tel que :
o(z) = ar’ +w

Soit xg € L. Le calcul dans L donne

(), (o)) = ([, xo]) = (0 ady)(wo).

Le calcul dans M donne

[o(2), (@0)] = [az’ + w, p(x0)]
= [am,v (,O(xo)] + [’LU, 90(930)]
= (adgy o @) (z0).
Donc,
poad, = ad, o p.

Comme ¢ est un isomorphisme, cela montre que les applications linéaires
ad, : L' — L' et adg, : M' — M’ sont équivalentes. En particulier, ils ont le méme ensemble

des valeurs propres, par conséquent

{A n} = {aa, af}.

Il y a deux possibilités :
A=aa,p=aB = I\t =af™!
A=af, p=ac= \u!=Ba?

Maintenant, on va énoncer un résultat plus fort pour un cas particulier.

1. Deux algebres de Lie sont isomorphes si et seulement s’ils ont la méme dimension et les mémes constants

de structures.
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Corollaire 3.3.1. On suppose que les matrices associées respectivement a

ad, : L' — L' et ady : M' — M’

10 10
3] (5) oo

alors : L et M sont isomorphes si et seulement si jn = 3 ou bien = 371

sont de la forme

Démonstration.
=) Supposons que ¢ : L — M est un isomorphisme et montrons que p = 3 ou bien pu = 3.

En prenant la démarche de la démonstration de la proposition 3.2.1, on trouve que

{1, u} ={a,aB} ack.

Donc, on a deux possibilités :

a=1lu=p
a=p, uf=1=p=p"
<) Supposons que [ = u‘l et montrons que L et M sont isomorphes.

Soit {z,y,z} une base de L de sorte que L' = (y,z). La matrice associée a ad, : L' — L'

relativement & la base {y, z} est de la forme

o2}

Soit aussi {2/,%/, 2’} la base analogue de M. Notons que la matrice associée & pu~'ad, est de la

()

qui est la matrice associée é ad, : M’ — M’ si on fait un changement de lignes et colonnes.

forme

Cela nous permet de définir notre isomorphisme sur les éléments de la base par

Pour vérifier que ¢ définit un isomorphisme d’algebre de Lie, il suffit de vérifier que

o[z, y]) = [w(@), p(y)], @, 2]) = [p(x), 0(2)], @y, 2]) = [¢(y), p(2)].

En effet,

o[z, y]) = ply) = 2"
[p(2), o(y)] = [pa', 2] = pp= 2" = 2.
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Donce, ¢([z,y]) = [¢(), p(y)]-

o[z, 2]) = pe(z) = ny'.
[p(), p(2)] = [pa',y'] = py'.

Donce, o([z,y]) = [p(), p(y)]-

e(ly, 2]) = ¢(0) = 0.
[p(y), p(2)] = [, y] = 0.

car y,z € L';y'2 € M’ et L', M’ sont ab ?liennes par le deuxi 7me point de lemme 3.3.1.

Donc ¢([z, y]) = [¢(2), ¢(y)]-
D’ou L et M sont isomorphes. [ ]

deuxiéme cas : Vz ¢ L', ad, n’est pas diagonalisable.
Soit « ¢ L', comme notre corps est algebriquenment clos, ad, : L' — L' doit avoir un vecteur
propre, disent y € L'.
Dong, il existe a € K tel que

[z,y] = ay.

Soit z € L' de sorte que L' = (y, z), alors il existe 3,7 € K tel que

[, 2] = By + 2.

ou 5 # 0 (sinon ad, serait diagonalisable).

La matrice associée a ad, relativement a la base {y, z} est

(@)

Nous avons supposé que ad, n’est pas diagonalisable, et donc il ne peut pas avoir deux valeurs
propres distinctes. Il s’ensuit que a = .

D’ou, la matrice associée a ad, est de la forme

a B

0 a
Proposition 3.3.3. Selon ces hypothéses, L est définie par

[z, y] =y, v, 2] =By +pz [y,2] =0; o, €C".

Cette algébre est notée ts, 5(C).
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3.3.3 Algebre dérivée de dimension 3

Soit L est une algebre de Lie non abélienne de dimension 3 telle que L' = L.
Nous connaissons un exemple qui est sl3(C). On va montrer qu'’il existe une seule algébre de Lie
de ce type isomorphe a sly(C).

Pour cela, la démonstration est divisée quatre étapes.

Premiere étape : Montrons que ad, est de rang 2.
Soient z € L et y,z € L de sorte que z,y, z forme une base de L. Donc, L' est engendrée par
{[z, 9], [z, 2], ly, 2]}-
Comme L = L', alors [z,y], [z, 2], [y, 2] sont linéairement indépendants et I'image de ad, admet
une base {[z,y], [z, 2]} qui est de dimension 2.

D’ou, le rang de ad, est 2.

Deusieme étape : Montrons qu’il existe un h € L tel que adj, a un vecteur propre associé a
une valeur propre non nulle.
Soit € L. Si ad, a une valeur propre non nulle, dans ce cas on prend h = x.
Si ce n’est pas le cas (tous les valeurs propres de ad, sont nulles). Comme le rang de ad, égal a

2, alors sa forme de Jordan est de cette forme :

o o O
o O =
o = O

Cette matrice montre qu’il existe une base de L tel que :
[xﬁy]:x7[xaz]:ya y,ZEL

D’otl, x est un vecteur propre de ad, avec une valeur propre égle a —1 et dans ce cas on peut

prendre h =y .

Troisieme étape : On a montré dans la deuxieme étape qu’il existe un h € L tel que ad, a

une valeur propre non nulle. C’est a dire, il existe a € K tel que
[h,x] =ax #0, x€L.
D’autre part, on sait que adj, est de trace nulle. donc, adj, a trois valeurs propre distinctes

a, —a, 0.
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Si y est un vecteur propre de adj, associée a la valeur propre —«, alors {h,z,y} est une base de

L. Dans cette base adj, est représentée par une matrice diagonale.

Quatrieme étape : On détermine d’abord la valeur de [x, y]. En utilisant I'identité de Jacobi
sur h,z,y, on aura :
7, [z, )] + [, [y, hl] + [y, [h, 2]] = O.

Par 'antisymétrie on a :

(2, [z, 9] = [[h, =], y]] + [z, [h,y]] = ale, y] + (—a)[z, y] = 0.

Alors [x,y] € ker(ady,).

On va faire maintenant deux application de la premiere étape.

Puisque le rang de ad), égal a 2, alors la dimension de ker(ady) égale a 1 et ker(ad,) =< h >.
Ceci implique qu'il existe A € C tel que [z, y] = Ah. Le X ne peut pas étre nul car sinon le ker(ady,)
sera de dimension 2.

En remplacant x par A~z on aura

[x>y] =h

Si on remplace h par un multiple de lui méme (non nul) alors, le & prend n’importe quelle valeur

non nulle. En particulier pour o = 2, on obtient
[h, ] =2z, [z,y] = h, [h,y] =-2y.

Nous remarquons que les constantes de structure de cette algebre dans la base {x,y, h} coincident

avec celle de sl(2,C). On conclut alors que L est isomorphe a sl(2,C) si et seulement si o = 2.

Proposition 3.3.4. Le tableau suivant résume les résultats obtenu dans cette section
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Dimension de L’ | Algébre de Lie Crochet de Lie associ ?e

? la base {ey, ez, e3}

n3(C) [617 62] = €3
dim L' =

t2(C) @ M, [e1, e2] = €1

tS,A,u(C) [61, 62] = Aea, [61, 63] = He€3
dim L' =2

ts,a,ﬁ((c) [61, 62] = ey, [617 63] = fBes + aeg
dim I = 3 le1, 2] = €5, [e1, €3] = —2ey,

Slg(@)

[62, 63] = 262

3.4 Algebre de Lie de dimension 4

Pour la dimension 4, on se contente de donner juste les résultats. On s’est basé sur les traveaux
de Dietrich Burde|2].

Théoreme 3.4.1. Toute algebre de Lie complexe de dimension 4, soit elle est abélienne soit elle
est isomorphe a l'une des algébres de tableau suivant :
01

- M;, i =1,2 : algebre de Lie complexe abélienne de dimension i.

— t;, i = 2,3 : algébre de Lie complexe non abélienne de dimension i.

- ng, 1 =3,4 : algebre de Heisenberg de dimension 1.
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Algébre de Lie Crochet de Lie associ ?e ? la base {eq, eq,€3,€4}
n3(C) & M, [e1, €] = e3
t2(C) & M, [e1, e2] = e
t3(C) ® My le1, e2] = €2, [e1,e3] = ex+ €3
tsA(C) @& M, le1, 0] = ea, [e1,e3] = Nes; |A] <1
to(C) @ t2(C) [e1, e2] = €1, [e3,e4] = €3
sls(C) & M, le1,ea] = e3, [e1,e3] = —2ey, [ea,e3] = 2e9
n4(C) [e1, e2] = €3, [e1,e3] = ey
911 le1, €2] = €9, [e1,e3] = €3, [e1,e4] = aey; a € C*
9a.2 le1, e2] = €3, [e1,e3] = eu, [e1,e4] = aes — Peg + eu;

aeCr peC oubiena,f=0

94,3 [e1,e2] = €3, [e1,e3] = €4, [e1,e4] = ez +e3); a € C
ga4 [61, 62] = €3, [61, 63] = €4, [61764] = €3

94,5 le1, 0] = %62 +e3, [e1,e3] = %6’3, 1, e4] = %64
94,6 [e1, €] = €2, [e1, €3] = €3, [e1,ea] = 2eq, [e2,e3] = €4
94,7 [e1, e2] = €3, [e1,e3] = ea, [ea, €3] = 4

g4.8 le1,e2] = e3, [e1,e3] = —aey +e3, [e1,e4] = e, [e2,e3] =eq; a€C




Etudes des types d’algebres de Lie classifiée

Dans ce chapitre, nous allons essayer de voir pour chaque algebre de Lie de dimension inférieure
ou égale a 4 son type, en utilisant les différents résultats obtenus précédemment.
Nous avons vu dans le chapitre 3 que toute algebre de Lie de dimension 1 est abélienne et par la
proposition 2.1.2; elle est nilpotente et résoluble. Elle ne peut pas étre simple et semi-simple car
elle est abélienne et contient un idéal abélien qui est elle meme.

Dans la suite, nous s’intéréssrons aux algebres de Lie non abélienne pour chaque dimension.

4.1 Algebres de Lie de dimension 2

Soient L une algebre de Lie de dimension 2 non abélienne et {z,y} une base de L de sorte
que L' = (z). Alors, elle est isomorphe a 'algebre définie par [z, y] = x notée t5(C).
Soient a € t5(C) et b € (t2(C))y, il existe «, 5,7 € C tel que

a=az+ Py.

b=nz.

47
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Calculons (t2(C))a.
(t2(C))2 = [t2(C), (t2(C) 1] = {[a, 0] : a € 12(C), b € (t2(C))}
= {[az + By,yz] : z,y € t2(C); o, 8,7 € C}
={-B7[r,y]: 2,y € t2(C); B,v € C}
={-Byz: z € (t2(C)); B,7€C}
= (z) = (12(C))1.
Donc (t5(C))s = (t2(C));.
Montrons par récurrence que
(t2(C))y, = (t2(C))y, Vn > 2. (4.1)

Comme (t2(C))y = (t2(C)); donc la formule (4.1) est vraie pour n = 2.
= (t2(C)); est vraie et montrons que (t2(C)),n41 = (t2(C));.

Jn =
€ (t2(C))n-

Supposons que (t9(C)
Soient a € t5(C) et b

(t2(C))ny1 = [t2(C), (t2(C)),]

{la,b] : a €t:(C), b€ (t2(C))n}

[a,0] : a € 2(C), b e (t2(C))1}
laz + By, yz] + z,y € t2(C); o, B,7 € C}
={-B7[z,y]: 2,y € (C); B,y € C}
={-Brz: z € (2(C))1; B,7€C}

= (z) = (L2(C).

{
{

Dou, (4.1) est vraie Vn > 2.
La série centrale descendante est stationaire a partir de (t2(C)); = ().
Donc L n’est pas nilpotente.

Maintenant, soient a,b € (t5(C))™M, il existe a, 3, € C tels que
a=ax, b= pux.
Calculons (t5(C))®.
(£2(C))® = [(82(C)) W, (£2(C) W] = {[a, 1] = a,b € (t2(C)V}

= {law, Bz] = 2,y € (12(C)); «, 5, € C}
= {0}.

Donc, (t5(C))® = {0}.
D’ou, L est résoluble. Ainsi, elle n’est pas simple et semi-simple.

Proposition 4.1.1. Toute algebre de Lie de dimension 2 non abélienne est seulement résoluble.
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4.2 Les algebres de Lie de dimension 3

Comme on a vu dans le chapitre précédent, que si L une algebre de Lie de dimension 3 non
abélienne, alors la dimension de I’algebre dérivée peut étre égale a 1, 2 ou 3. Dans cette section,

on va étudier ces trois cas.

1. Algebres dérivées de dimension 1.

Soit L une algebre de Lie de dimension 3 telle que la dimension de L' égale a 1. On a

deux cas :

Premier cas : l'algebre dérivée est contenue dans le centre de l'algebre de Lie (L' C Z(L)).
Dans ce cas, cette algebre est appelée I'algebre de Heisenberg notée n3(C). Soit {z,y, 2z} une
base de n3(C), alors

[x,y} =z, [IE,y] = [x7Z] =0.
Comme L' C Z(L), alors [L, L'] = {0} et donc Ly = {0}.

Ainsi, n3(C) est nilpotente, résoluble, non simple et non semi-simple.

Deuxiéme cas : I'algebre dérivée n’est pas incluse dans le centre de I'algebre de Lie
(L' € Z(L)).
Dans ce cas, L = t5(C) & M; (M, est une algebre de Lie abélienne de dimension 1. Soit {z,y, z}

une base de L de sorte que L' = (z) et
[z.yl ==z, [r,2] =y, 2] =0 (z€Z(L)).

On sait que t2(C) = (z,y) et (t2(C)); = (x). Donc, L; = (t2(C));
Montrons par récurrence que

Ly = (£2(C))n Vi > 1. (4.2)

Comme L; = (t2(C)); donc la formule (4.2) est vraie pour n = 1. Supposons que L, = (t2(C)),
et montrons que Ly,1 = (t2(C))pi1.

t2(C) est une algebre de Lie de dimension 2 non abélienne et donc le résultat obtenu par la
formule (4.1) est vrai pour L,, = (t2(C)),, = (£2(C)); Vn > 1.
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Ln+1 [ ]

» (82(C))]
[a,0] s a € L, b€ (t2(C)), }

L
{
{lax + By + vz, \z] s z,y,2 € L; o, B,7, A € C}
{-
={-

Az, y] + Az, 2] s x,y,2 € Ly o, 8,7, A € C}
fAx:x€L; B,AeC}

D’ou, la formule (4.2) est vraie ¥n > 1. Ainsi, L n’est pas nilpotente.

Pour la resolubilité, considérons deux éléments de a,b de L’

a=axr, b=p0x, x€LetapeC.

L® =[O, LO] = [(£,(C))D, (£2(C))V] = {0}.

D’ou, L est résoluble, non simple et non semi-simple.

Proposition 4.2.1. Toute algebre de Lie de dimension 3 telle que la dimension de [’algebre

dérivée égale a 1, est nilpotente et résoluble si L' C Z(L), seulement résoluble si L' ¢ Z(L)

2. Algebres dérivées de dimension 2.

Soit L une algebre de Lie de dimension 3 telle que la dimension de L' égale a 2. D’aprés le
premier point du lemme 3.3.1, I'algebre dérivée est abélienne.
Donc
(L', L] = {0} = L® = {0} = L est résoluble.

Dong, elle n’est pas simple et semi-simple.

Soit {z,y,z} une de L (ie z ¢ L’ et {y, z} une base de L’), il existe deux cas :
— ad, : I — L' est diagonalisble.
— ad, : ' — L' n’est pas diagonalisble.

Dans les deux cas, il existe a € C* tel que [z, y] = . Donc, ad,(y) = ay.
adl(y) = adyoad, o---oad,(y) = [z, [z, [ -, [z,y]] = a"y.

Donc, adl(y) # 0. D’ou, L n’est pas nilpotente.
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Proposition 4.2.2. Toute algebre de Lie de dimension 3 non abélienne telle que la dimension

de l'algebre dérivée égale a 2 est seulement résoluble.

3. Algebre dérivée de dimension 3.

Soit L une algebre de Lie de dimension 3 telle que L' = L. On sait que L est isomorphe
a sl(2,C) si &« = 2. De I'exemple 2.3.1 et 2.3.2, sl(2,C) est simple et semi-simple, par conséquent
elle n’est pas nilpotente et résoluble (proposition 2.3.2).

Dans la suite, on va montrer que ces résultats restent vrais pour un a quelconque.

Montrons par récurrence que
L™ =1 Vn>1. (4.3)

La formule (4.3) est vraie pour n = 1 par définition de I’algébre. Supposons que L™ = L et

montrons que L") = L
) [L("), L(")} =I[L,L] = LW — 1,

Dong, la formule (4.3) est vraie pour tout n > 1.

Ainsi, la série dérivée est stationnaire.
L=LW=1®=...= LW =4(2,C).

D’ou, L n’est pas résoluble et donc L n’est pas nilpotente.

Soit maintenant {z,y, h} une base de L. On a

[z,y| =h, [z,h]=—azx, [y,h]=ay, o#0.

Donc
-« 0 0 0 a 0 0
ad, = ady=10 0 « ad,= |0 —a 0
-1 0 0 0 0 0
Calculons K (z,x), K(y,y), K(z,2), K(x,y), K(x, z), K(y, 2)
0 0 —« 0 0 —« -«
adzoad, = [0 0 0 00 0 |=
01 O 01 0
Donc, K(x,z) = tr(ad, o ad,) = 0.
0 0 0 0 0 0 0
adyoad, =1 0 0 « 0 0 al=|—-«
-1 0 O -1 0 0 0
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Donc, K(y,y) = tr(ad, o ad,) = 0.

o R, ©

0
ady, o ady, = —a 0
0

o o o
;/

Donc, K (h,h) = tr(ady, o ady,) = 2a2.
ady o ad, =

Donc, K(z,y) = K(y,z) = tr(ad, o ad,) = 0.

0 0
adyoad,= |10 0
0 1

Donc, K(x,h) = K(h,z) = tr(ad, o ady) = 0.
0
0

0
ad, o ady, = 0
0

o o o
|
e

—1

o o o
—_— O O
|
o o
Q
-~ — /_\
l o o
—_
o o o
o o o o o S o o o o
\—/
I
— ~— _ — /-~
o o |
o ), o o o o
o o o

Q
o
~_ ~_

Donc, K(y,h) = K(h,y) = tr(ad, o ady) = 0.

D’oti, la matrice associée a la forme de Killing est

0 a 0
MK(xvyah) =la 0 0
0 0 2a2

Le déterminant de cette matrice est égal & —2a* # 0. Donc elle est non dégénérée.

D’ou, L est semi-simple.

Pour montrer que L est simple, on procede par I'absurde.

Supposons que L n’est pas simple, donc il existe un idéal I non nul différent de L.

I est forcément engendré par I'un des vecteurs de la base {z,y, h} car tout crochet défini par ces
vecteurs est égal a I'un de ces vecteurs. On distingue deux cas

Premier cas : [ est engendré par un seul vecteur. donc, I peut étre égal a

(x), (y), ou (h).
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Pour I = (z), soit u € L et v € I (u = ax + by + ch, v = Px).

[u, v] = [az + by + ch, fz]
= bﬁ[y,m] + Cﬂ[ha .1']
=—bBh+ afzx ¢ I.

Pour I = (y), soit u € L et v € I (u=ax+ by + ch, v=py).

[u,v] = [azx + by + ch, By]
= aﬁ[aﬁ,y] +Cﬁ[h>y]
=afh—afy ¢ I.

Pour I = (h), soit wu e L et v € I (u=azx+ by +ch, v=[h).

[u, v] = [ax + by + ch, Bh]
= aﬂ[x, h] + b/B[ya h]
= —afx+afy ¢ I.

Donc, dim I # 1.

Deuxiéme cas : [ est engendré par un ou deux vecteurs. donc, I peut étre égal a
<x7 y)? <'/’C7 h>7 01\1 <y7 h>'
Pour I = (z,y), soit u € Let v el (u=ax+by+ch, v=_L,0zx+yy).

[u,v] = [az + by + ch, Bx + Y]
= av[z,y] + bBly, z] + cBlh, z] + cy[h, Y]
= (ay = bB)h + cafr — cayy ¢ I.

Pour I = (x,h), soit u € L et v € I (u= ax + by + ch, v= px+ yh).

[u,v] = [ax + by + ch, Bx + vh]
= aylz, h] + bply, x| + byly, hl + cBh, x]
= (ay — ¢B)ax — bBh + bayy ¢ I.
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Pour I = (y,h), soit u € L et v € I (u= ax + by + ch, v= Py + vh).

[u,v] = [ax + by + ch, By + vh]
= ay[z,y] + aylz, h] + byly, h] + cBlh, y]
= (by — ¢B)ay — aayr +ayh & I.

Contradiction. D’ou, L est simple.

Proposition 4.2.3. Toute algébre de Lie de dimension 3 non abélienne telle que L' = L est

stmple et semi-simple.

4.3 Algebres de Lie de dimension 4

Il existe une seule algebre de Lie complexe de dimension 4 nilpotente qui est ny(C) (voir [13]
page 210). Donc, n4(C) est résoluble. Ainsi, elle n’est pas simple et semi-simple.

Pour les algebres suivantes :
n3(C) @ My, t2(C) @ My, t35(C) @ My, t3,(C) @ g1, et gayy, i =1,...,5.
les crochets de Lie sont définis comme suit :
le1,ei] = Chien + Cles + Cliey, i =2,3,4.

; k
ou les C7;,

Pour simplifier 1’écriture, notons par L les algebres cités au dessus et calculons L), L®).

1,7,k = 2,3,4 sont les constantes de Structure pour ces algebres.

LYW ={[z,y] 12,y € L}
Soient x,y € L, il existe a,b,c,d,a’, V', ,d € C tels que

xr = ae; + bey + ces +dey, y=de; +Vey+ e+ dey.

[z, y] = [ae; + beg + cez + dey,a’e; + bes + ez + d'ey]
= (ab — ba')[e1, ea] + (ac’ — ca')[eq, e3] + (ad — da’)[ey, e4]
A B c
= A/€2 + B,63 + 0/64.
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ou
A= AC%, + 30123 + CC3,
B' = AC}, + BC3, + CC3,
C' = AC}, + BCly + CCY,

Donc, LW = (e, e3, e4).

L® = {[z,y] s z,y € LW},

Soient z,y € LW il existe o, 8,7, ', 3,7 € C tels que

T = ey + fes +veq, y =a'es + fles + 7 eq

[7,y] = [aves + Bes + ves, d'es + B'es +7'ed]
= (af = pa’)[es, €3] + () — 7d)[e2, ea] + (BY" = v8')[es, ed]
= 0.

Done, L® = {0}.

Ainsi, ng(C) & My, t2(C) & May, t3(C) & My, t3.(C) @ ¢1, et gay, @ = 1,...,5 sont résolubles

d’indice 2. Par suite, ne sont pas simples et semi-simples.

Remarque 4.3.1. L' n’est pas forcément engendrée par trois vecteurs, elle peut etre engendrer

par un ou deux vecteurs mais les résultats obtenus seront les mémes.

il nous reste les algebres suivantes :
t2(C> @ t2(C), SlQ(C) EB M1 et g4,i7 = 6, 7, 8

Vérifions la résolubilité de chacune de ces algebres.
1. Pour t5(C) @ t2(C) :
Soit z,y € t2(C) @ t5(C), il existe a,b, ¢, d,a’, V', c,d € C tels que

T = ae; + bey + ces +dey, y=d'e; + ey + es+dey.

[z, y] = [ae; + bey + ce3 + dey, e + bea + ez + d'ey)
= (ab' — ba')[e1, ea] + (cd' — dc’)[es, e4]
= (ab' — ba')e; + (cd — dc’)es.
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]:)OIIC7 (tg((C) D tQ(C))(l) = <61,€3>.

{[z,y] - 2,y € (t2(C) & 12(C)) M}

{[aer + Pes, ver, Aes] : e1,e3 € t5(C) @ t5(C); «, 5,7, A, € C}
{(aX = B7)le1, e3] : e, e3 € t2(C) @ t5(C); o, f,7, A, € C}
{0}.

D’otl, t5(C) & t5(C) est résoluble d’indice 2. Ainsi, elle n’est pas simple et semi-simple.

(t2(C) @ 5(C))®

2. Pour sly(C) & M, :

Par un calcul similaire de ce qui prosede, on trouve que

(sl2(C) @ Ml)(l) = (€1, €9, €3).

et comme

[61762] = €3, [617 63] = _2617 [62763] = 262-

on aura

(s15(C) @ M)V = s1,(C).

On sait que sl3(C) est non résoluble, et donc l'algebre de Lie sly(C) @& M, n’est pas résoluble.
Elle n’est pas simple car sly(C) @ M; # (sly(C) @ M)W,

dim sly(C) ® M, = 4 # dim(sly(C) @ M)V = 3.

Il reste a vérifier la semi-simplicité de slo(C) & M.

00 —2 0 0 00

0 0 0 0 0 20
ade, = , ade, =

0 1 0 -1 0 0 0

00 0 0O 0 00

2 0 00 00 00

0 -2 0 0 00 00
ade, = ,  ade, =

0O 0 00 00 00

0O 0 00 00 00

Comme ad,, est identiquement nulle, la matrix associée a la forme de Killing est de la forme :

K(ey,eq,€3,€4) =

o O O O
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Le déterminant de cette matrice est nul, donc sly(C) @ M; est non semi-simple.

3. Pour g4 :

On a gi}g = (eq, €3, €4). Soit z,y € ggg

[x7y] = [0562 + ﬁe3 + Y4, 0/62 + 5/63 + 7/64]; €2,€3,€64 S g4,67 Oé?ﬁ777 O/u 6/77/ € C
afff — Ba’)les, es] + () — ya')[eq, ea] + (87" — v5)[es; ]
aff' — pa ) €4

= g2 = (ea).

)

=
=

On constat que gfw {0}, donc elle est résoluble d’'indice 3 et par suite elle n’est pas simple et

semi-simple.

4. Pour gs7 et gag :

Par un calcul similaire on trouve que

3
9 = (ea, es,e4), 950 = (e), 930 = {0}.

2 3
9 = (ea,es,e4), 933 = (e), 954 = {0}.

Donc, g47 et gsg sont résolubles, non simple et semi-simple.
Proposition 4.3.1. Tout algebre de Lie complexe de dimension 4 non abélienne est nilpotente

si elle est isomorphe a ny(C), non résoluble si elle est isomorphe a sla(C) & M.

1l n’existe pas des algeébres simples o semi-simple de dimension 4.



Conclusion générale

Dans ce travaille, nous avons étudié la classification des algebres de Lie complexes de dimension
inférieure ou égale a 4. Nous nous sommes basés principalement sur les travaux de Dietrich
Burde[2], Karin Erdmann[3], Nathan. Jacobson[9] et A. L. Onishchik[13].

Nous résumons dans le tableau ci-apres les différentes classes d’isomorphismes d’algebres de Lie

complexes de dimension inférieure ou égale a 4.

Dimension de L | algebre de Lie | Nilpotente | Résoluble | Simple | Semi-simple
2 t2(C) v
n3(C) v
t2(C) & M,
3 t3,>\,u<C)
t3,0,6(C)
sly(C) v v
n3(C) & M,
t2(C) & M,
t3(C) & M,
tsA(C) & M,
£2(C) @ 12(C)
slo(C) & M,
n4(C) v
4 941
942
943
94,4
94,5
94,6
ga7
94,8
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Nous espérons de continuer cette étude pour les dimensions supérieure ou égale a 5, et étudions

aussi les groupes de Lie associées a chaque classe.
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