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Introduction générale  

L’écoulement des fluides et le transfert de chaleur dans les milieux poreux ont reçu 

beaucoup d’attention au cours des dernières décennies en raison de nombreuses applications 

pratiques telles que, le stockage de substances radioactives, déchets nucléaires, refroidissement 

par transpiration, procédés de séparation chimiques dans l’industries, filtration, , isolation des 

fibres.  

Le besoin d’améliorer les transferts thermiques des fluides a donné naissance au 

développement des nanofluides. Ces derniers sont des solutions contenant des nanoparticules 

en suspension dans un fluide à base classique telle l’eau. Grâce à leurs propriétés améliorées de 

transfert thermique, les nanofluides peuvent être utilisés dans une multitude d’applications en 

ingénierie : l’industrie automotrice, le génie biomédical, le refroidissement des éléments 

électroniques...etc.  

On s’intéressera dans ce mémoire à l'analyse physique par modélisation numérique du 

phénomène d’écoulement convectif d’un nanofluide à travers un milieu poreux non Darcéen, 

l'objectif est de comprendre les effets de plusieurs paramètres thermophysiques tels le 

paramètre de convection mixte, l’effet inertiel et la fraction volumique d’un nanofluide sur le 

comportement dynamique et thermique de l'écoulement. Entre temps, on verra l'influence de 

différents nombres adimensionnels sur le nombre de Nusselt local. 

Ce phénomène physique de la convection est d'une nature complexe en raison du caractère 

non linéaire de ces équations (équations de Navier-stokes). Pour traiter ce genre de problèmes, 

plusieurs voies et approches (expérimentales, analytiques et numériques) sont possibles. La 

voie expérimentale demeure de loin la plus couteuse en temps et en argent. De plus, les solutions 

analytiques ne sont possibles que pour des cas particuliers. C'est pourquoi, dans ce travail on a 

recours à des approches numériques en utilisant les méthodes numériques ; à savoir la méthode 

de Runge Kutta et la méthode de tir. Les équations différentielles qui régissent le problème sont 

transformées en un ensemble de deux équations ordinaires (similaires), qui sont résolues à l'aide 

de la méthode de tir. 

Le manuscrit est divisé en trois chapitres, le premier chapitre est consacré à une 

présentation des caractéristiques des milieux poreux et les nanofluides, ensuite on a abordé une 

synthèse bibliographique concernant les écoulements dans des enceintes ou sur des parois en 

milieux poreux et sur les nanofluides. L'analyse de ces travaux permet d'identifier les différents 
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paramètres qui peuvent influencer le comportement thermique et dynamique de ce type de 

problème. Le deuxième chapitre présente la formulation mathématique de notre problème. Dans 

le troisième chapitre, nous présentons la méthode numérique utilisée ainsi que l'analyse et 

discussion des différents résultats numériques obtenus pour chaque cas étudier.  

Enfin, une conclusion générale retraçant les principaux résultats trouvés le long de cette 

étude ainsi que les perspectives futures. 

 



 
 
 
 
 
 

CHAPITRE I 

THEORIE ET CONTEXTE SCIENTIFIQUE 
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Chapitre I : Théorie et contexte scientifique 

 

I.1 Introduction 

Avant de commencer notre travail, nous donnons dans cette partie, une présentation des 

milieux poreux et des nanofluides et de leurs différentes caractéristiques ainsi leurs différents 

modèles présents dans la littérature. 

D’autres part, on donnera une recherche théorique sur l’écoulement de la couche limite 

dynamique et thermique ainsi qu’une synthèse bibliographique sur ce type d’écoulement dans 

les milieux poreux saturés par des nanofluides. 

I.2   Caractérisation d’un milieu poreux 

I.2.1   Définition d’un milieu poreux 

Le milieu poreux est composé d’une matrice solide, à l’intérieur de laquelle se trouvent des 

pores reliés entre eux ou éventuellement isolés. On peut distinguer : 

a. Les matrices solides non consolidées où la phase solide est formée de grains (par exemple 

le sable, le gravier, billes de verre, d’acier...). 

b. Les matrices solides consolidées (par exemple les roches calcaires, le grès, l’argile, le 

bois, tissu biologique...). 

Les pores reliés entre eux ; permettent l’écoulement d’un ou plusieurs fluides. On peut alors 

classer les problèmes rencontrés, suivant les phases en présence à l’intérieur des pores : 

1. Le milieu est saturé d’un seul fluide ou encore un ensemble de fluides miscibles (par 

exemple un sol imbibé d’eau). 

2. Le milieu est composé de plusieurs fluides non miscibles (par exemple un mélange 

eau-huile-gaz dans les roches pétrolières, ou un sol partiellement saturé d’eau, la 

deuxième phase étant l’air).  

3. Le milieu est le siège d’un transport de fluide ou de particules solides (dépollution 

des eaux). 

Dans le cadre de cette étude nous nous limiterons au cas d’un milieu poreux consolidé saturé 

par un fluide.   
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Figure (I.1) : Exemples de milieux poreux naturels [1] 

(a) sable, (b) pierre, (c) chaux, (d) pain sec, (e) bois, (f) poumon humain.   

I.2.2 Volume élémentaire représentatif (V.E.R.) 

Lorsqu’on étudie les écoulements en milieu poreux, deux échelles s’imposent pour la 

description des phénomènes [2] : 

- L’échelle des pores, ou microscopique, à l’intérieur de laquelle les grandeurs locales 

peuvent très largement varier. En général, cette échelle est associée au diamètre moyen 

des pores, soit dP. 

- L’échelle du milieu poreux, ou macroscopique, caractéristique des variations 

significatives de ces mêmes grandeurs, définies en moyenne sur un certain volume de 

milieu poreux, appelé communément Volume Élémentaire Représentatif et noté V.E.R. 

Cette échelle macroscopique est associée à la dimension géométrique du milieu, soit Lm.  

Les grandeurs macroscopiques caractérisant le milieu poreux sont donc des moyennes des 

grandeurs microscopiques correspondantes, prises sur un domaine dont la taille est grande 

devant l’échelle de leurs fluctuations microscopiques mais ; petite devant celle des variations à 

l’échelle macroscopique. Ainsi, ’l’désignant la dimension caractéristique du V.E.R., elle doit 

satisfaire à la double inégalité suivante : dP ≤ l ≤ Lm. Pour effectuer le changement d’échelle 

(i.e. passage de l’échelle des pores à l’échelle macroscopique) plusieurs méthodes ont été 

proposées, dont la méthode de prise de moyenne et la méthode d’homogénéisation. 
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I.2.3 Porosité 

La porosité est une caractéristique intrinsèque d’un milieu poreux notée «ε», est définie 

comme le rapport du volume vide occupé par les pores, sur le volume total du milieu poreux 

soit :  

         ε =
Vpores

Vtotal
                                                                                        (I.1) 

Puisqu’il s’agit d’un rapport de mêmes propriétés, la porosité n’a pas d’unités et elle est 

souvent exprimée en pourcentage. 

La porosité peut être de deux formes. La porosité d’interstice (figure I.2a), et la porosité de 

fissure (figure I.2b). 

 

Figure (I.2) : Les deux types de porosité (Salazar, 2006 [3]). 

I.2.4   Perméabilité 

La perméabilité est la propriété d'un corps poreux de se laisser traverser par les fluides. Cette 

constante caractéristique d’un milieu poreux est liée à la forme des grains et à la porosité. 

L’unité de la perméabilité K est le DARCY (1 DARCY= perméabilité d’un milieu poreux de 1 

cm² de section, 1 cm de longueur, soumis à une différence de pression de 1 bar traversé pas un 

fluide dont la vitesse de filtration et 1 cm/s) 1 Darcy = 9.87 * 10-9 m2. Cette grandeur est 

déterminée généralement par des mesures expérimentales, à partir de la loi de Darcy régissant 

le mouvement du fluide dans le milieu poreux. Il y’a des relations qui donne la perméabilité K 

en fonction de la porosité ε et d’une dimension caractéristique de la matrice solide à l’échelle 

du Pore.  

- Par exemple dans le modèle de Darcy la perméabilité est donnée : 

K
Df

dp

dx

U
                                                                                   (I.2) 
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µf = viscosité de fluide 

UD= vitesse de darcy 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= Gradient de pression. 

- Le modèle de Kozeny-Carman, donne une estimation de la perméabilité k pour un milieu 

poreux non consolidé constitué d’éléments identiques de géométrie simple 

k 
 

2 3

2

036 1

pd

C







                                                                            (I.3) 

Où d désigne une dimension caractéristique des éléments constituant la matrice poreuse 

(diamètre pour des billes, arrête pour des cubes...) et C0 une constante dépendant de la forme 

des grains (3.6 < C0 < 5) et en particulier C0 = 4.84 pour des grains sphériques. 

- Ergun, 1952, établit une expression semblable à (I.3) en considérant l’écoulement 

unidirectionnel d’un fluide incompressible au sein d’une colonne poreuse constituée de 

particules sphériques, de diamètre d, et soumise à un gradient de pression : 

k 
 

2 3

2
150 1

pd 





                                                                            (I.4) 

Ce qui correspond à une valeur de C0 de la loi de Kozeny-Carman de 4.16.  

- La modélisation des pores par des fissures capillaires de largeur w et distantes de D, conduit 

à une perméabilité : 

       k 
 

3 ²

12 12

w w

w D
 


                                                                  (I.5) 

- La modélisation de la matrice poreuse comme un faisceau de tubes capillaires parallèles 

conduit à l’expression suivante de la perméabilité : 

k  
2

2, / 4
32

p

p

d
n d                                                            (I.6) 

Où n est le nombre de capillaires par unité de surface perpendiculaire au sens de 

l’écoulement et dp est le diamètre des capillaires. 
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À titre indicatif, on trouve dans le tableau (I.1) Des mesures expérimentales faites par 

Kaviany [4]. Et d’autre pour la perméabilité faite par Sheidegger [5] pour différents milieux 

poreux. 

Tableau (I.1) : Propriétés de quelques matériaux poreux. 

Matériaux Porosité ε Perméabilité K (m²) 

Ardoise en poudre 0.57 à 0.66 4.9 10-14 – 1.2 10-13 

Brique  0.12 à 0.34 4.18 10-15 – 2.2 10-13 

Cuivre en poudre 0.09 à 0.34 3.3 10-10 - 1.5 10-9 

Fibre de verre 0.88 à 0.93 / 

Sable  0.37 à 0.50 2 10-11 - 1.8 10-10  

Grès 0.08 à 0.38 / 

Terre 0.43 à 0.54 2.9 10-13 – 1.4 10-11 

Poudre en silice 0.37 à 0.49 1.3 10-14 – 4.1 10-14 

 

I.2.5   Modèles d’écoulement en milieux poreux 

Les lois des écoulements en milieu poreux ne constituent que des approximations. On 

s’intéresse en général qu’au phénomène à l’échelle macroscopique. Plusieurs lois 

phénoménales sont utilisées, la plus importante est la loi de Darcy, dans le but d’élargir son 

domaine de validité, des corrections ont été proposées pour tenir compte des effets des parois, 

les autres lois sont en majorité des extensions de cette loi. (Extension de Brinkman), et des 

effets d’inertie (extension de Forchheimer). 

a) Loi de Darcy 

Pour l’étude de la convection en milieu poreux, la grande majorité des études utilise la 

formulation classique de Darcy (1856). L’auteur donne une loi sur les écoulements isothermes 

dans un milieu poreux, qui exprime la proportionnalité entre les variations de pression ∆p et le 
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débit Q lié à la vitesse de filtration vfil. Ceci se traduit pour un échantillon de longueur L et de 

section S par la relation suivante 

 

f

S
K p

Q
L


                                                                                (I.7) 

Où µf : viscosité dynamique du fluide. k: perméabilité, ce paramètre étant indépendant de la 

nature du fluide et ne dépend que de la géométrie du milieu. On peut généraliser cette loi : 

f

K
V P


                                                                               (I.8) 

Dans le cas de la présence de la pesanteur, l’équation précèdent devient : 

 
f

K
V P g


                                                                    (I.9) 

Avec �⃗�  : vecteur vitesse de filtration. 

Le modèle de Darcy, qui néglige les forces d’inertie et visqueuses est valide lorsque les 

conditions suivantes sont satisfaites (Kalla, 1999 [6]) : 

6

0

10

Re 1p

Da








 

                                                                            (I.10) 

Avec ²Da K L  : est le nombre de Darcy (voir Chapitre III). 

Et  Re .p pd V   : est le nombre de Reynolds (
pV  vitesse à l’échelle de pore). 

Il existe trois types de régimes d’écoulement en fonction de Rep (Delache, 2005 [7]) :  

 Pour Re 1p   , le régime est laminaire, les forces de viscosité sont grandes devant les 

forces d’inertie, la loi de Darcy est valable.  

 

 Pour 1 Re 150p  , des couches limites se développent au niveau des parois solides.  

En dehors de cette couche limite, il n’y’à plus proportionnalité entre le gradient de 

pression et la vitesse de filtration : la loi de Darcy n’est plus applicable. Ce régime 

d’écoulement stationnaire laminaire persiste jusqu’ à  Rep=150. 
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 Pour 150 Re 300p  , un régime d’écoulement instationnaire prend place et pour 

Re 300p    on est en présence d’un écoulement turbulent. 

b) Loi de Darcy – Forchheimer 

Si la vitesse débitante augmente, on ne peut pas négliger les forces d’inertie, et dans ce cas 

on montre expérimentalement que pour un gradient de pression fixé, le débit mesuré est plus 

petit qu’il ne le serait avec la loi de Darcy. 

Pour prendre en compte cet effet, Forchheimer fait une modification empirique de la loi de 

Darcy en reliant non linéairement la vitesse et le gradient de pression : 

.
f ff

fil fil filf

C
p g V F V V

K K


                                                    (I.11) 

Cf : Coefficient de Forchheimer, F : est un paramètre caractéristique de la géométrie du 

milieu poreux, généralement appelé paramètre de Forchheimer. 

c) Loi de Darcy – Brinkman 

Dans le cas où la porosité est importante (de l’ordre de 0.8), il faut tenir compte des effets 

de diffusion visqueuse au niveau des parois (Delache, 2005 [7]). Pour cette situation Brinkman 

(1947) propose de modifier l’équation de Darcy de la façon suivante : 

²
f

fil filf effp g V V
K


                                                                 (I.12) 

Où  

μeff = μ [1+2.5 (1−ε)], représente la viscosité effective du milieu poreux. En général μeff est 

considéré équivalente à la viscosité dynamique μ donc on peut donner la vitesse de filtration 

comme suit : 

²fil filf

K
V p g K V


      
                                                            (I.13) 

Adoptant le modèle de Brinkman et introduisant l’approximation de Boussinesq, l’équation 

de la conservation de la quantité de mouvement s’écrit : 

  0 ²fil filf

K
V p g T T K V 


       
                                         (I.14) 

Avec  β =−
1

𝜌0
(
𝜕𝜌

𝜕𝑇
) : Le coefficient d’expansion volumique thermique du fluide,  
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           T0 : la température de référence. 

d) Modèle général 

On généralise les trois modèles en introduisant un terme transitoire et le terme convectif 

 .V V  , ce qui conduit à l’équation suivante : 

 . ²
f f f f

eff

b c f
da e

CV
V V p g V V V V

t K K

  
 

 


        


                          (I.15) 

�⃗�  : Une quantité moyennée à travers un volume élémentaire 

(a) : Forces inertielles macroscopiques.  

(b) : Gradient de pression.  

(c) : Forces de volumes.   

(d) : Terme de Darcy. 

(e) : Terme de Forchheimer (Forces inertielles microscopiques).  

(f) : Terme visqueux de Brinkman. 

I.2.6 Transfert de chaleur en milieu poreux 

Tout comme l’équation de Darcy décrivant l’écoulement du fluide au sein du milieu poreux, 

l’équation de l’énergie, traduisant le transfert de chaleur dans le milieu poreux fait appel au 

concept de milieu continu fictif, équivalent au milieu poreux réel. 

Pour établir l’équation de transfert de chaleur, la démarche est la suivante : 

Formulation des équations microscopiques à l’échelle du pore. 

Prises de moyenne s effectuées sur les équations microscopiques qui permettent le passage de 

l’échelle du pore à celle du milieu homogène. 

Avant de formuler ces équations de description du transfert de chaleur nous précisons les 

hypothèses adoptées : 

– Les termes de dissipation visqueuse sont supposés négligeables, hypothèse justifiée si les 

vitesses de filtration restent relativement faibles. 
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 – Les caractéristiques thermiques des phases solide et fluide telles que les capacités 

calorifiques volumiques et les conductivités thermiques, sont supposées constantes et donc 

indépendantes de la température. 

A l’échelle du pore, le système décrivant le transfert de chaleur est le suivant : 

En tout point M du milieu poreux, à l’exception de la surface de contact entre le solide et le 

fluide, la loi de Fourier s’écrit : 

         i i i i ii i
c T c T V T

t
  


           

                                                 (I.16) 

Où i = f si M appartient à la phase fluide et i = s s’il appartient à la phase solide. On a donc 

Vs = 0 et Vf désigne la vitesse locale du fluide à l’échelle du pore. 

Les conditions aux limites associées à l’interface solide-fluide, sont les suivantes : 

   
0

s f

s s f f

f

T T

T n T n

V

 




    




                                                                         (I.17) 

Où n désigne le vecteur normal à l’interface, λi la conductivité thermique de la phase i et 

(ρc) i la capacité calorifique volumique de la phase i. 

La prise de moyenne sur un volume élémentaire (V.E.R) donne : 

       f
c T c TV T

t
  

          
                                                     

(I.18) 

Où �⃗�   est la vitesse de filtration.  

      1
f s

c c c    

    : Est la capacité calorifique volumique du milieu poreux 

équivalent. 

λ∗ : est la conductivité thermique globale, elle dépend, de manière complexe, des conductivités 

des phases solide et fluide et de la texture du milieu poreux. 

De nombreux modèles de conductivité thermique ont été développés qui permettent 

l’estimation de λ∗, tels que :  1f s        ou 
 11

f s



  


   dans le cas de milieux 

poreux constitués par des éléments très réguliers tels que des sphères, par exemple. Mais il est 
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généralement indispensable de recourir à la détermination expérimentale pour une évaluation 

précise de λ∗. 

I.3 Nanofluides 

Avec les progrès récents en nanotechnologies, des particules de la taille des nanomètres 

peuvent être obtenues. Cet avancement technologique a donné l'idée de suspendre ces particules 

dans un liquide de base pour obtenir une amélioration de la conductivité thermique. Une 

suspension de nanoparticules dans un fluide de base est appelée nanfluide. Ce terme a été 

proposé par Choi [08] en 1995 dans le laboratoire national d’Argonne. Le fluide de base est 

généralement de l’eau, de l’huile ou de l’éthylène glycol (EG).  

- Les nanoparticules sont des fines particules nanométriques : leur diamètre est de 

quelques nanomètres (<50nm). -D’une manière générale, les nanoparticules peuvent être 

classées selon leur forme en deux grandes catégories :  

-  Les nanoparticules sphériques pour lesquelles plusieurs types de matériaux peuvent être 

utilisés pour leur fabrication. Ces nanoparticules sphériques peuvent ainsi être à base de métaux 

(cuivre Cu, fer Fe, or Au, argent Ag…) ou d’oxydes de cuivre (oxyde d’aluminium Al2O3, 

oxyde de cuivre CuO, oxyde de titane TiO2…).  

- Les nanotubes (les nanotubes de carbone NTC, les nanotubes de titane TiO2, Nanotube 

de silicium…). 

I.3.1 Propriétés thermophysiques des nanofluides  

Les propriétés thermophysiques (la masse volumique, la chaleur spécifique, la dilatation 

thermique, la viscosité dynamique et la conductivité thermique) des solutions sont 

profondément modifies par l’ajout des nanoparticules. De nombreux paramètres caractérisant 

ces nanoparticules peuvent avoir un effet notable sur les valeurs des paramètres 

thermophysiques du nanofluide obtenus (la nature des nanoparticules, leur taille, la fraction 

volumique φ, la conductivité du fluide de base et celle des nanoparticules, la température du 

milieu .... etc.). 

I.3.1.1 Masse volumique  

Pour calculer la masse volumique d’un nanofluide que nous supposerons parfaitement 

homogène (bonne dispersion des nanoparticules dans le fluide de base) en fonction de la 

fraction volumique (φ) a une température T donnée.  

La masse volumique de ce mélange est définie comme suite : 
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s f s s f f

nf

nf s f s s

m m m mm

V V V V V

 


  
   

  
                                                                      (I.19) 

La fraction volumique des nanoparticules (φ) désigne le rapport du volume des 

nanoparticules sur le volume total (fluide + solide). 

s
nf

s f

VVolume solide

Volumetotale du nanofluide V V
  


                                                                 (I.20) 

On en déduit alors la masse volumique du nanofluide : 

 1nf f s                                                                                                            (I.21) 

Avec  

nf : La masse volumique du nanofluide.  

f : La masse volumique du fluide de base.  

s : La masse volumique des nanoparticules solides. 

I.3.1.2 Chaleur spécifique 

La chaleur spécifique est la capacité calorifique par unité de masse d’une substance ou d’un 

system homogène
pC dQ mdT . La chaleur spécifique correspond à l’apport de chaleur 

nécessaire pour élever la température de l’unité de substance de 1 K lors de la transformation 

considérée. Pour la détermination de la chaleur spécifique d’un nanofluide, on a les des deux 

relations suivantes. 

Xuan and Roetzel [12] ont utilisé : 

      1P P Pnf f s
C C C                                                                                     (I.22) 

Pak and Cho [13] ont utilisé : 

      1P P Pnf f s
C C C                                                                                           (I.23) 

Avec  

 P nf
C : Chaleurs spécifique du nanofluide.  

 P f
C : Chaleurs spécifique du fluide de base.  
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 P s
C : Chaleurs spécifique des nanoparticules 

I.3.1.3 Coefficient d’expansion thermique 

La variation de la masse volumique sous l'action de la température est caractérisée par le 

coefficient d'expansion thermique 
1

T

PT






 
   

 
appelé également coefficient de dilatabilité. 

Pour calculer la valeur de ce coefficient pour les nanofluides de très nombreux auteurs ont 

utilisé à la suite des premiers travaux sur les nanofluides, par analogie avec la relation (I.19). 

 1nf f s                                                                                                            (I.24) 

I.3.1.4 Viscosité dynamique 

La viscosité relative est le rapport de la viscosité du nanofluide sur celle du fluide de base

nf

f




 . On a plusieurs modèles de la viscosité dynamique d’un nanofluide comme :  

Modèle d’Einstein : 

Pour un mélange contenant des suspensions diluées de particules fines sphériques et rigides 

est la suivante : 

 1 2.5nf f                                                                                                         (I.25) 

Avec 

nf : La viscosité dynamique du nanofluide. 

f : La viscosité dynamique du fluide de base. 

 : La fraction volumique des nanoparticules. 

Modèle de Brinkman : 

A étendu la formule d’Einstein pour couvrir une large plage de concentrations volumiques. 

 
2.5

1

f

nf








                                                                                                             (I.26) 

Modèle de Batchelor : 

A montré que la viscosité n’est pas seulement une fonction linéaire de , comme l'indique 

la relation d'Einstein mais une fonction non linéaire de   
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        2.6 ² 2.5 1nf f                                                                                                 (I.27) 

D’autres relations ont été proposées dans la littérature, limitées à des applications bien 

précises. 

I.3.1.5 Conductivité thermique 

La conductivité thermique, notée λ (W/m. K), est la capacité d’un matériau de conduire ou 

de transmettre de la chaleur. C’est une propriété très importante pour l’amélioration des 

performances thermiques d’un fluide caloporteur. La synthèse des nanofluides répond au besoin 

d’améliorer et d’amplifier la conductivité thermique des liquides. Aussi, de nombreux travaux 

ont été menés pour mesurer, mais aussi prédire et expliquer cette amélioration. 

Il existe plusieurs modèles théoriques permettant d’estimer, sous certaines conditions, la 

conductivité thermique des suspensions. Nous présenterons dans cette partie les modèles les 

plus utilisés dans le cas des nanofluides. 

Modèle de Maxwell : 

Il a supposé que les particules sont séparées d’une distance suffisante conduisant à l'absence 

d’interaction mutuelle entre elles, pas de contact entre les particules. 

 
 

2 2

2

s f f snf

f s f f s

    

     

  


                                                                                             
(I.28) 

Avec 

nf  : La conductivité thermique du nanofluide. 

f  : La conductivité thermique du fluide de base. 

s  : La conductivité thermique de la particule solide. 

Modèle d’Hamilton : 

Est une extension du modèle de Maxwell. Il concerne les particules de forme quelconque 

défini comme suit : 

 

    
   

1 1

1

s f f snf

f s f f s

n n

n

    

     

    


                                                                          
(I.29) 
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3
n


   Et  Facteur de forme empirique faisant référence à la géométrie sphérique. Ce 

coefficient est défini comme étant le rapport de l’aire d’une sphère de même volume que la 

particule sur l’aire de cette même particule (n = 3 pour les particules sphériques et n = 6 pour 

les particules cylindriques). 

I.3.2 Application des nanofluides dans l’industrie [1] 

 Les nanofluides ont connu beaucoup d’applications dans l’industrie ce qui a incité plusieurs 

recherches expérimentales. Les dispersions de nanoparticules trouvent déjà de nombreux 

domaines d’applications pour leurs propriétés magnétiques (paliers magnétiques à Ferro-

fluides, agents de contraste en imagerie médicale), pour leurs propriétés électriques (dépôt 

conducteur électro-mouillage pour lentilles liquides), et de marquage de cellules ou de 

contrefaçon avec des nanoparticules fonctionnalisées... 

En thermique, les nanofluides peuvent être utilisés partout où des flux de chaleur importants 

doivent être évacués par des boucles liquides fermées : refroidissement de composants 

électriques et électroniques, radars, automobile...  

Les nanofluides pourraient apporter une solution intéressante dans le refroidissement des 

miroirs, cibles et filtres des lasers et rayons X de forte puissance, ainsi que des MEMS. 

La très petite taille des nanoparticules et les propriétés lubrifiantes de certaines d’entre elles 

permettraient leur emploi comme fluide pour les transmissions, les boîtes de vitesses et les 

huiles de moteur thermique. 

 En dysphasique, en parvenant à améliorer leurs performances, on peut envisager des 

systèmes de climatisation et frigorifiques améliorés, ainsi que l’utilisation de caloducs plus 

performants pour les applications spatiales et en refroidissement électronique. 

 Il est également envisagé d’utiliser l’augmentation du flux critique pour les circuits 

d’injection de secours de centrales nucléaires à eau pressurisée. 

I.4 Principe de la convection sur les surfaces planes 

En fait, dans notre environnement quotidien, les manifestations de la convection libre sont plus 

présentes que les effets de la convection forcée, même si elles ne sont pas toujours directement 

perceptibles par nos sens : c’est ainsi que dans n’importe quelle salle d’habitation nous sommes 

entourés en permanence de mouvements d’air ; celui-ci se réchauffe en montant le long des parois 
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les plus chaudes et se refroidit en descendant le long des parois les plus froides. La diversité des 

situations est également plus grande en convection libre.  

Les domaines d’applications sont donc vastes, et concernent aussi bien l’isolation des 

canalisations que le refroidissement des circuits électriques et électroniques, la thermique du 

bâtiment et le confort humain, les panaches et la dispersion des effluents, ou encore la thermique de 

l’atmosphère et des océans. En ce qui concerne la mécanique des écoulements de convection 

naturelle on observe que, puisque les gradients de masse volumique à l’origine du mouvement sont 

eux-mêmes dus à des gradients de température, il y a là un couplage structurel entre bilan de quantité 

de mouvement et bilan d’énergie, c’est à dire entre champ de vitesse et champ de température. 

D’autre part, une spécificité de la convection libre concerne les faibles niveaux de vitesse atteints, 

avec pour conséquence immédiate des flux thermiques également modestes. L’aspect le plus 

important des transferts en convection libre est (comme en convection forcée) ce qui se passe au 

voisinage des parois. On y retrouve en particulier des structures de couche limite dont nous allons 

parler bientôt. 

I.4.1 Couches limites en convection  

Nous choisissons pour cela une disposition simple : plaque plane verticale, maintenue à une 

température uniforme Tp ; fluide ambiant immobile (U∞= 0) température uniforme T∞. Plaçons-nous 

par exemple dans le cas où la plaque est plus chaude que le fluide (Tp > T∞). D’après ce que l’on 

sait déjà, le fluide va s’élever le long de la paroi. Commençons par visualiser l’écoulement en 

injectant un traceur (colorant, fumée, bulles...) au niveau du bord d’attaque. On observe alors un 

filet qui est d’abord rectiligne et parallèle à la paroi, puis qui ondule avant de se fragmenter en 

volutes (Figure I.5). Ceci traduit donc, l’existence de deux structures dynamiques correspondant à 

deux régimes différents d’écoulement : laminaire près du bord d’attaque, puis turbulent. Il est 

d’ailleurs très facile de réaliser une expérience qualitativement analogue en regardant le filet de 

fumée qui monte d’une cigarette en air calme. 

I.4.1.1Couche limite dynamique 

Lorsqu’un fluide se déplace sur un obstacle, les champs de vitesse et de pression sont 

perturbés par ce dernier. La couche limite est la zone de fluide contiguë à la paroi (ou bien, on 

peut dire qu’il s’agit d’une zone d’interface entre le corps et le fluide), dans laquelle se produit 

l’accommodation entre la vitesse nulle en paroi et la pleine vitesse locale du fluide libre. 

De nombreuses propriétés de l’écoulement (frottement, transfert thermique et présence 

éventuelle de décollements) dépendent de cette couche limite. 
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On distingue deux types de couche limite dynamique : 

a) Couche limite laminaire 

La couche limite laminaire est caractérisée par le fait que tous les vecteurs vitesses sont 

parallèles à un même plan, l'écoulement se présente alors sous la forme de lames de fluide 

glissant les unes sur les autres. Ces lames restent rectilignes sur une certaine longueur, puis 

s’estompent. On observe une telle couche limite vers le bord d'attaque d'un profil. On appelle 

conventionnellement l'épaisseur δ de la couche limite la distance à la paroi à partir de laquelle 

la vitesse U est telle que : U = 0.99 U ∞ 

 

Figure (I.3) : développement d’une couche limite dynamique le long d’une plaque plane. 

En fait assez rapidement les lames disparaissent et la couche limite n’est plus dite laminaire 

mais turbulente. 

b) Couche limite turbulente 

L’écoulement présente un caractère désordonné, due en partie aux aspérités qui existent 

toujours sur la paroi. La couche limite devient turbulente et les vecteurs vitesses ne sont plus 

parallèles entre eux. 
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Figure (I.4) : Délimitation des zones de couche limite dynamique. [10] 

On remarque qu’il existe une délimitation entre les deux zones précédemment définies que 

l’on nomme zone de transition. 

I.4.1.2Couche limite thermique 

La couche limite thermique ne se développe au sein d’un écoulement de fluide visqueux en 

contact avec un corps solide, que si ces derniers sont à des températures différentes. 

Supposons par exemple que l’écoulement incident sur une plaque plane soit à une 

température uniforme T∞, et que la surface de cette dernière soit maintenue à une température 

Tw également uniforme mais différente de T∞. En explorant le champ de température T 

perpendiculairement à la plaque, selon l’ordonnée y, on observera une variation progressive de 

Tw à T∞, d’abord rapide puis de plus en plus lente à mesure qu’on pénètre dans l’écoulement. 

L’épaisseur δ𝑡 de la couche limite thermique est conventionnellement définie comme étant 

la distance à la paroi pour laquelle le rapport 
 

0.99
w t

w

T T

T T









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Figure (I.5) : Développement d’une couche limite thermique le long d’une plaque plane 

isotherme. 

Dans le cas où ces deux phénomènes se présentent de manière simultanée, il existe un 

nombre adimensionnel, le nombre de Prandtl Pr caractérisant le fluide et défini par : r

v
P

a
 , 

traduisant le rapport entre la diffusion visqueuse et la diffusion thermique, qui permet de lier 

les épaisseurs des deux couches limites : 

➢ Pr<<1 Dans ce cas la chaleur se diffuse plus rapidement que la quantité de 

mouvement donc l’épaisseur de la couche limite thermique sera plus grande que celle de la 

couche limite dynamique δ << δt 

➢ Pr>>1 Dans ce cas l’écoulement se caractérise par une diffusion de la quantité de 

mouvement beaucoup plus importante que la diffusion de la chaleur δt << δ 

➢ Pr ≈1 Les deux épaisseurs sont du même ordre de grandeur. 

I.4.2 Équations de couche limite en écoulement laminaire 

On considère toujours une paroi verticale, et un fluide immobile et isotherme au loin ; mais 

nous n’imposerons pas de restrictions particulières à la température de paroi Tp, qui pourra donc 

dépendre de x. Voyons alors ce que deviennent les équations générales : 

0divv                                                                                                                             (I.30) 

Et 

. ( )V grad T T                                                                                                             (I.31) 
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  *1
. ( ) ( )V grad V T T g grad p v V






                                                               (I.32) 

Et, en nous limitant ici à la zone d’écoulement laminaire. 

 • Les caractéristiques observées de l’écoulement à proximité de la paroi autorisent à 

conserver les approximations de la couche limite dynamique, à savoir : 

v u  et 
2 2

2 2

u u

x y

 


 
                                                                                                    (I.33) 

Par contre, on prendra garde au fait que 
u

x




 n’est pas toujours négligeable devant 

u

y




 : au 

voisinage du maximum um on a en effets 
u

y




 = 0 et 0

u

x





  . Le même problème se rencontre 

d’ailleurs dans les jets pariétaux ou dans les zones de décollement. Quoi qu’il en soit, il résulte 

de (I.42) que l’équation de continuité est inchangée, et que dans l’équation de quantité de 

mouvement selon x, le terme 

2

2

u

x




 disparaît . 

• En ce qui concerne la pression, vu la lenteur de l’écoulement on admettra que les gradients de 

pression induits par le champ de vitesse sont faibles. Autrement dit, la pression motrice p∗ obéit 

à la loi de la statique, comme dans le fluide au loin, ce qui s’exprime par :  

grad(p∗) ≈0                                                                                                                        (I.34) 

• Enfin, dans la couche limite thermique : 

T T

x y

 


 
 et  

2 2

2 2

T T

x y

 


 
                                                                                               (I.35) 

Ce qui se traduit simplement par la disparition du terme 

2

2

T

x




 dans l’équation d’énergie. 

 • Le regroupement des conditions précédentes va nous conduire aux équations de couche limite 

en convection libre laminaire. Si on se trouve dans le cas TP > T∞, l’écoulement se fait vers le 

haut. 

 On choisit alors pour x la même direction (fig. I.5), de sorte que g gx   (la pesanteur est 

dirigée vers le bas !) et le terme en g devient +β (T − T∞) g. Au contraire, avec Tp < T∞, 
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l’écoulementes descendant, et on préfère encore prendre x , dans le sens du mouvement. Cette 

fois  g  = +g x , et le terme en  g  s’écrit –β (T − T∞) g  

Finalement les équations (I.31), (I.32), (I.33) et deviennent donc : 

u

x




+ 

v

y




 = 0                                                                                                                       (I.36)             

 
2

2

u u u
u v g T T v

x y y
 

  
    

  
                                                                                 (I.37) 

+si direction x vers le haut -si direction x vers le bas 

 
2

2

T T T
u v

x y y


  
 

  
                                   (I.38) 

Rappelons que dans le terme de couplage gβ (T − T∞) la dilatabilité β du fluide est égale à 

(1/T) Pour un gaz à température T (y compris la vapeur d’eau). Avec les liquides, on se reportera 

aux tables de données thermo physiques. A titre d’exemple, 
4 12,06.10 K    Pour l’eau à 

20◦C, et augmente fortement avec T. Mais quel que soit le fluide, il est recommandé d’évaluer 

β à Tm (température du mélange) ou Tf (température du film) pour tenir compte partiellement 

de sa variation avec T. D’autre part, en ce qui concerne l’alternative ± dans (I.42), on observera 

ceci : 

 - soit x est dirigé vers le haut, et T > T∞ 

 - soit x est dirigé vers le bas, et T < T∞ 

 Donc, en regroupant les deux cas : si x est dirigé dans le sens de l’écoulement alors on a la 

propriété : 

± gβ (T − T∞) = gβ|T − T∞| > 0                                                                                      (I.39) 

 Dans la suite, nous adopterons cette écriture et l’équation de quantité de mouvement se 

présentera sous la forme : 

2

2

u u u
u v g T T v

x y y
 

  
   

  
                                                                                 (I.40) 
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I.5 Synthèse bibliographique  

Dans cette partie, nous présentons une recherche bibliographique sur la convection en 

milieux poreux et saturés par des nanofluides. Comme on l’a déjà signalé, la convection mixte 

dans les milieux poreux est présente dans de très nombreux processus naturels ou industriels. 

Les exemples sont multiples et nous pouvons citer quelques-uns : la récupération de pétrole, 

l’isolation thermique…etc. 

M.A.A. Hamad [12] a examiné le flux convectif et le transfert de chaleur d’un nanofluide 

visqueux incompressible passé feuille d'étirement verticale semi-infinie en présence d'un champ 

magnétique. Les équations aux dérivées partielles déterminantes avec les conditions auxiliaires 

sont réduites aux équations différentielles ordinaires avec les conditions correspondantes via 

des transformations de mise à l'échelle. Les solutions analytiques des ODE résultantes sont 

obtenues et à partir desquelles sont présentées les solutions analytiques du problème initial. 

L'influence de paramètres pertinents tels que le paramètre magnétique, la fraction volumique 

solide de nanoparticules et le type de nanofluide sur le flux, le transfert de chaleur, le nombre 

de Nusselt et le coefficient de frottement avec la surface est discutée.  

Xinhui Si et al. [13] ont analysé l’écoulement de la convection mixte d'un nanofluide 

pseudo-plastique régit par la loi de puissance à travers une plaque verticale. Trois types de 

nanoparticules, tels que le cuivre (Cu), l'oxyde d'aluminium (Al2O3) et l'oxyde de titane (TiO2) 

sont considérés. La loi de Fourier généralisée proposée par Zheng pour la variation de la 

conductivité thermique des nanofluides, qui dépend de la loi de puissance du gradient de vitesse 

ainsi que de la propriété des nanoparticules, est prise en compte. Les solutions doubles sont 

obtenues par Bvp4c avec Matlab. De plus, leurs résultats montrent que, le nombre Nusselt local 

ne conserve pas les mêmes caractéristiques du fluide newtonien près du point où le rapport de 

vitesse est égal à 0,5. 
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Figure (I.6) : Le modèle de transfert de chaleur et de masse de convection mixte [14] 

P. Rana et al. [15] ont étudié l’écoulement de convection mixte d’une couche limite d'un 

nanofluide incompressible le long d'une plaque inclinée d'un angle α dans un milieu poreux. 

Les équations gouvernantes non linéaires résultantes avec les conditions aux limites associées 

sont résolues en utilisant la méthode des éléments finis (FEM) et la méthode des différences 

finies (FDM) avec une transformation locale non similaire. Leurs résultats montrent que le 

nombre de Nusselt diminue avec l’augmentation du nombre de mouvements browniens (Nb) 

ou du nombre de thermophorèse (Nt), alors qu’il augmente avec l’augmentation de l’angle α. 

De plus, le nombre local de Sherwood augmente avec l’augmentation de Nt, tandis qu’il 

diminue avec une augmentation de Nb et d’angle α. Les effets du nombre de Lewis, du 

coefficient de flottabilité et du paramètre de convection mixte sur la température.  Les 

distributions de température et de concentration sont également examinées en détail.  
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Figure (I.7) : Modèle physique de P. Rana et al. [15].    

D. Pal et G. Mandal [16] se sont intéressés aux effets du rayonnement thermique de 

l’écoulement de couche limite de la convection mixte vers un écoulement de point de stagnation 

sur un étirement / retrait noyé dans un milieu poreux remplie d’un nanofluide avec présence de 

génération de chaleur et de dissipation visqueuse. Les équations de base sont résolues 

numériquement en utilisant la méthode de Runge – Kutta – Fehlberg avec technique de tir. Leur 

résultat montre que le paramètre d’aspiration diminue les profils de vitesse et de température 

pour l’étirement de la feuille, tandis que la tendance inverse s’obtient pour le rétrécissement de 

la feuille. On constate également que l’épaisseur de la couche limite pour la deuxième solution 

est supérieure à la première solution pour les trois types de nanofluide pour la contraction de la 

feuille. De plus, ils ont constaté que l’ajout des nanoparticules dans le fluide de base entraîne 

une augmentation du frottement de surface. 

 

Figure (I.8): Configuration du flux[16] 
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C-H. Chen et C-Y. Ding [17] ont présenté une analyse des caractéristiques de transfert de 

chaleur et des performances de refroidissement d'un dissipateur thermique à micro canaux avec 

un nanofluide (eau-γAl2O3) ayant différentes fractions volumiques différente. Pour la résolution 

de problème, le dissipateur thermique à micro canaux est modélisé comme un milieu poreux 

saturé en fluide. L’équation de Darcy-Forchheimer-Brinkman est utilisée pour décrire 

l’écoulement du fluide et le modèle à deux équations avec dispersion thermique est utilisé pour 

le transfert chaleur. Des résultats typiques pour les distributions de température de la phase 

fluide et de la paroi du canal sont présentés pour diverses valeurs de la fraction volumique de 

nanoparticules et du paramètre des forces inertie. Les résultats montrent que la distribution de 

la température de la paroi du canal n’est pratiquement pas sensible à l’effet inertiel, 

contrairement à la distribution de la température du fluide et à la résistance thermique totale 

changent de manière significative. En général, l’inertie des fluides a pour effet de réduire la 

résistance thermique totale et la différence de température entre la paroi du canal et la phase 

fluide. Les résistances thermiques totales obtenues à partir du modèle actuel avec effet inertiel 

correspondent bien aux résultats expérimentaux existants, alors que la résistance thermique est 

surestimée si l’effet inertiel est négligé. 

 

Figure (I.9): schéma du dissipateur thermique a microcanaux [17] 

R. Nazar et al. [18] ont étudié l’écoulement de la couche limite de la convection mixte d'un 

cylindre circulaire horizontal isotherme noyé dans un milieu poreux chargé d'un nanofluide 

dans deux cas différents. Le système d'équations différentielles partielles non linéaires résultant 

est résolu numériquement à l'aide d'un schéma implicite à différences infinies. Les solutions 

pour les caractéristiques de l’écoulement et du transfert de chaleur sont évaluées 

numériquement pour différentes valeurs de paramètres, à savoir la fraction volumique de 

nanoparticules φ et le paramètre λ de la convection mixte. Trois différents types de 

nanoparticules sont considérés, Cu, Al2O3 et TiO2. Leurs résultats montrent que pour chaque 

nanoparticule particulière, en augmentant la fraction volumique de nanoparticules plus le 
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coefficient de frottement diminue, ce qui entraîne une augmentation de la valeur du paramètre 

de convection mixte λ. D'autre part, parmi les trois types de nanoparticules considérées, pour 

toutes valeurs fixes de φ et λ, la nanoparticule Cu donne les valeurs les plus élevées du 

coefficient de frottement, suivie de TiO2 et Al2O3. Enfin, le chauffage du cylindre (λ> 0) retarde 

la séparation de la couche limite et si le cylindre est suffisamment chaud (grandes valeurs de 

λ> 0), alors elle est complètement supprimée. Par ailleurs, le refroidissement du cylindre (λ <0) 

rapproche le point de séparation de la couche limite du point de stagnation inférieur et pour un 

cylindre suffisamment froid (valeurs élevées de λ <0), il n'y aura pas de couche limite sur le 

cylindre. 

G. Aaiza et al. [19] ont étudié le transfert d'énergie de la convection mixte 

magnétohydrodynamique (MHD) d'un nanofluide incompressible à l'intérieur d'un canal rempli 

de milieu poreux saturé. Le canal aux parois non uniformes dont la température est prise dans 

une direction verticale sous l'influence d'un champ magnétique transversal, trois situations 

d’écoulement différentes sont discutées. Quatre formes différentes de nanoparticules d'égale 

fraction volumique sont utilisées dans les fluides de base conventionnels, l’éthylène glycol (EG) 

(C2H6O2) et l’eau (H2O). Des solutions pour la vitesse et la température sont obtenues, discutées 

graphiquement dans divers graphiques. Leur résultat montre que la viscosité et la conductivité 

thermique sont les paramètres les plus importants responsables des différentes variations de la 

vitesse et de la température. D’autre part, le C2H6O2 est considéré comme un meilleur fluide de 

base par rapport aux autres fluides de base. 

A.V. Rosca et al. [20] ont numériquement analysé le problème de l'écoulement de la 

convection mixte d’une couche limite sur une plaque plane horizontale imperméable encastrée 

dans un milieu poreux saturé par un nanofluide. La surface de la plaque est maintenue à une 

température constante et à une fraction volumique de nanoparticules constante. Les équations 

différentielles partielles gouvernantes résultantes sont transformées en un ensemble de deux 

équations ordinaires (similaires), qui sont résolues à l'aide de la fonction bvp4c de Matlab. Une 

comparaison est faite avec les résultats disponibles dans la littérature et un ensemble 

représentatif de résultats numériques pour le transfert de chaleur réduit de la plaque, des profils 

de vitesse et de température sans dimension sont présentés graphiquement et sous forme de 

tableau. En outre, les principales caractéristiques des résultats sont analysées et discutées. 
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Figure (I.10) : Modèle physique et système de coordonnée [20] 

 

CHattopadhyay et al. [21] ont traité numériquement la convection mixte dans une cavité 

Poreuse chauffée sinusoïdalement avec les parois latérales mobiles, en utilisant le modèle de 

Brinkman pour simuler l’écoulement dans un milieu poreux en variant les paramètres tel que, 

le nombre de Richardson Ri, nombre de Darcy, Grashof et l’amplitude de la température. 

 Leur résultat montre que les caractéristiques de l’écoulement fortement effectuées par la 

présence du milieu poreux. 

C.Y. Cheng [22] a étudié les effets de Soret et Dufour sur la convection naturelle thermique et 

massique près d’un cône tronqué verticalement avec des températures et concentrations 

variables dans un milieu poreux ses résultats montrent que l’augmentation du paramètre Dufour 

tend à diminuer le nombre de Nusselt et diminuer le nombre de Sherwood. 

Gladés Bachir [23] Il est étudié l’influence de la concentration en nanoparticules (Al2O3, CuO, 

Cu, Ag and Au) dispersées dans un fluide de base sur le transfert de chaleur par conduction et 

convection en configuration de Rayleigh-Bénard. Les relations donnant la chaleur spécifique et 

le coefficient d’expansion thermique des nanofluides, utilisées ce travail, déduites à partir des 

lois de la thermodynamique diffèrent de celles approchées retenues dans la littérature. Il montre 

que pour une cellule expérimentale donnée et à une différence de température fixée l'ajout de 

nanoparticules dans un fluide porteur conduit à une diminution du nombre de Rayleigh dans le 

nanofluide obtenu comparé à celui dans le fluide porteur seul. L'apparition de la convection est 

donc retardée dans le nanofluide. Il s'ensuit que contrairement à ce qui a été obtenu 

antérieurement par de nombreux auteurs, il est montré que la présence des nanoparticules 

solides dans un fluide porteur peut réduire le transfert de chaleur au lieu de l’augmenter [1]. 
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A. Amahmid et al. [24] On étudie analytiquement et numériquement la convection naturelle 

dans une couche poreuse verticale soumise à des flux de chaleur et de masse uniformes. Et pour 

cela ils ont utilisé le modèle de Brinkman et ont considéré la situation particulière où les forces 

de volume thermiques et solutales sont opposées et de même intensité. 

Une solution analytique basée sur l’hypothèse d’un écoulement parallèle, est développée pour 

Des rapports de forme A de la matrice poreuse suffisamment élevés. Les nombres de Rayleigh 

critiques au de la desquels les mouvements convectifs sont possibles sont déterminés 

analytiquement en fonction des nombres de Lewis Leet de Darcy Da. Les résultats présentés 

Couvrent les gammes suivantes : 0 < RT < 103, 0 < 𝐿𝑒 < 103 et 0 < 𝐷𝑎 < 10. Les résultats du 

modèle de Darcy et ceux du milieu fluide (Pr ≥ 0.5 sont correctement prédits par le modèle de 

Brinkman respectivement pour les faibles et grands nombres de Darcy Da. L’étude numérique 

N’a permis d’obtenir que les solutions monocellulaires malgré la multiplicité des solutions 

Démontrée analytiquement. 
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II.1 Introduction 

D'une manière générale, la formulation mathématique du problème de la convection mixte 

s'obtient en écrivant les théorèmes généraux de la mécanique des fluides et de la 

thermodynamique. Ces théorèmes traduisent la conservation de la masse, de la quantité de 

mouvement et de l'énergie au sein du fluide. Dans ce chapitre, nous allons présenter notre 

problème physique ainsi que les équations qui nous permettrons de modéliser le problème de 

la convection mixte sur une surface plane horizontale et en précisant toutes les hypothèses 

simplificatrices adoptées ainsi que Les conditions aux limites permettant le calcul des solutions. 

II.2 Géométrie du problème 

On considère dans cette partie un écoulement en convection naturelle devant une plaque 

horizontale semi infinie immergée dans un milieu poreux non Darcéen remplie d’un nanofluide 

visqueux incompressible. Le modèle physique, avec la direction du champ de pesanteur et le 

système de coordonnées est montré dans la figure (II.1). La fraction volumique des 

nanoparticules ϕ dans la surface de la plaque est ϕw. On suppose que, la plaque est en contact 

avec un fluide chaud caractérisé par une température Tf qui fournit un coefficient de transfert 

de chaleur h par convection. Les valeurs de l’ambiance correspondantes de la température et la 

fraction volumique quand y tends vers l’infini sont notées par T∞ et ϕ∞. 

 L’approximation d’Oberbeck- Boussinesq et la couche limite pour le nanofluide sont 

supposées validées. L’équilibre thermique local dans le milieu poreux homogène est également 

supposé. Comme mentionné précédemment, il y’a uniquement l’effet du mouvement Brownien 

et la thermophorèse qui interviennent dans cette configuration. On néglige le transfert 

thermique par rayonnement. Sous ces hypothèses, les équations gouvernantes de couches 

limites hydrodynamique, thermique et massique peuvent être écrites sous la forme 

dimensionnelle. 
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Figure (II.1) : Géométrie du problème. 

II.3 Modèle physique et formulation mathématique  

II.3.1 Equations générales de conservation  

La formulation mathématique des phénomènes de convection mixte repose sur les équations 

liant les différents paramètres, à savoir : la vitesse, la pression, la température et la 

concentration. Ces équations sont obtenues à partir de : 

 La loi de conservation de masse (équation de continuité) 

 La loi de conservation de quantité de mouvement (équation de Navier-Stokes) 

 La loi de conservation d’énergie (équation d’énergie)   

II.3.2 Hypothèses simplificatrices 

La modélisation du phénomène étudié est basée sur les hypothèses simplificatrices suivantes : 

 L'écoulement du fluide, les transferts de chaleur sont permanents et le régime est 

laminaire.  

 Le fluide est newtonien et incompressible.  

 Les propriétés thermophysiques du fluide (μ, Cp, k,) sont constantes  

 La dissipation visqueuse est négligeable  

 Le système ne présente pas de source de chaleur.  

 La plaque est imperméable.  
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 Les effets Sorte et Dufour (interactions entre le transfert de chaleur et de masse) sont 

négligeables.  

 

II.3.3 Forme dimensionnelle des équations  

II.3.3.1 Equation de continuité  

Cette équation est déduite du premier principe de conservation de masse. Elle s’écrit comme 

suit :  

  0div V
t





 


                                (II.1) 

II.3.3.2 Equation de quantité de mouvement  

Cette équation est déduite de la deuxième loi de la dynamique, qui stipule que la variation 

de la quantité de mouvement d’une particule fluide est égale à la somme des forces extérieures 

qui agissent sur cette particule. 

 
( )

. v

V
div V V p f div

t


 


    


       (II.2) 

Pour un fluide newtonien visqueux, le tenseur de contraintes est donné par : 

2
2

3

2
2

3

v

u v u v

x x y y x

u v v u v

y x y x y


   



   

         
        

         
         
        

          

  (II.3) 

β représente le coefficient de dilatation volumique du fluide. Pour un fluide à le tenseur de 

contrainte se réduit à : 

2

2

v

u u v

x y x

u v v

y x y

 



 

    
  

    
    
  

     

                  (II.4) 

II.3.3.3 Equation de l’énergie  

L’équation de l’énergie est obtenue en appliquant le premier principe de la 

thermodynamique pour un fluide Newtonien incompressible, elle s’écrit comme suit : 

   . .
e

V e K T q p V
t


 

         
      (II.5) 
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Où q représente les sources de chaleur internes et Ф est le terme de dissipation. 

2 2 22
2

2
3

u v u v u v

x y y x x y
  
            

             
             

    (II.6) 

Introduisons l’enthalpie massique du fluide : 
p

h e


   

de dh d p

dt dt dt
  



 
   

 
         (II.7) 

L’enthalpie étant une fonction de la température T et de la pression P, nous avons : 

p T

dh h T h P

dT T t P t

      
    

      
                   (II.8) 

En introduisant les relations thermodynamiques suivantes :

 
1 1

, 1 ,p t t

p T p

h h
C T

T P T


 

 

       
         

       
     (II.9) 

Et en les remplaçant dans l’équation (II.7), nous obtenons : 

P t

de T dP
C T

dt t dt
  


 


                  (II.10) 

Ainsi, l’équation d’énergie s’écrit sous la forme : 

 . .P t

T dP
C V T K T T q

t dt
 

 
       

 
               (II.11) 

II.3.3.4 Conditions initiales et aux limites  

Nous allons imposer des conditions aux limites et initiales a la paroi : 

.

0, 0,

.

, ,

w

conditions initiales àla paroi

y v T T T

conditionsauxlimites

y u U T T



 

   

  

                                       (II.12) 
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II.4 Projections des équations de conservation selon les coordonnés 

cartésiennes   

En appliquant les approximations précédentes, les équations précédentes peuvent être écrite 

en régime stationnaire et en projection selon (x, y) comme suit : 

II.4.1 Equation de continuité  

0
u v

x y

 
 

 
                    (II.13) 

II.4.2 Equation de quantité de mouvement

   2 2

, ,'nf nf nf

nf nf

u v g Ku v T
K

y x y x x

  

 

 
    
     

      

              (II.14) 

II.4.3 Equation d’énergie  

 
2 2

2 2nf

T T T T
u v

x y x y


    
   

    
                 (II.15) 

II.5 Formulation adimensionnelle  

L'emploi de la variable adimensionnelle permet d'exprimer la réalité des phénomènes 

physiques indépendamment des systèmes de mesures, et ainsi permettre d'avoir des 

informations généralisées sur une variété de problèmes ayant les mêmes grandeurs de 

coefficient de similitudes d'un côté, et d'un autre côté, réduire le nombre de paramètres d'un 

problème. 

II.5.1 Equations adimensionnelles et solution auto-similaire  

Pour résoudre le système d’équations on cherche une solution de type auto-similaire étant 

donné qu’il s’agit d’un écoulement de couche limite. Ainsi, on introduit les expressions 

suivantes : 
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   

 
 

 

1/2

1/2

.f

f

w

U x f

U x y

x

T T

T T

  




 











 
   
 






                             (II.16) 

Où, ψ est la fonction de courant définie comme suit : 

u
y

v
x










 



                  (II.17) 

On va remplacer u et v dans l’équation de quantité de mouvement et l’équation d’énergie on 

obtient : 

22
, ,'

2

nf nf nf

nf nf

g K T
K

y y y x

   

 

 
     

    
      

             (II.18) 

2

2nf

T T T

y x x y y

 


    
 

    
                 (II.19) 

Les composantes de la vitesse peuvent être exprimées comme suit :  

𝑢 = 𝑢∞𝑓
′                                                                                                                            (II.20)              

𝑉 = −
1

2

𝜗

𝑥
𝑅𝑒𝑥

1/2
[𝑓 − 𝜂𝑓′]                   (II.21) 

Et on a aussi qu’elle que fonction qui correspondent à notre équation : 
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 
   

      

   
   

2.5
1 , ,

1

1

2 2

2

nf f

nf f s nf nf

p nf

p p pnf f s

s f f snf

f s f f s

k

C

C C C

k k k kk

k k k k k


     

 

    





    


  

  


  

                                 

Avec tout c’est condition on a arrivé a c’est équation : 

Equation de quantité de mouvement : 

     
 
 

 
'

22.5 2.5'' ' '1
1 1 1 1

2

s fs

f f f

f G f
 

        
  

  
                      

         (II.22) 

Equation d’énergie :  

 
 

 '' ' '1

2
1

nf

f

p s

p f

k

k
f f

C

C

  


 


 

 

                 (II.23) 

II.5.2 Conditions aux limites  

Les conditions aux limites correspondantes est : 

   

   '

0 ; 0 0 ; 0 1

; 1 ; 0

f

f

 

   

  

  

                            (II.24) 

Ici, G est le paramètre non-Darcy ou inertiel et λ est le mélange. 

paramètre de convection, définis comme : 

''

3/2
,

f x

f f x

K U RaK U
G

v Pe






                   (II.25) 

Où : 
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 

 
 

 

w

x f f

f f

x

f

T T x
Ra g K est le nombrede Rayleighlocal

Et

U x
Pe est le nombrede pécclet local pour lemilieu poreux

 
 












           (II.26) 

Une quantité physique d’intérêt pratique est le numéro Nusselt local Nux, qui est défini 

comme : 

 
w

x

f w

xq
Nu

k T T




                   (II.27) 

Où qw est le flux de conductivité de la surface de la plaque, qui est donné par : 

0

w nf

y

T
q k

y


 
   

 
                   (II.28) 

D’après les équations précédentes on obtient :   

 1/2 ' 0
nf

x x

f

k
Pe Nu

k
                    (II.29) 

II.6 Expression des nombres sans dimensions  

II.6.1 Nombre de Prandtl  

Le nombre de Prandtl (Pr) : est un nombre sans dimension, ainsi nommé en hommage au 

physicien allemand Ludwig Prandtl. C’est le rapport entre la diffusivité de la quantité de 

mouvement (viscosité cinématique) et celle de la chaleur (diffusivité thermique), le nombre de 

Prandtl compare la rapidité de phénomènes thermiques et des phénomènes hydrodynamiques 

dans un fluide. Un nombre de Prandtl élevé indique que le profil de température dans le fluide 

sera fortement influencé par le profil de vitesse. Un nombre de Prandtl faible (exemple : métaux 

liquides) indique que la conduction thermique est tellement rapide que le profil de vitesse a peu 

d’effet sur le profil de température. 

.r

v
P

a
                                           (II.30) 

Avec : 
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v  :la viscosité cinématique. 

a  :la diffusivité thermique. 

Qui s’expriment toutes deux en m2/s 

 

, :
p

p

r

comme v et unedéfinition équivalente est
c

c
P

 


 





 



                (II.31) 

Avec : 

 : la viscosité dynamique (exprimée en kg /m s) 

 :la masse volumique (en kg/m-3) 

 :la conductivité thermique (en w/m k) 

pc :la capacité thermique massique à pression constante (en J/Kg k) 

II.6.2 Nombre de Grashof  

Le nombre de Grashof (Gr) : est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des fluides 

pour caractériser la convection libre dans un fluide .il correspond au rapport des forces de 

gravité sur les forces visqueuses. Ce nombre porte le nom de Franz Grashof, ingénieur 

allemand. 

On définit le nombre de Grashof de la manière suivante : 

  
3 2

2

Cg T L
Gr

 




                              (II.32) 

Avec : 

g : accélération de la pesanteur 

 : coefficient de dilatation  

T : différence de température 

CL : longueur caractéristique  
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 : la masse volumique du fluide 

 : viscosité dynamique     

Le nombre de Grashof permet donc de caractériser le transfert thermique du au déplacement 

naturel d’un fluide. 

Un nombre de Grashof massique peut être construit sur le même modèle que celui décrit ci-

dessus pour le transfert thermique. Une différence de concentration d’un soluté engendre une 

différence de masse volumique qui sert de force motrice pour un déplacement du solvant. Ce 

nombre de Grashof massique est défini de la manière suivant : 

  
* 3 2

2

C
m

g T L
Gr

 




                        (II.33) 

Avec :   
* :coefficient de dilatation en fonction de la concentration . 

II.6.3 Nombre de Reynolds  

Le nombre de Reynolds (Re) : est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des 

fluides. 

Il a été mis en évidence en 1883 par Osborne Reynolds. Il caractérise un écoulement, en 

particulier la nature de son régime (laminaire, transitoire, turbulent).   

Le nombre de Reynolds représente le rapport entre les forces d’inertie et les forces visqueuses. 

Ce nombre sans dimension apparait naturellement en dimensionnant les équations de Navier-

stokes. 

On le définit de la manière suivant : 

Re
V L

v
                     (II.34) 

Avec : 

V  : vitesse caractéristique du fluide (m/s) 

L  : dimension caractéristique (m) 

 v  :la viscosité cinématique du fluide (m2/s) 
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Avec : v



  

D’où la formulation classique : 

Re
V L


                     (II.35) 

Le nombre de Reynolds représente également le rapport (qualitatif) du transfert par convection 

au transfert par diffusion de la quantité de mouvement. 

Il est important de noter que le nombre de Reynolds ne donne qu’un ordre de grandeur. La 

dimension caractéristique et vitesse caractéristique qui interviennent dans la formule sont 

également des ordres de grandeur. Ainsi, pour un fluide circulant dans un tuyau cylindrique de 

rayon R, on pourra prendre L=R (rayon) ou L=2R (diamètre) ou tout autre distance de cet ordre 

de grandeur selon la convention choisie, mais le nombre de Reynolds correspondant restera du 

même ordre de grandeur.   

II.6.4 Nombre de Nusselt  

Le nombre de Nusselt (Nu) est un nombre adimensionnel utilisé pour caractériser les 

transferts thermiques entre un fluide et une paroi, appelé transfert convectif. 

On le définit de la manière suivant : 

Ch L
Nu


                     (II.36) 

Avec : 

h  : coefficient de transfert thermique  

CL : longueur caractéristique 

 :la conductivité thermique du fluide 

La longueur caractéristique dépend de la géométrie en présence. Dans le cas d’un écoulement 

dans une conduite. On prendra le diamètre de la canalisation, ou le diamètre hydraulique si la 

conduite n’a pas une section circulaire. Dans le cas d’une plaque plane, on prendra la longueur 

de la plaque, ou l’abscisse à compter de bord d’attaque de la plaque. 
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Comme tout nombre sans dimension, la valeur du nombre de Nusselt dépend fortement des 

grandeurs de référence que l’on choisit, et de la signification physique que l’on entend lui 

donner (locale ou globale par exemple). Il est notamment important de savoir, lors de 

l’utilisation d’une corrélation, si le coefficient de convection h  a été défini par rapport à une 

température de référence fixe, ou à une température de mélange locale. 

  Conclusion   

Une fois les équations régissant le problème posé, avec les conditions aux limites associées, 

et mises sous leurs formes adimensionnelles, et étant donné leurs présentations sous forme 

d’équation ou dérivées partielles ne peuvent pas prétendre à une résolution analytique directe, 

nous avons donc opté pour une résolution numérique. Celle-ci permettra de transformer les 

équations aux drivées partielles en équations algébriques plus simples à résoudre. En utilisant 

le Matlab, on va exploiter dans le prochain chapitre la méthode de Runge Kutta et la méthode 

de tir en utilisant le code Matlab.    
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III. Introduction  

Une équation différentielle, en mathématique, est une relation entre une ou plusieurs 

fonctions inconnues et leurs dérivées. L’ordre d’une équation différentielle correspond au degré 

maximal de différenciation auquel une des fonctions inconnues a été soumise. 

Le problème qu’on a étudié dans le cadre de ce travail est classé parmi les problèmes dits, aux 

valeurs limites. L’usage et la logique mathématique font que l’on a tendance à simplifier. Ce 

que les mathématiciens nous imposent généralement à faire, est de passé d’un problème aux 

conditions limites à un problème aux valeurs initiales beaucoup plus simple à résoudre. Pour 

cela nous devons utiliser la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre, est très connue pour ce 

genre de problème, de plus nous utilisons aussi une méthode supplémentaire dite la méthode tir 

(shooting méthode), qui nous permet précisément d’aboutir aux conditions initiales, absolument 

nécessaires pour faire démarrer l’algorithme de Runge-Kutta et en déduire les solutions du 

système d’équations. 

Afin de résoudre le système constitué des équations de continuité, de mouvement et 

d’énergie associée des conditions initiales et aux limites correspondantes, on utilise la méthode 

de Runge-Kutta et la méthode de tir en Matlab. Afin d’obtenir un aperçu clair sur le phénomène 

physique du problème, une étude paramétrique est effectuée et les résultats numériques obtenus 

sont affichés à l’aide d’illustrations graphiques.  

 Dans ce chapitre, nous présentons la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre ainsi que la 

méthode de tir utilisé pour résoudre le système d’équations différentielles ordinaire modélisant 

le problème physique étudie, à savoir les problèmes de flux de convection mixte constaté dans 

un milieu poreux au-dessus d’une surface imperméable horizontale chauffée.  Et une partie est 

consacré à présenter les différents résultats obtenus après avoir valider le programme qui régisse 

notre problème étudier sur le logiciel de calcul MATLAB. 

III.1 Méthode Runge-Kutta  

Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes très utilisées. Qui ont l’avantage d’être 

faciles à programmer, et surtout d’être stable (peu d’erreurs) et d’une grande précision [24]. Ce 

sont des méthodes à pas unique, elles ont surtout l’immense avantage de ne pas demander autre 

chose que de connaitre les conditions initiales pour démarrer. Cependant un léger inconvénient, 

du fait qu’elles soient assez consommatrices en temps de calcul. Cette famille des méthodes 

explicites plus efficace et plus pratique, est basée sur le schéma numérique suivant :

( )1 , , .i i i iy y y t t t+ = + Γ ∆ ∆                                                      (III.1) 

avec Γ, la fonction incrémente, qui s’écrit : 
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1

n

i i
i

a k
=

Γ =∑                        (III.2) 

ai étant des constantes, et les ki sont définit par : 

( )
( )
( )

( )

1 1 1

2 1.1 1 1

3 2.1 1 2.2 2 2

1.1 1 1.2 2 1. 1 2 2

,

,

,
: : : : :

... ,

i i

i i

n i n n n n i

k f y t

k f y q k t t p t

k f y q k t q k t t p t

k f y q k t q k t q k t t p t− − − −

 =


= + ∆ + ∆
 = + ∆ + ∆ + ∆


 = + ∆ + ∆ + ∆ + ∆

                (III.3) 

Avec « n » l’ordre désiré de la méthode de Runge-Kutta qui sera explicitement déterminé une 

fois que les constantes aj, pj, qj,k seront connues. Pour intégrer numériquement un système 

différentiel, la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, part d’un état initial x(t0), le pas d’intégration 

Δt étant donné, elle calcule itérativement les quantités suivantes : 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, 2 , 3 ..............x t t x t t x t t x t k t+ ∆ + ∆ + ∆ + ∆                (III.4) 

En sollicitant la fonction𝑓𝑓(𝑥𝑥), quatre fois à chaque pas Δt. 

Elle est précise quand Δt est suffisamment petit, puisque l’erreur cumulée entre deux valeurs 

(t) fixées est approximativement proportionnelle à la puissance 4 de Δt, mais la méthode diverge 

si Δt est trop grand. Pour donner une idée sur l’ordre de grandeur de l’erreur commise en 

appliquant la méthode de Runge-kutta d’ordre quatre, à voir le tableau (III.1). En considérant 

un micro-ordinateur IBM ayant une erreur arithmétique en 10-16, l’erreur totale commise est 

donnée par [26] : 

( )0
0

' nl erreur arit hmétiqueErreur totale t
t

= + ∆
∆

      

Le second membre de l’expression (III.1) est l’erreur de troncature. 
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Tableau (III.1) : Erreur totale pour la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre. 
 

N Δt0 Erreur totale 

1 1.5 *10-8 1.5 *10-8 

2 6.1 *10-6 3.7 *10-11 

3 1.2 *10-4 1.8 *10-12 

4 7.4 *10-4 3.0 *10-12 

5 2.4 *10-3 9.0 *10-14 

 

III.1.1 Méthode de Runge-kutta d’ordre quatre : 

Cette description de la méthode de RK4 est une description suite à une description courte 

des résultats de la méthode de RK4 : 

On part de la formule suivante : 

( )1 * ,n n n ny y H f x y+ = +                    (III.5) 

1n nx x H+ = +                      (III.6) 

La méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre produit quatre coefficients 𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2, 𝑘𝑘3, 𝑘𝑘4 tel que : 

( )

( )

1

1
2

2
3

3
4

531 2 4
1

* ,

* ,
2 2

* ,
2 2

* ,
2 2

0
6 3 3 6

n n

n n

n n

n n

n n

k H f x y

kHk H f x y

kHk H f x y

kHk H f x y

kk k ky y h+


=


  = + +    
 = + +  

  
 = + +  

  


= + + + + + 


                 (III.7) 

 k1 est la pente au début de l’intervalle. 

 k2 est la pente au milieu de l’intervalle, en utilisant k1 la pente pour calculer la valeur 

de y au point 𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝐻𝐻
2
 

 k3 est de nouvelle pente au milieu de l’intervalle, mais obtenue cette fois en utilisant la 

pente k2 pour calculer y. 

 k4 est la pente à la fin de l’intervalle, avec la valeur de y calculée en utilisant k3. 
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Dans la moyenne des quatre pentes, un poids plus grand est donné aux pentes au milieu.

1 2 3 42 2
6

k k k kpente + + +
=                    (III.8) 

La méthode de Runge-Kutta est une méthode d’ordre quatre, ce qui signifie l’erreur commise 

à chaque étape est de l’ordre de H5, alors que l’erreur totale accumulée est de l’ordre de H4. 

III.2. Méthode de tir  
A ce point du raisonnement, nous avons seulement considéré les solutions des équations 

différentielles pour lesquelles les conditions initiales sont connues. Cependant, beaucoup 

d’applications dans les sciences physiques n’ont pas des conditions initiales, mais plutôt des 

conditions aux limites. La méthode de tir consiste à remplacer le problème de conditions aux 

limites par un problème aux conditions initiales [21]. Elle est basée sur les quatre étapes 

itératives suivantes : 

• On choisit une condition initiale X (t0), qui peut être la vitesse initiale par exemple. 

• On résout alors le problème aux conditions initiales par l’une des méthodes 

précédemment exposée, telle que la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre. 

• On calcule les valeurs de conditions aux limites. 

• Si la valeur finale n’est pas atteinte, on modifie la valeur initiale, et on réitère les étapes 

précédemment jusqu’à l’obtention de la valeur finale souhaitée. 

III.3 Formulation des équations du problème étudié  
Les équations gouvernantes sont connues, et ont été présentées dans le chapitre précédent, 

le système d’équations différentielles ordinaire obtenu est : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

'22.5 2.5'' ' '11 1 1 1
2

ML

s fs

f f f

f G f
ρ βρφ φ φ φ φ φ λ ηθ θ

ρ ρ β

      + − − + = − − + −           





             (III.9) 

( )
( )

( )'' ' '1
2

1

N

nf

f

p s

p f

k
k

f f
C

C

θ θ θ
ρ

φ φ
ρ

= −

− +



                (III.10) 

Apres simplification on obtient : 
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( ) ( )
'2'' ' 'f LG f Mλ ηθ θ + = −  

                           (III.11) 

( )'' ' '1
2

N f fθ θ θ= −                                        (III.12) 

Finalement on aboutit au système d’équations 

( ) ( )'' '
'1 2

Mf
LGf
λ ηθ θ= −

+
                                  (III.13) 

( )'' ' '1
2

f f
N

θ θ θ= −                          (III.14) 

Equation de Nusselt obtenue est : 

( )1/2 ' 0nf
x x

f

K
Pe Nu

K
θ− = −                                                  (III.15) 

Conditions aux limites étant :    

( ) ( )

( ) ( )'

0 ; 0 0 ; 0 1

; 1 ; 0

f

f

η θ

η η θ η

= = =

→∞ → →

                (III.16) 

III.4 Les propriétés physique du fluide et nanoparticule  

Tableau (III.2) : Les propriétés physiques du fluide et de nanoparticule 
 

Propriété  Eau Cu Al2O3 TiO2 

Cp (J/kg K) 4179 385 765 686.2 

ρ (kg/m3) 997.1 8933 3970 4250 

k (W/m K) 0.613 400 40 8.9538 

α .107 (m2/s) 1.47 1163.1 131.7 30.7 

β .10-5 (1/K) 21 1.67 0.85 0.9 
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III.5 Profils de vitesses et températures adimensionnelle  

Le problème est formulé pour que nous puissions considérer différents types  

des nanoparticules (par exemple, Cu, Al2O3, TiO2, etc.) et de l'eau en tant que fluide de base. 

cependant, nous avons examiné essentiellement que le cas de 

Nanoparticules de Cu. Le système des équations différentielles ordinaires. (III.13) et (III.14) 

qui sont soumis aux conditions aux limites équations (III.16) a été résolu en utilisant le logiciel 

Matlab. La tolérance relative a été fixée à 10−8. Les résultats obtenus sont présentés pour 

plusieurs valeurs de paramètres régissant dans certaines figures. 

III.5.1 Cas ϕ = 0,1 lorsque G = 1 et λ = 0, 0,5, 1, 2. 

Les figues (III.1) et (III.2) présentent la vitesse adimensionnelle f ′ (η) et la température 

adimensionnelle θ (η) pour ϕ = 0,1, G = 1 et λ = 0, 0,5, 1, 2. 

Figure (III.1): profil de vitesse  𝑓𝑓′(𝜂𝜂) pour différentes valeur de λ (0.0,5.1.2) avec G=1 et  

ϕ =1. 

La figure au-dessus présente la variation de la vitesse adimensionnelle avec différents valeur 

de paramètre de convection mixte, on constate que la vitesse adimensionnelle 𝑓𝑓′(𝜂𝜂) augment 

proportionnellement avec le paramètre de convection mixte (λ). 
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Figure (III.2) : profil de température 𝜃𝜃(𝜂𝜂) pour différentes valeur de λ(0.0,5.1.2) avec G=1 et 

ϕ =1. 

La figure au-dessus présente la variation de la température adimensionnelle avec différents 

valeur le paramètre de convection mixte (λ), on constate que à chaque fois qu’on augmente le 

paramètre de convection mixte (λ), la variation de la température adimensionnelle 𝜃𝜃(𝜂𝜂) 

diminue . 

III.5.2 Cas G =0,1, 1, 5 lorsque λ = 1 et ϕ = 0,1. 

Les figues (III.3) à (III.4) montrent la variation de la vitesse adimensionnelle et la variation 

de la température adimensionnelle pour G =0,1, 1, 5 lorsque λ = 1 et ϕ = 0,1. 
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Figure (III.3): profil de vitesse  𝑓𝑓′(𝜂𝜂) pour différentes valeur de G(0,1.1.5) avec λ=1 et ϕ =1. 

La figure au-dessus présente la variation de la vitesse adimensionnelle avec différents valeur 

de paramètre de l’effet inertiel (G), on constate que à chaque fois qu’on augmente le paramètre 

de l’effet inertiel  (G), la vitesse adimensionnelle 𝑓𝑓′(𝜂𝜂) diminue . 

Figure (III.4): profil de température 𝜃𝜃(𝜂𝜂) pour différentes valeur de G(0,1.1.5) avec λ=1 et 

ϕ=1. 

La figure au-dessus présente la variation de la température adimensionnelle avec différents 

valeur de paramètre de l’effet inertiel (G), on constate que à chaque fois qu’on augmente la 
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valeur de paramètre de l’effet inertiel (G), la variation de la température adimensionnelle 𝜃𝜃(𝜂𝜂) 

augmente . 

III.5.3 Cas ϕ= 0, 0,05, 0,1, lorsque λ = 1 et G = 1. 

Les figues (III.5) et (III.6) présentent la variation de la vitesse adimensionnelle et la variation 

de la température adimensionnelle pour ϕ= 0, 0,05, 0,1, lorsque λ = 1 et G = 1. 

Figure (III.5) : profil de vitesse  𝑓𝑓′(𝜂𝜂) pour différentes valeur de ϕ(0.0,05.0,1) avec G=1 et 

λ=1. 

La figure au-dessus présente la variation de la vitesse adimensionnelle avec différents valeur 

de fraction volumique (φ), on constate que à chaque fois qu’on augmente valeur de fraction 

volumique (ϕ), la vitesse adimensionnelle 𝑓𝑓′(𝜂𝜂) diminue . 
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Figure (III.6) : profil de température 𝜃𝜃(𝜂𝜂) pour différentes valeur de ϕ (0.0,5.1.2) avec G=1 

et λ =1. 

La figure au-dessus présente la variation de la température adimensionnelle avec différents 

valeur de fraction volumique (ϕ), on constate que à chaque fois qu’on augmente valeur de 

fraction volumique (ϕ), la variation de la température adimensionnelle 𝜃𝜃(𝜂𝜂) augmente . 

III.6 Variations du taux de transfert de chaleur local 𝐍𝐍𝐍𝐍sselt 

Les tableaux (III.2) et (III.3) montrent la variation du nombre Nusselt local 1/2/x xNu Pe avec la 

variation λ lorsque ϕ = 0.1et 0,2 et G = 0, 0.1, 1, 10. On peut déduire que le nombre Nusselt 

local 1/2/x xNu Pe  augmente de façon monotone avec λ et augmente également avec ϕ. 

III.6.1 Pour nombre Nusselt local ( , )xNu f Gλ=  pour ϕ=0.1 

Tableau (III.3) : valeurs de transfert de chaleur −𝜽𝜽′(𝟎𝟎)quand ϕ=0.1,G=(0, 0.1, 1, 10) et 

λ=(0.1, 0.5, 1, 1.5, 2). 

 G=0 G=0.1 G=1 G=10 
λ −𝜽𝜽′(𝟎𝟎) −𝜽𝜽′(𝟎𝟎) −𝜽𝜽′(𝟎𝟎) −𝜽𝜽′(𝟎𝟎) 

0.1 0.7804 0.7757 0.7652 0.7606 
0.5 0.8515 0.8308 0.7846 0.7633 
1 0.9244 0.8875 0.8065 0.7666 

1.5 0.9861 0.9352 0.8263 0.7699 
2 1.0401 0.9767 0.8443 0.7730 
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III.6.2 Pour nombre Nusselt local ( , )xNu f Gλ=  pour ϕ=0.2 

Tableau (III.4) :valeurs de transfert de chaleur −𝜽𝜽′(𝟎𝟎)quand ϕ=0.2,G=(0, 0.1, 1, 10) et λ=(0.1, 

0.5, 1, 1.5, 2). 

 G=0 G=0.1 G=1 G=10 
λ −𝜽𝜽′(𝟎𝟎) −𝜽𝜽′(𝟎𝟎) −𝜽𝜽′(𝟎𝟎) −𝜽𝜽′(𝟎𝟎) 

0.1 0.6756 0.6710 0.6634 0.6610 
0.5 0.7287 0.7081 0.6740 0.6623 
1 0.7844 0.7473 0.6864 0.6640 

1.5 0.8322 0.7811 0.6979 0.6656 
2 0.8746 0.8109 0.7086 0.6672 

 

A partir des tableaux (III.2) et (III.3), et pour chaque valeur de (ϕ) fixe, on constate qu’une 

augmentation de paramètre (λ) entraînent une augmentation de la valeur de Nusselt, alors qu'une 

augmentation de paramètre (G) conduit à une diminution de valeur de Nusselt.  

Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons étudier le problème de flux de convection mixte constaté dans 

un milieu poreux au-dessus d’une surface imperméable horizontale chauffée, on a évalué les 

variations de la vitesse et la température adimensionnelle avec différentes valeurs de paramétré 

de conviction mixte (λ), le paramètre inertiel (G) et la fraction volumique de nanofluide(ϕ). 

A la fin de l’étude, on peut conclure que : 

La vitesse adimensionnelle varie proportionnellement avec la variation de paramètre de 

convection mixte (λ) et varie inversement proportionnelle avec l’effet inertiel (G) et la fraction 

volumique de nanofluide (ϕ). 

La température adimensionnelle varie inversement proportionnellement avec la variation de 

paramètre de convection mixte (λ) et varie proportionnelle avec l’effet inertiel (G) et la fraction 

volumique de nanofluide (ϕ). 

Pour chaque valeur de (ϕ) fixe, on constate qu’une augmentation de paramètre (λ) entraînent 

une augmentation de la valeur de Nusselt, alors qu'une augmentation de paramètre (G) conduit 

à une diminution de valeur de Nusselt. 
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CONCLUSION GENERALE   
 
 

Ce travail a pour objectif l’étude d’un écoulement convectif d’un nanofluide a traves un 

milieu poreux non Darcéen au-dessus d’une surface imperméable horizontale chauffée. Ceci 

passe par l’obtention des équations de la couche limite dynamique et thermique pour un 

écoulement en convection mixte en utilisant les transformations par similarité pour les 

équations de quantité de mouvement et de l’énergie. Après l’obtention des équations 

différentielles ordinaires non linéaires en utilisent la méthode de Runge-Kutta associée à la 

méthode de tir pour la résolution numérique. 

Dans notre étude on varie trois paramètres, paramètre de de convection mixte (λ), paramètre 

de l’effet inertiel (G) et la fraction volumique de nanofluide (ϕ) pour tracer des profile de 

température, de vitesse et le nombre de Nusselt. 

L’analyse des résultats auxquelles nous avons abouti conduisent à ces conclusions : 

 La vitesse de l’écoulement augmente quand paramètre de de convection mixte (λ)augment. 

 La vitesse de l’écoulement diminue quand le paramètre de l’effet inertiel (G) et la fraction 

volumique de nanofluide (ϕ) augmente. 

 la température augmente quand le paramètre de l’effet inertiel (G) et la fraction volumique 

de nanofluide (ϕ) augmente. 

 la température diminue quand paramètre de de convection mixte (λ)augment. 

 l’augmentation de paramètre (λ) entraînent une augmentation de la valeur de Nusselt, pour 

la valeur de (ϕ) fixe. 

l’augmentation de paramètre (G) conduit à une diminution de valeur de Nusselt, quand la 

valeur de (ϕ) fixe. 

l'épaisseur de la couche limite thermique diminue avec l'augmentation de paramètre de 

convection mixte λ. 

 la couche limite de quantité de mouvement augmente avec l'augmentation de paramètre de 

convection mixte λ. 

Les perspectives de recherche dans ce domaine sont larges et prometteuses et nous invitons 

les étudiants chercheurs à investir dans le domaine de l’optimisation via les diverses 

applications de cette théorie. Comme notre étude s’est focalisée sur la problématique en régime 

stationnaire, il serait intéressant pour un travail futur d’explorer les régimes dynamiques afin 
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de compléter cette étude. Comme il conviendra aussi de considérer d’autres perspectives par 

exemple : imposer un champ magnétique, remplacer le fluide utilisé ou faire varier sa viscosité. 
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Résumé  

Ce travail a pour objectif l’étude d’un écoulement convectif d’un nanofluide à travers un 

milieu poreux non Darcéen au-dessus d’une surface imperméable horizontale chauffée. 

L’obtention des équations de la couche limite dynamique et thermique pour un écoulement en 

convection mixte en utilisant les transformations par similarité pour les équations de quantité 

de mouvement et de l’énergie. Les équations différentielles qui régisse le problème sont 

transformées en un ensemble de deux équations ordinaires (similaires), qui sont résolues par 

voie numérique, à l’aide de la méthode de Runge Kutta et la méthode de tir en utilisant le code 

Matlab. Un ensemble de résultats présenter sous forme graphique pour les profils de vitesse et 

de température avec variation des paramètres. En outre, Les résultats obtenus ont permis de 

mettre en évidence l’influence de différents paramètres de contrôle sur l’écoulement convectif 

notamment sur les profils de vitesse et de température. 

Mot clé : milieu poreux, nanofluide, nanoparticules, méthode de Runge Kutta, méthode de tir. 

 

Abstract 

      This work aims to study a convective flow of a nanofluid through a non-Darcean porous 

medium above a heated horizontal impermeable surface. Obtaining dynamic and thermal 

boundary layer equations for mixed convection flow using similarity transformations for 

momentum and energy equations. The differential equations that govern the problem are 

transformed into a set of two ordinary equations, which are solved numerically, using the Runge 

Kutta method and the shooting technique using the Matlab code. A set of results present in 

graphical form for the velocity and temperature profiles, the results obtained made it possible 

to demonstrate the influence of different control parameters on the convective flow, in particular 

on the velocity and temperature profiles.  

Key word: porous medium, nanofluid, nanoparticles, Runge Kutta method, shooting technique. 
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