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Résumé 1

Résume

Dans ce mémoire nous nous intéressons a la méthode des éléménts finis. Notre objectif
principal est de comprendre les principes généraur qui régissent cette méthode ainsi que de
savoir utiliser cette méthode pour résoudre quelques problemes aux limites. Nous commengons
par rappeler les outils mathématiques utiles pour la méthode des éléments finis. Ensuite apres
avoir introduit cette méthode, nous illustrons son application par deux problemes aux limiles,
['un de Dirichlet et autre est de Neumann.

Mots-clés : Méthode des élémeénts finis, problémes aux limites, formulation variationnelle,

discrétisation, solution approchée, matrice de rigidité.
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Introduction

La modélisation des phénomeénes issus de différents domaines tels que la physique, la mé-
canique des solides, la mécanique des fluides, la propagation des ondes, la distribution de la
chaleur, la mécanique quantique, I'électromagnétisme, I'aéronautique, les prédictions météoro-
logiques ou encore le traitement d’imagerie médicale, par des problémes aux limites, fait 'objet
de recherches réguliéres des scientifiques et des ingénieurs. Cependant, certaines problémes aux
limites ont des domaines trés complexes, parfois avec des géométries inextricables, ce qui né-
cessite une bonne méthode numérique d’approximations des solutions approchées, lorsqu’on
ignore comment calculer la solution exacte analytiquement. Ceci dit, la méthode des éléments
finis est dite étre "la méthode numérique de référence" vu sa grande flexibilité sur ce genre de
domaines.

La méthode des éléments finis est une méthode largement utilisée pour résoudre numéri-
quement des problémes aux limites associés a des équations différentielles ordinaires ou a des
équations aux dérivées partielles survenant en ingénierie et en modélisation mathématique. Elle
consiste en la subdivision d'un grand systéme en parties plus petites et plus simples appelées
éléments finis. Ceci est réalisé par la construction d’un maillage du domaine de la solution a
I'aide de discrétisations particuliéres. Les équations simples qui modélisent ces éléments finis
sont ensuite assemblées en un systéme d’équations plus large qui modélise I’ensemble du pro-

bléme. La formulation par la méthode des éléments finis d’un probléme aux limites aboutit
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finalement & un systéme d’équations algébriques.

La méthode des éléments finis est apparue vers 1850. Elle est née du besoin de résoudre des
problémes complexes d’élasticité et d’analyse structurelle en génie civil et en aéronautique. Son
développement remonte aux travaux de Hrennikoff [8] et Courant [6] au début des années 40.
En URSS, l'introduction de ’application pratique de la méthode est liée au nom de Leonard
Oganesyan. La méthode a également été redécouverte en Chine par Feng Kang a la fin des
années 1950 et au début des années 1960, sur la base des calculs de constructions de barrages.
Bien que les approches utilisées par ces pionniers soient différentes, elles partagent une carac-
téristique essentielle : la discrétisation par maillage d’'un domaine continu en un ensemble de
sous-domaines discrets, généralement appelés éléments. La méthode des éléments finis a ob-
tenu son véritable essor dans les années 1960 et 1970. Une base mathématique rigoureuse a la
méthode des éléments finis a été fournie en 1973 avec la publication de Strang et Fix [13]. La
méthode a depuis été généralisée pour la modélisation numérique de systémes physiques dans
une grande variété de disciplines d’ingénierie, par exemple, I’électromagnétisme, le transfert de
chaleur et la dynamique des fluides, voir par exemple [2] et [14].

Pendant ce dernier siécle, la méthode des éléments finis a vu un essor considérable dans
le domaine des mathématiques appliquées. La problématique de ce mémoire se pose alors :

comment applique-t-on cette méthode surnommée M.E.F.?

De prime a bord, ’application d’une telle méthode numérique passe par la discrétisation du
domaine. En second lieu, 'approximation interne générale de 'espace de recherche (dite aussi
méthode de Galerkin ou de Ritz) de la solution approchée, nécessite des espaces d’une grande
particularité, possédant des propriétés pertinentes, parmi lesquelles on cite :

Paptitude & dériver une fonction qui n’est méme pas dérivable au sens classique, ce qui est le
cas de la quasi-totalité des fonctions inconnues présentes dans la modélisation de problémes de
la vie réelle traduits en équations aux dérivées partielles (E.D.P.). Troisiément, il vient alors,

I'utilisation de fonctions de base pour le calcul des matrices qui composent un systéme linéaire et
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tridiagonal qui en découle du probléme de départ. Les fonctions de base sont nommeées comme
telles compte tenu du fait qu’elle forment une base de ’espace de recherche de la solution
approchée. Enfin, la résolution du systéme fait appel & des logiciels de calculs numérique tel
que Matlab, qui nous sera inévitable afin d’approcher la solution exacte.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Le premier chapitre contient des rappels d’ana-
lyse fonctionnelle nécessaires a I'application de la M.E.F. Ces rappels concernent les espaces
de Hilbert, les espaces de Sobolev ainsi que des formulations dites faibles ou variationnelles de
quelques problémes aux limites modéles. Dans le second chapitre, nous donnons les concepts
qui régissent la M.E.F. Ensuite, son application sera illustrée par 1’étude des deux problémes

aux limites suivants :

(1)
u(0) =0, u(l) =0,
ot f € L*(]0,1[) et
d du
- — k(@) ()] + pla)u(x) = f(2), = €]0,1],
u'(0) =0, u'(1) =0,

ou f e L2(0,1]), k, p € L=(]0,1]).
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Outils mathématiques

1.1.1 Espaces de Hilbert

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel normé réel. Un produit scalaire dans E est une

application (.,.) : E x E — R ayant les propriétés suivantes :
1. {.,.) est bilinéaire : Vx, x1, Ta, Y1, Yo, y € E, VAER :
<)\.ZU1 + X2, y> - >\<.T1, y> + <I27y>

et

(2, A\y1 + 1y2) = M, 1) + (2, 49).

2. (.,.) est symétrique :

Va,ye E, (v,y) = (y,1).

3. (.,.) est définie positive :

VeeE\{0g}, (x,x) > Og.

La norme induite par ce produit scalaire est :

2]l = v/, ).

5
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Remarque 1.1. 1. Tout produit scalaire est associé a une norme mais ce n’est pas toutes
les normes qui sont associées a des produits scalaires (cas de la norme de la convergence

uniforme).

2. Un espace vectoriel normé muni d’un produit scalaire est dit espace pré-hilbertien.

Définition 1.2. ([5]) Soit E un espace vectoriel normé et (up)nen une suite de E. (Up)nen est

une suite de Cauchy si et seulement si :
Ve >0, IN/Vp>N,Vqg>N, |u, —uy <e.

Autrement dit, il existe un certain rang a partir duquel tous les termes de la suite se rapprochent
de plus en plus les uns des autres.

Propriétées 1.1. Toute suite convergente est de Cauchy mais l’inverse n’est pas toujours vrai.

Lemme 1.1. Tout espace vectoriel normé E de dimension finie est complet pour toutes les

normes définies sur E.

Définition 1.3. Dans le cas ou toutes les suites de Cauchy sont convergentes dans un espace

vectoriel normé bien précis, on dit alors que ce dernier est complet et il est appelé espace de

Banach.

Définition 1.4. On dit qu’un espace préhilbertien H, muni de la norme associée a un produit

scalaire, est un espace de Hilbert st H est un espace vectoriel normé complet.

Proposition 1.1. ([5]) Soit H un espace de Banach qui vérifie de plus l'identité du parallélo-

gramme suwivante :
Va,yeH, |lz+yl®+ |z —yl* = 2{l«]* + ly]*).
Alors H est un espace de Hilbert.

Lemme 1.2. ([5])
Soit (E,||.||g) un espace de Banach pour la norme ||.||g et F C E. Alors F est fermé dans

E si et seulement si F' contient les limites de toutes ses suites de Cauchy.
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Lemme 1.3. Soit (H, ||.||x) un espace de Hilbert et F' C H un sous-espace fermé de H. Alors

F est lui-méme un espace de Hilbert pour la norme ||.||x.

Théoréme 1.1. (Théoréme de représentation de Riesz) Pour toute forme linéaire conti-
nue @ sur H, il existe un unique f € H tel que p(v) = (f,v)g,Yv € H, de plus ||olla = || fllu

et on note p(v) =< p,v > .

Théoréme 1.2. (Théoréme de Laz-Milgram). ([5]) Soit H un espace de Hilbert et a :

H x H — R une forme bilinéaire continue sur H X H :
IM >0, V(u,v) € H?, |a(u,v)| < M| ul|||v].
Si a est H—elliptique (ou coercive), ¢’est-a-dire
Ja >0, Yuc€ H, a(u,u) > af|ul|?,

et sil: H— R est une forme linéaire continue, alors le probléeme :

Trouver uw € H tel queVv € H
(1.1)
a(u,v) = l(v),

admet une solution unique dans H.

Démonstration. Soit | € H'. D’apreés le theoréme de représentation de Riesz
Alf € H, tel que (I,v) = (f,v)g,Yv € H.

Pour tout v € H, fixé, 'application
v = a(u,v)
est une forme linéaire continue sur H. Autrement dit a(u,.) € H'. D’aprés le theoréme de

représentation de Riesz

Jlw, € H, tel que Yv € H, a(u,v) = (wy,,v)y.
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L’application
A: H — H
u > Au=w,
est linéaire et continue. En effet,
1. pour u,w € Het A€ R, on a
Voe H: (Alu+  w),v)g = a(u+ Aw,v)
= a(u,v) + Aa(w, )
= (Au,v)g + AMAw,v)y
= (Au+ NAw,v)y.
D’om,

A(u + Aw) = Au + NAw.

2.
lAul} = (Au, Au)y
= a(u, Au)
< Cullulln + [|Aulla
D’ou

AC, > 0,Yu € H, || Au|lg < Cullul|n.
Alors le probléme (1.1) s’écrit,

Trouver un unique u € H tel que
(AU,U)H = (fuv>Ha Vv e H.

ou encore,

Trouver un unique u € H tel que
Au = f.

Il s’agit de montrer que 'opérateur A est bijectif.
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1. a(.,.) étant coercive, on a
Ja >0, Yo € H: allv|3 < alv,v) = (Av,v)g.
Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
vo € H, aljvllf; < [[Av]mlv]a,
ou encore
Vv € H : ||Av||lg > afjv||x. (1.2)
Alinsi,
Av =0y & v = 0p.

Autrement dit

KerA =0p.
Ce qui signifie que A est injectif.

2. Montrons que A est surjectif. Soit (v,,) une suite de I'm A telle que v, — v dans H.
On a

Ju, € H:v, = Au,, — v dans H.

(Au,,) est donc une suite de Cauchy dans H. Grace a (1.2), on a
1
[t — wmlu < aHAun — At
Donc la suite (u,,) est aussi une suite de Cauchy dans H. Par suite,
Ju € H, tel que u,, — u dans H.

La continuité de A donne
Au, — Au dans H.
Ainsi,

dv € H tel que v = Au.
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D’ott Im A est un sous-espace fermé de H. D’autre part, soit w € (Im A)* (ici, (Im A)*

désigne Porthogonal de Im A). Donc
(v,w)g =0, Yv € Im A.
Ce qui implique que
(Au,w)g = 0,Yu € H.

En particulier

(Aw,w)y = 0.

Mais,

(Aw, w)g = a(w,w) > oz||w||§{.

Donc,

|lw] < w=0g.

Par conséquent, I'm A est dense dans H, (i.e., Im A = H). Comme Im A étant fermé,
alors

ImA=H.

Ce qui signifie que A est surjectif.

Une autre démonstration du théoréme de Lax-Milgram :

Soit A : H — H lopérateur linéaire défini par
(Au,v) = a(u,v) Vv € H.

L’existence de Au résulte du théoréme de Riesz, car v — a(u,v) est linéaire continue sur H.

L’opérateur A est linéaire continu car

ul = sap [Am 8] M)

< = M||ul.
veH\{0} o] o]l
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D’autre part, toujours d’aprés le théoréeme de Riez, il existe b € H tel que Au = b. On va
procéder d’une maniére itérative en partant d’'un uy € H quelconque et en définissant, pour

p > 0, la suite récurrente :

Ups1 = U — p(Aug — b) = F(ug).

Montrons que pour p > 0 suffisamment petit, F' est contractante. On a

Flu) = F(v) = u —v = p(Au —v)),

donc

1F(w) = F(v)]* lu = v]|* + p*|A(w = )|I* = 2p(A(u — v),u —v)

= Ju—v]? + P A(u — o) |2 = 2pa(u - v,u - v)
< fu—of? + 1207 Ju — o> = 2pafju — o]

< (1=2pa+ M*p*)|lu— v

Choisissons donc p tel que p < 277. Alors, I est contractante et le schéma itératif est

convergent, ce qui démontre le théoréme.

1.1.2 Espaces de Sobolev

Soit ) c RV.

Espace de Lebesgue L*(()) :

L*(Q) = {f:Q — R, f mesurable sur (2, /Q|f(:c)|2da: < o0}

Remarque 1.2. Si Q est un ouvert borné, alors toute fonction dans C°(Q) est dans L*(2). En

effet, soit f € C°(Q), alors

AU@WMSaMﬂ@VmwQ

z€Q
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Théoréme 1.3. L2(Q) muni du produit scalaire

(u,v) H/{)u(m)v(x)dx

est complet. C’est donc un espace de Hilbert. On notera

112200 = / (@) Pde.

Définition 1.5. ([5]) Soit C>(R2) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur Q. On
définat

D(Q) =Cx(Q) ={f € C(Q) : supp(f) est compact dans Q},

ot supp(f) est Uadhérence de l’ensemble des x tels que leurs images par f sont non nulles

supp(f) ={z € I, f(x) # 0}.
Les fonctions de L?(f2) sont applicables en pratique grace au résultat de densité suivant :

Théoréme 1.4. D(Q) est dense dans L*(2), c’est a dire

V1€ I39), 3 (fu)n € DY, T |If = fulleaoy = 0.

Définition 1.6. FEspace des distributions

L’ensemble des formes linéaires continues sur D(Q)) est appelé espace des distributions sur €2,

on le note D'(2).

Espace de Sobolev H'(Q)

ov

HY(Q) = {v € L*(I) telle que, 9 € L*(I),¥i=1,..,N}.

2

Théoréme 1.5. H'(Q)) muni du produit scalaire

(u,v) g1 () — /(uv + VuVv)dx
Q
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est complet. C’est donc un espace de Hilbert. On notera

ulregey = / (luf? + [Vul)d.

Ici, Vu = (2% Ou_y,

B B
Théoréme 1.6. (Théoréme de trace). L’application trace
v HY Q) — L2(09)
v — Y(v) = Vg
est continue, i.e.,
3Co,¥V v e H'(Q), [7o(v)ll 200 < Collvlla @)-
Remarque 1.3. 1. 7y n'est pas surjective de H'(Q) dans L*(99).

2. Im vy est un sous espace strict de L*(0)) qui est dense dans L*(0N)). Cet espace est

noté HY2(082).

Formule de Green

Soit © un ouvert borné régulier de classe C' et u,v € H'(Q) :

/Q u(m)g;}i (2)dz = — /Q v(x)g;‘i (z)dx + /a _ulzpo(@ym(z)do

avec 1 = (11, ..., Mn) est le vecteur unitaire normal a 'extérieur de 2 et do la mesure superficielle

sur o).

Espace de Sobolev H}(Q)

H () est défini comme Padhérence de D(Q) dans H'(Q), ¢’est a dire 'ensemble des limites
des suites d’éléments de D(Q) qui sont convergentes dans H'(Q). Par définition D(2) est dense

dans H} ().

Théoréme 1.7. (Théoréme de trace). Le noyau de lapplication trace vy est dans Hy(Q).

Autrement dit,

HY(Q) = {v € H'(Q) : vl = 0}.
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1.1.3 Quelques inégalités

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit ||.|y la norme induite par le produit scalaire

(.,.). Alors :

V(z,y) € H : (2, y)] < V(w,2)V/{y.y),

ou d’une maniére équivalente
¥V (z,y) € B2 (2. y)] < [lellm-lyla

2. Inégalité de Poincaré : Soit  un ouvert borné de R au moins dans une direction.
Alors :

3C > 0, Yuce H&(Q), ||U”L2(Q) < CHVUH(Lz(Q))N

Remarque 1.4. l'inégalité de Poincaré a lieu seulement dans 'espace H} (). Linégalité

relative o Uespace H'(Q) est la suivante :

3. Inégalité de Poincaré-Wirtinger : Soit {2 un ouvert borné connexe de RY et de classe

Ct. Alors :

3C>0,Vuec HY(Q): /u(x)dx =0, [[ullr2) < ClVull(r2@)~.
Q

1.2 Formulations variationnelles de quelques problémes aux
limites

1.2.1 Probléme modéle avec conditions aux limites de type Dirichlet

en dimension 1
Soit f € L*(]0,1[). On considére le probléme suivant :

f(x), = €]0,1],

|
Q\

=
I

(1)
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1. Donnons une formulation variationnelle du probléme (P;). On multiplie I'équation dif-

férentielle du probléme (P;) par des fonctions test v et on intégre sur 0, 1[.

/01 —u"(z)v(z)dx = /01 f(x)v(z)dx

En utilisant la formule d’intégration par parties, on obtient

/0 o' (z)v(x)dr — ' (1)v(1) + ' (0)v(0) = /0 f(x)v(x)dz

On prend v € H}(]0,1]), (ie., v(0) = v(1) = 0). Donc

[

Comme les conditions de bord de (Py) impliquent que v € H{(]0, 1[), on voit que le bon

choix est de prendre

1
V= H}00.10. aluv) = [ @ (@pds et o / e
0
Donc la formulation variationnelle de (P) est

Trouver u € H}(]0,1[) tel que Vv € Hy(]0, 1])
01 u'(x)v(x)dx = fol flz)v(z)dz.

2. Montrons, en utilisant le théoréme de Lax-Milgram, qu’il existe une unique solution

faible de (P;) dans H}(]0, 1]). Posons

a(u,v):/olu'() "(z)dz et I(v /f

Il est clair que af(.,.) est une forme bilinéaire sur H}(]0, 1) x H(]0,1[) et que [ est une

forme linéaire sur H; (]0, 1[).
(a) Continuité de I(.) : pour v € HJ(]0,1[) on a
1)) < / F(@)o(@)lda
< [ fllzellollze

< 1 leellole.

Donc [ est continue sur Hy(]0, 1]).
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(b) Continuité de af(.,.) : pour u,v € H}(]0,1]) on a

a(uw)] < / ()]0 (2)|de

< [l a1V 2

N

< lullz2flollze

Donc af.,.) est continue sur H;(]0, 1[) x Hy(]0, 1]).

(¢) Coercivité de a(.,.) : Soit u € Hj(]0,1[). Grace a I'inégalité de Poincaré, on a
)] = / o (2 P
> iz

Conclusion : Le théoréme de Lax-Milgram assure l'existence d’une solution unique du pro-

bléme variationnel.

1.2.2 Probléme modéle avec conditions aux limites de type Dirichlet

en dimension N

Soit Q un ouvert borné de RY de classe C'. On considére le probléme suivant :

—Au=f dans (,
(P2)
u=0 sur 09,
oun f e L*0).
1. Donnons la formulation variationnelle du probléme (7). On multiplie 'EDP de (P») par

des fonctions test v et on intégre sur €.

/—Auvdx—/fvdx.
Q )

En utilisant la formule de Green, on obtient

/Vqudm — —v do = / fudz.
Q

8(2

On prend V = H}(Q) (i.e., v =0 sur 99). Donc

/Vqud:z::/fvdas.
Q Q
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Comme les conditions de bord de (P,) impliquent que u € H}(2), on voit que le bon

choix est de prendre

V = H(Q), alu,v) = / VuVudz, et l(v) = / fodx.
Q Q
On munit V = H}(Q) de la norme du gradient, i.e., ||ully = |Jul/z2. Donc la formulation

variationnelle de (P,) est

Trouver u € H}(Q) tel que Vv € H}(Q)

fQ VuVudr = fQ fudx

2. Application du théoréme de Lax-Milgram : Posons
a(u,v) = / VuVudz
Q

et

[(v) :/qudx.

Tl est clair que af(.,.) est une forme bilinéaire sur H}(Q) x H}(Q) et que [ est une forme
linéaire sur Hy (92).
(a) Continuité de I(.) : pour v € H}() et grace a I'inégalité de Poincaré, on a
i) = | [ sods
Q
< [ \flvlds
0
< Al llvllze
< Callflle2llvllag-
Donc, [ est continue sur Hj(Q).
(b) Continuité de af(.,.) : pour u,v € H}() on a
la(u,v)] < ]/ VuVudz|
0

< / |Vu|.|Vo|dz
Q

IA

IVl ([ Vol 2

= Nullmg IVollag-
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Donc af(.,.) est continue sur H}(Q) x HJ ().

(c) Coercivité de a(.,.) : Soit u € H'(2), on a

la(u,u)|] = |Vul*dz
Q
> |Vu|*dx
0
> HUH%{(}(Q)

Conclusion : Le théoréme de Lax-Milgram assure I'existence d’une solution unique

du probléme variationnel.

1.2.3 Probléme modéle avec conditions aux limites de type Fourier-
Neumann en dimension 1

Soit f € L*(]0,1[). On considére le probléme suivant :

(py T = e
' (0) —u(0) =0, u'(1) = —1.

1. Donnons la formulation variationnelle du probléme (P;) dans H'(]0,1[). On multiplie

I'équation différentielle du probléme (P3) par des fonctions test v et on intégre sur ]0, 1|

/01 —u (z)v(z)dz + /01 u(z)v(z)de = /01 F(a)o(z)dz.

En utilisant la formule d’intégration par parties, on obtient

/0 u (2)v'(z)dx — ' (1)v(1) + o' (0)v(0) + /0 u(z)v(z)de = /0 f(z)v(x)dz.

En tenant compte des conditions aux limites sur v en 0 et en 1, on obtient

/0 u/(x)v'(a:)daﬂr/o u(x)v(x)dx+v(1)+u(0)v(0):/0 f(z)v(z)de,

ou encore

/0 u (20 (z)d +/0 u(z)v(z)dr + u(0)v(0) = /0 f(z)v(z)dr —v(1).
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Nous en déduisons la formulation variationnelle du probléme (P;) :

Trouver u € H'(]0, 1) tel que Vv € H'(]0, 1])
01 d (2 (z dx+f0 (x)dx + u(0) fo z)dzr — v(1).

2. Y-a-t-il existence et unicité des solutions faibles de (P3) dans H'(]0, 1[)? Posons

a(u,v) = /01 u (2)v' (z)dx + /01 u(z)v(x)de + u(0)v(0) et I(v / f(z)v(z)dr —v(1).

Il est clair que af(.,.) est une forme bilinéaire sur H'(]0, 1) x H'(]0,1[) et que [ est une

forme linéaire sur H'(]0, 1]).
(a) Continuité de I(.) : pour v € H'(]0,1[) on a
1
10l < [ @l + o)
< Afllellollze + [o()]-
Montrons & présent que |v(1)| < 2||v||g:. En remarquant que comme v € H'(]0, 1[),

on peut écrire que v est intégrale de sa dérivée. On a

et donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
1
Ol < fele)l+ [ vl
< Ju(@)] + 10"l 20,1
En intégrant cette inégalité entre 0 et 1, on obtient
lw(1)| < lvllrgoap + 1V llz2goap-
Or, |vl[z1go1p < [[vllz2gop- De plus
vl 2q0,1p) + 10" |2 goap < 2max([[vll2go,ap, 1Vl 22 goap)-

On a donc

(Iollzzgoap + 10"l 2goap)? < 4max([[o]l72g01p: 1V 172g0.1p)

IN

4(““”%2(}0,1[) + HU/H%Q(]O,I[))'
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On en déduit que

lo(D)] < [Jvllz2qoap + 1V z2goap < 2/l a1 go,p-

Par suite,
@) < [Iflle2llvllze + 2fvlla
< [Ifllz ol + 2fjvl|
< (Ifllzz + 2ol e

Ce qui montre que [ est continue sur H'(]0, 1]).
Remarque : Le raisonnement effectué ci dessus pour montrer que |v(a)| < 2||v|| g

s’applique de la méme maniére pour montrer que
|v(a)| < 2||v||g1, pour tout a € [0, 1].

Ceci est une conséquence du fait que H'(]0, 1[) s’'injecte continiment dans C'([0, 1]).
(b) Continuité de a(.,.) : pour u,v € H'(]0,1]) on a
ool < [ W@ @ [ @)@l + oo
< Wl 0l z2 + llullz2 (o]l 22 + [u(0)||v(0)]
< Wl M0l ee + Hlullzellvl 22 + 4llull g [0l e
< Ollulla ([l

Donc af(.,.) est continue sur H'(]0, 1[) x H'(]0, 1[).

(¢) Coercivité de a(.,.) : Soit u € H'(]0,1]). On a

la(u,u)| = /|u |dx+/|u )2da + u(0)?

2/|u ]da:+/|u 2da

> ullf-

Conclusion : Par le théoréme de Lax-Milgram, on en déduit 'existence et I'unicité des solutions

faibles du probléme variationnel.
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1.2.4 Probléme modéle avec conditions aux limites de type Fourier
en dimension N

Soit Q un ouvert borné de RY de classe C*. On considére le probléme suivant :

—Au+u=f dans(,
(P1)
g—x—l—au:g sur 0f2,
ou f e L*N),g e L*0N) et a > 0.
1. Donnons la formulation variationnelle du probléme (P;) dans H'(Q2). On multiplie "EDP

de (Py) par des fonctions test v et on intégre sur €.

/—Auvdx—i—/uvdx:/fvdx.
Q Q Q

En utilisant la formule de Green, on obtient

/Vqudx—l—/uvdx— —v da—/fvdx
Q Q a0 On

En tenant compte de la condition aux limites sur 02, on obtient

/Vqudx—i—/uvdx—/ (9 — au)v daz/fvdx.

Q Q 09 Q
/Vqudx+/uvdm+a/ uvda=/fvdx+/ gu do.
Q Q o9 Q o9

Nous en déduisons la formulation variationnelle de (Fy) :

ou encore

Trouver u € H'(Q) tel que Vv € H'(Q)

Jo VuVudz + [ uwvde + a [, uv do = [, fvde + [, gv do.

2. Application du théoréme de Lax-Milgram : Posons

a(u,v):/VuVde+/uvdx+oz/ uv do
Q Q o0

:/fvdx+/ gu do.
Q o0

et
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Il est clair que af(.,.) est une forme bilinéaire sur H'(2) x H'(Q) et que [ est une forme

linéaire sur H'(§2).

(a) Continuité de a(.,.) : pour u,v € H*(2) on a

la(u,v)| = ]/Vqudx+/uvdx+a/ uv do|
Q Q o9

< ]/Vqudm\+\/uvda:\+\oz/ uv do|
Q Q 20

< Vull[[Vollz2 + full ([0l 2 + allull 200y 0] 22 00) -
Or, l'application trace
Y0 1 HY(Q) — L*(09),
est continue. Donc
la(w, )l < Nullmllvllm + aC?|lullmvllm
= (L4 aC?) |l v]la-

ou C est la constante de la continuité de la trace. Donc a(., .) est continue sur H'(2) x

H'(9).

(b) Continuité de I(.) : pour v € H'(2) on a

()| = |/vad:1:+/mgv do|

< | [ fodal +| [ gvdof
Q oN

< fllzzllvllzz + llgll 2o [0l 200
< fllzzllvllzz + Cligll 2 e ol 1@

ou C est la constante de la continuité de la trace. On utilise ensuite le fait que

|v]|z2 < ||v]| g2 et on obtient

L)l < (If1lz2 + Cllgll2e) 0l a1 @)

Par conséquent, [ est continue sur H'(Q).
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(¢) Coercivité de af.,.) : Soit u € H'(2), on a

la(u,u)] = /qu|2d:)s+/|u|2d:):+a/ lu|?® do
e 0 B

> /qu]Qd:c—l—/ ful2dz
Q Q

2
= HUHH1(9)~
Conclusion : Les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites. Donc le

probléme variationnel admet une unique solution.



Chapitre 2

Méthode des éléments finis

Dans ce chapitre, nous présentons les grandes lignes de la méthode des éléments finis. Son
application sera illustrée par deux problémes aux limites, I'un de Dirichlet et 'autre de Neu-

manil.

2.1 Approximation interne générale ou méthode de Galer-
kin

Soient V' un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive sur V' x V et

[(.) une forme linéaire continue sur V. On considére le probléme variationnel suivant :

Trouver u € V, tel que
(2.1)

a(u,v) =Il(v), Yo € V.

D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme (2.1) admet une unique solution. L’approxi-
mation interne n’est rien d’autre que la substitution de I'espace de Hilbert V' de dimension

infinie par un sous-espace V}, de dimension finie. Autrement dit, cherchons la solution de :

Trouver u, € V;, tel que
(2.2)

a(uh,vh) = l(vh),Vvh S Vh.

24
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On définit alors une base de Vi, : (1, 2, ..., ¢, ). On peut donc décomposer notre solution

approchée u;, en une combinaison linéaire des fonctions de base :

N,
Up = Z Hii-
i=1
Et donc le probléme devient :

Trouver (pu1, fa, ..., i, ) tel que
a(SN s vn) = L(vw), Yop, € Vi,

Or a et [ sont linéaires donc on peut écrire :

Trouver (p1, o, ..., fin, ) tel que

S a( s ;) = Ue;), Vi € {1,2, ..., Ny}

Cela revient a résoudre le systéme suivant : Ay = B

a(pr, 1) o alen,, 1) f (1)

a(g01790Nh) a’((pNhu(pNh) 22,78 l<90Nh)

Pour limiter le volume de calculs, on va définir des fonctions ¢; de petit support : chaque ;
sera nulle partout sauf sur la iéme maille. Ainsi a(y;, ;) sera le plus souvent nul (les fonctions

sont de supports disjoints) et la matrice A sera creuse.

Remarque 2.1. La méthode de Galerkin est trés adaptée pour le cadre théorique, en particulier
pour l’étude de problemes non-linéaires, toutefois elle ne [’est plus quand il s’agit du cadre
numérique. En effet, la matrice associée au systéme linéaire, qui résulte de cette méthode n’est
généralement pas creuse ce qui rend sa résolution trés fragile par rapport auz erreurs d’arrondi

du calcul sur machine.

2.2 Discrétisation

Le principe de la méthode des éléments finis est de construire des espaces d’approximation

interne V},, des espaces fonctionnels usuels H'(2) et H} () dont la définition est basée sur la
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notion géométrique de maillage du domaine. Un maillage est un recouvrement de ’espace en
volumes élémentaires trés simples : segment, triangles, parallélépipédes.

Le paramétre h de V}, correspond a la taille maximale des mailles ou cellules qui composent
le maillage. Typiquement une base de V}, sera constituée de fonctions dont le support est localisé
sur une ou quelques mailles.

Ceci aura deux conséquences importantes : d’une part, quand h — 0, 'espace V), sera de
plus en plus "grand" en terme de dimension et approchera de mieux en mieux ’espace V tout
entier, et d’autre part, la matrice de rigidité A sera creuse, c’est-a-dire que la plupart de ses
coefficients seront nuls (ce qui limitera le cout de la résolution numérique). numériquement des

problémes aux limites.

2.3 Application & un probléme de Dirichlet en dimension
un

On considére le probléme aux limites modéle suivant :
(£1)

ot f € L?(0,1) est une fonction donnée, u est une fonction inconnue de x, et u” est la dérivée
seconde de u par rapport & x. Le probléme (P;) peut étre résolu directement en calculant
des primitives. Cependant, cette méthode de résolution du probléme aux limites ne fonctionne
que lorsqu’il y a une dimension spatiale et ne se généralise pas aux problémes de dimension
supérieure ou & des problémes comme u + u” = f. Pour cette raison, nous allons développer la
méthode des éléments finis pour (P;). La résolution se fait en deux étapes essentielles :

Dans un premier temps, on reformule le probléme original sous sa forme faible. La deuxiéme
étape est la discrétisation, ou la forme faible est discrétisée dans un espace de dimension finie.

Apreés cette deuxiéme étape, nous avons des formules concrétes pour un grand probléme
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linéaire mais de dimension finie dont la solution résoudra approximativement le probléme ori-
ginal. Ce probléme de dimension finie est ensuite implémenté sur un ordinateur. La premiére

étape consiste a convertir (P) en sa formulation faible équivalente :

Trouver u € H}(]0,1[) tel que Vo € H{(]0, 1)

ol (@) (2)da = [} f(x)o(x)de.

L’existence et I'unicité de la solution se déduit du théoréme de Lax-Milgram.

(F.V.)

2.3.1 Discrétisation et choix d’une base

Le probléme (P;) est prét a étre discrétisé, ce qui conduit & un sous-probléme. L’idée de base
est de remplacer le probléme linéaire de dimension infinie (F.V.) avec une version en dimension
finie :

Trouver u € V tel que Vv € V

fol ' (x)v (x)dx = fol f(z)v(z)dz,
ot V est un sous-espace de dimension finie de H}. Il y a beaucoup de choix possibles pour V.
Pour la méthode des éléments finis, nous prenons V' comme un espace de fonctions polynomiales
par morceaux.

Commencgons par discrétiser I'intervalle |0, 1[. En dimension 1 un maillage est simplement

constitué d’une collection de points (x;)o<j<n+1 tels que
O=2g<11 <2< ... <Ny <Ny = 1.
On choisit un maillage uniforme, c’est a dire les points z; sont équidistants :

1
xj:jhavech:N—H, OS]SN+1

Les points z; sont aussi appelés les sommets (ou noeuds) du maillage.
Notons P, 'ensemble des polynomes a coefficients réels d’une variable réelle de degré infé-

rieur ou égal a k :

k
P, = {Z CLjIj, a; € R}
=0
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et définissons ’espace
Vi = {v € C°([0,1]), v]{w; 0,.1] € P1,0 < j < N,v(0) = v(1) = 0}.

Observons que les fonctions dans V}, ne sont pas dérivables. En effet, si v € V), alors la dérivée
n’est typiquement définie en aucun x = x;,j = 1,..., N. Cependant, la dérivée existe en toutes
les autres valeurs de x et on peut utiliser cette dérivée a des fins d’intégration par parties.
Pour terminer la discrétisation, nous devons sélectionner une base de V. Pour chaque point
x; nous choisirons la fonction linéaire par morceaux ¢; dans V} dont la valeur est 1 en z; et

zéro en chaque xy, k # j, c’est-a-dire,

(
2Tl 4 ,
ey SiTE (21, 2],
pi(7) = § B2 G g€ (1), 304
Tjy1 —Tj Jobj+1ls
0 sinon,

pour j=1,..., N.
Lemme 2.1. Les (¢;)1<j<n constituent une base de Vj,.

Démonstration. Puisque la famille (p;)1<j<n est de dimension finie, on montre seulement que
cette famille est libre.
Soient donc «; des scalaires dans R, avec j € {1, ..., N}. On suppose que :
N
Zozjcpj(xi) =0 aveci € {1,...,N}.
j=1
Pour+ =1, on a

041901(1'1) + OZQQOQ(QH) + ...+ OéN(,ON(.Tl) = 0.

J

'

=0
Ce qui implique a;3p1(z1) = 0. D’ott oy = 0.

Pour ¢ =2, on a

oqgol(acg) —l—OégQOg(l’g) + ...+ OZN(,ON<I2) =0.
—_——— ~

~~
=0 =0
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Ce qui implique agps(x2) = 0. Dot ag = 0.
Pour 2 = N, on a

glgol(xN) + aspa(xy) + ..;+aN<pN(xN) =0.

TV
=0

Ce qui implique aypy(zy) = 0. D’ot any = 0. Dong,
VJ S 1,...,N7Oéj =0.

Ainsi (¢;)1<j<n est une famille libre. O

2.3.2 Le probléme approché

Le probléme (F.V.) dans le sous-espace Vj, de H}(]0, 1[) défini précédemment s’écrit comme
suit :
Trouver wuy € V), tel que

fol uy (z)v, (z)dz = fol f(@)vp(z)dx, Yo, € Vj,.

La solution approchée uy, s’écrit dans V},

(2.3)

N
un(w) = Xj u;05(x)

ot u; = up(x;) est la valeur de la solution approchée au point z; et (¢;)o<j<n+1 est la base de

Vj, définie précédemment. On pose v,(x) = ¢;(x) et le probléme approché s’écrit comme suit :

Trouver wuq,...,uy tel que

SV [y d@)gi(a)de = [ f(a)pi()de.

On pose
1
b= [ f@p)ds, i€ (1, W)

0
et

1 ’ !

Ay = [ Ga)i@de i € (1 N,
0

Ainsi résoudre le probléme approché revient a résoudre dans R le systéme linéaire AU = b

qui s’en déduit des écritures de A;jet b;, c’est a dire trouver U = (uq,...,uy)’, avec A =

(fy &i(@)gi(@)de)izijen, et b= (f) f(@)pi(2)dz)i<ien.
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2.3.3 Matrice de rigidité et vecteur charge élémentaire

En utilisant les fonctions de base définies précédemment, on détermine la matrice de rigidité

A= (/0 @i ()i () dz)1<ij<n-

1
Aiior = /90;—1(95)80;(95)@5
0

Ti ] Tit1 1

3

S o

1
Aiip1 = /(pgﬂ(a:)gp;(x)dx
0

()

—1

o
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D’ou
(
Fosij=i—louj=i+1,
Ay =9 2 sij=i,
0 sijg{i—1,44i+1}.
\

Ainsi, la matrice de rigidité est la matrice tridiagonale

11o -1 2 -1 0 0
A:ﬁ

0 0 -1 2 -1 0

0: 0 0. -1 2. -1

0 0 0 0 -1 2

Pour obtenir le second membre b = (fol f(z)pi(z)dr)1<i<n, dit vecteur charge élémentaire, on

doit calculer I'intégrale :

Tit1
b, = / f(x)pi(x)dz pour tout 1 <7< N.

Pour calculer les intégrales définissant le vecteur b, on utilise la formule d’intégration numérique

dite du trapéze, et on trouve :

[ f@a@ts = S5 e + e
h
= §f(95z')~

D’une maniére analogue, on trouve :

[ e = S ) + e )

i

h
= §f($z‘)-
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D’ou,
b= [hf(mi)]{gigjv-

Alinsi, le systéme a résoudre est

2 -1 o 0--- ---0 O Uy f(z1)

-1 2 -1 0 0 0 s f(2)
1o -1 2. -1 0 o0 us f(3)
1o 0 -1 2 -1 0 R

00 0 0. =1 2. =1 |uny flzn 1)

o 0 0 0 -1 2 uy Flzn)

Remarque 2.2. Le systéme ci-dessus admet une unique solution car la matrice A est tridia-

gonale, symétrique et définie positive.
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2.3.4 Implémentation du Code Matlab

| L | | L | e S | i

R LR e TR TRttt ()= () R R LR LR LR R LR e ey
IR R R R R R TR REE T (D) (L) =m0 e R e R e R R e e e vy
H=5;
$Définition du Pas de la Discrétisation
h=1/ (H+1);
$Discrétisation du Domaine
¥=0:h:1;
$Création de la Matrice A
B=zeros (N,H):
[l for i=1: W
(Ecriture des Eléments de la Diagonale

B{i,i)=(2/h):

[ for i= 2: H-1

tEcriture des Eléments de la Sur-diagonale

A(i,i+1)=-1/h;

tEcriture des Eléments de la Sous-diagonale

B{i+l,i)=-1/h;

FIGURE 2.1 — Le Code Matlab pour le probléme de Dirichlet homogéne
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t(D&éfinition des Termes Mandguants

- L({l,1)=2/h;
- B{2,1)=-1/h;

= B(l,2)=-1/h: :(FPar Symétcrie
- A(N,1)=0;
= L(l,H)=0: £Par Symétrie

(Création du Vecteur Charge
- b=zeros (N, 1) :
tcalcul du Vecteur Charge aux Points Intérieurs du Domaine
- for i= 2: H-1
- bBli)=h#*(=x({i))"2;
- end
t(D&éfinition du Premier Terme du Vecteur Charge
- E({1l)=h"3;
(D&éfinition dua Dernier Terme du Vecteur Charge
- E(H)=h*(x(H))"2;
tEézolution du Systéme Linégaire et Calcul de la Solution Approchées

= U=R\D

FIGURE 2.2 — Le Code Matlab pour le probléme de Dirichlet homogéne
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(D&éfinition da Dernier Terme du Vecteur Charge
b(H)=h*(x(H))"2;
tRésolution du Systéme Linégaire et Calcul de la Solution Approchée
U=A\Lk
S;[D;U;D]
K;G:h:l:
tReprésentation Graphigue de la Sclution Approchée
plot(X,5,'z")
%2 Définition des Limites des Lxes
axis ([0 1 O 0.05])
tMaintien du Graphe
hold on ;
¥Y=0:h:1;
Uexacte:tlflE}*tY—Y.“&}
tREeprésentation Graphigue de la Solution Exacte
plot (Y, Uexacte, "g')
axis ([0 1 O 0.0571)

tMaintien du Graphe

hold on ;

FIGURE 2.3 — Le Code Matlab pour le probléme de Dirichlet homogéne
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T

FIGURE 2.4 — Visualisation des résultats
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FIGURE 2.5 — Représentation graphique de la solution exacte en vert et de la solution approchée en

rouge
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FIGURE 2.6 — Représentation graphique de la solution exacte en vert et de la solution approchée en

rouge agrandies 10 fois
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2.4 Application a un probléme de Neumann en dimension
un

On considére le probléme aux limites suivant :

L b)) + la)uta) = F(@), 7 €]0,1],

£(0) =0, w/(1) =0,

(%)

avec f € L*(0,1). On suppose que k et u sont des fonctions de L>=(]0,1[) telles que
k(x) > a >0, u(r) > a >0, sur (.

La formulation variationnelle du probléme (P;) est :
Trouver u € H'(]0, 1[) tel que Yo € H'(]0, 1[)

fol k(z)u/'(z)v'(x)dx + fol p(x)u(z)v(x)de = fol f(x)v(x)dx.

L’existence et I'unicité de la solution se déduit du théoréme de Lax-Milgram.

Introduisons la discrétisation suivante de l'intervalle |0, 1[:
O=2g<21 <2< ... <Ny <Ny =1,
ol
ih h . 0<j<N+1
x; = jh avec h = .
Définissons ’espace

Vh = {U € CO([O’ 1])vvl[wj,wj+1] € Plao < ] < N}>

ol P, désigne I’ensemble des polynomes a coefficients réels d’une variable réelle de degré inférieur

ou égal & 1. On considére les fonctions suivantes de ’espace V}, appelées fonctions de forme ou

fonctions de base : pour j =1,..., N,
(
I*ﬁj,l .
m S1x € [[Ej_l,ij],
pi(2) = § B2 g€ [z, 304
Tjt1 —T; I+l
0 sinon,
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L=t st € [wo, 2],
po(z) =
0 sinon,
et
% six € [IL‘N,ZEN_H],
On1(T) =
0 sinon.

La formulation variationnelle dans le sous-espace V;, de H'(]0,1]) défini précédemment s’écrit
comme suit :

Trouver u, € Vj, tel que Vv, € V},

Jo K( v (@)da + [ p(x)un(@)on(z)de = [ f(z)on(z)d.

La solution approchée u;, s’écrit dans Vj,

(2.4)

N+1
up () = X550 w05 (x)
olt u; = up(x;) est la valeur de la solution approchée au point z; et (¢;)o<j<n+1 est la base de

V., définie précédemment. On pose v, () = ¢;(x) et le probléme approché (2.4) s’écrit comme

suit :
Trouver wug,...,uny1 tel que
(S0 )y k@)e;(@)ei@)de + [y plx)e;(x)ei(@)da] = [) f(a)p:(x)da.
On pose
1
b; = f(z)pi(z)dz, i € {0,--- | N + 1},
0
1
Ky = [ ko) @eilands, i.j € {0, N + 1}
0
M;; = /,u (x)dz, i,j € {0,--- ,N + 1}
0
et

Az‘j :Kij—i‘Mi]’, Z,j - {0, ,N+1}
Ainsi résoudre le probléme approché revient a résoudre dans RV*2 le systéme linéaire AU = b

qui s’en déduit des écritures de A;jet by, c’est & dire trouver U = (ug,...,uy41)7, avec A =

(fol k(x)@; (x) i (x)da + fol w(@)p;(x)pi(z)dr)ocijen1, et b= fo 2)pi(2)dz)o<icn1-
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En utilisant les fonctions de base définies précédemment, on détermine la matrice de rigidité

K = (| Mo)gi(a)e@drlos v

et la matrice dite de masse

M = ([ @@ @izn .

Kip1 — / ()6 (2) () d

_ / k:(x)(_—hl)%dx.

En utilisant la formule des trapézes, on obtient

—]_ [l’z — xi—l]

2 5 [k(zi1) + k(x)].

K=

En particulier, pour k(z) = 1 par exemple, on obtient

1
Ki — / k()¢ ()0 (2)di
0
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D’ou, pour k(z) =1, on a
(
Fosij=i—louj=i+]1,

sig =1,

=N

0 sijg{i—1,i+1}.

\

Ainsi, la matrice de rigidité est la matrice tridiagonale

2 -1 0 0 .0
-1 2 -1 0 0
1o -1 2 ~1 0
K=-
0 .0 —1 2 ~1
0 0 0. -1 2
o o0 0 0 -1

Concernant la matrice de masse M, on a

My — / ()3 (2)s(x) de

i Ti— X T — i
— d
|t

— % /mz p(x)(z; — z)(x — z;q)de

Ti—1

En utilisant la formule des trapézes, on obtient pour u(z) =1

M;;—1 =0.

M, = / () (9)* (2)d

= /:1 M(x)(%)zdx - /:M () (———

i— i

= h (pour u(z) =1).
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My = / ()i (1) ()

= 0 (pour u(x) =1).

D’ou, pour pu(x) =1, on a
(
0 sij#i,
Mij -

h sij=n1.
\

Ainsi, la matrice de masse (pour pu(z) = 1) est la matrice diagonale

0 0 A" 0 0 0
M=

0 0 0 h 0 0

0 0O O 0 h 0

Calculons maintenant le vecteur charge élémentaire b = (fol f(x)pi(x)dr)o<i<n+1. En utili-

sant la formule du trapéze, on trouve

by = 2 (0).b = hf(r). 1 <0 <N, byar = o (1)
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Ainsi, le systéme a résoudre est

2+h -1 0 0 0 0
h 1 2h 1
— Z4n = 0 0 0
h 1 2 h 1
0; o L 2y ! 0
' h h ' h
0 0 0 — g+h‘- -1
h h ' h
0 0 0 0 -1 2+h
h h

Uog

U

U2

un

UN+1

%f(ffo)
hf(z1)
hf(zs)

hf(zn)

2f(ang)

Le systéme ci-dessus admet une unique solution car la matrice A est tridiagonale, symétrique

et définie positive.

Remarque 2.3. La différence fondamentale entre les méthodes d’approximation variationnelle

des problemes de Dirichlet el de Neumann réside dans le traitement des conditions aux limites.

Pour le probléme de Dirichlet, la solution approchée construite vérifie a priori les conditions auz

limites u,(0) = up(l) = 0. Pour le probléme de Neumann la solution approchée uy, ne vérifie

pas les conditions aux limites u},(0) = u},(1) = 0.
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Implémentation du Code Matlab : cas f(r) =22+ 22 — 1, u(x) = k(z) =1

SR R S I S = T V- O = B I T I o L T % O e e ¥ I o O = T T L I N =LY = T« T (Y T Y RO T % R ]

EEERETEEERRRK(®)=1  EE ma(x)=1 && L(H)=A"2+2*X-1TEELRRTTELERRTTEERRRS

TR EEE T (H) () =E () TR T ey

B R R R EEEY w ()= (L) = e R R e R R R T R A T T R E R T T R ey

N=10;

iDéfinition du Pas de la Discrétisation

h=1/(H+1) :

iDiscrétisation du Domaine

x=0:h:1;

%Création des Matrices de Rigidité K et de Masse M et L

E=zeros (N+2,N+2) ;

M=zeros (H+2 ,H+2) ;

h=zeros (N+2,N+2) ;

Flfor i=1: H+2

tEcriture des Eléments de la Diagonale

Kii,i)=(2/h);

M{i,i)=h;

B(i,i)=K(i,i)+M(i,1);

FIGURE 2.7 — Le Code Matlab pour le probléme de Neumann homogéne
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Mii,i)=h;
Bii,i)=Kii,i)+M(i,1i):

end
for i= 2: H+41

(Ecriture des Eléments de la Sur-diagonale
H(i,i+1)=-1/h;
M({i,i+1)=0:
A1, i+1)=K(i,i+1)+M(i,i+1):
%(Ecriture des Eléments de la Sous-diagonale
E(i+l,i)=-1/h;
M{i+l,i)}=0:
Bi+l,i)=K(i+l,i)+M(i+1,4i);
end
(Définition des Termes Manguants
M{2,1)=0;
L2, 1)=E(2,1)+M(2,1):

E({l,2)=-1/h; iPar Symétrie

Mil,2)=0; %iFPar Symétrie

FIGURE 2.8 — Le Code Matlab pour le probléme de Neumann homogéne
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M(1,2)=0; $Par Symetrie
Li1,2)=K(1,2)+M(1,2):

FPuisgque le Support des Fonctions de Base est Vide
E(N+2,1)=0;

£Par Symétrie
E(l,H+2)=0;

%2Puisgue le Support des Fonctions de Base est Vide

HM({H+2,1)=0;
£Par Symétrie

M({l1, H+2)=0;
iCréation du Vecteur Charge
b=zeros (H+2,1):
fcalcul du Vecteur Charge aux Points Intérieurs du Domaine
for i= 2: H+1

Bii)j=h*(x{i)"2+2*x(1)-1)

end
(Définition du Premier Terme du Vecteur Charge

FIGURE 2.9 — Le Code Matlab pour le probléme de Neumann homogéne
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tDéfinition du Premier Terme du Vecteur Charge
b(l)=-h/2;
tDéfinition du Dermier Terme du Vecteur Charge
b (H+2)=h;
tRésolution du Systéme Linéaire et Calcul de la Solution Lpprochée
U=R\k
X=0:h:1;
tReprésentation Graphigue de la Solution Approchée
plot (X, T, "xz")
%2 Définition des Limites des Lxes
axi=s ([0 1 -1 0.5])
FMaintien du Graphe
hold on ;
¥Calcul de la S5olution Exacte

¥=0:h:1;

Cl=(4-2%exp(-1) )/ (exp(-1)-exp(l)):

FIGURE 2.10 — Le Code Matlab pour le probléme de Neumann homogéne
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hold on
FCalcul de la Solution Exacte

¥=0:h:1;

Cl={4-2*exp(-1))/ (exp(-1)-exp(l)):

C2=Cl+2;

Usxa=Y." 2+2%Y+1+ (Cl*exp (Y) )+ (C2%exp (-¥) )

%Représentation Graphigue de la Sclution Exacte

plot(¥,Uexa, "g")

% Deéfinition des Limites des Axes

axis([0 1 -1 0.5])

FHaintien du Graphe

hold on »

FIGURE 2.11 — Le Code Matlab pour le probléme de Neumann homogéne
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o
(]
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0.2224 o.2272 0.24086 0.2609 0.28865 0.3157 0.3464 0.3769 0.4048 0.4279 0.4438 0.4497

FIGURE 2.12 — Visualisation des résultats
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FiGURE 2.13 — Représentation de la solution exacte en vert et de la solution approchée en rouge
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FIGURE 2.14 — Représentation de la solution exacte en vert et de la solution approchée en rouge

agrandies 20 fois



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a décrire I'une des méthodes les plus efficaces
et les plus utilisées pour résoudre numériquement des problémes aux limites. De fagon générale,
on part d’un probléme (P) et on introduit sa formulation variationnelle (Q) : On montre ’exis-
tence et I'unicité d’une solution par le théoréme de Lax-Milgram. On travaille dans des espaces
de Hilbert : on peut donc construire des espaces d’approximations internes de dimensions finies
a l'aide d’un maillage du domaine. Typiquement une base de ces espaces sera constituée de
fonctions dont le support est localisé sur une ou quelques mailles. Enfin, on aboutira a la réso-
lution d’un systéme linéaire dont la matrice sera creuse. Nous avons illustré I’application de la
méthode des éléments finis par résoudre un probléme de Dirichlet et un probléme de Neumann

en dimension un.
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Résumé o5

Résume

Dans ce mémoire nous nous intéressons a la méthode des éléménts finis. Notre objectif
principal est de comprendre les principes généraur qui régissent cette méthode ainsi que de
savoir utiliser cette méthode pour résoudre quelques problemes aux limites. Nous commengons
par rappeler les outils mathématiques utiles pour la méthode des éléments finis. Ensuite apres
avoir introduit cette méthode, nous illustrons son application par deux problemes aux limiles,
['un de Dirichlet et autre est de Neumann.

Mots-clés : Méthode des élémeénts finis, problémes aux limites, formulation variationnelle,

discrétisation, solution approchée, matrice de rigidité.
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