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INTRODUCTION GÉNÉRALE

En actuariat, la théorie de ruine consiste à la modélisation mathématique et à l’étude de

l’évolution des richesses d’une compagnie d’assurance. Le concept de la théorie de ruine se

comprend comme étant la survenance d’un scénario défavorable pouvant conduire à l’im-

possibilité pour la société d’assurance de faire face à certains de ses engagements, aussi bien

envers ses assurés que ses actionnaires, voir à cessé son activité pour cause d’insolvabilité.

L’un des outils les plus puissants pour comprendre l’évolution de la richesse d’une com-

pagnie d’assurance est la modélisation stochastique. L’équilibre à long terme des résultats

de la compagnie d’assurance correspond à la notion mathématique de probabilité de ruine.

Le premier but de la théorie de ruine a donc logiquement été d’évaluer la probabilité de la

ruine, soit la probabilité que le scénario traduisant un échec se réalise. La problématique la

plus souvent posée dans ce domaine est le calcul de la probabilité de ruine de la compagnie,

c’est-à-dire la probabilité que ses réserves financières passent sous la frontière fatidique du

zéro. Cette mesure est une caractéristique très importante mais qui ne possède malheureu-

sement pas des formules explicites dans la pluspart des modèles de risque. Néanmoins, elle

peut être trouvée en utilisant la formule bien connue de Pollaczek-Khinchine.

Lors de la construction et la modélisation de l’évolution de la richesse de la compagnie
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d’assurance, les valeurs des paramètres du modèle sont généralement considérés comme des

constantes, or la connaissance des valeurs exactes de ces paramètres étant souvent impar-

faites, ils sont donc entachés d’incertitude. En science actuarielle, une nouvelle tendance de

l’étude consiste à intégrer l’incertitude des paramètres au modèle de risque.

L’analyse de sensibilité de la probabilité de ruine est une technique utilisée pour étudier

comment la variabilité des paramètres d’entrées se répercute sur celle de la sortie. L’analyse

de sensibilité doit permettre de séparer l’action de chaque paramètre individuellement et

présenter graphiquement les résultats, de manière à classer ces paramètres entre eux. La pro-

duction d’un rapport d’étude de sensibilité est aujourd’hui entièrement automatisable dans

tous les domaines, grâce aux outils de simulation et aux méthodes exitantes. L’ingénieur

chargé de l’étude rédigera ensuite ses conclusions en se basant sur une bonne compréhension

du système et une analyse détaillée de l’ensemble des résultats.

Selon la problématique, l’étude de sensibilité permet de :

– Trouver le bon compromis entre plusieurs solutions,

– Décider sur quels paramètres jouer en priorité pour modifier le comportement d’un

système,

– Quantifier l’influence de perturbations extérieures et de les intégrer éventuellement

dans le système,

– Spécifier son problème de commande (modèle standard) de manière judicieuse.

Au cours des dernières années, des différentes techniques d’analyse de sensibilité ont

été proposées pour calculer les indices de sensibilité locaux et globaux pour la conception

de l’incertitude. Les principales techniques d’analyse de sensibilité sont classées en deux

catégories :analyse de sensibilité locale et analyse de sensibilité globale. Dans ce travail, on

s’intéresse particulièrement aux méthodes d’analyse de sensibilité globale qui sont basées

sur l’étude de la variance appelée ANOVA (Analysis Of Variance). L’ANOVA d’une mesure

de sortie permet de caractériser l’influence des entrées sur la variabilité de la mesure de

sortie.
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La méthode de sobol est la méthode la plus générale d’analyse d’influence reposant sur

la décomposition de la variance fonctionnelle. Cette technique développée par le mathéma-

ticien Russe I. M. Sobol permet de prendre en compte toutes les interactions entre les n

grandeurs d’entrée, en n’ayant aucune connaissance sur l’expression du modèle de la mesure

de sortie. Ainsi nous allons obtenir l’indice de sensibilité total pour chaque grandeur d’en-

trée. Sobol s’est inspiré de divers travaux de statistique il les a généralisés pour fournir une

mise en oeuvre directe du concept de la méthode de Monte Carlo. En utilisant l’indice de

Sobol, on peut étudier et quantifier comment la probabilité de ruine dans l’espace des para-

mètres est influencée entre deux ou plusieurs paramètres (les indices de second ordre et plus).

Les indices de Sobol peuvent parfois être calculés formellement lorsque la fonction du

modèle étudié est connue. En revanche, ce n’est pas toujours possible de les calculés for-

mellement, si les équations du modèle sont complexes et les paramètres sont nombreux. Par

conséquent, il est donc indispensable de pouvoir les estimer.

Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes d’estimation des indices de sensibilité [9,

17, 19], à savoir les méthodes basées sur des échantillons Monte Carlo développées par Sobol

[35]. Cette dernière est la plus simple à mettre en oeuvre et la plus couramment utilisée en

analyse de sensibilité, la méthode Fast (Fourier Amplitude Sensitivity Test), développée par

Cukier et al. [9], repose sur la décomposition de Fourier, son principal intérêt et de réduire

les décompositions multi-dimensionnelles par des décompositions unidimensionnelles, ce qui

revient à réduire le coût de calcul des intégrales multiples en les remplaçant par une intégrale

unidimensionnelle. On se restreint dans ce mémoire à détailler la méthode de Monte Carlo

basique pour l’estimation des indices de sensibilité.

La méthode Monte Carlo est une méthode numérique est utilisée lorsqu’il est difficile

de déterminer la distribution d’un échantillon à partir d’un raisonnement mathématique.

Elle est basée sur le tirage de nombres aléatoires, le principe de l’estimation des indices de

sensibilité, selon la méthode de Sobol, est de simuler deux échantillons à partir des grandeurs

d’entrée, puis d’estimer la variance conditionnelle par rapport à chaque grandeur d’entrée

considérée en combinant ces deux échantillons. Le principal inconvénient de la méthode de
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Sobol est son temps de calcul, elle nécessite une taille d’échantillon suffisamment grande pour

assurer la convergence des indices selon la complexité du modèle de mesure. Finalement, le

grand avantage de l’analyse de sensibilité avec la méthode de Sobol est qu’elle permet de

ne faire aucune hypothèse sur les propriétés de la fonction du modèle mathématique, elle

est adaptée quelque soit le modèle (non-linéaire, non-monotone, code de calcul, ...).

L’objectif principal de ce document est de fournir une analyse de sensibilité basée sur

l’estimation des indices de sobol pour les mesures de sorties des modèles de risque. En

particulier, on va analyser la sensibilité de la probabilité de ruine par rapport à certains pa-

ramètres d’entrée. Cette analyse va permettre de quantifier l’incertitude dans la probabilité

de ruine qui résulte du paramètre le plus influent.

Ce manuscrit est composé de trois chapitres, d’une conclusion générale et d’une biblio-

grahie.

– Le premier chapitre présente les modèles et des résultats de la théorie de la ruine, on

s’intéresse à des méthodes mathématiques d’approximation des différentes quantités

d’intérêts.

– Le deuxième chapitre concerne l’analyse d’incertitude et l’analyse de sensibilité, nous

discutons la notion d’incertitude de modèle, par la suite on introduit les différents

indices de sensibilités, ainsi que leurs méthodes d’estimation.

– Dans le troisième chapitre, nous donnons une application dans les modèles de risque

classique, on estime les indices de Sobol de la probabilité de ruine, avec deux lois

de probabilité pour la quantité des réclamations, afin de déterminer l’influence des

paramètres d’entrée λ et µ sur la probabilité de ruine ψ(λ, µ). Et nous terminons

par caractériser statistiquement la probabilité de ruine induite, et ce en estimant la

moyenne, variance, coefficient d’aplatissement (kurtosis), et le coefficient d’asymétrie

(skewness).
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CHAPITRE 1

THÉORIE DE RUINE ET MODÈLE DE RISQUE CLASSIQUE

Introduction

En assurance, on qualifie le risque de ruine la probabilité que la réserve d’une compagnie

d’assurance, qui est la différence entre le total des primes reçues et le total des montants

de réclamations payées, devienne négative à un certain temps. À ce moment, on dit que la

ruine apparaît du fait d’un mauvais calcul du taux de cotisation des assurés ou des sinistres

trop importants à couvrir.

Dans ce premier chapitre, on présente la théorie de ruine d’une manière générale (modèle

individuel et modèle collectif), Par la suite, on introduit les modèles de risques classiques

(processus de réserve et surplus), On finit le chapitre par présenter comment mesurer la

rentabilité de la compagnie (chargement de sécurité).

1.1 Théorie de ruine

La théorie de la ruine a pris naissance en Suède au début du 20ème siècle dans les travaux

de Lundberg (1903) [21], Cette théorie est un domaine des sciences actuarielles qui modélise
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le surplus d’un portefeuille d’assurance par un processus stochastique U = {U(t) , t ≥ 0},

ou le surplus au temps t est donné par :

U(t) = u+ Ct− S(t),

. u : la réserve initiale de la compagnie.

. C : flux de prime générée par le portefeuille par unité de temps.

. Le choix de S(t) détermine le processus U(t).

. S(t) : le montant cumulé des réclamations à l’instant t.

1.2 Modèle individuel et Modèle collectif

La charge globale de sinistres peut s’écrire comme la somme, sur le nombre de polices,

du montant de sinistre total engendré par chaque police ou encore comme la somme, sur

le nombre de sinistres, des montants de chaque sinistre. On appelle modèle individuel la

première approche et modèle collectif le second [6].

1.2.1 Modèle individuel

Le modèle individuel modélise la charge totale générée par les sinistres individu par

individu. La charge totale pour un portefeuille comprenant N contrats est définie par la

formule suivante :

Sind =
N∑
i=1

Xi,

. Xi variable aléatoire positive qui caractérise le montant de l’ensemble des sinistres subit

par l’assuré i .

On a supposés que la variable aléatoire Xi, i = 1, N sont des variables aléatoires indépen-

dantes, mais pas forcément de la même loi de probabilité [6].
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1.2.2 Modèle collectif

Le modèle collectif modélise la charge totale subit par un portefeuille donné, non pas

contrat par contrat, mais suivant un nombre total de sinistre tous assuré. La charge totale

est définie par :

Scol =

N(t)∑
i=1

Xi,

. Xi représente le montant de la ième perte.

. N(t) représente le nombre de perte.

On a supposé que la variable aléatoire Xi, i = 1, N sont des variables aléatoires indépen-

dantes et la variable N est indépendante des Xi [6].

1.3 Processus de renouvellement

1.3.1 Processus de Poisson

Définition 1.5 : Un processus de comptage est dit processus de Poisson si :

Pr[Nt = k] =


o(dt) si k ≥ 2;

λ(dt) + o(dt) si k = 1;

1− λ(dt) + o(dt) si k = 0.

où o(t) est une fonction tendant plus vite vers 0 que l’identité, i.e., telle que

lim
t→0

o(t)

t
= 0.

Le coefficient λ est dit taux du processus ou intensité du processus.

On note P [Nt = k] = Pk(t).

Remarque 1.1 : Le processus de Poisson est un processus à accroissements indépen-

dants et à accroissements stationnaires.
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1.3.2 Processus de Poisson composé

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

{N(t); t ≥ 0} est un processus de Poisson d’intensité λ. {X1, X2, ...} sont des variables aléa-

toires indépendantes et identiquement distribuées, de distribution commune F . La suite

aléatoire (Xt)t≥1 et le processus {N(t); t ≥ 0} sont indépendants. Le processus aléatoire

{S(t); t ≥ 0}, défini par :

S(t) =

N(t)∑
i=1

Xi.

est appelé processus de Poisson d’intensité λ et de distribution F .

On obtient également par conditionnement sur N les premiers moments de S.

1.4 Modèle classique de la théorie de ruine

Le modèle le plus connu ou classique de la théorie de ruine représente le fonctionnement

d’une compagnie d’assurance de la manière suivante, on suppose que la société d’assurance

encaisse des cotisations de ses assurés (appelés primes) de manière continue, à raison de c

unité de comptes par unité de temps (exemple : 1000DA/h ).

Elle dispose d’une réserve initiale u pour absorber un éventuel excès de sinistralité et doit

indemniser ses assurances pour les sinistres qui la concernent.

1.4.1 Processus de réserve et de surplus

On note {R(t) : t ≥ 0} le processus de réserve à la forme suivante [41] :

R(t) = u+ c t−
N(t)∑
i=0

Xi, (1.1)

. (Xi)i∈N∗ suite de v.a. positives i.i.d. égales aux montants des sinistres.

. u : la réserve initiale de la compagnie.

. c : flux de prime générée par le portefeuille par unité de temps.
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. On note par la suite {N(t)t≥0} le processus qui représente les pertes agrégées de la com-

pagnie avec

Z(t) =

N(t)∑
i=0

Xi,

. N(t) : est dans ce modèle décrit par un processus de poisson de paramètre λ > 0.

. Les (Xi)i∈N∗ : forment une suite de variables aléatoire indépendantes, identiquement dis-

tribuées et indépendantes du processus de poisson N(t).

. On a le processus de surplus {S(t); t ≥ 0} :

S(t) = u−R(t).

Figure 1.1 – Description du modéle de base en asssurance

1.4.2 Probabilité de ruine

Le risque de faillite des sociétés d’assurances est un problème primordial. Par conséquent,

il est impératif de le prendre en compte et anticiper la faillite en calculant la probabilité de
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ruine.

Pour tout modèle de risque d’un surplus financier, la première quantité d’intérêt est la pro-

babilité de ruine [18, 20, 22, 40].

Définition 1.1 : L’instant de la ruine, noté τ associé à une réserve initiale u, est défini

par :

τ = inf{t ≥ 0 : R(t) < 0} = inf{t ≥ 0;S(t) > u}.

Définition 1.2 : La probabilité de ruine ultime ou probabilité de ruine à horizon de

temps infini notée ψ , est définie par :

ψ(u) = P (inf
t≥0

R(t) < 0 : R(0) = u).

Définition 1.3 : La probabilité de ruine avant l’instant T ou probabilité de ruine à

horizon de temps fini est définie par :

ψ(u, T ) = P ( inf
t∈[0,T ]

R(t) < 0 : R(0) = u).

Définition 1.4 : La probabilité complémentaire ou probabilité de non ruine, notée φ,

est définie par :

φ(u) = 1− ψ(u) φ(u, T ) = 1− ψ(u, T ).

1.5 Chargement de sécurité

On appelle chargement ou coeficient de sécurité de la compagnie, mesurant la rentabilité

de cette dernière, la quantité définie par :

θ = c− λµ,

La constante θ définit le chargement de sécurité de la compagnie. Il mesure la rentabilité

de la compagnie.

10
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Le coeficient λµ est interprété comme le montant moyen des sinistres par unité de temps.

Il paraît prudent que l’assureur fixe un taux de prime c supérieur à λµ pour que, en moyenne,

les primes reçues soient supérieures aux indemnisations payées par la compagnie d’assurance.

En effet, nous avons la propriété suivante [1] :

Propriété du coeficient de sécurité [4]

∗ Si θ > 0, alors, presque sûrement,

lim
T→∞

R(t) = +∞,

et

φ(u) 6= 0,

∗ Si θ < 0, alors, presque sûrement,

lim
T→∞

R(t) = −∞,

et

ψ(u) = 1.

L’activité donc ce cas n’est donc pas rentable.

1.5.1 Calcul de la probabilité de ruine à horizon infini

Le théorème suivant fournit une expression de la probabilité de ruine à horizon infini

ψ(u) dans le cas du modèle de risque classique.

Théorème 1.1 [33]

Pour tout u ≥ 0,

11
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ψ(u) = (1− λµ/c)
∞∑
i=1

(λµ/c)n(F s
Z)∗n(u), (1.2)

où

(F s
Z)∗n = 1− (F s

Z)∗n est la neme convolution de F s
Z tel que :

F s
Z(x) =

1

u

∫ x

0

(1− FZ(y))dy , x > 0

Le cas du Modèle classique de Lundberg (P/P)

Le modèle de Lundberg, appelé modèle P/P , est un cas particulier du modèle de risque

classique. Ce modèle se caractérise par la distribution exponentielle des moments des récla-

mations, c’est-à-dire,

FZ(y) = 1− exp(−y
µ

) , y ≥ 0,

où

- Z est la variable aléatoire qui génère le montant des réclamations.

- FZ est la fonction de répartition de la variable aléatoire Z.

En utilisant la formule (1.2), nous allons déduire l’expression exacte de ψ(u) pour le

modèle de risque de Lundberg (P/P ).

ψ(u) = (1− ρ)
∞∑
i=1

ρn(F s
Z)∗n(u) , ρ =

λ

δc

Pour des montants de réclamations exponentielles de paramètre δ, nous avons :

FZ(u) =

1− exp(−δu) si u ≥ 0;

0 sinon.
(1.3)
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Calculons

F s
Z(u) = δ

∫ u

0

(1− FZ(y))dy , x ≥ 0

= δ

∫ u

0

exp(−δy)dy

= δ(
−1

δ
)[exp(−δy)]u0

= 1− exp(−δu)

Ainsi

F s
Z(u) = FZ(u) , u ∈ R

(F s
Z)∗nreprésente la nème convolution de (F s

z ), puisque nous avons l’indépendance des n va-

riables aléatoires Zi , {i = 1, ...., n} .

Nous utiliserons les transformées de Laplace afin de déterminer (F s
z )∗n, où fz est la densité

de probabilité des montants des réclamations Zi, i = 1, ...., n . Ainsi,

LfZ (x) =

∫ ∞
0

fZ(t) exp(−xt)dt =

∫ ∞
0

δ exp(−δ − x)tdt =
δ

δ + x
,

d’où

L(fZ)n(x) = [
δ

δ + x
]n.

En se référant aux tables des transformées de Laplace [32] nous trouvons que

(fZ)n(x) =
δ(δx)n−1

(n− 1)
exp(−δx) , x ≥ 0,

qui correspond à la densité de probabilité de la loi d’Erlang(δ, n) [34] dont la fonction de

répartition est donnée par :

(fZ)n(x) = (FZ)n(x) =
Γ(n, δx)

(n− 1)!
= 1−

n−1∑
k=0

exp(−δx)
(δx)k

k!
.
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Ce résultat signifie que la somme de n variables aléatoires indépendantes, de distributions

exponentielles de même paramètre δ est une loi d’Erlang(δ, n). Alors,

(F s
Z)∗n(x) = 1− (F s

Z)∗n(x) =
n−1∑
k=0

exp(−δx)
(δx)k

k!
.

Ainsi

ψ(u) = (1− ρ)
∞∑
n=1

ρn
n−1∑
k=0

exp(−δu)
(δu)k

k!

= (1− ρ) exp(−δu)
∞∑
k=0

(δu)k

k!

∞∑
n=k+1

ρn

= (1− ρ) exp(−δu)
∞∑
k=0

(δu)k

k!

ρk+1

1− δ

= ρ exp(−δu)
∞∑
k=0

(ρδu)k

k!

= ρ exp(−δ +
λ

c
)u,

finalement

ψ(u) =
λ

δc
exp(−δ +

λ

c
)u. (1.4)

1.5.2 Autres approches

Il existe plusieurs autres approches pour évaluer la probabilité de ruine qui possède

beaucoup de champs dans les modèles de risques. Et comme certains faits sont ignorées

dans la modélisation stochastique, ces approches permettant de faire une meilleure consi-

dération des faits. Par exemple, la réaction entre les assureurs et les assurés dans la théorie

des jeux. Pour cela, ils ont proposés plusieurs solutions d’estimation de la probabilité de

ruine basés sur : les théorèmes limites des marches aléatoires [36, 15], les représentations

matricielles avec modèles markoviens (Asmussen et al [2]), la théorie des martingales et

inégalités de probabilités (Kalashnikov [29]), les méthodes d’optimisation (De Vylde et al.
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[12]), les transformations analytiques (De Vylder et al. [11]) et la théorie des distributions

[39, 40].

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le modèle classique de la théorie de ruine, connu

comme le fondement théorique de la théorie du risque. En particulier, Nous avons détaillé

le calcul de l’expression explicite de la probabilité de ruine à horizon infini, du modèle de

Lundberg.
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CHAPITRE 2

ANALYSE D’INCERTITUDE ET DE SENSIBILITÉ

Introduction

L’analyse de sensibilité permet de hiérarchiser l’influence des entrées du modèle sur la variable

de sortie. On pourra donc déterminer quelles sont entrées qui ont le plus influence sur la

sortie et doivent être connues avec plus de précision.

Les approches globales visent une exploration des variations possibles des paramètres sans

hypothèse a propri sur le code. Elles sont fondées sur le calcul d’indices représentant la

contribution relative due à une variable ou à un groupe de variables d’entrée sur la quantité

d’intérêt, qui est souvent la variance de la réponse Y .

2.1 Analyse d’incertitude

De nombreuses incertitudes sont associées à l’analyse des risques. Il est nécessaire de

comprendre les incertitudes et leurs causes pour assurer une interprétation judicieuse des

valeurs obtenues par le calcul de risque. L’analyse des incertitudes associées aux données,

aux méthodes et aux modèles mathématiques utilisés pour identifier les dangers et analyser

les risques impliqués joue un rôle important dans leur application. L’analyse des incertitudes
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consiste à déterminer la variation ou l’imprécision des résultats du modèle qui découle de

la variation collective des paramètres et des hypothèses utilisées pour définir le modèle.

L’analyse de sensibilité est un domaine étroitement lié à l’analyse des incertitudes. L’analyse

de sensibilité modélise la réaction d’un modèle aux changements des paramètres individuels

de celui-ci.

2.1.1 Différentes sources d’incertitude

Les différentes sources d’incertitude peuvent être classées en trois catégories :

- L’incertitude structurelle

Cette incertitude surgit au moment du passage du phénomène réel au modèle mathé-

matique. En effet, les modèles mathématiques sont une approximation de la réalité.

Cette approximation est basée sur plusieurs hypothèses simplificatrices qui constituent

des sources d’incertitude [14].

- L’incertitude numérique

Les modèles mathématiques sont souvent décrits par des équations aux dérivées par-

tielles traduisant la variation dans le temps et/ou dans l’espace des échanges de quan-

tité de mouvement, de masse ou d’énergie. Pour ces modèles, il n’existe généralement

pas de solution analytique et nous avons recours à des solutions numériques. Ces

solutions contiennent des imprécisions inhérentes à toute simulation numérique. Ces

imprécisions sont dues au fait que nous approchons un système continu par un autre

discret (dans l’espace et/ou dans le temps) [14].

- L’incertitude paramétrique

Les modèles contiennent souvent un nombre important de paramètres présentant des

incertitudes importantes liées à leur estimation, tels que les constantes physiques, les

valeurs initiales, les conditions aux limites, la géométrie initiale,.... On distingue alors

l’incertitude aléatoire de l’incertitude épistémique. L’incertitude aléatoire provient

de la variabilité naturelle des paramètres d’entrée du modèle. On l’explique parfois

par l’incertitude responsable de l’obtention de résultats différents lorsque l’on répète
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plusieurs fois dans des conditions identiques une expérience. Alors que l’incertitude

épistémique découle du manque de connaissance, telle que l’estimation des paramètres

par le biais d’un échantillon ne contenant pas assez de mesures, ou un échantillon

non représentatif. Cette incertitude peut être réduite en recueillant des informations

supplémentaires.

Connaître l’influence des différents paramètres d’entrée et quantifier l’impact de leur

incertitude sur la réponse du modèle constitue alors l’objet de la "propagation des

incertitudes" (Saltelli et al 2006) [26].

2.2 Analyse de sensibilité

Contexte

La question majeure qui se pose en effectuant l’analyse d’incertitude est : quelles sont

les entrées qui contribuent le plus à l’incertitude en sortie. Autrement dit, si l’on souhaite

réduire l’incertitude sur la sortie, quelles sont les entrées qu’il faudrait en priorité mieux

caractériser ? L’analyse de sensibilité permet de répondre à ces interrogations.

Pour mener à bien une telle analyse, il est primordial d’utiliser un indicateur d’importance

fiable et qui soit indépendant de la nature du modèle. Un tel indicateur doit être global,

facile à interpréter et si possible peu coûteux à estimer. Dans la suite de ce chapitre, nous

allons présenter quelques indices de sensibilité globaux. En particulier, nous nous focalise-

rons sur les indices basés sur la variance qui sont aussi appelés indices de Sobol.

L’analyse de sensibilité est un outil important pour les domaines d’applications qui utilisent

un modèle numérique. Dans son ouvrage Saltelli [28] définit quatre objectifs de l’analyse de

sensibilité :

- Les priorisations des facteurs (Factors prioritization) : Déterminer les variables à

prendre en compte pour la réduction d’incertitudes afin de maximiser la réduction

de l’incertitude de la quantité d’intérêt ;
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- Les facteurs fixants (Factors fixing) : Déterminer les variables qui n’ont pas suffisam-

ment d’influence sur l’incertitude du modèle et que l’on peut fixer dans un exercice

de réduction d’incertitudes ;

- Le coupe de variance (Variance cutting) : Déterminer les variables à fixer pour réduire

l’incertitude à une valeur donnée ;

- La cartographie des facteurs (Factors mapping) : Cartographier l’influence des va-

riables en entrée selon un domaine de valeurs de la sortie.

2.2.1 Analyse de sensibilité locale

La technique d’analyse de sensibilité locale étudie essentiellement les variations de notre

variable de sortie Y pour des petites variations de nos variables d’entrées X autour de va-

leurs locales x0
i . Mathématiquement, l’analyse de sensibilité locale correspond au calcul des

dérivées de la variable Y par rapport aux variables X. L’approche basée sur les dérivées a

l’avantage d’être très efficace en temps de calcul sur ordinateur. Cependant, elle requiert

beaucoup plus d’implications de la part de l’analyste qui doit préparer et coder l’algorithme.

Comme le fait remarquer Saltelli [26], le problème fatal avec cette méthode c’est qu’elle est

non efficiente lorsque les intrants sont incertains ou que la linéarité du modèle est inconnue.

Ainsi, si les dérivées sont efficace localement, elles le sont moins dans le cas de l’explora-

tion d’un espace de solution surtout si le modèle est non linéaire. Pour le cas des modèles

linéaires on peut extrapoler la propriété d’un point éloigné en fonction de la dérivée loca-

lement étudiée. D’aprés la thèse [19], l’auteur fait remarquer que la technique d’analyse de

sensibilité locale est souvent un facteur, elle se limite aux alentours de la valeur d’un point

d’intérêt particulier noté x0
i calculant les différentes perturbations représentées par l’indice :
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Si =
δy
δxi

(x0
1, ..., x

0
k). (2.1)

Ainsi Turyani et al. [38] regroupent les avantages et inconvénients de l’analyse de sensi-

bilité locale en 3 groupes :

- Analyse et calibrage de modèle : on peut avoir recours à une analyse locale pour étu-

dier les effets des variables explicatives sur la variable réponse d’une part, et d’autre

part, pour calibrer le modèle en identifiant un nombre maximum de variables perti-

nentes.

- Analyse d’incertitude : on reconnaît que, dans le cas de l’étude de la propagation des

erreurs, l’analyse de sensibilité locale est moins efficace comparativement à l’analyse

de sensibilité globale ; cependant on pense que son application est beaucoup plus aisée

dans bien des cas.

- Estimation des paramètres : on retrouve souvent dans les méthodes d’estimation

de paramètres lors de régressions des estimations de coefficients de sensibilité ce qui

facilite d’avance l’analyse de sensibilité locale.

2.2.2 Analyse de sensibilité globale

Il existe une littérature foisonnante qui s’intéresse à l’analyse de sensibilité globale. Un

état de l’art des méthodes est présenté dans [25] et rassemble les méthodes sous deux

groupes :

. Méthodes basées sur la régression : l’analyse de sensibilité est donnée à partir de la

régression linéaire entre les variables en entrée et les variables en sortie. Les principales

limitations de ces méthodes, comme présentés dans [24], se résument en deux points :

si le modèle n’est pas strictement monotone, la linéarisation n’est pas valable. Deuxiè-
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mement, la régression à tendance à sous-estimer les effets totaux qui proviennent de

l’interaction entre les variables en entrée.

. Méthodes basées sur la variance : L’analyse de sensibilité est décrite à partir de la

décomposition de la variance de la réponse du modèle comme la somme de la contri-

bution de chaque variable en entrée, ainsi que toutes les combinaisons possibles d’in-

teraction entre eux. En statistique, on les connait sous le nom de ANOVA (ANalysis

Of VAriance) [13], comme les indices de Sobol [34] ont été crées par cette méthode.

2.2.3 Indices de Sobol

Plaçons-nous désormais dans le cas d’une fonction f dont la forme analytique n’est pas

connue. Pour apprécier l’importance d’une variable d’entrée Xi sur la variance de la sortie

Y , nous étudions à combien la variance de Y décroît si on fixe la variable Xi à une valeur

x∗i :V (Y |Xi = x∗i ). Le problème de cet indicateur est le choix de la valeur x∗i de Xi , que

l’on résout en considèrant l’espérance de cette quantité pour toutes les valeurs possibles de

x∗i : E[V (Y |Xi)]. Ainsi, plus la variable Xi sera importante vis-à-vis de la variance de Y ,

plus cette quantité sera petite.

Etant donné la formule de la variance totale

V (Y ) = V (E[Y |Xi]) + E[V (Y |Xi)],

nous pouvons utiliser de façon équivalente la quantité

V (E[Y |Xi]),

qui sera d’autant plus grande que la variable Xi sera importante vis-à-vis de la variance de

Y . Afin d’utiliser un indicateur normalisé, nous définissons l’indice de sensibilité de Y à Xi :

Si =
V (E[Y |Xi])

V (Y )
. (2.2)

Cet indice est appelé indice de sensibilité de premier ordre par Sobol [35], Il quantifie la

sensibilité de la sortie Y à la variable d’entrée Xi, ou encore la part de variance de Y due
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à la variable Xi.

Sobol [35] a introduit cet indice de sensibilité en décomposant la fonction f du modèle en

somme de fonctions de dimensions croissantes :

Y = f(X1, ..., Xp) = f0 +

p∑
i=1

fi(Xi) +
∑

1≤i<j≤p

fij(Xi, Xj) + ...+ f1...p(X1, ..., Xp) (2.3)

où

f0 = E[Y ],

fi(Xi) = E[Y |Xi]− E[Y ],

fij(Xi, Xj) = E[Y |Xi, Xj]− E[Y |Xi]− E[Y |Xj]− E[Y ],

fijk(Xi, Xj, Xk) = E[Y |Xi, Xj, Xk]− E[Y |Xi, Xj]− E[Y |Xi, Xk]− E[Y |Xj, Xk].

Théorème 2.1 : Décomposition de Sobol de la variance.

V =

p∑
i=1

Vi +
∑

1≤i<j≤p

Vij + ...+ V1,...,p , (2.4)

où

Vi = V (E[Y |Xi]),

Vij = V (E[Y |Xi, Xj])− Vi − Vj,

Vijk = V (E[Y |Xi, Xj, Xk])− Vij − Vik − Vjk − Vi − Vj − Vk,

...

V1...P = V −
p∑
i=1

Vi −
∑

1≤i<j≤p

Vij − ...−
∑

1≤i1<...<ip−1≤p

Vi1...ip−1 .

Ainsi on peut définir les indices de sensibilité de premier ordre :

Si =
Vi
V
.
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Les indices de sensibilité d’ordre deux :

Sij =
Vij
V
.

expriment la sensibilité de la variance de Y à l’interaction des variables Xi et Xj , c’est-

à-dire la sensibilité de Y aux variables Xi et Xj qui n’est pas prise en compte dans l’effet

des variables seules.

Les indices de sensibilité d’ordre trois donnés ci-dessous

Sijk =
Vijk
V

,

expriment la sensibilité de la variance de Y aux variables Xi , Xj et Xk qui n’est pas prise

en compte dans l’effet des variables seules et des interactions deux à deux. Et ainsi de suite

jusqu’à l’ordre p. L’interprétation de ces indices est facile, leur somme est égale à 1, et étant

tous positifs, plus l’indice sera grand (proche de 1), plus la variable aura d’importance.

Le nombre d’indices de sensibilité ainsi construit, de l’ordre 1 à l’ordre p, est égale à 2p− 1.

Lorsque le nombre de variables d’entrée p est trop important, le nombre d’indices de sensi-

bilité explose.

L’estimation et l’interprétation de tous ces indices deviennent vite impossible. Homma et

Saltelli [16] ont alors introduit des indices de sensibilité totaux, qui expriment la sensibilité

totale de la variance Y à une variable, c’est-à-dire la sensibilité à cette variable sous toutes

ses formes (sensibilité à la variable seule et sensibilité aux interactions de cette variable avec

d’autres variables).

L’indice de sensibilité total

ST i est un indice de sensibilité total pour la variable Xi, il est défini comme la somme de

tous les indices de sensibilité relatifs à la variable Xi :

ST i =
∑
k∈]i

Sk. (2.5)
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où ]i représente tous les ensembles d’indices contenant l’indice i.

Exemple 2.1 : pour un modèle à trois variables d’entrée ST1 = S1 + S12 + S13 + S123.

∗ Nous présentant, dans ce qui suit quatre méthodes d’estimation d’indice de sensibi-

lité : celle de AM (Modèle Additifs), Mckay, FAST ; et Monte Carlo.

1. La méthode AM (Modèle Additifs)

Une approche du problème de l’analyse de sensibilité basée sur les modèles additifs

[23] est possible. le modèle additif (AM) permet mutuellement via sa construction, de

séparer l’effet de chaque variable d’entrée. Il est alors possible d’obtenir une décompo-

sition de la variance en effet des variables d’entrer, à partir de laquelle il est possible de

déduire des estimations d’indices de sensibilité. Après des études, la méthode d’analyse

de sensibilité par (AM) [23] ne permet d’estimer les indices de sensibilité que pour

des modèles qui s’expliquent relativement bien par des modèles additifs comme les

indices SRC (standardized regression coefficient) qui sont utilisable pour les modèles

relativement linéaires.

2. La méthode Mckay

La méthode d’estimation des indices de sensibilité proposé par Mckay [37], se base

sur l’échantillonnage par hyper cube latin répliqué (r-LHSampling). À partir d’un N

échantillon créé selon le plan d’échantillonnage par hyper cube latin (N premières

lignes de la matrice), on crée r réplications (paquets de N lignes) en permutant in-

dépendamment et aléatoirement les N valeurs de chaque variable. La réunion de ces

r réplications donnera N*r échantillons pour chaque variable. les indices de Sobol qui

sont estimés par cette méthode donnent comme résultat la notion de sensibilité totale

étant introduite postérieurement à la méthode d’estimation de Mckay, cette dernière

ne propose pas d’estimation pour les indices de sensibilités totaux.
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3. La méthode FAST

La méthode FAST (Fourier Amplitude Sensitivity Test) a été développée par Cukier

et al [8, 9, 10], ainsi que Schaibly et Shuler [30].

Cukier et al. montrent qu’il est possible d’obtenir une décomposition de la variance

de Y , semblable à la décomposition de Sobol, en utilisant la transformée de Fourier

multidimensionnelle de f . Le calcul d’une telle décomposition multidimensionnelle

étant trop complexe pour être réalisé en pratique, l’idée de la méthode FAST est de

remplacer les décompositions multidimensionnelles par des décompositions unidimen-

sionnelles. Un des avantages de cette méthode est que les indices de sensibilité peuvent

être calculés indépendamment les uns des autres, à partir d’un même échantillon de

simulations, ce que ne permet pas la méthode de Sobol qui nécessite deux échantillons.

Par contre, la méthode de Sobol étant stochastique, elle permet d’obtenir un intervalle

de confiance sur les estimations d’indices, ce que ne permet pas FAST, puisque pour

une série de fréquences donnée, les estimations d’indices sont déterministes.

Remarque 2.1

- Saltelli et Bolado [27] montrent, en s’appuyant sur un certain nombre d’exemples

tests, que les indices de sensibilité définis par la méthode FAST sont équivalents

à ceux définis et estimés par Sobol.

- Les méthodes de Sobol et FAST sont les deux méthodes les plus couramment utili-

sées en analyse de sensibilité pour estimer les indices de sensibilité.

2.2.4 Estimation des indices de Sobol

En pratique, il est rare de pouvoir calculer analytiquement les indice de Sobol (inté-

grale de grande dimension, forme non analytique du modèle . . .). En effet, le calcul des

indices pour un système complexe implique la connaissance des lois des paramètres

d’entrée, ainsi que la connaissance de la réponse au-delà du modèle. Il faut donc avoir

recours à des méthodes numériques pour estimer les indices de Sobol.

Les indices de Sobol ont pris une importance croissante dans l’analyse de sensibilité,

du fait de leur universalité (sous réserve que les entrées soient indépendantes et que
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la sortie soit de carré intégrable) et de leur interprétation assez aisée. Mais leur calcul

n’est pas simple. On dispose d’un certain nombre de méthodes pour les calculer ou

les estimer [31], Dans la littérature, il existe plusieurs techniques pour l’estimation

des indices de Sobol [3, 7], dans ce chapitre, on se restreint à détailler la méthode de

Monte Carlo [3, 7].

Estimation de Monte Carlo

Dans beaucoup de problèmes scientifiques, on est amené à calculer une intégrale du

type

I =

∫
D

f(x) dx ,

où D est un espace de plus ou moins grande dimension, et f une fonction (intégrable).

Soit x1, ..., xN la réalisation d’un N -échantillon d’une variable aléatoire uniforme sur

D. Nous supposons cet échantillon pris de manière totalement aléatoire (échantillon-

nage aléatoire). Une approximation de I par la méthode de Monte Carlo est faite par :

ÎN =
1

N

N∑
i=1

f(xi).

La convergence (presque sûre) de IN vers I découle directement de la loi forte des

grands nombres. Cette méthode d’estimation permet alors d’estimer l’espérance de

toute fonction d’une variable aléatoire de densité quelconque par

Ê[f(X)] =
1

N

N∑
i=1

f(xi),

où (xi)i=1...N est un N -échantillon de réalisations de la variable aléatoire X. D’après

le théorème central limite, on a le taux de convergence de la méthode de Monte Carlo :

√
N

σ
(ÎN − I)→ N(0, 1).

Estimation des indices de sensibilité par Monte Carlo

Considérons un N échantillon X̃(N) = (xk1 , ..., xkp)k=1...N
de réalisations des variables

26



Analyse d’incertitude et de sensibilité

d’entrée (X1, ..., Xp).

L’espérance de Y , E[Y ] = f0, et sa variance, V (Y ) = V , sont estimées par :

f̂0 =
1

N

N∑
k=1

f(xk1 , ..., xkp) et V̂ =
1

N

N∑
k=1

f 2(xk1 , ..., xkp)− f̂ 2
0 . (2.6)

L’estimation des indices de sensibilité nécessite l’estimation d’espérance de variance

conditionnelle. Nous présentons une technique d’estimation due à Sobol [35].

L’estimation des indices de sensibilité de premier ordre consiste à estimer la quantité :

Vi = V (E[Y |Xi]) = E[E[Y |Xi]
2]︸ ︷︷ ︸

Ui

−E[E[Y |Xi]]
2 = Ui − E[Y ]2.

Sobol propose d’estimer la quantité Ui , c’est-à-dire l’espérance du carré de l’espérance

de Y conditionnellement à Xi , comme une espérance classique, mais en tenant compte

du conditionement à Xi en faisant varier entre les deux appels à la fonction f toutes

les variables sauf la variable Xi . Ceci nécessite deux échantillons de réalisations des

variables d’entrée, que nous notons X̃(1)
(N) et X̃

(2)
(N) :

Ûi =
1

N

N∑
k=1

f(x
(1)
k1
, ..., x

(1)
k(i−1)

, x
(1)
ki
, x

(1)
k(i+1)

, ..., x
(1)
kp

)f(x
(2)
k1
, ..., x

(2)
k(i−1)

, x
(1)
ki
, x

(2)
k(i+1)

, ..., x
(2)
kp

).

(2.7)

Les indices de sensibilité de premier ordre sont alors estimés par :

Ŝi =
V̂i

V̂
=
Ûi − f̂ 2

0

V̂
. (2.8)

Pour les indices de sensibilité de second ordre :

Sij =
Vij
V
,

où :

Vij = V (E[Y |Xi, Xj])− Vi − Vj = Uij − E[Y ]2 − Vi − Vj.
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nous estimons les quantités Uij = E[E[Y |Xi, Xj]
2] de la même manière, en faisant

varier entre les deux appels à la fonction toutes les variables sauf Xi et Xj :

Ûij =
1

N

N∑
k=1

f(x
(1)
k1
, ..., x

(1)
k(i−1)

, x
(1)
ki
, x

(1)
k(i+1)

, ..., x
(1)
k(j−1)

, x
(1)
kj
, x

(1)
k(j+1)

, ..., x
(1)
kp

)

× f(x
(2)
k1
, ..., x

(2)
k(i−1)

, x
(1)
ki
, x

(2)
k(i+1)

, ..., x
(2)
k(j−1)

, x
(1)
kj
, x

(2)
k(j+1)

, ..., x
(2)
kp

). (2.9)

L’indice Sij est alors estimé par :

Ŝij =
Ûij − f̂ 2

0 − V̂i − V̂j
V̂

. (2.10)

Et ainsi de suite pour les indices de sensibilité d’ordre supérieur.

Exemple d’analyse de sensibilité

Nous présentons un exemple d’application tiré de Julien Jacques [19] pour la méthode de

Sobol.

Soit le modèle représenté par l’équation :

Y = sin(X1) + 7 sin2(X2) +
X4

3

10
sin(X1);

où

Xi ∼ U ∼ [−π, π] avec i = 1, 2, 3.

Les calculs d’indices de sensibilité ont été effectués par l’auteur sous Matlab où il a

calculé les indices de sensibilité 20 fois pour des échantillons de taille : 100, 1000 et 10000.

On présente dans le tableau ci-dessous la moyenne des indices calculés.

N = 100 N = 1000 N = 10000

S1 S2 S3 S13 S1 S2 S3 S13 S1 S2 S3 S13

0,318 0,456 0 0,226 0,316 0,449 0 0,235 0,310 0,441 0 0,249

Table 2.1 – Indices de sensibilité avec la méthode de Sobol.

On constate que l’augmentation de la taille de l’échantillon permet de mieux calibrer le

modèle et déterminer l’influence de l’interaction (X1, X3) d’une manière plus précise. De la
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même manière, on constate que l’écart type des estimations d’indices diminue avec l’aug-

mentation de la taille des échantillons. Ainsi, si la méthode de Sobol est plus efficace parce

qu’elle permet de déterminer les effets d’interactions. En revanches elle demande une taille

d’échantillon grande pour être plus précise.

N = 100 N = 1000 N = 10000

S1 S2 S3 S1 S2 S3 S1 S2 S3

0,157 0,122 0,150 0,050 0,057 0,073 0,011 0,014 0,018

Table 2.2 – Indices de sensibilité avec la méthode de Sobol.
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Conclusion

L’analyse de sensibilité globale étudie l’impact de la variabilité des entrées d’un modèle

sur la variabilité de sa sortie. Elle consiste à évaluer des indices de sensibilité qui quantifient

combien une variable ou un groupe de variables contribue à la variance de la sortie.

La méthode d’analyse de sensibilité de Sobol définit des indices de sensibilité pour tous les

sous-ensembles de variables d’entrée, ainsi que des indices de sensibilité totaux.

L’estimation de Sobol basées sur une méthode de Monte Carlo semble être la plus robuste,

bien que relativement gourmande en temps de calcul.
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CHAPITRE 3

ESTIMATION DES INDICES DE SOBOL DANS LES

MODÈLES DE RISQUE CLASSIQUE

Introduction

De nombreuses enquêtes se concentrent sur l’estimation de la probabilité de ruine, qui est

généralement obtenue en fonction de certains paramètres du modèle spécifiés tels que λ (le

taux d’arrivée des sinistres), µ (la taille moyenne des réclamations) et tous les paramètres

du modèle sont approximatifs, chaque paramètre à une certaine incertitude voile leurs vraies

valeurs. Pour cela la probabilité de ruine doit être estimée en tenant compte de l’incertitude

infligée aux paramètres du modèle.

Dans ce chapitre, la question abordée est l’analyse de sensibilité et d’incertitude dans les

modèles de risque classique. on a estimé les indices de Sobol avec la technique de simulation

de Monte Carlo. D’après le théorème central limite, on a le taux de convergence de la

méthode de Monte Carlo, et on se basant sur les résultats obtenus, on a estimé les moments

d’ordre k de la probabilité de ruine.
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3.1 Modèle de risque classique

Au cours du temps, une compagnie d’assurance qui dispose d’un capital initial u > 0,

en quelconque unité, évolue en fonction des cotisations des assurés, les montants de rem-

boursement et la fréquence des sinistres dont sont victimes les assurés.

On suppose que :

. Les occurrences des sinistres suivent un processus de Poisson {Nt : t ≥ 0} de para-

mètre λ > 0 ;

. Le kème sinistre occasionne pour la compagnie une perte aléatoire Zk > 0 ;

. Les cotisations des assurés sont capitalisées linéairement au cours du temps.

Dans la pratique, les cotisations sont capitalisées à des instants discrets. L’hypothèse de

linéarité est simplificatrice, et on suppose donc que les prélèvements des cotisations chez les

assurés seront faits de manière homogène et constante dans le temps. Conditionnellement

à l’évènement Nt = 0, le capital de la compagnie est égal à u+ c t au temps t.

On suppose de plus, que (Zk)k≥1 correspondant au montants des remboursement forment

un processus de renouvellement de loi F, et telle que

E[Zk] = µ et Var(Zk) = σ2.

Définition 3.1 : On appelle le processus de risque, le processus défini par

∀t ≥ 0 , Xt = c t−
Nt∑
k=1

Zk.

Il vient immédiatement de cette définition que le capital de la compagnie d’assurance au

temps t est égal à u+Xt. De plus le risque moyen sur [0, t] est égal à

E[Xt] = c t− E[Nt] µ = (c− λ µ) t.
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La garantie que le processus de risque dévie presque surement vers +∞ est % = c−λ µ
λ µ

> 0

(la ruine n’est pas certaine). D’après la loi forte des grands nombres on a :

lim
t→∞

Xt

t
= c− λ µ ps.

Nous avons :

∀t ≥ 0 ,
TNt

Nt

≤ t

Nt

≤
TNt+1

Nt

;

D’après la loi forte des grands nombres, nous avons

TNt

Nt

→ 1

λ
 ps;

aussi

Nt

t
→ λ ps;

Ceci entraîne :

Xt

t
= c−

∑Nt

i=1 ZiNi

Ntt
→ c− λ µ ps.

Puisque % > 0, (Xt) devient négatif un nombre fini de fois.

3.1.1 Remboursements de loi exponentielle

Prenant le cas particulier du modèle de risque classique (modèle de Lundberg P/P ), ou

les réclamations suivent une loi exponentielle de fonction de répartition :

F(x) = 1− exp(
−x
µ

) , x > 0. (3.1)

Lorsque F est de loi exponentielle de paramètre 1
µ
, on a :

∀u ≥ 0 , ψ(u) =
1

1 + %
exp(

−% u
µ(1 + %)

). (3.2)
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On remplace % dans la formule (3.2), on aura :

ψ(u;λ;µ) =
λ µ

c
exp(−u(

c− λ µ
c µ

)) , c− λ µ > 0. (3.3)

Dans ce qui suit, nous supposons que les deux paramètres λ et µ évoqués dans la définition

de la probabilité de ruine (3.3) sont incertains. Plus précisément, nous associons les deux

modèles suivants pour leurs présentations :

λ = λ+ σλελ(ω) , ελ  N (0, 1) ou U [−1, 1],

µ = µ+ σµεµ(ω) , εµ  N (0, 1) ou U [−1, 1].

3.1.2 Estimation des indices de Sobol pour la probabilité de ruine

Pour estimer les indices de Sobol relatifs à la probabilité de ruine introduite précédem-

ment, nous construisons un algorithme basé sur la méthode dite de Sobol présentée dans la

section (2.2.4)

Afin de modéliser l’incertitude, nous associons une perturbation pour chaque paramètre des

lois qui expriment le comportement des arrivées des sinistres et les montants des sinistres.

1. Perturbation du taux d’arrivée des sinistres λ

On perturbe le taux d’arrivée des sinistres λ :

λ = λ+ σλελ(ω),

où ε représente la variable aléatoire modélisant l’incertitude. Dans ce travaille, on

considère deux modèles de perturbation, dans le premier modèle ελ  N (0, 1), et

dans le deuxième ελ  U [−1, 1] .

Algorithme 3.1 : Perturbation du taux λ

Entrées : λ : La moyenne de taux des arrivées des sinistres,

σλ : L’ecart-type de taux des arrivées,
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N : Le nombre de générations.

Sorties : λ

Pour i = 1 à N faire

Générer aléatoirement une réalisation de N (0, 1) ou U [−1, 1], puis la stoquer dans ελ.

Affecter un produit élémentaire entre l’ecart-type de taux σλ et le vecteur ελ.

Additioner la moyenne de taux des arrivées λ.

Fin Pour.

Retourner λ.

2. Perturbation du taux de réclamation µ

On perturbe le taux de réclamation µ :

µ = µ+ σµεµ(ω),

où ε représente la variable aléatoire modélisant l’incertitude. Dans ce travaille, on

considère deux modèles de perturbation, dans le premier modèle ελ  N (0, 1), et

dans le deuxième ελ  U [−1, 1] .

Algorithme 3.2 : Perturbation du taux µ

Entrées : µ : La moyenne de taux de réclamation,

σµ : L’ecart-type de taux de réclamation,

N : Le nombre de générations.

Sorties : µ

Pour i = 1 à N faire

Générer aléatoirement une réalisation de N (0, 1) ou U [−1, 1], puis la stoquer dans εµ.

Affecter un produit élémentaire entre l’ecart-type de taux σµ et le vecteur εµ.

Additioner la moyenne de taux des arrivées µ.

Fin Pour.

Retourner µ.

35



Estimation des indices de sobol dans les modèles de risque classique

Indice de Sobol de premier ordre

Plusieurs types d’indices de sensibilité peuvent être utilisés pour étudier cette perturbation

sur la probabilité de ruine. L’une des techniques classiques d’analyse de sensibilité est la

sensibilité globale basée sur les indices de Sobol (Sobol 1993, Saltelli et al 2008).

Afin d’étudier l’effet de cette perturbation, nous calculons les indices de Sobol, par la mé-

thode de Monte Carlo présenté dans le chapitre 2. Pour cela, on génère deux échantillons

de réalisations des variables d’entrée λ et µ par les procédures décrites ci-dessus, puis en

tenant compte des variables d’entrée de cette procédure, les indices sont estimés par la for-

mule (2.8). La répétition de cette instruction k fois permet d’obtenir les k indices de Sobol

de premier ordre.

Algorithme 3.3 : Indices de 1er ordre

Entrées : k : nombre de variables, X̃(1)
N , X̃(2)

N ,

f̂ 2
0 : carré de l’espérance de Y ,

V̂ : variance de Y ,

Ûi : espérance du carré de l’espérance de Y .

Sorties : Si

Pour i = 1 à k faire

Ŝi ← Ûi−f̂20
V̂

,

Fin Pour.

Retourner Si .

Indices de Sobol de second ordre

Pour estimer les indices de second ordre, on utilise l’algorithme (3.3), la quantité Ûij est

estimée par la formule (2.9), les indices sont estimés par la formule (2.10).
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Algorithme 3.4 : Indices de 2ème ordre

Entrées : k : nombre de variables, X̃(1)
N , X̃(2)

N ,

f̂ 2
0 : carré de l’espérance de Y ,

V̂ : variance de Y ,

Ûi : espérance du carré de l’espérance de Y ,

Ŝi et Ŝj : indice de sensibilité de premier ordre.

Sorties : Sij .

Estimer Si en utilisant l’algorithme (3.3)

Pour i = 1 à k faire

Pour j = i+ 1 à k faire

Estimer Ûij par la relation (2.10)

Fin Pour

Ŝij ← Ûi−f̂20
V̂
− Ŝi − Ŝj ,

Fin Pour.

Retourner Sij .

. Indices Totaux

L’objectif de la procédure est de calculer les indices totaux par la formule (2.5).

Algorithme 3.5 : Indice total STi

Entrées : k : nombre de variables, Ŝi .

Sorties : STot .

Estimer Si en utilisant l’algorithme (3.3),

Estimer Sij en utilisant l’algorithme (3.4).

Pour i = 1 à k faire

ŜTi ← Ŝi ,

Pour j = 1 à k faire
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Si j 6= i alors

ŜTi ← ŜTi + Ŝij ,

Fin si

Fin Pour

Fin Pour

Retourner STot.

Aprés avoir bien détaillé les étapes de chaque algorithme, nous donnons l’algorithme

SRuine :

Algorithme 3.6 : SRuine

Entrées : k : nombre de variables,

c : Cotisations des assurés,

N : Nombre de générations,

u : Capital initial,

µ : Moyenne de taux de réclamation,

σµ : L’écart-type de taux de réclamation,

λ : Moyenne de taux des arrivées des sinistres,

σλ : L’écart-type de taux des arrivées des sinistres.

Sorties : Si, Sij, STot .

Estimer Si en utilisant l’algorithme (3.3),

Estimer Sij en utilisant l’algorithme (3.4),

Estimer STot en utilisant l’algorithme (3.5),

ρ← λ
µ
,

Si (ρ ≥ 1) alors

La condition de ruine n’est pas vérifiée.

Sinon

GENERATION
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Pour i = 1 à 2 faire

X̃
(i)
λ Algorithme 3.1 (Perturbation de λ)

X̃
(i)
µ Algorithme 3.2 (Perturbation de µ)

Fin Pour

LES PERFORMENCES

f(x, y)← Ψ(λ, µ) formule (3.3).

Estimer f 2
0 en utilisant la relation (2.6).

Estimer V̂ en utilisant la relation (2.6).

Estimer Ûi par la relation (2.7).

INDICES DE PREMIER ORDRE

Si , Sj ← Algorithme 3.3 (Indices de 1er ordre).

INDICES DE SECOND ORDRE

Sij ← Algorithme 3.4 (Indices de 2ème ordre).

INDICES TOTAUX

STot ← Algorithme 3.5 (Indices total STi).

Fin Si.

Retourner Si, Sij, STot .

Exemple d’application 3.1

Afin d’évaluer les performances de l’algorithme Sobol Ruine, ce dernier a été implémenté

sous l’environnement MATLAB. Les expériences ont été menées sur la formule de la pro-

babilité de ruine dans le cas où le modèle est P/P.

Nous avons choisi d’exécuter notre algorithme avec les valeurs suivantes :

. Le nombre de variables k = 20 ;
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. L’écart-type du taux des arrivées de sinistre est σλ = 0.1 ;

. L’écart-type de taux de réclamation est σµ = 0.1 ;

. Le taux des cotisations est c = 1.5 ;

. Le capital initial est u = [1, ..., 10] ;

Par la Distribution Exponentielle

. La moyenne du taux des arrivées des sinistrés est λ = 0.8

. La moyenne du taux des réclamations est µ = 1 ;

. La taille de l’échantillon est N = 10000 .

Les figures suivantes représentent les valeurs des variables de perturbation :

- λ : la moyenne du taux des arrivées.

- µ : la moyenne du taux des réclamations.
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Figure 3.1 – Les valeurs des variables de perturbation de la moyenne du taux des arrivées

des sinistrés avec la loi normale.
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Figure 3.2 – Les valeurs des variables de perturbation de la moyenne du taux des récla-

mations avec la loi normale.
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Figure 3.3 – Les valeurs des variables de perturbation de la moyenne du taux des arrivées

des sinistrés avec la loi uniforme.
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Figure 3.4 – Les valeurs des variables de perturbation de la moyenne du taux des récla-

mations avec la loi uniforme.
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Les résultats de la simulation est sur les tableaux suivants :

u 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ψ(u) 0.4472 0.4135 0.3847 0.3601 0.3593 0.3567 0.3332 0.3093 0.2538 0.2174

Table 3.1 – Probabilité de ruine en temps infini pour différentes valeurs de u avec la loi normale.

u 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ψ(u) 0.4232 0.3837 0.3852 0.3594 0.3424 0.3416 0.3339 0.3310 0.3292 0.3235

Table 3.2 – Probabilité de ruine en temps infini pour différentes valeurs de u avec la loi uniforme.

Lecture des résultats :

On remarque que le capital initial influence directement sur la probabilité de ruine, plus il

est élevé moins il y a de chance de se ruiner.

ε ∼ N (0, 1) ε ∼ U [−1, 1]

u Sλ Sµ Sλµ Sλ Sµ Sλµ

1 0.4472 0.5277 0.0251 0.4232 0.5563 0.0205

2 0.4135 0.5475 0.0390 0.3837 0.5817 0.0346

3 0.3847 0.5564 0.0588 0.3852 0.6061 0.0087

4 0.3601 0.5383 0.1017 0.3594 0.6191 0.0215

5 0.3593 0.5080 0.1328 0.3424 0.6019 0.0557

6 0.3567 0.4852 0.1581 0.3301 0.6055 0.0644

7 0.3332 0.4586 0.2082 0.3316 0.6044 0.0640

8 0.3093 0.4843 0.2064 0.3339 0.5911 0.0750

9 0.2538 0.4486 0.2976 0.3292 0.5819 0.0888

10 0.2174 0.4213 0.3614 0.3235 0.5723 0.1042

Table 3.3: Les indices de sobol en temps infini pour les

différentes valeurs de u
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Lecture des résultats

La variable qui a le plus d’influence sur la variance de sortie est µ, et la sortie λ est aussi

importante mais n’influance pas.

Pour approfondir notre enquête, nous estimons la moyenne, médiane, variance, kurtosis et

skewness de la probabilité de ruine, et on obtient les résultats suivants :

u moyenne médiane variance kurtosis skewness

1 0.3383 0.3290 0.0088 3.6797 0.6050

2 0.2211 0.2095 0.0080 4.8951 0.9905

3 0.1443 0.1301 0.0056 5.7189 1.2676

4 0.0946 0.0803 0.0038 7.8472 1.7110

5 0.0634 0.0501 0.0025 10.4158 2.1253

6 0.0436 0.0316 0.0017 23.5002 3.1704

7 0.0298 0.0198 0.0011 74.0737 4.9113

8 0.0208 0.0122 7.1803e-004 38.9807 4.2926

9 0.0147 0.0077 5.5175e-004 279.9581 10.0483

10 0.0108 0.0049 3.6432e-004 61.7291 6.0068

Table 3.4: calcule de la moyenne, médiane, variance,

kurtosis, skewness en temps infini pour différentes valeurs

de u avec la loi normale.

u moyenne médiane variance kurtosis skewness

1 0.4040 0.3999 0.0040 2.4150 0.2567

2 0.2731 0.2670 0.0038 2.5837 0.4192

3 0.1869 0.1803 0.0030 2.6282 0.4943

4 0.1269 0.1194 0.0022 2.8946 0.6808

5 0.0876 0.0804 0.0014 3.0385 0.7687

6 0.0601 0.0536 9.0315e-004 3.3846 0.9181

7 0.0417 0.0360 5.6980e-004 3.7395 1.0682

44



Estimation des indices de sobol dans les modèles de risque classique

u moyenne médiane variance kurtosis skewness

8 0.0291 0.0243 3.4674e-004 4.0746 1.1817

9 0.0201 0.0163 1.9905e-004 4.4781 1.2948

10 0.0141 0.0107 1.2381e-004 5.0659 1.4827

Table 3.5: calcule de la moyenne, médiane, variance,

kurtosis, skewness en temps infini pour différentes valeurs

de u avec la loi uniforme.

D’aprés les résultats du moments d’ordre 3 et 4, on a remarqué que la distribution est

asymétrique à driote et pointue.

La représentation graphique est donnée par :
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Figure 3.5 – Graphique en "boite à moustaches" de la probabilité de ruine avec la loi

normale.
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Figure 3.6 – Graphique en "comembert" qui représente le pourcentage des indice de Sobol

Sλ, Sµ, Sλµ avec la loi normale.
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Figure 3.7 – Graphique en "boite à moustaches" de la probabilité de ruine avec la loi

uniforme.
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Figure 3.8 – Graphique en "comembert" qui représente le pourcentage des indice de Sobol

Sλ, Sµ, Sλµ avec la loi uniforme.

3.1.3 Approximation à queue lourde

On a généralement recours aux transformées de Laplace. Une difficulté majeure lors de

l’analyse du modèles avec des distributions à queue lourde est que les transformations de

Laplace de telles distributions n’ont pas une forme analytique explecite, c’est notamment

le cas pour la distribution d’Abate Whitt (1999).

Distribution Abate Whitt

L’équation explicite pour la probabilité de ruine si ρ = λ
µ
< 1 est :

ψ(u) = P (M > u) =
ρ

v1 − v2

(v1ζ(v2
2u)− v2ζ(v2

1u));
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où

ζ(u) = exp(u)
2√
π

∫ ∞
√
u

exp(−x2) dx;

et

v1,2 =
1 + µ

2
±
√

(
1 + µ

2
)2 − (1− ρ)µ.

L’existence d’une formule exacte pour la probabilité de ruine rend cette distribution très

intéressante [?].

Exemple d’application 3.2

Comme précédemment, nous allons analyser la sensibilité de la probabilité de ruine par

rapport aux paramètres d’entrée en utilisant l’algorithme Sruine avec les données suivantes :

. Le nombre de variables k = 2 ;

. La moyenne du taux des arrivées des sinistrés est λ = 1 ;

. La moyenne du taux des réclamations est µ = 2 ;

. L’écart-type de taux des arrivées de sinistre est σλ = 0.1 ;

. L’écart-type de taux de réclamation est σµ = 0.1 ;

. Le taux des cotisations est c = 1.5 ;
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. Le capital initial est u = [1, ..., 10] ;

. La taille de l’échantillon est N = 30000 .

Les figures suivantes représentent les valeurs des variables de perturbation :

- λ : la moyenne du taux des arrivées .

- µ : la moyenne du taux des réclamations .

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

taux des arrivées 

Figure 3.9 – Les valeurs des variables de perturbation de la moyenne du taux des arrivées

des sinistrés avec la loi normale.
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Figure 3.10 – Les valeurs des variables de perturbation de la moyenne du taux des récla-

mations avec la loi normale.
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Figure 3.11 – Les valeurs des variables de perturbation de la moyenne du taux des arrivées

des sinistrés avec la loi uniforme.
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Figure 3.12 – Les valeurs des variables de perturbation de la moyenne du taux des récla-

mations avec la loi uniforme.

Les résultats de la simulation est sur les tableaux suivants :

u 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ψ(u) 0.7555 0.7562 0.7563 0.7459 0.7402 0.7446 0.7415 0.7344 0.7332 0.7299

Table 3.6 – Probabilité de ruine en temps infini pour différentes valeurs de u avec la loi normale.

u 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ψ(u) 0.7687 0.7644 0.7565 0.7599 0.7555 0.7552 0.7510 0.7506 0.7432 0.7407

Table 3.7 – Probabilité de ruine en temps infini pour différentes valeurs de u avec la loi uniforme.

Lecture des résultats :

On remarque que le capital initial influence directement sur la probabilité de ruine, plus il

est élevé moins il y a de chance de se ruiner.
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ε ∼ N (0, 1) ε ∼ U [−1, 1]

u Sλ Sµ Sλµ Sλ Sµ Sλµ

1 0.7624 0.2342 0.0034 0.7667 0.2327 0.0007

2 0.7503 0.2398 0.0099 0.7588 0.2328 0.0084

3 0.7401 0.2514 0.0086 0.7456 0.2474 0.0070

4 0.7367 0.2496 0.0137 0.7551 0.2381 0.0068

5 0.7469 0.2486 0.0045 0.7537 0.2355 0.0108

6 0.7442 0.2490 0.0068 0.7465 0.2374 0.0161

7 0.7363 0.2615 0.0022 0.7554 0.2438 0.0008

8 0.7433 0.2519 0.0048 0.7403 0.2536 0.0061

9 0.7292 0.2578 0.0130 0.7513 0.2475 0.0012

10 0.7314 0.2563 0.0122 0.7466 0.2500 0.0034

Table 3.8: Les indices de sobol en temps infini pour les

différente valeurs de u

Lecture des résultats

La variable qui a le plus d’influence sur la variance de sortie est λ, et la sortie µ est aussi

importante mais n’influance pas.

Pour approfondir notre enquête, nous estimons la moyenne, médiane, variance, kurtosis et

skewness de la probabilité de ruine, et on obtient les résultats suivants :

u moyenne médiane variance kurtosis skewness

1 0.3846 0.3820 0.0031 3.1786 0.3123

2 0.3399 0.3370 0.0028 3.3041 0.3909

3 0.3098 0.3063 0.0026 3.4160 0.4497

4 0.2884 0.2847 0.0025 3.5817 0.4884

5 0.2711 0.2675 0.0023 3.5070 0.5019

6 0.2573 0.2536 0.0022 3.5758 0.5244

7 0.2457 0.2421 0.0021 3.6581 0.5566
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u moyenne médiane variance kurtosis skewness

8 0.2356 0.2317 0.0020 3.6456 0.5685

9 0.2265 0.2222 0.0019 3.8436 0.6402

10 0.2189 0.2149 0.0018 3.7808 0.6106

Table 3.9: calcule de la moyenne, médiane, variance,

kurtosis, skewness en temps infini pour différentes valeurs

de u avec la loi normale.

u moyenne médiane variance kurtosis skewness

1 0.3828 0.3817 0.0010 2.2882 0.1406

2 0.3370 0.3359 0.0009 2.2277 0.1523

3 0.3081 0.3066 0.0009 2.2932 0.1727

4 0.2857 0.2848 0.0008 2.2899 0.1832

5 0.2687 0.2672 0.0007 2.3080 0.2080

6 0.2546 0.2529 0.0007 2.3016 0.2091

7 0.2431 0.2416 0.0007 2.3253 0.2093

8 0.2332 0.2321 0.0006 2.3203 0.2008

9 0.2238 0.2224 0.0006 2.3128 0.2262

10 0.2163 0.2152 0.0006 2.3293 0.2277

Table 3.10: calcule de la moyenne, médiane, variance,

kurtosis, skewness en temps infini pour différentes valeurs

de u avec la loi uniforme.

D’aprés les résultats du moments d’ordre 3 et 4, on a remarqué que la distribution est

asymétrique à driote et pointue.

La représentation graphique est donnée par :
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Figure 3.13 – Graphique en "boite à moustaches" de la probabilité de ruine avec la loi

normale.

Figure 3.14 – Graphique en "comembert" qui représente le pourcentage des indice de Sobol

Sλ, Sµ, Sλµ avec la loi normale.
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Figure 3.15 – Graphique en "boite à moustaches" de la probabilité de ruine avec la loi

uniforme.

Figure 3.16 – Graphique en "comembert" qui représente le pourcentage des indice de Sobol

Sλ, Sµ, Sλµ avec la loi uniforme.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé la méthode de Monte Carlo (Sobol) pour estimer

les indices de Sobol. Nous avons calculé la probabilité de ruine en tenant compte de l’incer-

titude infligées sur les paramètres λ, et µ.

Nous avons étudié l’analyse de sensibilité des paramètres d’entrée sur les deux formules

de la probabilité de ruine (la distribution Abate et la distribution exponentielle). Ce qui

nous a permis de déterminer le paramètre le plus influent, et par conséquent, caractériser

la probabilité de ruine, en calculant les moments d’ordre k de cette mesure.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans le domaine actuaire, la théorie de ruine appartient aux sciences de la gestion des

risques et aux mathématiques appliquées. La théorie mathématique de l’assurance peut

contribuer à promouvoir le développement de méthodes plus rationnelles dans la gestion

des risques. Un des outils les plus puissants pour comprendre l’évolution de la richesse

d’une compagnie d’assurance est la modélisation stochastique. L’équilibre à long terme des

résultats de la compagnie d’assurance correspond à la notion mathématique de probabilité

de ruine.

La sélection des valeurs des paramètres pour le calcul de la probabilité de ruine s’appuie

autant que possible sur des données statistiques, et parfois sur une simple simulation. Dans

la réalité, on ne dispose pas de données statistiques suffisantes afin de bien déterminer la

valeur exacte de ces paramètres. Cependant, ils sont souvent entachés d’incertitudes. Ce

qui peut engendrer un important degré d’incertitude dans la valeur de la probabilité de

ruine. Tenir compte de ces incertitudes est devenu indispensable dans l’étude des modèles

de risque.

Dans ce mémoire, Nous avons considéré le modèle de risque classique Lundberg dans

lequel nous avons introduit la notion d’incertitude paramétrique. Nous nous sommes inté-

ressée à l’analyse de de la sensibilité de la probabilité de ruine. En calculant l’indice de

Sobol, nous avons déterminé quels sont les paramètres qui n’ont pas d’influence et quels

sont ceux qui interagissent au sein du modèle. Par la suite, nous avons propagé l’incerti-
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tude des paramètres influents sur la probabilité de ruine et caractérisé statistiquement cette

incertitude.

A travers cette étude, nous avons établi un algorithme général basé sur la simulation de

monte-carlo pour calculer la probabilité de ruine sous incertitude épistémique. Nous avons

obtenu des résultats intéressants et qu’ils méritent d’être développés et améliorés par des

études plus détaillées dans les prochaines recherches.
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Résumé

Ce travail traite l’analyse de sensibilité dans le modèle de risque classique basé sur les indices de

Sobol. Cette analyse consiste à déterminer, quantifier et analyser comment réagissent les sorties

d’un modèle face à des perturbations sur ses variables d’entrée. En particulier, nous avons réalisé

une analyse de sensibilité de la probabilité de ruine par le calcul des indices de sobol, afin de

déterminer les paramètres les plus influents. Le calcul des indices de sobol nous a permis de décider

sur quels paramètres jouer en priorité pour réaliser l’analyse de l’incertitude. Pour résumer, nous

avons fourni un cadre cohérent afin de caractériser la probabilité de ruine incertaine du modèle de

risque classique.

Mots-clés : Théorie de ruine, Analyse de sensibilité et d’incertitude, Décomposition de la variance,

Indices de Sobol, Simulation Monte Carlo.

Abstract

This work deals with the sensitivity analysis in the classical risk model based on Sobol indices.

This analysis consists in determining, quantifying and analyzing how the outputs of a model react

to disturbances on its input variables. In particular, we carried out a sensitivity analysis of the pro-

bability of ruin by calculating sobol indices, in order to determine the most influential parameters.

The calculation of sobol indices allowed us to decide on which parameters to prioritize to perform

the uncertainty analysis. To summarize, we have provided a coherent framework to characterize

the probability of uncertain ruin of the classical risk model.

Keywords : Ruin theory, Sensitivity and uncertainty analysis, Decomposition of variance, Sobol

indices, Monte Carlo simulation
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