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Chap 1

Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte et problématique

Pour divers besoins, notamment énergétiques, l’homme est amené à construire des bassins de
stockage et de transport de liquides. Lorsque le réservoir est soumis à des accélérations dues au
transport, tremblements de terre, ondes de chocs, etc., il les transmet au liquide stocké dans le
réservoir partiellement rempli. Les mouvements de la surface libre du liquide sont désignés par le
phénomène de ballottement. La surface libre du liquide peut subir différents types de mouvement
selon le type de perturbation et la forme du réservoir. Lorsque le liquide est contenu dans un
réservoir élastique, la propagation des ondes (sous forme de vagues) qui se réfléchissent sur les
parois du réservoir, peuvent induire la déformation de celles-ci (figure 1.1). Par ailleurs, les
déformations des parois du réservoir provoquent, à leur tour, une modification de l’écoulement et
donc des efforts hydrodynamiques associés. Dans certains cas ou le ballottement devient critique, les
réservoirs doivent garder leur tenue mécanique et leurs performances. Aussi, une étude minutieuse
pour leur bon dimensionnement est requise.

Figure 1.1: Pression du liquide dans un réservoir cylindrique : au repos (gauche), en mouvement dû
à une charge externe (droite)
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1.2 Ballottement de liquides

Le ballottement des liquides (sloshing) est l’ensemble des mouvements de la surface libre du liquide
dans un réservoir soumis à des excitations externes. Ce qui le distingue du mouvement général des
vagues, c’est la réflexion des ondes sur les parois du réservoir qui contient le liquide en ballottement.
La surface libre du liquide se déforme selon des formes que l’on appelle les modes de ballottement.
L’étude du ballottement est importante dans plusieurs domaines (figure 1.2) , on peut citer :

• Le stockage : châteaux d’eau, bacs de stockage de l’énergie fossile, piscines de désactivation.

• Le transport routier et maritime de l’énergie sous forme liquide : LNG (Liquified Natural Gas),
méthaniers, camions citernes.

• L’aérospatial : réservoirs de kérosène d’ailes d’avion, satellites spatiaux à ergol.

Figure 1.2: Exemples de réservoirs contenant du liquide pouvant subir un ballottement

Du fait que le mouvement du liquide puisse interagir fortement avec la dynamique de son contenant, le
ballottement peut affecter la stabilité du réservoir et ainsi engendrer des dégâts importants. Ceci rend
critique le phénomène du ballottement. Ainsi, ce phénomène est l’un des centres de préoccupation
des chercheurs, afin de prédire et de limiter les conséquences indésirables causées par un mouvement
intense du liquide, notamment le débordement du liquide d’un côté, et les déformations du réservoir
d’un autre côté. Les industries amenées à stocker ou transporter du liquide dans des réservoirs fixes
ou en mouvement, doivent instaurer durant le dimensionnement des marges de sécurité appropriées,
surtout lorsque le liquide est à caractère nucléaire, inflammable ou toxique.

Un des exemples les plus spectaculaires du phénomène de ballottement est celui qui s’est produit sur
l’île de Luzon aux Philippines en 2019. En effet, suite à un tremblement de terre de magnitude de 6.1
à l’échelle de Richter, l’eau de la piscine du toit d’un gratte-ciel de la ville de Manille, a débordée et
s’est écoulée en cascade le long du bâtiment (figure 1.3) [1].
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Figure 1.3: Ballottement dans la piscine du toit d’un gratte-ciel lors d’un séisme [1]

Le ballottement de liquide dans un réservoir dépend de plusieurs facteurs qui l’influent, on cite :

• L’excitation externe appliquée sur le réservoir : notamment du type de cette excitation
(périodique, continue, échelon, impulsion . . . ), de son amplitude et de sa fréquence [19]. En
effet, l’amplitude des fluctuations de la surface libre atteint son maximum lorsque la fréquence
de la force externe appliquée sur le réservoir est voisine de la fréquence propre du
ballottement. Dans ce cas on parle du phénomène de résonance.

• Le conteneur ou réservoir : notamment des matériaux qui le constituent, par exemple ce qui
peut changer la flexibilité de ce réservoir. De sa forme géométrique (rectangulaire, triangulaire,
cylindrique ...). De ses dimensions, car celles-ci contrôlent de manière directe le calcul de la
fréquence propre du ballottement du liquide et celle du réservoir solide.

• La viscosité du liquide : des résultats expérimentaux de [20] ont pu montrer que la viscosité
du liquide a un effet important sur la pression de ballottement, en effet, la dissipation d’énergie
due au frottement visqueux entraîne une réduction de la pression de ballottement et l’effet de
dissipation est plus important lorsque la viscosité du liquide augmente.

• Le taux de remplissage : lorsque le réservoir est faiblement rempli, l’effet du ballottement est
plus important sur les parois du réservoir [16]. Dans ce cas, la tenue mécanique du réservoir est
menacée plus que le risque de perte du liquide par débordement. Le ballottement à faibles taux
de remplissage est généralement connu pour l’apparition du phénomène du ressaut hydraulique.
Parmi les travaux sur la modélisation de ce phénomène, on peut citer ceux de Thang Lee et al.
[21].
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En fonction de l’amplitude des fluctuations de la surface libre on distingue le ballottement linéaire,
dans le cas de petites fluctuations, et le ballottement non-linéaire dans le cas de grandes fluctuations
[22]. Pour de grandes amplitudes de fluctuations, la surface libre peut présenter certains phénomènes
tels que les déferlements de vagues, le piégeage de l’air dans le liquide [23], etc. La figure 1.4 présente
un résultat expérimental qui montre le déferlement d’une vague de surface dans un réservoir [2]. La
figure 1.5 montre le piégeage d’une poche d’air entre un liquide ballottant et la paroi verticale de son
contenant.

Figure 1.4: Déferlement de vague dans un réservoir en ballottement [2]

Figure 1.5: Emprisonnement d’une poche d’air entre un liquide et la paroi de son contenant suite à
l’impact d’une vague sur la paroi [3]

Afin de modéliser numériquement le ballottement de liquide, de manière générale le mouvement du
fluide dans le réservoir est décrit en résolvant les équations de Navier-Stokes. Mais la modélisation du
ballottement peut être effectuée en utilisant deux approches différentes. La première approche concerne
le ballottement de faible amplitude (le ballottement linéaire), en supposant un liquide parfait avec une
viscosité négligeable ainsi que des écoulements incompressibles et irrotationnels, où les équations de
Navier-Stokes se réduisent à des équations d’écoulement potentiel en appliquant la condition d’onde
de surface linéarisée à la surface libre. Cette condition permet de représenter les fluctuations de la
surface libre (élévations ou abaissements par rapport à la hauteur du liquide initiale) par une pression
hydrostatique [24]. La seconde approche concerne le ballottement de haute amplitude (le ballottement
non-linéaire), en résolvant les équations de Navier-Stokes à l’aide de différentes méthodes de calcul,
et en appliquant des conditions aux limites non-linéaires à la surface libre.
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Si on prend le cas des réservoirs de stockage fixes, l’origine du ballottement est souvent le tremblement
de terre. En effet, lors d’un séisme, les mouvements du sol engendrent des perturbations dans le liquide
stocké, qui à leur tour engendrent des surpressions ou dépressions hydrodynamiques. Parfois les
conséquences du ballottement peuvent être plus dangereuses que le séisme lui-même. Dans le cas des
réservoirs sans toits, le gros risque est le déversement du liquide. Ainsi, le débordement d’un liquide
toxique ou radioactif conduit non seulement à la perte du produit, mais aussi à une contamination de
l’environnement extérieur.
Les répercussions du ballottement sur le réservoir de stockage sont parfois irréversibles et peuvent
conduire à l’endommagement des parois ainsi que du toit lorsque le réservoir est couvert. À titre
d’exemples, on peut citer le ’Diamond effect’ ou l’endommagement de la partie supérieure du réservoir
(figure 1.6), des incendies (figure 1.7), des fissurations (figure 1.8), etc. La figure 1.7 présente un
réservoir cylindrique en feu, causé par le phénomène d’UVCE (Unconfined Vapour Cloud Explosion).
Ceci montre l’intérêt que peut avoir les réservoirs à toits flottants. En effet, de tels toits sont en contact
direct avec le liquide stocké et ils bougent avec le niveau de celui-ci. Ainsi, l’absence de la phase
gazeuse, communément appelée l’espace de tête, permet d’éviter les explosions de gaz à l’air libre
et le déclenchement de tels incendies. Néanmoins, en présence de ballottement, les toits flottants
peuvent impacter les parois du réservoir suite aux frottements.

Figure 1.6: Endommagement du toit et de la virole supérieure dû au ballottement du liquide stocké au
sein de la raffinerie Tupras, causé par le séisme de Marmara, Izmit Turquie 1999 [4]

Les échanges et interactions entre le mouvement du liquide avec le réservoir qui le contient ne peuvent
être prises en compte qu’en utilisant une modélisation avec une approche d’interaction fluide-structure.
Ce phénomène d’interaction fluide-structure est observé non seulement dans le cas de ballottement des
liquides en réservoirs, mais aussi dans un grand nombre de domaines. La section suivante présente
une définition de ce phénomène ainsi que les différents secteurs ou il peut intervenir.
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Figure 1.7: Phénomène d’UVCE engendrant
un incendie. 11 décembre 2005, Angleterre

Figure 1.8: Séisme endommageant une
centrale nucléaire. 16 juillet 2007, Japon

1.3 Interaction fluide-Structure

L’interaction fluide-structure se manifeste dès qu’un fluide et une structure sont en contact et que la
dynamique de l’un modifie celle de l’autre. Ce phénomène est caractérisé par des échanges instantanés
et sans délai d’énergie mécanique entre une structure déformable ou/et mobile et un écoulement de
fluide environnant ou interne. Le contact entre le fluide et la structure peut être total ou partiel [5].
Afin que le fluide et le solide soient correctement modélisés, il est nécessaire d’utiliser conjointement
la mécanique des solides et la mécanique des fluides [5]. Le terme de couplage pour ce type de
phénomènes est justifié par le fait que la dynamique de chacun des deux milieux continus dépend
de celle de l’autre. D’une part le fluide exerce des efforts hydrodynamiques sur la structure, ce qui
modifie sa dynamique, et d’autre part la structure par le déplacement de son interface avec le fluide
modifie localement l’écoulement. La figure ci-après (figure 1.9) illustre le cycle de l’interaction
fluide-structure.

Figure 1.9: Schéma du cycle d’interaction fluide-structure

Le phénomène d’interaction fluide-structure met en jeu d’un côté, un fluide gazeux ou liquide,
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compressible ou incompressible, contenu ou environnant, stagnant ou en écoulement, et d’un autre
côté, un solide rigide ou déformable, fixe ou mobile. Les problèmes d’interactions fluide-structure
peuvent être classés suivant le degré de couplage entre le fluide et la structure. Lorsque le fluide affecte
fortement la dynamique du solide et inversement, le couplage est dit fort. Dans le cas où le fluide
affecte la structure de manière prépondérante par rapport à l’effet de la structure sur la dynamique
du fluide ou inversement, l’interaction est dite faible. En effet, il existe un certain nombre de cas
où le fluide ne voit dans le solide que des frontières, tandis que le solide considère le fluide comme
d’influence négligeable. Les deux physiques peuvent être séparées en deux cas : lorsque le fluide est
considéré comme n’ayant pas de mouvement propre à l’échelle de temps du solide (figure 1.10). Et
inversement, lorsque l’échelle de temps du mouvement du fluide est beaucoup plus longue que celle
du solide, tel que représenté sur la figure 1.11.

Figure 1.10: Schéma montrant un temps
caractéristique de la dynamique du
fluide, négligeable par rapport au temps
caractéristique de la dynamique de la structure
[5]

Figure 1.11: Schéma montrant un temps
caractéristique de la dynamique de la
structure, négligeable par rapport au
temps caractéristique de la dynamique du
fluide [5]

Il existe une large gamme d’applications où peut se rencontrer le phénomène de l’interaction fluide-
structure. Ci-après, des exemples de l’occurrence du phénomène de l’interaction fluide-structure sont
donnés selon les domaines d’application.

1.3.1 Génie civil

Le génie civil est l’un des premiers secteurs où le phénomène de l’interaction fluide-structure a suscité
l’intérêt des ingénieurs, notamment pour la construction des ponts, châteaux d’eau, grattes-ciel . . . etc.
En effet, dans le cas où la fréquence naturelle d’une structure est proche de la fréquence de l’excitation
extérieure, la réponse dynamique de la structure devient instable. Ainsi, celle-ci risque de subir des
dommages importants. Dans ce cas, l’ingénieur doit examiner si la source d’excitation peut être réduite
ou éliminée, ou si la dynamique de la structure doit être contrôlée. Généralement, il est impossible de
réduire l’amplitude de l’excitation ou de modifier sa fréquence (c’est le cas par exemple des séismes).
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Par conséquent, la résolution du problème peut nécessiter le contrôle de la dynamique de la structure
[A.R, 1983].
Le pont Tay Bridge s’est effondré sous l’effet statique du vent perpendiculaire (figure 1.12), et par
conséquent 75 personnes ont été tuées. Cette catastrophe a fortement interpellé les ingénieurs et les
chercheurs.

Figure 1.12: Catastrophe du pont Tay Bridge de Dundee en Écosse le 28/12/1879

Dans le cas du couplage fluide-structure dans le domaine de l’aérodynamique, on parle du phénomène
aéro-élastique. Parmi les exemples classiques, on cite la rupture spectaculaire du pont de Tacoma [25]
(figure 1.13). 1

(a) Torsion du pont
(b) Éfondrement du pont

Figure 1.13: Rupture du pont de Tacoma. 07 novembre 1940, États-Unis

Sous l’effet du vent à une vitesse de 65𝐾𝑚/ℎ, le pont a été d’abord sujet à une oscillation de
grande amplitude en torsion (figure 1.13a). Ce couplage aéro-élastique a eu comme conséquence
l’effondrement du pont (figure 1.13b). Avant cet incident, ce mécanisme n’était connu que pour les
ailes d’avion.

1Une vidéo amateur sur les lieux peut être retrouvée sur le site https://www.youtube.com/watch?v=nFzu6CNtqec
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1.3.2 Industrie aéronautique et maritime

À partir des années soixante, le contrôle du comportement du carburant à l’intérieur des réservoirs
de carburant des avions, des fusées et des missiles, ont fait l’objet de recherches intensives, car ces
réservoirs deviennent de plus en plus grands [26, 27, 28, 29]. La stabilité de ces véhicules est en
effet fortement influencée par le ballottement au sein de ces réservoirs [30]. En se basant sur ces
travaux, Abramson [31] a effectué la première étude complète dans ce contexte. Très tôt, un problème
crucial dû au couplage aéro-élastique entre l’avion et l’air s’imposait aux avionneurs. Ils ont alors eu
recours à une nouvelle méthode qui est l’analyse modale. L’analyse modale peut être définie comme
l’étude et l’analyse des réponses dynamiques des structures et des fluides à des excitations externes.
En dynamique des structures, l’analyse modale permet notamment de déterminer la fréquence de
résonance, qui est très importante à connaître pour un réservoir.

Les techniques mises au point pour l’étude du ballottement dans des applications spatiales ne sont pas
directement applicables dans le domaine de l’industrie maritime (figure 1.14). En effet, une grande
importance est consacrée au calcul des fréquences de ballottement. Par conséquent, l’effet de la
pression due au ballottement sur les exigences de tenue structurelle n’a pas été étudié [32]. La priorité
dans ces cas est de garantir la résistance à la houle et aux courants marins des infrastructures offshore
et portuaires [6].

Figure 1.14: Variétés des structures sous-marines et offshore rencontrées en industrie maritime [6]

1.3.3 Génie nucléaire

Les scientifiques du domaine du génie nucléaire sont confrontés à la problématique de l’interaction
fluide-structure à travers plusieurs applications. La vibration de faisceaux de tubes immergés dans un
fluide est l’un des cas les plus importants de l’interaction fluide-structure rencontrés dans l’industrie
nucléaire. Des tubes légèrement déformables sont immergés dans un fluide en écoulement, au sein du
réacteur et au sein du générateur de vapeur (figure 1.15). Soumis à cet écoulement multiphasique et
turbulent, le mouvement des tubes doit rester à faible amplitude et surtout sans aucun contact entre
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eux, sinon on parle d’instabilité fluide-élastique [33]. Le même problème (instabilité fluide-élastique)
est rencontré dans le générateur de vapeurs [34].

Figure 1.15: Coupe schématique d’une centrale nucléaire thermique
(http://www.astrosurf.com/luxorion/quantique-fission-fusion3.htm)

1.3.4 Biomécanique

Des situations où il y a une forte interaction entre un fluide et une structure sont souvent rencontrées
dans le domaine de la biomécanique [35]. On peut citer à titre d’exemple :

• Écoulement dans les artères et les veines ;

• Écoulement dans les voies aériennes supérieures (bronches, trachée, larynx) ;

• Micro circulations pulmonaires . . . etc.

Les premiers modèles IFS tridimensionnels et simulations de valves cardiaques remontent à la première
décennie du présent siècle, et le sujet a récemment suscité un regain d’intérêt par les chercheurs [36].
Les tissus du corps humain étant déformables, de nombreux problèmes peuvent apparaître tels que
l’anévrisme et le glaucome. Ces problématiques comptent parmi les plus difficiles en interaction
fluide-structure. La figure 1.16 montre les résultats d’étude de la rupture de l’athérome carotidien
et la répartition des contraintes sur la paroi à partir de l’analyse avec une approche d’interaction
fluide-structure.

1.4 État de l’art sur le ballottement de liquide

Compte tenu des conséquences parfois graves du ballottement, son étude et son analyse sont abordés
depuis plusieurs années. Les expérimentations des années 60 et 70 étaient à l’origine de la
caractérisation du phénomène, de sa compréhension et des premiers modèles analytiques développés
[31, 37]. Un ensemble de travaux basé sur l’approche expérimentale peut être trouvé dans [38, 39].
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Figure 1.16: Simulation de la rupture de l’athérome carotidien avec une approche IFS et champ de
contraintes [7]

Concernant l’approche analytique, elle est généralement basée sur des modèles mécaniques
consistant à modéliser le système liquide-réservoir en utilisant un système masse-ressort équivalent,
comme celui de Housner [37]. Ce dernier a résolu analytiquement l’équation de Laplace, pour un
réservoir rigide de forme rectangulaire et cylindrique, posé sur une fondation rigide et soumis à une
excitation horizontale. L’étude a montré que l’hydrodynamique d’un liquide dans un réservoir rigide
peut être divisée en une composante impulsive, rigidement attachée aux parois du réservoir, et une
composante de ballottement (convective), connectée aux parois par une série de systèmes
masse-ressort de différentes masses et rigidités, correspondant aux modes propres du ballottement
(voir figure 1.17).

Figure 1.17: Modèle de Housner [8]

En outre, l’auteur affirme que le premier mode propre de ballottement est le plus important dans la
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réponse du liquide dans un réservoir face à une excitation sismique.
Dans les études réalisées initialement, le ballottement était supposé linéaire et l’écoulement est
considéré potentiel [40, 41].
La solution analytique de référence utilisée dans ce travail s’applique à la simulation du ballottement
d’un liquide dans un réservoir rectangulaire de longueur 𝐿 𝑓 et de hauteur 𝐻 𝑓 , soumis à une excitation
horizontale périodique. Le liquide est incompressible en écoulement irrotationnel, ce qui mène à
résoudre l’équation de Laplace pour un potentiel de vitesse [15]. Le potentiel de vitesse 𝜙 peut être
converti en déplacement vertical 𝜂 de la surface libre [14].
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𝜔𝑛 est la pulsation propre du fluide qui correspond au mode de vibration 𝑛. 𝜔𝑒 est la pulsation de
l’excitation externe, et 𝑎, son amplitude. L’application de ce modèle se limite à des cas de ballottement
de faibles amplitudes.

La théorie des écoulements potentiels était à l’origine du développement des modèles plus compliqués
pour l’étude du ballottement. Car la théorie linéaire entraîne des erreurs lorsque l’excitation externe
est grande ou proche de la fréquence naturelle du ballottement du liquide. Dans les années 90,
l’hypothèse de l’écoulement potentiel est abandonnée et donc des conditions non linéaires à la surface
libre et l’effet de la viscosité du fluide ont pu être pris en compte [42]. Ceci est indispensable, car
lorsque l’écoulement est caractérisé par des cassures de vagues de surface, les méthodes simplifiées ne
peuvent pas donner de résultats cohérents, et la solution est donc de résoudre directement les équations
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de Navier Stokes.
La résolution de ces équations n’étant pas possible analytiquement, l’attention a été portée sur leur
résolution numérique. Avec la progression des algorithmes de résolution et des moyens informatiques,
la mécanique des fluides numérique (CFD) est devenue un outil essentiel, voir indispensable dans la
quasi-totalité des branches de la dynamique des fluides (hydraulique, aéronautique, météorologie
. . . etc.). Dans le domaine de la recherche, les méthodes numériques font l’objet d’un effort important,
car cela permet d’obtenir des informations instantanées sur l’écoulement en tout point, avec un coût
moins élevé comparé à des expérimentations équivalentes.
Les méthodes numériques utilisant un maillage peuvent être basées sur : la méthode des différences
finies, des éléments finis et des volumes finis. D’un autre côté, les méthodes sans maillage sont
développées à partir des années 1970, telles que la méthode SPH (Smooth Particle Hydrodynamic),
Les méthodes Intégrales, les méthodes particulaires.

1.4.1 Modélisation de la surface libre du liquide

L’aspect diphasique du phénomène du ballottement requiert l’utilisation de méthodes de capture et de
suivi d’interface pour la résolution du problème. Pour cela, plusieurs méthodes sont utilisées. Parmi
les plus populaires on trouve la méthode VOF (Volume Of Fluid) [43]. Cette méthode est bien adaptée
aux cas de ballottement [44, 45]. Une autre méthode qui est la méthode Level-Set, permet d’affiner le
traitement de la surface libre réalisé par la méthode VOF. En dépit d’un problème de non-conservation
de la masse à l’interface gaz-liquide, cette méthode est très avantageuse et pratique. Son couplage avec
une méthode Lagrangienne permet de contourner le problème de la non-conservation et de préserver
les caractéristiques de l’écoulement. Parmi les travaux qui proposent différentes techniques pour
contrer le problème de conservation de la masse, on cite celui de [46] qui ont présenté une technique
numérique originale pour améliorer les propriétés de la conservation de la masse de la méthode Level-
Set en la combinant avec la méthode des marqueurs. Cette méthode appelée ’Hybrid Particle Level
Set Method’ a donné de bons résultats comparativement à la méthode VOF, et ce, pour plusieurs tests
réalisés en 2D et en 3D.
Mulder et al. [47], ont étudié le couplage de la méthode Level-Set avec des lois de conservation pour
la dynamique des gaz compressibles. Deux approches ont été mises en place dans leur travail. La
première consiste en la résolution de la fonction Level-set sous une forme non conservative. Dans la
seconde approche, ils ont incorporé la méthode Level-Set dans un système de lois de conservation, où le
traitement de l’interface est ajouté comme une variable supplémentaire dans le solveur de l’écoulement.
Après comparaison des résultats, il s’est avéré que pour les problèmes à grand changement de vitesse
à la surface libre, l’approche conservative est préférable. La technique du couplage VOF-Level Set,
pour le traitement de la surface libre, permet d’avoir de meilleures performances que si l’on utilisait
chacun des schémas individuellement [48]. En effet, La méthode issue du couplage des deux schémas,
bénéficie à la fois des avantages de la méthode VOF et de ceux de la méthode Level-Set. La masse est
bien conservée, à l’aide de la méthode VOF, et les propriétés géométriques peuvent être facilement
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calculées, grâce à la méthode Level Set.

1.4.2 Ballottement de liquide dans un réservoir déformable

Dans le cas du ballottement de liquide dans un réservoir déformable, plusieurs stratégies peuvent être
adoptées : les modèles avec ou sans prise en compte du couplage fluide-structure. Certains dégâts
constatés lors des tremblements de terre, ont poussées les chercheurs à s’intéresser à l’influence des
interactions entre le réservoir et le liquide ballottant. Parmi les premières études qui ont conclu à cela,
on peut citer celle de Veletsos [49]. La méthode développée est basée sur l’hypothèse que le réservoir
se comporte comme un système à un seul degré de liberté vibrant selon un mode prescrit et reste
circulaire pendant les vibrations.
L’analyse dynamique des systèmes en ballottement nécessite donc, une procédure capable de prendre
en compte la modélisation du ballottement du fluide stocké ainsi que son interaction avec la structure
qui le contient.
Dans le cas du ballottement de liquide dans un réservoir déformable, avec la prise en compte de
l’interaction fluide-structure, Miras et al. ont traité un problème couplé d’un ballottement linéaire
amorti en imposant des conditions de linéarisation sur le liquide [50]. Ils ont utilisé un modèle
d’amortissement diagonal et l’ont introduit dans l’équation matricielle du fluide. Le cas test de
la formulation proposée, concerne une cuve en acier cylindrique et déformable, pour le calcul des
réponses temporelle et fréquentielle par une approche de type synthèse modale. Cette approche
d’interaction fluide-structure avec linéarisation des conditions aux limites sur le liquide échoue dans
les cas de ballottement de grande amplitude avec des déferlements de vagues.

les algorithmes d’interaction fluide-structure ont été, dans les dernières années, appliqués aux
problèmes de ballottement non linéaire, mais généralement, ils traitent l’interaction entre le
ballottement du liquide et les chicanes à l’intérieur du liquide. Les chicanes sont des plaques ajoutées
dans les réservoirs en ballottement dans le but de réduire son ampleur, ceci est approfondi dans la
section suivante (section 1.4.3).
Dans leur article, Saripilli et al. ont développé un algorithme qui permet de coupler le mouvement
d’un navire à des charges de ballottement [51]. Le calcul est basé sur une approche hybride qui
combine, d’un côté, un schéma d’un écoulement potentiel pour le fluide externe en utilisant la
méthode des éléments frontières (BEM : Boundary Element Method) basée sur la technique de la
fonction de Green transitoire, et d’un autre côté, un solveur d’un écoulement visqueux pour le
ballottement interne utilisant la méthode des volumes finis et la technique VOF pour capturer
l’interface liquide/gaz. Comme dans les résultats des travaux de Zhao et al. [52], il a été montré que
le mouvement de pillonement n’est pas affecté pas le ballottement du réservoir intérieur,
contrairement aux mouvements de roulis (roll) et d’embardée (sway).

La méthode des éléments finis est très utilisée en dynamique des structures, mais aussi en dynamique
des fluides. Des travaux concernant le ballottement dans les réservoirs sont basés sur cette méthode,

14



Chap 1 Sec 1.4. État de l’art sur le ballottement de liquide

on peut citer Okamoto et Kawahara [53], qui ont étudié la réponse sismique d’un fluide visqueux
en 2D. Dans les travaux de Seghir et al. [24] la méthode des éléments finis est couplée avec une
nouvelle méthode d’éléments de frontière symétriques afin de faire ressortir l’effet de la flexibilité
du réservoir et des fréquences d’excitation. Dans d’autres articles de recherche basés sur l’approche
de l’interaction fluide-structure, la méthode des éléments finis est utilisée pour la modélisation de la
structure tandis que l’étude de la dynamique du liquide ballottant est réalisée par d’autres méthodes.
Une méthode numérique basée sur la formulation ALE pour l’interaction entre les structures élastiques
et les écoulements à surface libre est développée par Paik et al. [54]. La méthode utilise un solveur
basé sur la méthode des différences finies pour le solveur fluide et la méthode des éléments finis
non linéaire comme solveur pour la structure. Les résultats de cette étude ont montré un bon accord
avec l’expérience en termes d’élévation de la surface libre. Néanmoins, les déformations de la
chicane ont montré une plus grande amplitude que l’expérimental, probablement causées par des
effets tridimensionnels négligés par les auteurs.

Yang et al. ont proposé un modèle couplé SPH /MEF (méthode des éléments finis) pour simuler le
ballottement d’un liquide contenu dans un réservoir avec des chicanes déformables [55]. Les méthodes
particulaires telles que la méthode SPH sont des méthodes de calcul robustes lors de la simulation des
problèmes fortement non-linéaires [56, 57, 58]. Comme peut le montrer la littérature, la méthode SPH
est également utilisée pour l’étude de la dynamique des structures. Les résultats sont encourageants,
mais démontrent également un besoin d’amélioration de la simulation de la dynamique des structures
par la méthode SPH [59]. Grâce à sa nature lagrangienne, le modèle SPH permet une définition
facile de l’interface fluide-solide et ne nécessite aucun traitement spécifique de la surface libre du
fluide. Le calcul de la dynamique des deux domaines, fluide et structure, se fait sans introduction de
décalage temporel, puisque les variables sont mis à jour simultanément. Dans le cas où les temps
caractéristiques de la dynamique des deux milieux diffèrent de trop, le modèle peut être modifié afin
d’intégrer les équations avec des pas de temps différents.
La méthode SPH est utilisée pour le domaine fluide dans plusieurs travaux avec un couplage en
interaction fluide-structure. Un nouveau schéma, correspondant à la force de couplage fluide-structure,
est proposé par Hwang et al. [60] pour la simulation des cas présentant des structures immergées. La
simulation du ballottement est réalisée par Hu et al. en utilisant un schéma numérique couplé entre la
méthode SPH et la méthode d’interpolation de points (S-PIM : smoothed point interpolation method)
[61]. La méthode est employée pour un ballottement avec une chicane élastique dans un réservoir
avec une hauteur de pétrole peu élevée et une hauteur moyenne de pétrole. Les résultats des deux cas
sont en bon accord avec celles de l’expérience présentée par [62].

1.4.3 Technique de réductions du ballottement des liquides

Tenant compte des conséquences dangereuses du sloshing, la réduction de son effet dans les cuves
partiellement remplies est une préoccupation majeure dans la conception des structures de stockage
de liquides. Une méthode très populaire permettant la réduction de ce ballottement, consiste à utiliser
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des chicanes (baffles) pour la dissipation de l’énergie. Les chicanes absorbent l’énergie cinétique
du liquide et réduisent le mouvement de l’onde. Une série de tests de ballottement en réservoir
rectangulaire peuvent être retrouvés dans les travaux de Idelsohn et al. [62]. Dans leur travail,
les auteurs ont effectué des études en installant des chicanes rigides et flexibles en bas et centre
du réservoir, et ont présenté les résultats de l’étude avec une méthode numérique et expérimentale.
De bons résultats ont été obtenus pour la surface libre et la position de la chicane dans le réservoir
comme le montre la comparaison avec les données expérimentales. On peut en déduire que la
méthode des éléments finis particulaire (PFEM) est un outil puissant pour la résolution des problèmes
de ballottement impliquant de grandes déformations du domaine fluide et en interaction avec une
paroi interne. D’autres travaux sont consacrés pour l’étude de l’effet de l’emplacement des chicanes
(en rouge sur la figure 1.18), dans l’article [9], une étude expérimentale et analytique est menée
sur l’analyse de l’amortissement hydrodynamique dans un réservoir rectangulaire dû aux chicanes
verticales inférieures et supérieures ainsi que des chicanes horizontales. Les résultats de la solution
analytique pour évaluer l’amortissement hydrodynamique des chicanes sont conformes aux résultats
expérimentaux. Il est également montré que lors du ballottement, la forme de la surface libre est
différente pour les réservoirs équipés de chicanes verticales supérieures par rapport à d’autres types
de dispositions de chicanes. Car celles-ci coupent la surface libre et la divisent en parties distinctes,
qui oscillent en gradins. Alors que les autres types de dispositions de chicanes sont complètement
immergés pendant le ballottement et n’affectent pas directement la forme des oscillations de la surface
libre. Ce type de dispositions de chicanes est peu sensible au changement de la hauteur du liquide,
contrairement aux chicanes disposées en bas du réservoir, dont l’efficacité est réduite avec la réduction
de la profondeur du liquide. Akyildiz et al. ont étudié expérimentalement le cas des réservoirs

Figure 1.18: Modèle schématique d’un réservoir rectangulaire avec des chicanes verticales supérieures
et inférieurs ainsi que des chicanes horizontales [9]

cylindriques et discuté l’effet du niveau de remplissage ainsi que l’efficacité de divers agencements
des chicanes annulaires (figure 1.19). Les résultats ont montré que pour toutes les configurations de
chicanes, la pression est augmentée en augmentant l’amplitude de l’excitation. L’effet des chicanes
est plus prononcé en réservoir avec eau peu profonde, c’est-à-dire que le moment de retournement est
réduit. Par conséquent, l’effet des chicanes et de l’amortissement visqueux diminuent à mesure que
la profondeur de remplissage augmente [10].
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Figure 1.19: Différents agencements des chicanes dans un réservoir rectangulaire (unité en 𝑚𝑚) [10]

Un autre volet des études des réservoirs avec la présence des chicanes, est celui qui fait intervenir les
algorithmes de couplage fluide-structure. Ces études permettent d’analyser des effets de la flexibilité
et de la forme des chicanes sur l’atténuation du ballottement [61, 60].
Dans la littérature, la majorité des études concernant la réduction du ballottement consistent en le
dimensionnement et l’agencement des chicanes dans les réservoirs. De plus, il existe une méthode qui
consiste à placer des flotteurs sur la surface libre dans le réservoir. Lors du ballottement, les flotteurs
sont transportés, ainsi la pression d’impact avec les parois internes du réservoir sont réduites [63].
Le concept de "chicanes mobiles" (moving baffles) peut être retrouvé dans l’article de Kim et al. [64].
Dans ce travail, une série d’expérimentations considérant le mouvement de ballottement d’un réservoir
rectangulaire a été menée. Les chicanes avec des ressorts à raideur plus faibles sont considérés comme
un système structurellement plus sûr par rapport aux chicanes fixes, car la force d’impact du liquide
sur les chicanes est atténuée par la déformation du ressort.
Il existe un autre élément qui peut contribuer à l’atténuation du ballottement, c’est la mousse. Les
effets de la mousse dans un petit récipient de l’ordre d’un bêcher ont été étudié par Sauret et al. [65].
Cette étude démontre qu’une couche de mousse relativement mince peut amortir de manière efficace
le ballottement. La mousse pourrait donc être envisagée pour d’autres applications dans lesquelles le
ballottement doit être minimisé. D’autres paramètres peuvent être considérés pour renforcer l’effet
d’amortissement tel que la rugosité des parois qui pourrait augmenter le frottement.

1.5 Objectif de la thèse

Cette thèse a pour objectif la modélisation et la simulation numérique du phénomène de ballottement
de liquides dans les réservoirs de stockage. En raison d’un large domaine d’applications, beaucoup
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de projets de recherche ont été consacrés à l’étude de la dynamique du ballottement des liquides, des
facteurs qui l’affectent et de ses effets sur les structures et ouvrages de stockage. Cependant, la plupart
de ces études ne prennent pas en compte simultanément l’écoulement diphasique eau/air et l’interaction
fluide-structure [66, 67]. Les études basées sur les approches d’interaction fluide-structure appliquent
généralement des hypothèses fortes à la description du fluide [68, 69]. À l’inverse, lorsque les non-
linéarités de la surface libre sont prises en compte sans les effets de couplage comme dans [70], les
pressions hydrodynamiques provoquées par les déformations du réservoir sont omises. Cependant,
ces pressions hydrodynamiques sont essentielles dans les systèmes couplés fluide-structure. Ces
dernières années, les algorithmes d’interaction fluide-structure ont été appliqués pour résoudre des
problèmes de ballottement non linéaire. Cependant, la plupart d’entre eux traitent de l’interaction
entre le ballottement et les chicanes, mais pas avec les parois du réservoir. Les quelques travaux
de recherche consacrés au couplage du ballottement en réservoirs à parois souples, comme [71], se
focalisent sur l’analyse de l’influence des conditions de support du réservoir et de la composante
d’excitation verticale sur la réponse du réservoir. De plus, jusqu’à présent, les effets de l’interaction
fluide-structure, dans le cas d’un ballottement de liquide de grande amplitude dans un réservoir flexible,
n’ont pas été clairement étudiés en utilisant des approches numériques de couplage et comparés à un
cas de réservoir rigide. Par conséquent, ce problème constitue un point essentiel dans cette thèse, qui
est articulée autour de cinq chapitres.

Le premier chapitre, situe la problématique du ballotement ainsi que celle de l’interaction fluide-
structure. Il présente aussi un état de l’art autour de la modélisation du ballottement en réservoir ainsi
que l’objectif de la thèse.

Le deuxième chapitre présente les équations qui régissent le ballottement du liquide et le comportement
élastique du réservoir. La formulation et la discrétisation en espace et en temps de ces équations sont
aussi présentées.

Le troisième chapitre est consacré au développement d’un modèle numérique du ballottement en
couplage monolithique avec un réservoir à parois flexibles. Un code ouvert est écrit avec le langage de
programmation MATLAB. Un autre volet de ce chapitre consiste à optimiser le code développé avec
une opération de condensation des systèmes d’équations. Le modèle initial est donc réécrit avec un
nombre d’inconnues réduit à la fois dans le liquide et la structure.

Le quatrième chapitre est consacré au développement d’un modèle d’interaction fluide-structure tenant
compte du ballottement non linéaire du liquide. Il permet d’étudier les effets de flexibilité des parois
du réservoir sur l’élévation de la surface libre. De plus, l’influence du ballottement du liquide sur la
réponse des parois du réservoir, en termes de déplacement local et de moment fléchissant est étudiée.
Le dernier chapitre porte sur la mise en application du modèle couplé présenté dans le quatrième
chapitre pour le cas d’un réservoir soumis à une excitation externe plus complexe.Enfin, la dernière
partie donne les conclusions générales de la thèse ainsi que les perspectives.
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Chap 2

Chapitre 2

Formulation mathématique et modélisation
numérique du problème couplé
ballottement-structure

Résumé

Dans ce chapitre, les équations régissant le ballottement du liquide et le comportement élastique du
réservoir sont présentées ainsi que leur formulation et leur discrétisation en espace et en temps. Le
ballottement des liquides est un phénomène qui fait intervenir une surface libre qui doit être connue
pour chaque pas de temps de la simulation numérique. Á cet effet des techniques de suivi ou de
capture d’interface sont utilisées.

L’importance du couplage entre un fluide et une structure est différent d’une application à une autre.
D’un point de vue numérique, l’interaction fluide-structure se classifie par les différentes techniques
de calcul qui relie les équations du fluide, de la structure et des conditions de couplage à l’interface
fluide-structure. Les approches d’interaction fluide structure en modélisation numérique sont classées
en méthodes de couplage faible et de couplage fort. Ce dernier, à son tour, se subdivise en méthodes
monolithiques et partitionnées. Les principales techniques de couplage en temps pour les méthodes
partitionnés sont discutées dans ce chapitre. Enfin, un aperçu général sur les outils logiciels utilisés
pour les simulations numériques réalisées dans ce travail est présenté.
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Chap 2 Sec 2.1. Modélisation de la dynamique du fluide

2.1 Modélisation de la dynamique du fluide

L’écoulement d’un fluide newtonien est régi par les équations de Navier Stokes qui se composent de
l’équation de conservation de la masse et des équations de conservation de la quantité de mouvement.

∇ · 𝒖 = 0 (2.1)

𝜕 (𝜌 𝑓 𝒖)
𝜕𝑡

+ 𝒖 · ∇(𝜌 𝑓 𝒖) = −∇𝑃 + ∇ · 𝜏 + 𝑆 (2.2)

Avec, 𝜌 𝑓 est la masse volumique du fluide, 𝒖 est la vitesse fluide, 𝑃 est la pression totale et 𝑆 est le
terme source dans le fluide.

Afin de parvenir à la fermeture de ce système d’équations, on doit trouver l’expression des contraintes
de viscosité. Le tenseur des contraintes de viscosité dans un fluide newtonien est symétrique, il est
obtenu par la loi de viscosité de Newton [72].

𝜏 sont les contraintes visqueuses, données comme suit :

𝜏 = 𝜇

(
∇𝒖 + ∇𝑇𝒖

)
+ 𝜆 (∇ · 𝑢) 𝐼 (2.3)

avec 𝐼 : le tenseur identité donné par :

𝐼 =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (2.4)

𝜇 est la viscosité dynamique, 𝜆 est la viscosité seconde et 𝑢 est la vitesse du fluide.
La viscosité seconde 𝜆 n’a pas une influence importante en pratique, et pour cette raison elle n’est pas
très connue, aussi on l’écrit à partir de la viscosité dynamique (pour un fluide compressible) comme
suit, [73] :

𝜆 = −2
3
𝜇 (2.5)

Dans le cas des équations de Navier Stokes incompressibles, le terme
[
𝜆 (∇ · 𝑢) 𝐼

]
s’annule, celles-ci,

s’écrivent alors comme suit (équation 2.6) :

𝜌 𝑓
𝜕u
𝜕𝑡

+ 𝒖 · ∇(𝜌 𝑓 𝒖) = −∇𝑃 + ∇ · (𝜇∇𝒖) + 𝑆 (2.6)
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2.2 Modélisation de la dynamique de la structure

Soit un solide déformable de masse volumique 𝜌𝑠 soumis à une force volumique 𝐹𝑠, il subit ainsi des
déplacements 𝜉 et des contraintes 𝜎𝑠.
La déformation de la structure est régie par les équations de la dynamique d’un corps solide (équation
2.7). Le comportement du solide est décrit avec la détermination du champ de déplacement 𝜉 et du
champ de contraintes 𝜎𝑠.

𝜌𝑠
𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
= ∇.𝜎𝑠 + 𝐹𝑠 (2.7)

Sous l’hypothèse d’un matériau linéaire, homogène et isotrope, la relation entre le tenseur des
contraintes 𝜎𝑠 et le tenseur des déformations 𝜉, est définie par la loi d’élasticité de Hooke comme suit
(équation 2.8) :

𝜎𝑠 = 𝜆𝑠𝑡𝑟 (𝜖)𝐼 + 2𝜇𝑠𝜖 (2.8)

Où 𝜇𝑠 et 𝜆𝑠 sont les coefficients de Lamé définissant les propriétés élastiques du matériau.

Dans le cadre d’hypothèse des petites perturbations, les déformations 𝜖 sont définies à partir des
déplacements 𝜉 par la relation suivante :

𝜖 =
1
2

(
∇𝜉 + ∇𝑇𝜉

)
(2.9)

L’hypothèse de linéarisation permet de ne retenir que les termes du premier ordre (équation 2.9).
En effet, les carrés et les produits des déplacements sont négligeables, car les déplacements sont
considérés petits.

Le lien entre les coefficients de Lamé (𝜆𝑠 et 𝜇𝑠) d’une part, le module de Young (𝐸) et le coefficient
de Poisson (𝜈𝑠) d’autre part est donné par la formule suivante (équation 2.10) :


𝜆𝑠 =

𝜈𝑠 𝐸

(1 + 𝜈𝑠) (1 − 2𝜈𝑠)
𝜇𝑠 =

𝐸

2(1 + 𝜈𝑠)
(2.10)

2.3 Formulation des équations de conservation

Dans le domaine de la mécanique, on distingue deux types de description du mouvement, à savoir la
description Lagrangienne et la description Eulérienne. La caractérisation du mouvement du maillage
avec l’approche Lagrangienne consiste à suivre les particules le long de leurs trajectoires à partir
d’une référence donnée. Cela signifie numériquement que les nœuds du maillage sont intégrés aux
nœuds matériels, et les deux grilles sont superposées le long du mouvement. Cette formulation est
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largement adoptée en mécanique des solides [74]. Chaque nœud reste en coïncidence avec la même
phase tout au long du processus de déformation. En particulier, les nœuds situés à l’interface du
solide y restent pendant toute la simulation, ce qui facilite le suivi d’une interface en mouvement.
Cependant, en présence de déformations importantes, une adaptation du maillage est requise, cela
constitue l’inconvénient de cette approche.

Dans l’approche Eulérienne, la grille de calcul est fixe, tandis que les nœuds matériels sont libres de
se déplacer. Elle est le plus souvent utilisés dans la modélisation de la dynamique des fluides. En
d’autres termes, les propriétés du fluide sont décrites comme des fonctions du temps et de l’espace
avec l’approche Eulerienne, tandis qu’elles ne dépendent que du temps avec l’approche Lagrangienne.
Chacune de ces deux formulations présentent des faiblesses, en effet la présence des déformations en
approche Lagrangienne cause la dégradation de la qualité des mailles. Le remaillage devient alors
nécessaire, ceci est une opération qui peut s’avérer coûteuse. De son côté, l’approche Eulerienne fait
apparaître des difficultés de prise en compte des conditions aux limites matérielles lors de l’étude
de problèmes à frontières variables. De plus, une faible précision de la définition des frontières
matérielles lorsque celles-ci évoluent au cours du temps [75].

On peut trouver dans la littérature une approche intermédiaire appelée ALE (Arbitrary Lagrangian
Eulerian) [76, 69, 7, 77, 71] . La formulation ALE vient combiner les avantages des descriptions
Eulerienne et Lagrangienne, elle compte parmi les approches les plus utilisées dans la modélisation de
l’interaction fluide-structure. En effet, elle permet une meilleure précision des frontières déformables
(Lagrangienne) et un meilleur traitement de la distorsion des éléments (Eulérienne), et limite ainsi au
maximum leurs inconvénients [78] . Pour la mise en place de cette méthode, un troisième domaine
appelé domaine de référence est défini (en plus des domaines spatial et matériel).
On note 𝑋 le système de référence matériel, 𝑥 le système de référence spatial et 𝜒 le système de
référence de la grille de maillage. Afin de passer d’un système à un autre, trois applications sont
définies, à savoir, 𝜙, 𝜙∗ et 𝜓∗ [79]. Les systèmes sont reliés comme suit :

𝜒 = 𝜙∗−1(𝑥, 𝑡) = 𝜙∗−1(𝜙(𝑋, 𝑡), 𝑡) = 𝜓∗(𝑋, 𝑡) (2.11)

La dérivée par rapport au temps de la position courante 𝑥, représente la vitesse du système de référence
de la grille de maillage qu’on va noter, 𝒘, elle est exprimée par l’équation 2.12 :

𝒘(𝜒, 𝑡) = 𝑑𝑥(𝜒, 𝑡)
𝑑𝑡

|𝜒 =
𝑑𝜙∗(𝜒, 𝑡)

𝑑𝑡
|𝜒 (2.12)

De manière plus générale, les dérivées temporelles d’une grandeur physique arbitraire 𝑓 peuvent être
exprimées dans les systèmes de référence matérielle et de la grille de maillage (équation 2.13), et on
peut appliquer les règles de dérivation d’une fonction composée.
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𝑑𝑓 (𝑥, 𝑡)
𝑑𝑡

|𝑋 =
𝑑𝑓 (𝜙(𝑋, 𝑡), 𝑡)

𝑑𝑡
|𝑋 =

𝜕 𝑓

𝜕𝑡
|𝜙 +

𝜕𝜙

𝜕𝑡
|𝑋 .
𝜕 𝑓

𝜕𝜙
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑡
|𝑥 + 𝒖.∇ 𝑓 (2.13)

𝒖 est la vitesse matérielle.

Enfin dans l’équation 2.14, on a la relation fondamentale du formalisme ALE.

𝑑𝑓 (𝑥, 𝑡)
𝑑𝑡

|𝑋 =
𝜕 𝑓 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

|𝜒 + ((𝒖 − 𝒘).∇) 𝑓 (2.14)

À partir de ceci, et en introduisant la vitesse du maillage 𝒘, les équations de Navier-Stokes sont
exprimées en formulation ALE comme suit (équation 2.15) :

𝜌 𝑓
𝜕u
𝜕𝑡

+ 𝜌 𝑓 ((𝒖 − 𝒘) · ∇)𝒖 = −∇𝑃 + ∇ · (𝜇∇𝒖) + 𝑆 (2.15)

Figure 2.1: Comparaison des maillages et des mouvements de particules en fonction des différents
formalismes (Lagrangien, Eulerien et ALE) en 1D [11]

2.4 Discrétisation des équations de conservation

Les équations de conservation qui décrivent le fluide ou la structure sont des équations aux dérivées
partielles. La résolution numérique de ces équations requiert leur discrétisation, et pour cela,
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différentes méthodes ont été développées. Parmi ces méthodes, la méthode des volumes finis et la
méthode des éléments finis sont utilisées dans ce travail.

Premièrement, la méthode des volumes finis consiste à transformer un système d’équations
différentielles en un système d’équations algébriques sur un volume de contrôle, avec des conditions
aux limites appropriés [80]. D’abord le domaine géométrique est discrétisé en un ensemble de
volumes finis appelés aussi volumes de contrôle (mailles), ensuite les intégrales de volume sont
transformées en intégrales de surface en appliquant le théorème d’Ostrogradski. La méthode des
volumes finis fait partie des méthodes les plus utilisées en CFD car elle est strictement conservative.
Cette conservativité est respectée, car l’évaluation des termes se fait aux facettes des volumes de
contrôle et le flux entrant dans un volume donné est identique à celui sortant du volume adjacent.
Elle présente un autre avantage qui est la facilité de la mise en place des conditions aux limites, car
les inconnues sont calculées au niveau du nœud qui se situe au centre de la cellule [80].

Deuxièmement, la discrétisation en éléments finis consiste à subdiviser le domaine en un ensemble
d’éléments possédant des nœuds et des degrés de liberté liés à des fonctions de base. Un élément fini
est défini par ses données géométriques (domaine et nœuds) ainsi que par ses données cinématiques
(degrés de liberté et fonctions de base). Le type d’élément désigne l’ensemble des éléments pouvant
être obtenus par transformation d’un élément de référence donné, ils peuvent être classés selon des
hypothèses en :

• Éléments régis par la théorie des poutres, prenant en compte les forces de cisaillement pour les
éléments de Timoshinko, et sans les prendre en compte pour les éléments d’Euler-Bernoulli.

• Éléments surfaciques bidimensionnels, en contraintes planes ou bien en déformations planes.

• Éléments régis par la théorie des coques, utilisés pour la modélisation des pièces minces.

2.5 Suivi de la surface libre

La simulation d’un écoulement diphasique, fait systématiquement intervenir une interface entre les
deux phases. Il est nécessaire de pouvoir suivre l’évolution de cette interface au cours du temps
[81]. Les méthodes permettant de localiser la surface libre peuvent être classées en deux catégories.
Premièrement, Les méthodes de suivi d’interface (lagrangiennes) où l’évolution de l’interface mobile
est suivie explicitement à l’aide de particules réparties sur l’interface. Un champ de vitesse local
est résolu et les conditions à l’interface sont traités directement avec une grande précision [82].
Deuxièmement, les méthodes de capture d’interface (eulériennes) qui se reposent sur une description
implicite de l’interface, donnée par l’intermédiaire de fonctions scalaires. Afin de localiser l’interface,
la fonction indicatrice est advectée au cours du temps par le champ de vitesse de l’écoulement.
Dans ce travail, deux méthodes de capture d’interface sont utilisées, à savoir la méthode VOF et la
méthode Level Set.
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2.5.1 Méthode VOF

Initialement, la méthode VOF (Volume Of Fluid) a été introduite par Noh et Woodward [83] et
développée par Hirt et Nichols [43]. Elle est utilisée pour un écoulement diphasique constitué de
deux fluides non miscibles sans transfert de masse entre les deux phases. La méthode VOF est
basée sur l’utilisation de la fraction volumique notée 𝜓, qui est un champ scalaire défini dans chaque
maille. Cette fonction représente la fraction volumique occupée par l’un des fluides dans un volume
de contrôle, et sa valeur varie de 0 à 1. À chaque pas de temps, 𝜓 est advecté par la vitesse du fluide
grâce à l’équation de transport (2.16).

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ u · ∇𝜓 = 0 (2.16)

La fonction 𝜓 vaut 1 lorsque la cellule est entièrement remplie de liquide et vaut 0 quand elle est
remplie de gaz. Autrement, lorsque 0 < 𝜓 < 1, le volume de contrôle contient un mélange des deux
phases. Ceci indique la présence de l’interface liquide-gaz dans la cellule considérée. La masse
volumique du fluide et la viscosité dynamique sont données respectivement par les équations (4.10)
et (4.11), en fonction de la masse volumique de la phase liquide 𝜌𝑙 , la masse volumique de la phase
gazeuse 𝜌𝑔, la viscosité dynamique dans la phase liquide 𝜇𝑙 et la viscosité dynamique dans la phase
gazeuse 𝜇𝑔 [84].

𝜌 𝑓 = 𝜌𝑙𝜓 + 𝜌𝑔 (1 − 𝜓) (2.17)

𝜇 = 𝜇𝑙𝜓 + 𝜇𝑔 (1 − 𝜓) (2.18)

Afin de réaliser un suivi explicite de l’interface liquide-gaz, il faut procéder à sa reconstruction à partir
de la fonction 𝜓 obtenue après la résolution de l’équation de transport [85]. Pour cela, différentes
méthodes ont été développées. On peut citer la méthode SLIC (Simple Line Interface Calculation)
[83], et la méthode PLIC (Piecewise Linear Interface Calculation) [86].

La figure 2.2 présente la forme de l’interface liquide/gaz physique et trois différentes reconstructions
de cette interface, à savoir la reconstruction avec la méthode SLIC (figure 2.2 (b)), avec la méthode
Hirt Nichols (figure 2.2 (c)) et avec la méthode PLIC (figure 2.2 (d)).

Dans le but d’améliorer la précision du suivi de l’interface liquide-gaz, une variante de la méthode
VOF classique est utilisée dans ce travail. Il s’agit de résoudre l’équation de transport (équation 4.12)
avec un terme supplémentaire, dit de compression, à l’équation de transport (équation 2.16). Ceci
permet de limiter la diffusion de la surface libre.

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ ∇ · u𝜓 + ∇ · ur(𝜓(1 − 𝜓)) = 0 (2.19)
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Figure 2.2: Illustration des différentes reconstructions, en (a) l’interface physique, en (b) la
reconstruction SLIC, en (c) la reconstruction de Hirt & Nichols, en (d) la reconstruction PLIC
[12]

Dans cette équation, ur = ul−ug est une vitesse artificielle, dirigée selon la normale et vers l’interface
[87], où ul et ug sont respectivement les vitesses du liquide et du gaz.

2.5.2 Méthode Level Set

C’est à la fin des années 80 que les mathématiciens Stanley Osher et James Sethian ont établi la
méthode Level Set [88]. Dix ans après son apparition, cette méthode a été adaptée aux problèmes des
écoulements diphasiques. Dans cette méthode, une fonction distance signée 𝜙 est introduite. Il s’agit
d’une fonction scalaire continue dans tout le domaine fluide. Dans ce cas l’interface liquide-gaz est
définie par Φ = 0 à chaque instant 𝑡. Cette fonction est positive d’un côté de l’interface et négative de
l’autre côté (équation 2.20).

Φ =


< 0 dans la première phase
0 à l’interface
> 0 dans la deuxième phase

(2.20)

D’un point de vue physique, la valeur absolue de la fonction Φ correspond à la distance entre le point
du maillage et l’interface dans sa direction normale [85]. La fonction Φ est régie par l’équation de
transport, comme dans la méthode VOF (équation 2.21). La résolution de cette équation, permet de
prédire les mouvements de l’interface. La méthode Level-Set permet de calculer les caractéristiques
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géométriques à partir de la fonction Φ.

𝜕Φ

𝜕𝑡
+ 𝑢∇Φ = 0 (2.21)

Cependant, les performances de cette méthode, peuvent être influencées par une mauvaise conservation
de la masse, qui est due à des erreurs numériques.
Plusieurs travaux de recherche proposent des techniques pour contrer le problème de conservation de
la masse de la méthode Level Set, ci-dessous on citera quelques-uns d’entre eux.
Enright et al. ont présenté une nouvelle méthode numérique pour améliorer les propriétés de la
conservation de la masse de la méthode Level-Set en la combinant avec la méthode des marqueurs
[46]. Cette méthode appelée ‘Level Set particulaire’ a donné de bons résultats en comparaison avec
la méthode VOF, aussi bien en 2D qu’en 3D.
Mulder et al. ont étudié le couplage de la méthode Level-Set avec des lois de conservation pour la
dynamique des gaz compressibles. Deux approches ont fait l’objet de leur travail, la première consiste
en la résolution de la fonction Level-set sous la forme non conservative. Dans la seconde approche,
ils ont incorporé la méthode Level-Set dans un système de lois de conservation [47]. Dans le même
but, Laadhari et al. ont proposé un nouvel algorithme dans le cadre d’une discrétisation en éléments
finis, dans lequel deux types de multiplicateurs de Lagrange ont été introduits [89].

Dans certains logiciels de simulation, afin de palier ce problème de conservation de la méthode Level
Set, des termes avec des dérivées d’ordre supérieur de Φ sont ajoutés à l’équation de transport par
advection pure (équation 2.21).

𝜕Φ

𝜕𝑡
+ 𝒖∇Φ = 𝛾∇.𝜖 (∇Φ −Φ) (1 −Φ) ∇Φ

|∇Φ| (2.22)

Dans l’équation 2.22, 𝛾 est un coefficient pour la réinitialisation et permet de garantir que les gradients
de la fonction Level set sont concentrés sur la surface libre au long de la simulation.
𝜖 de son côté, contrôle l’épaisseur des variations de la fonction level set, et ainsi assure de limiter la
diffusion de l’interface.

2.6 Résolution numérique du problème couplé en Interaction
fluide-structure

La modélisation numérique des problèmes d’interaction fluide-structure fait intervenir, les équations
qui gouvernent la dynamique du fluide, les équations qui gouvernent la dynamique de la structure, et
les conditions de couplage à l’interface fluide-structure. Au niveau de cette interface, les contraintes
fluides sont transmises au solide, engendrant sa déformation ou son déplacement. Dans l’autre sens,
le champ de vitesse du solide à l’interface fluide-structure est transmis au fluide engendrant ainsi une
modification locale de l’écoulement (figure 2.3).
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Figure 2.3: Schéma d’un problème IFS général

D’un point de vue numérique, la simulation d’un problème d’IFS requiert, un solveur fluide, un solveur
structure et le traitement de l’interface de couplage en temps et en espace.

Les méthodes de couplage en IFS peuvent être réparties en deux groupes principaux : les méthodes
de couplage faible et les méthodes de couplage fort. Chacune de ces approches est directement liée
au coût de calcul et à ses performances.

2.6.1 Couplage faible (One Way Coupling)

Un couplage fluide-structure est dit faible ou unidirectionnel, si le mouvement du fluide est affecté
par les déformations de la structure et vice versa (si la dynamique de la structure est affectée par le
mouvement du fluide). Ceci est montré sur la figure 2.4 ci-dessous.

Figure 2.4: Schéma général d’un couplage One Way

Dans ce cas (de couplage faible), le calcul de l’un des deux sous-systèmes fluide et structure est
réalisé, puis le résultat est utilisé comme condition d’entrée au second sous-système. Les calculs
du fluide et de la structure sont réalisés sans la prise en compte des conditions de couplage de l’un
des sous-systèmes à l’interface, d’un côté, ni la prise en compte de l’évolution temporelle de l’un
des sous-systèmes, d’un autre côté. Ceci constitue le cas le plus simple dans la mise en œuvre de la
résolution.

2.6.2 Couplage fort (Two Way Coupling)

Le couplage fort est plus complexe que le couplage faible, car le fluide et la structure s’influencent
mutuellement. En effet, l’écoulement du fluide est affecté par la déformation de la structure et en
même temps ces déformations sont affectés par le mouvement du fluide (figure 2.5).
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Pour cette raison, les résultats sont échangés à chaque pas de temps entre les deux solveurs et dans les
deux sens. Il existe principalement deux approches : monolithique et partitionnée.

Figure 2.5: Schéma général d’un couplage Two Way

Approche monolithique

L’approche monolithique consiste à utiliser un seul solveur pour la résolution du problème d’interaction
fluide structure, ainsi l’évolution du fluide et de la structure est simultanée à chaque pas de temps
[90, 91].
Dans ce cas, les équations du fluide, de la structure et les conditions de couplage sont regroupées dans
un système d’équations unique. Cela nécessite en général l’inversion d’une matrice fluide-structure
globale [92]. Les conditions de couplage sont alors naturellement satisfaites.
L’approche monolithique permet de mettre en œuvre des couplages forts. Mais celui-ci peut s’avérer
être très lourd et à un certain niveau de complexité, les procédures de calcul numérique sont différentes
pour le fluide et pour la structure, pour cette raison, cette approche n’est plus envisageable [6]. Ce
qui rend cette approche plus difficile, c’est la discrétisation numérique au niveau de l’interface fluide-
structure. l’utilisation de la même discrétisation à l’interface peut causer un manque de précision
dans les résultats ou un surcoût de calcul. En effet, le raffinement requis pour la partie fluide est plus
important que pour la partie solide.

Approche partitionnée

Dans cette approche, chacune des physiques mises en jeu est traitée par un solveur distinct, et les deux
codes communiquent entre eux, grâce à des conditions aux limites à l’interface fluide-structure, dites
des conditions de couplage. Cette approche peut être affinée en fonction du niveau et de la fréquence
des échanges de la force de couplage entre les codes fluide et structure.

L’approche partitionnée est plus simple à mettre en oeuvre que l’approche monolithique. En effet, les
deux systèmes d’équations du fluide et de la structure ne sont pas unifiés, ce qui permet d’utiliser des
codes de calcul déjà existants. En contrepartie, l’approche partitionnée présente certains inconvénients,
par exemple, des instabilités numériques peuvent être induites par une mauvaise conservation de
l’énergie à l’interface fluide-structure qui est imputable au décalage en temps qu’elle impose pour le
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(a) Approche monolithique
(b) Approche partitionnée

Figure 2.6: Schémas de couplage fluide-structure : (a) monolithique ; (b) partitionné

calcul du système couplé.
Sur la figure 2.6 sont représentés les schémas des deux approches monolithique 2.6a et partitionnée
2.6b.

2.6.3 Méthodes de couplage pour les approches partitionnées

Cette section présente succinctement les méthodes de couplage en temps pour les algorithmes
d’interaction fluide structure partitionnés, c’est-à-dire les différents schémas de discrétisation en
temps du problème couplé. La dynamique du fluide et celle du solide sont résolus avec deux codes
de calcul différents tout en vérifiant les conditions de couplage à l’interface, ainsi pour la mise en
œuvre de ces algorithmes, il s’agit d’échanger des données à chaque pas de temps de calcul entre les
codes du fluide et de la structure. E. Longatte et al. introduisent les deux catégories de schémas de
couplage explicite et implicite, et font une étude de ces schémas en termes de conservation de
l’énergie [93]. Un autre travail pour l’étude des propriétés des schémas explicite synchrone, explicite
asynchrone et implicite avec une méthode de point fixe est présenté dans [94].

Méthode explicite

Étant faciles à mettre en œuvre, les schémas de couplage explicites sont les plus utilisés. Les équations
du fluide et du solide sont résolues l’une après l’autre et une seule fois par pas de temps [13]. La mise
à jour en temps des sous-systèmes fluide et structure est réalisée de manière successive. La figure 2.7
montre un schéma de couplage explicite où 𝑆𝑛 et 𝐹𝑛 sont respectivement les états de la structure et du
fluide résultant à l’instant 𝑡𝑛.

Les étapes numérotées de 1 à 4 dans la figure 2.7 sont présentées comme suit :

1. Résolution du problème de la dynamique du fluide à l’instant 𝑛;
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Figure 2.7: Exemple d’un algorithme de couplage explicite

2. Transmission des contraintes du problème fluide au problème solide ;

3. Mise à jour de l’interface et résolution du problème solide ;

4. Transmission de la vitesse du problème solide au problème fluide.

Á cause du décalage en temps, de l’énergie est introduite (production ou dissipation) au niveau de
l’interface par les méthodes explicites. Selon l’instant où les calculs du fluide et de la structure sont
effectués, on peut distinguer des schémas explicites synchrones ou asynchrones. En effet, lorsque
les résolutions du fluide et de la structure sont effectués en même temps, le schéma est qualifié de
synchrone, tandis qu’il est qualifié d’asynchrone lorsque les calculs du fluide et de la structure sont
décalées en temps.

Méthode implicite

Á la différence de la catégorie précédente, la classe des algorithmes implicites effectue un calcul itératif
au sein du même pas de temps, raison pour laquelle ils sont aussi appelés algorithmes itérés. Du fait
que les codes des fluide et solide échangent les informations (contraintes et vitesses) plusieurs fois au
sein du même pas de temps de calcul, l’erreur numérique est minimisée en garantissant une meilleure
conservation de l’énergie à l’interface fluide structure. Le caractère itératif permet de corriger le
décalage en temps entre les solveurs fluide et structure. Ainsi on obtient une meilleure précision
globale du schéma, qui rend possible l’utilisation de pas de temps plus importants par rapport au
schéma explicite. Les méthodes implicites sont susceptibles d’être plus coûteuses en raison des sous-
itérations [95]. Le nombre d’itérations de couplage sont en général définies par, soit, la vérification
d’un critère de convergence, soit, un nombre maximum d’itérations. Les méthodes implicites peuvent
permettre d’obtenir des résultats très similaires à une approche monolithique [96]. Un algorithme de
couplage de type implicite est présenté sur la figure 2.8. Le critère sur les itérations ici est un test de
convergence sur la conservation de l’énergie à l’interface.

Une synthèse des différentes méthodes et techniques employées dans la modélisation numérique du
couplage fluide structure, tel que présenté dans ce chapitre est présenté sur la figure 2.9.
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Figure 2.8: Algorithme de couplage implicite [13]. 𝐹 l’état du fluide (champs de vitesse et de
pression), 𝑆 l’état de la structure (déplacement et vitesse), 𝑀 la configuration du maillage du domaine
fluide et Γ la position de l’interface fluide-structure.

Stratégies de couplage IFS

Couplage fort

Méthodes monolithiques Méthodes partitionnées

Technique explicite

Synchrones Asynchrones

Technique implicite

Couplage faible

Figure 2.9: Différentes méthodes de couplage en IFS
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2.7 Outils logiciels utilisés dans ce travail

2.7.1 OpenFOAM

Le code calcul OpenFOAM abréviation de "Open Field Operation And Manipulation" est une
bibliothèque open source codée en ’c++’ et développée par OpenCFD Ltd de l’entreprise ESI Group.
Il est basé sur la méthode des volumes finis et contient plusieurs codes en C++ permettant de
résoudre des problèmes de CFD (Computational Fluid Dynamics) complexes.

Dans le but de réaliser des études en interaction fluide-structure, le logiciel openFOAM tel qu’il est
conçu ne permet pas de le faire. Pour cette raison, un module appelé FSI (Fluid-Structure Interaction)
est rajouté aux librairies de OpenFOAM dans la version foam-extend/4.0 (https://openfoamwiki.
net/index.php/Extend-bazaar/Toolkits/Fluid-structure_interaction).

L’interaction fluide-structure est mise en œuvre avec une approche partitionnée, c.-à-d. les problèmes
fluide et solide, sont résolus séparément par leurs solveurs respectifs et couplés au niveau de l’interface
fluide-solide. Cette approche a été utilisée pour résoudre le problème couplé, car sa structure facilite
la réutilisation et la modification des solveurs fluide et solide existants.

Dans le logiciel OpenFoam, le solveur fluide du module FSI ne contient pas de bibliothèques
permettant le traitement du cas d’un écoulement diphasique. Ceci signifie qu’il ne peut pas être
utilisé en l’état pour simuler le ballottement. Afin de pallier ce besoin, un solveur fluide diphasique
avec une approche de suivi de l’interface gaz/liquide est indispensable dans le module FSI. A cet
effet, on a effectué un couplage entre le solveur fluide interDyMFoam existant dans la bibliothèque
des solveurs multiphasiques de OpenFOAM et le module FSI, c.-à-d. remplacer le solveur fluide
standard existant dans le module FSI par le solveur multiphasique mentionné ci-dessus. Ce solveur
analyse le phénomène par la résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles en
écoulement diphasique. L’approche VOF (Volum Of Fluid) pour capturer l’interface entre la phase
liquide et la phase gazeuse est utilisée. La fonctionnalité ‘blockMesh’ est utilisée pour la création de
la géométrie ainsi que son maillage.
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2.8 Bilan

Dans ce chapitre, les différentes équations intervenant dans la résolution du problème traité dans ce
travail sont présentées. À savoir les équations de Navier Stokes pour un écoulement diphasique et les
équations d’élasticité pour un solide en petites déformations. Les équations de conservations en
mécanique peuvent s’écrire selon trois formulations différentes : Eulerienne, Lagrangienne ou
Arbitrairement Eulerienne Lagrangienne (ALE). La résolution numérique des équations de
conservations comme pour le fluide et pour la structure, doit d’abord passer par l’étape de
discrétisation. Dans ce travail la méthode des éléments finis et la méthode des volumes finis sont
utilisées.
La problématique du ballottement étant diphasique, la modélisation de la surface libre s’impose.
Dans cette étude la méthode de capture d’interface VOF (Volume Of Fluid) est utilisée.
Un autre volet de ce chapitre concerne les stratégies de couplage fluide-structure en résolution
numérique. Selon le degré d’échange entre le fluide et la structure, le couplage peut être faible ou
fort. Dans la première classe, l’état de l’un des deux sous-systèmes est utilisé comme condition
d’entrée au second sous-système. Tandis que pour la deuxième classe, le fluide et la structure
évoluent et s’influent mutuellement en fonction du temps. Pour ce cas on peut distinguer des
méthodes de résolution monolithiques et partitionnées. Les incréments en temps pour les méthodes
partitionnées se font selon différentes techniques. La dernière section du chapitre concerne la
présentation des outils de calcul numériques utilisés pour la mise en place des modélisations.
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Chap 3

Chapitre 3

Modèle simplifié et réduit du problème
couplé ballottement-réservoir

Résumé

Nous nous intéressons dans ce chapitre au développement d’une modélisation numérique simplifiée
en éléments finis du ballottement de liquide en interaction avec des parois flexibles. Le comportement
du fluide est décrit par l’équation de Laplace ainsi que la condition d’onde de surface linéarisée.
Les parois du réservoir quant à elles, sont discrétisées en éléments poutres à deux nœuds et à quatre
degrés de liberté. Le système couplé est modélisé avec une approche monolithique d’interaction
fluide-structure. Ce modèle est mis en œuvre sous MATALB et est disponible au sein du Laboratoire
de Recherche en Hydraulique Appliquée et Environnement de l’université de Bejaia (LRHAE). Il est
utilisé pour mener une étude de la réponse fréquentielle ainsi que le calcul des modes propres du
système fluide-réservoir. Une validation avec des résultats analytiques est aussi présentée.
Enfin, nous nous sommes intéressés à l’optimisation du code avec une opération de condensation des
systèmes d’équations. La condensation consiste à représenter le comportement d’un modèle initial
avec un modèle exprimé sur un nombre réduit de degrés de liberté.
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3.1 Formulation mathématique du modèle

3.1.1 Présentation du modèle simplifié

Lorsqu’un réservoir partiellement rempli est soumis à des excitations de faibles amplitudes, le
ballottement engendré peut être linéaire. La figure 3.9 montre le schéma de la problématique
présentée dans ce chapitre avec les notations des domaines et frontières utilisées pour les conditions
aux limites. Les frontières Γ𝑠𝑙 , Γ 𝑓 𝑠 et Γ𝑏 représentent respectivement, la surface libre initiale (sans
perturbation), l’interface liquide-paroi et le fond du réservoir supposé fixé à son support. 𝐻𝑠, 𝐻 𝑓 , 𝜂,
𝐿 𝑓 et Ω 𝑓 sont respectivement, la hauteur des poutres, la hauteur initiale du liquide, la surélévation du
liquide par rapport à la hauteur initiale, la longueur du réservoir et le domaine fluide.
Le ballottement linéaire est un comportement vibratoire qui représente les petites fluctuations d’un
liquide autour d’un état d’équilibre. Cet état d’équilibre est la surface libre plane avant perturbation.
Les équations de ce type de problème sont obtenues par linéarisation des équations de Navier-Stokes.
En effet, en négligeant le terme inertiel, les équations du mouvement du fluide se réduisent à
l’équation de Laplace.

Une telle modélisation des pressions dans la masse liquide par l’équation de Laplace et du ballottement
par une condition d’onde de surface linéarisée, ne prend pas en compte le caractère non linéaire du
ballottement, et reste valable loin des conditions de résonance.

Le liquide est contenu dans un réservoir rectangulaire bidimensionnel à parois flexibles et soumis à
des excitations externes. Le domaine fluide est discrétisé en éléments finis quadrangulaires linéaires.
Tandis que les parois sont discrétisées en éléments poutres basés sur la théorie d’Euler-Bernoulli.

Γ𝑠𝑙

Domaine fluide
(Ω 𝑓 )

Γ𝑏

Γ 𝑓 𝑠

𝐻𝑠

𝐿 𝑓

𝐻 𝑓

𝑦

𝑥

𝜂

Figure 3.1: Schéma général du réservoir avec les notations utilisées pour les domaines et les frontières

3.1.2 Mise en équations du modèle simplifié

Le modèle basé sur l’approche simplifiée utilise une description par l’équation de Laplace (équation
3.5). L’équation de Laplace est obtenue à partir des équations de Navier-Stokes pour un écoulement
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incompressible.

Les équations générales de Navier-Stokes s’écrivent comme suit :

∇ · 𝒖 = 0 (3.1)

𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ (𝒖 · ∇)𝒖 = − 1

𝜌 𝑓
∇𝑃𝑇 + 𝜈Δ𝒖 + 𝒈 (3.2)

où 𝒖 est la vitesse des particules fluides en vibration, 𝜈 est la viscosité cinématique du fluide, 𝒈 est
l’accélération de la pesanteur et 𝑃𝑇 est la pression totale du fluide. On élimine d’emblée la pression
hydrostatique 𝑃𝑠 sachant que le comportement de la structure sera considéré dans la suite linéaire. Ses
effets peuvent, sous l’hypothèse de linéarité, être superposés à ceux de la pression hydrodynamique.
L’équation 3.2 devient alors en termes de pression hydrodynamique 𝑃 comme suit :

𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ (𝒖 · ∇)𝒖 = − 1

𝜌 𝑓
∇𝑃 + 𝜈Δ𝒖 (3.3)

Dans ce qui suit on cherche à comparer l’ordre de grandeur entre les termes temporel (
𝜕𝒖

𝜕𝑡
) et convectif

((𝒖 · ∇)𝒖) de l’équation 3.3.
En considérant un écoulement potentiel, la vitesse de l’écoulement dérive d’un potentiel 𝜙 : 𝒖 = ∇𝜙.
De l’équation 3.1 on obtient : Δ𝜙 = 0. Ainsi le terme visqueux de l’équation 3.3 s’annule, comme
suit : 𝜈Δ𝒖 = 𝜈Δ(∇𝜙) = ∇(Δ𝜙) = 0

Le réservoir est considéré soumis à une excitation externe harmonique de type : 𝜉 = 𝑎 sin (𝜔𝑡). En
restant dans le cadre de petites vibrations, l’amplitude 𝑎 de cette excitation est très petite devant la
longueur du réservoir 𝐿 𝑓 . En plus de cette petite perturbation, la fréquence de l’excitation est loin
de la fréquence de résonance du liquide, dans ce cas le liquide se déplace dans le réservoir avec une
vitesse d’oscillation (𝒖) du même ordre que la vitesse du réservoir ( ¤𝜉), et elle varie sensiblement sur

une distance 𝐿 𝑓 . Le gradient de la vitesse du liquide 𝒖 est du même ordre de grandeur que
1
𝐿 𝑓

𝜕𝜉

𝜕𝑡
,

ainsi le terme convectif ((𝒖 · ∇)𝒖) est du même ordre que le terme
1
𝐿 𝑓

𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
.

Par ailleurs, le terme temporel
𝜕𝑢

𝜕𝑡
est du même ordre que 𝜔

𝜕𝜉

𝜕𝑡
, et 𝜔 est de même ordre de grandeur

que
1
𝑎

𝜕𝜉

𝜕𝑡
. Par analogie,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
est du même ordre de grandeur que

1
𝑎

𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
.

Ce qui nous conduit à : 𝑎 << 𝐿 𝑓 ⇒
1
𝐿 𝑓

<<
1
𝑎
⇒ 1

𝐿 𝑓

𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
<<

1
𝑎

𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
.

Ce qui donne (𝒖 · ∇)𝒖 << 𝜕𝒖

𝜕𝑡
.
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Donc le terme convectif (𝒖 ·∇)𝒖 peut être négligé devant le terme temporel
𝜕𝒖

𝜕𝑡
, l’équation 3.3 devient

alors :

𝜕𝒖

𝜕𝑡
= − 1

𝜌 𝑓
∇𝑃 (3.4)

En appliquant l’opérateur divergence à l’équation 3.4, il vient :

∇ · (∇𝑃) = 0 ou Δ𝑃 = 0 (3.5)

La distribution spatiale de la pression hydrodynamique dans tout le domaine fluide est ainsi décrite par
l’équation (3.5). Les variations dans le temps de cette distribution sont générées par des conditions
aux limites variables dans le temps. Dans le cas considéré ici de liquide contenu dans un réservoir
est soumis à des excitations horizontales, les conditions qui dépendent du temps sont celles liées
aux parois et celle liée à la surface libre. Sur le fond, considéré horizontal, la condition de flux nul
s’applique. Ces conditions aux limites sont détaillées dans ce qui suit.

Au niveau de la surface libre, on applique la condition d’onde de surface linéarisée (équation 3.10).
Elle est basée sur le principe d’une variation hydrostatique de la pression à la surface libre par rapport
à la position d’équilibre initiale [97]. Ainsi à la surface libre la composante verticale de la vitesse est
liée à la surélévation 𝜂 du liquide (figure 3.1), par rapport à la position d’équilibre par la relation :

𝑣 =
𝜕𝜂

𝜕𝑡
(3.6)

D’autre part, l’équation de quantité de mouvement projetée sur la normale 𝒐𝒚, s’écrit comme suit :

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= − 1

𝜌 𝑓

𝜕𝑃

𝜕𝑦
(3.7)

En remplaçant 𝑣 par l’expression 3.6 dans l’équation 3.7, on obtient :

𝜕2𝜂

𝜕𝑡2
= − 1

𝜌 𝑓

𝜕𝑃

𝜕𝑦
(3.8)

On considère alors que l’écart à l’équilibre par rapport à la position initiale donne lieu à une pression
hydrostatique due à la surélévation de la surface libre :

𝜂 =
𝑃

𝜌 𝑓 𝑔
;

𝜕2𝜂

𝜕𝑡2
=

1
𝜌 𝑓 𝑔

𝜕2𝑃

𝜕𝑡2
(3.9)

ce qui donne finalement la condition d’onde de surface linéarisée :
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𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −1

𝑔

𝜕2𝑃

𝜕𝑡2
sur Γ𝑠𝑙 (3.10)

En adoptant le même raisonnement et en considérant un fond rigide, il vient :

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 0 sur Γ𝑏 (3.11)

De même on peut construire une condition sur les surfaces latérales (parois) avec la projection de
l’équation de quantité de mouvement sur la normale 𝒐𝒙 :

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= − 1

𝜌 𝑓

𝜕𝑃

𝜕𝑥
(3.12)

𝑢 étant la composante horizontale de la vitesse des particules fluides.

La condition au niveau de la frontière avec une paroi mobile se traduit donc par la continuité des
composantes normales des vitesses du fluide 𝑢 et du solide 𝜕𝜉𝑇𝑥 /𝜕𝑡, soit :

𝑢 =
𝜕𝜉𝑇𝑥

𝜕𝑡
(3.13)

𝜉𝑇𝑥 = 𝜉𝑥 + 𝜉𝑒 est le déplacement total des parois qui englobe le déplacement 𝜉𝑥 dû aux déformations
des parois lorsqu’elles sont considérées déformables, et le déplacement 𝜉𝑒 imposé par le mouvement
du milieu extérieur support du réservoir. Ce qui donne en remplaçant dans l’équation 3.12 :

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= −𝜌 𝑓

𝜕2𝜉𝑇𝑥
𝜕𝑡2

sur Γ 𝑓 𝑠 (3.14)

Dans le cas où les parois sont supposées rigides (𝜉𝑥 = 0), le gradient des pressions sur les parois
(équation 3.14) est entièrement provoqué par les accélérations du milieu extérieur. Si on relâche cette
hypothèse, la contribution des déformations des parois ne peut être quantifiée que si 𝜉𝑥 est connu. Ce
déplacement introduit donc une inconnue supplémentaire au problème. Il peut être quantifié par une
modélisation des parois en se basant sur la mécanique des structures. La modélisation la plus simple
que l’on puisse adopter est l’équation de la flexion des poutres.

Dans le cadre de l’étude des poutres soumises à des chargements vérifiant l’hypothèse des petites
déformations (le cas de linéarité géométrique), le modèle d’Euler-Bernoulli est adopté ici. L’équation
de la flexion des poutres en dynamique s’écrit comme suit [98] :

𝜌𝑠𝐴𝑤
𝜕2𝜉𝑥

𝜕𝑡2
+ 𝜕

𝜕𝑦2

(
𝐸𝐼
𝜕2𝜉𝑥

𝜕𝑦2

)
= 𝑞(𝑦) (3.15)

où 𝐴𝑤 et 𝐼 sont l’aire et le moment d’inertie de la section transversale des parois, respectivement. 𝐸
et 𝜌𝑠 sont le module de Young et la masse volumique du matériau composant les parois du réservoir.
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D’une manière générale, 𝑞(𝑦) représente le chargement réparti le long de la poutre qui est une force par
unité de longueur (pression par largeur unitaire), et 𝑦 est la coordonnée mesurée sur l’axe de la poutre
par rapport à la base. Outre la pression hydrostatique qui est élimée des équations, le chargement sur
les parois est dû à la pression hydrodynamique :

𝑞(𝑦) = 𝑃 · 𝑛𝑥 × 1[𝑚] (𝑥 = ±
𝐿 𝑓

2
, 𝑦) (3.16)

avec
𝐿 𝑓

2
est la demi-longueur du réservoir (figure 3.1) et 𝑛𝑥 la composante selon (𝒐𝒙) de la normale à

la paroi (𝑛𝑥 = 1 à la paroi droite et 𝑛𝑥 = −1 à la paroi gauche).

On rappelle que dans la théorie des poutres appliquée aux milieux élancés, les deux hypothèses
suivantes sont considérées :

• Les sections droites restent perpendiculaires à la courbe de l’ensemble de leurs centres de gravité
au cours de la déformation.

• Les sections droites restent planes au cours de la déformation selon Navier-Bernoulli.

La composante verticale 𝜉𝑦 des déplacements de la poutre (suivant son axe) est négligée, car elle ne se
transmet pas au fluide (sous forme d’accélération) dans le cas des parois verticales (poutre d’axe 𝒐𝒚).

Les deux domaines liquide et solide sont ainsi couplés avec des conditions aux limites à l’interface
fluide-réservoir. En effet, la condition d’égalité du gradient de la pression et l’accélération des parois
solides est traduite par l’équation 3.14. La pression est appliquée sur toute la surface du réservoir en
contact avec le liquide (équation 3.16).

On récapitule le système d’équations final qui traduit le problème dynamique du ballottement de
liquides en interaction fluide-structure dans le cas de parois verticales comme suit :
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Δ𝑃 = 0 sur Ω 𝑓

𝜌𝑠𝐴𝑤
𝜕2𝜉𝑥

𝜕𝑡2
+ 𝐸𝐼 𝜕

4𝜉𝑥

𝜕𝑦4 = 𝑞(𝑦) sur Ω𝑠

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −1

𝑔

𝜕2𝑃

𝜕𝑡2
sur Γ𝑠𝑙

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= −𝜌 𝑓 ( ¥𝜉𝑥 + ¥𝜉𝑒) sur Γ 𝑓 𝑠

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 0 sur Γ𝑏

𝜉𝑥 = 0 à la base : 𝑦 = 0

𝜕𝜉𝑥

𝜕𝑦
= 0 à la base : 𝑦 = 0

𝑞(𝑦) = 𝑃 · 𝑛𝑥 × 1[𝑚] (𝑥 = ± 𝐿 𝑓

2 , 𝑦) sur Γ 𝑓 𝑠 : 0 < 𝑦 ≤ 𝐻 𝑓

𝑞(𝑦) = 0 sur Γ 𝑓 𝑠 : 𝐻 𝑓 < 𝑦 ≤ 𝐻𝑠

(3.17)

3.1.3 Discrétisation des équations

D’un côté, la forme intégrale forte de l’équation de Laplace définissant le domaine fluide (équation 3.5)
s’écrit comme suit :

−
∫
Ω 𝑓

∇𝛿𝑃 · ∇𝑃 dΩ +
∫
Γ 𝑓

𝛿𝑃
𝜕𝑃

𝜕𝑛
dΓ = 0 (3.18)

où Γ 𝑓 la frontière totale du domaine fluide, et 𝛿𝑝 une perturbation de la pression. En décomposant la
frontière Γ 𝑓 selon les conditions aux limites dans le système (3.17), on obtient en tenant compte des
expressions de 𝜕𝑃/𝜕𝑛 la forme intégrale faible suivante :

−
∫
Ω 𝑓

∇𝛿𝑃 · ∇𝑝 dΩ − 1
𝑔

∫
Γ𝑠𝑙

𝛿𝑃
𝜕2𝑃

𝜕𝑡2
dΓ − 𝜌 𝑓

∫
Γ 𝑓 𝑠

𝛿𝑃 ( ¥𝜉𝑥 + ¥𝜉𝑒) dΓ = 0 (3.19)

D’un autre côté, la forme intégrale forte de l’équation de la poutre (équation 3.15) sur sa longueur 𝐻𝑠
s’écrit comme suit :

∫
𝐻𝑠

𝛿𝜉𝜌𝑠𝐴𝑤
𝜕2𝜉𝑥

𝜕𝑡2
d𝑦 +

∫
𝐻𝑠

𝛿𝜉𝐸𝐼
𝜕4𝜉𝑥

𝜕𝑦4 d𝑦 =
∫
𝐻𝑠

𝛿𝜉𝑞(𝑦) d𝑦 (3.20)

Après deux intégrations par parties appliquées au second terme du membre gauche de l’équation 3.20,
on obtient la forme intégrale faible suivante :

∫
𝐻𝑠

𝛿𝜉𝜌𝑠𝐴𝑤
𝜕2𝜉𝑥

𝜕𝑡2
d𝑦 +

∫
𝐻𝑠

𝜕2𝛿𝜉𝑥

𝜕𝑦2 𝐸𝐼
𝜕2𝜉𝑥

𝜕𝑦2 d𝑦 =
∫
𝐻𝑠

𝛿𝜉𝑥𝑞(𝑦) d𝑦 (3.21)
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L’interpolation nodale de la pression et des déplacements conduit, après assemblage des matrices
élémentaires, au système algébrique suivant :

𝑮 ¥𝑷 + 𝑳 𝑷 = −𝜌 𝑓𝑸
(
¥𝑼 + ¥𝑼𝒆

)
(3.22)

𝑴 ¥𝑼 + 𝑲𝑼 = 𝑸𝑻𝑷 − 𝑴 ¥𝑼𝒆 (3.23)

Le vecteur 𝑷 contient les valeurs des pressions hydrodynamiques aux nœuds du maillage d’éléments
finis. Le vecteur 𝑼 est l’ensemble des déplacements et des rotations aux nœuds des parois. Selon les
notations adoptées, on a :

𝑈
(𝑒)
1 = 𝑈

(𝑒)
𝑥1 ; 𝑈

(𝑒)
2 = 𝑈

(𝑒)
𝑟1 ; 𝑈

(𝑒)
3 = 𝑈

(𝑒)
𝑥2 ; 𝑈

(𝑒)
4 = 𝑈

(𝑒)
𝑟2

Ces vecteurs 𝑷 et 𝑼 proviennent du processus d’assemblage des vecteurs élémentaires utilisés pour
l’interpolation nodale dans les éléments :

𝑃(𝑥, 𝑦) =
𝑛𝑛𝑒∑︁
𝑖=1

𝑁
(𝑝)
𝑖

(𝑥, 𝑦)𝑃(𝑒)
𝑖

et 𝜉𝑥 (𝑦) =
4∑︁
𝑖=1

𝑁
(𝑏)
𝑖

(𝑦)𝑈 (𝑒)
𝑖

(3.24)

avec 𝑛𝑛𝑒 le nombre de nœuds par élément utilisé pour la discrétisation du domaine fluide. La figure
3.2 montre le cas d’un maillage fluide en éléments quadrilatéraux linéaires à 4 nœuds (Q4), donc
ici 𝑛𝑛𝑒 = 4. Le nombre de nœuds par élément poutre étant de 2 avec 2 DDLs en 2D (figure 3.4).
𝑁

(𝑝)
𝑖

(𝑥, 𝑦) sont les fonctions de forme des éléments finis utilisés pour discrétiser le fluide. 𝑁 (𝑏)
𝑖

(𝑦)
sont les fonctions de forme des éléments poutres de longueur 𝐿, appelées aussi polynômes d’Hermite.
Ils sont montrés dans l’équation 3.25.

𝑁
(𝑏)
1 (𝑦) = 1 − 3𝑦2

𝐿2 + 2𝑦3

𝐿3

𝑁
(𝑏)
2 (𝑦) = 𝑦 − 2𝑦2

𝐿
+ 𝑦3

𝐿2

𝑁
(𝑏)
3 (𝑦) = 3𝑦2

𝐿2 − 2𝑦3

𝐿3

𝑁
(𝑏)
4 (𝑦) = 𝑦3

𝐿2 + 𝑦
2

𝐿

(3.25)

𝑈
(𝑒)
𝑖

contient aussi bien les degrés de liberté des déplacements que des rotations.

L’équation 3.26 montre les expressions des fonctions de forme pour des éléments quadrilatéraux
linéaires 𝑄4.

𝑁
(𝑝)
1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑥2

𝑥1 − 𝑥2

𝑦 − 𝑦2
𝑦1 − 𝑦2

𝑁
(𝑝)
2 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑥1

𝑥2 − 𝑥1

𝑦 − 𝑦2
𝑦1 − 𝑦2

𝑁
(𝑝)
3 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑥1

𝑥2 − 𝑥1

𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

𝑁
(𝑝)
4 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑥2

𝑥1 − 𝑥2

𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

(3.26)

42



Chap 3 Sec 3.1. Formulation mathématique du modèle

Figure 3.2: Discrétisation du domaine fluide en élément Q4, élément de volume, élément de surface,
élément d’interface (de gauche à droite)

Figure 3.3: Discretisation en
élément poutres d’une paroi du
réservoir étudié

Nœud 𝑛 + 1𝜉𝑛,
𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑦

Nœud 𝑛𝜉𝑛+1,
𝜕𝜉𝑛+1
𝜕𝑦

𝑦

Figure 3.4: Représentation d’un
élément poutre avec ces nœuds et
DDLs

Dans le cas d’un mouvement de support à la base, ¥𝑼𝒆 est le vecteur résultant de la transmission de
ce mouvement de support 𝑢𝑏 (𝑡) aux nœuds de la poutre via un vecteur 𝑰𝒙 . Si le mouvement est
horizontal, on a :

¥𝑼𝒆 = 𝑰𝒙 ¥𝑢𝑏 (𝑡) ; 𝑰𝒙 =



1
0
.

.

1
0


(3.27)

La dimension du vecteur 𝑰𝒙 est égale à 2𝑛𝑠 avec 𝑛𝑠 le nombre de nœuds dans le domaine solide.

Si les parois sont infiniment rigides (non déformables) alors ¥𝑼 = 0, donc le vecteur "force" du second
membre de l’équation 3.22 se réduit à : −𝜌 𝑓𝑸 ¥𝑼𝒆 ou :−𝜌 𝑓𝑸 𝑰𝒙 ¥𝑢𝑏 (𝑡)

La matrice de "masse" 𝑮 est un assemblage des matrices élémentaires 𝑮𝒆 (équation 3.28) dues à la
discrétisation de la condition d’onde de surface linéarisée (équation 3.10).
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𝑮𝒆 =

∫
Γ𝑆𝑒

𝑁 (𝑆)𝑇 1
𝑔
𝑁 (𝑆)dΓ𝑆𝑒 (3.28)

Γ𝑆𝑒 est un élément linéique de la surface libre, et 𝑁 (𝑆) sont les fonctions de forme des éléments utilisés
pour la discrétisation de cette surface. Elles sont données, dans le cas des éléments linéaires, par :

𝑁
(𝑠)
1 (𝑥) = 𝑥 − 𝑥2

𝑥1 − 𝑥2

𝑁
(𝑠)
2 (𝑥) = 𝑥 − 𝑥1

𝑥2 − 𝑥1

Ils correspondent aux polynômes de Lagrange. L’expression 3.28 correspond à une matrice masse
répartie [97]. La matrice de "rigidité" 𝑳 est issue de la discrétisation de l’opérateur Laplacien.
L’expression de la matrice élémentaire est :

𝑳𝒆 =

∫
Ω𝑒

∇𝑁 (𝑝)𝑇∇𝑁 (𝑝)dΩ𝑒 (3.29)

La matrice 𝑸 permet de lier les accélérations des parois du réservoir aux pressions du liquide à
l’interface fluide-structure. Elle provient de la discrétisation de la condition aux limites sur les parois
(équation :3.14).

La matrice élémentaire 𝑸𝒆 s’écrit sous forme :

𝑸𝒆 =

∫
Γ𝐼𝑒

𝑁 (𝐼)𝑇 𝑁 (𝑏)𝒏 dΓ𝐼𝑒 (3.30)

avec Γ𝐼𝑒 est l’élément d’interface de normale 𝒏. 𝑁 (𝐼) et 𝑁 (𝑏) sont les fonctions de formes utilisées pour
l’interpolation de la pression et des déplacements, respectivement, sur cette interface. Les fonctions
𝑁 (𝑏) sont données dans l’équation 3.25 et les fonctions de formes des éléments d’interface sur le
maillage fluide sont :

𝑁
(𝐼)
1 (𝑦) = 𝑦 − 𝑦2

𝑦1 − 𝑦2

𝑁
(𝐼)
2 (𝑦) = 𝑦 − 𝑦1

𝑦2 − 𝑦1

Les expressions des matrices élémentaires de masse et de rigidité respectivement 𝑴𝒆 et 𝑲𝒆 pour une
masse volumique 𝜌𝑠 et une section 𝑆 constantes, sont données comme suit :

𝑴𝒆 = 𝜌𝑠𝐴𝑤

∫
𝐻𝑒
𝑠

𝑁 (𝑏)𝑇𝑁 (𝑏)d𝑦 (3.31)

Pour un moment quadratique 𝐼 et un module d’élasticité 𝐸 constants :

𝑲𝒆 = 𝐸𝐼

∫
𝐻𝑒
𝑠

d2𝑁 (𝑏)𝑇

d𝑦2
d2𝑁 (𝑏)

d𝑦2 d𝑦 (3.32)
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Remarque 1

Dans le présent travail on considère le modèle de masses concentrées. Dans le cas des poutres, on
attribue la moitié de la masse totale de l’élément à chacun de ses deux nœuds. Le cas des masses
concentrées permet d’obtenir des matrices diagonales, contrairement au cas des masses cohérentes,
où les matrices sont symétriques, mais non diagonales. Ce concept de masse cohérente, répandu en
modélisation des structures, sera exploité ici pour le fluide [Zienkiewicz]. Les matrices 𝑴𝒆 et 𝑮𝒆 sont
alors écrites comme suit :

𝑴𝒆 =
1
2𝜌𝑠𝐴𝑤𝐿

[
1 0
0 1

]
(3.33)

diag(𝑮𝒆) =
1
𝑔

∫
Γ𝑆𝑒

𝑁 (𝑆)𝑇dΓ𝑆𝑒 (3.34)

Pour le cas d’éléments de surface fluide de type linéaire on a :

𝑮𝒆 =
𝐿

𝑔

[
1 0
0 1

]
Remarque 2

La formulation présentée ici ne fait pas ressortir l’amortissement du système. Dans tout système en
vibrations, forcées ou libres, l’amortissement est un phénomène difficile à comprendre. Les modèles
les plus couramment utilisés sont l’amortissement visqueux linéaire et les modèles d’amortissement
hystérétique linéaire. Dans cette section, on s’intéresse plus à la formulation simplifiée et condensée
de l’IFS, les expressions du système couplé seront obtenues sans prendre en compte les matrices
d’amortissement. Au besoin, un amortissement visqueux de type Rayleigh pourrait être ajouté.

Écriture du système couplé

Le couplage des deux sous-systèmes algébriques 3.23 et 3.22 avec une accélération de support
(équation 3.27), donne le système couplé sous la forme suivante :[

𝑴 0
𝜌 𝑓𝑸 𝑮

] {
¥𝑼

¥𝑷

}
+

[
𝑲 −𝑸𝑻

0 𝑳

] {
𝑼

𝑷

}
=

[
−𝑴
−𝜌 𝑓𝑸

]
𝑰𝒙 ¥𝑢𝑏 (𝑡) (3.35)

3.2 Réponse en fréquences

Le système couplé 3.35 se met sous forme 3.36 pour chercher la réponse en fréquence pour une
accélération de support d’amplitude unitaire ¥𝑢𝑏 = 1 𝑚/𝑠2 et de fréquence angulaire (pulsation) 𝜔 ,
comme suit :

([
𝑲 −𝑸𝑻

0 𝑳

]
− 𝜔2

[
𝑴 0
𝜌 𝑓𝑸 𝑮

]) {
𝑼

𝑷

}
=

[
−𝑴
−𝜌 𝑓𝑸

]
𝑰𝒙 (3.36)
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3.3 Cas d’étude et validation du modèle

Á ce stade, les systèmes d’équations régissant la problématique du ballottement simplifié sont posés,
et la discrétisation des équations est établie. On passe alors à la mise en application pour modéliser
un cas de réservoir bidimensionnel. Dans ce qui suit, les modèles fluide et structure sont d’abord
validés sans la prise en compte de l’interaction fluide-structure. Ensuite le modèle fluide-structure en
couplage monolithique sera considéré.

Les systèmes d’équations 3.23, 3.22 et 3.35 ont été codés en scripts MATLAB permettant de calculer
les modes propres ainsi que les réponses fréquentielles.

3.3.1 Validation du modèle fluide

La figure 3.5 présente la géométrie étudiée, le réservoir bidimensionnel est de lareur de 570𝑚𝑚 et de
hauteur d’eau de 150𝑚𝑚, les parois et les fondations étant supposées rigides. Les dimensions sont
reprises d’une étude expérimentale de Liu et al. [15].

𝐻 𝑓

𝐿 𝑓

𝜕𝑃

𝜕𝑛
= −1

𝑔

𝜕2𝑃

𝜕𝑡2
(Γ𝑆𝐿 )

Δ𝑃 = 0 (Ω 𝑓 )

Figure 3.5: Schéma du cas étudié présentant les dimensions ainsi que les équations gouvernantes

Le maillage adopté pour le calcul du cas présenté consiste en une grille de 100 ∗ 27 éléments
quadrangulaires linéaires (éléments Q4).

La résolution du problème aux valeurs propres associé à l’équation 3.22 (sans second membre), permet
de déterminer les fréquences propres du ballottement du liquide (tableau 3.1) et les déformées de la
surface libre correspondantes (figure 3.6).

Le tableau 3.1 compare les valeurs des fréquences propres de ballottement obtenues avec le code
développé et celles issues de la solution analytique de Faltinsen (équation 3.37) [14]. L’erreur relative
entre les deux résultats permet de montrer que le présent modèle donne de très bons résultats par
rapport à la solution analytique. En effet, cette erreur est comprise entre 0 et 0.73‰.
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Figure 3.6: Représentation des quatre premiers modes de ballottement issus du modèle simplifié

Table 3.1: Valeurs des pulsations propres de ballottement issues du modèle simplifié en comparaison
avec les valeurs analytiques

N mode Fréquence modèle Fréquence solution Erreur
simplifié (Hz) analytique (Hz) relative (%)

1 0.9641 0.9641 0
2 1.5955 1.5954 0.06
3 2.0128 2.0125 0.14
4 2.3374 2.3367 0.29
5 2.6162 2.6148 0.53
6 2.8665 2.8644 0.73

𝜔𝑛 =

√︄
𝑔
𝑛𝜋

𝐿 𝑓
tanh

(
𝑛𝜋

𝐿 𝑓
𝐻 𝑓

)
(3.37)

L’équation 3.37 permet de calculer la 𝑛𝑖𝑒𝑚𝑒 pulsation propre du ballottement. Pour des valeurs paires
de 𝑛, les modes qui leur correspondent sont dits modes symétriques, tandis que pour des valeurs
impaires de 𝑛, les modes correspondants sont dits modes antisymétriques. La symétrie est observée
selon l’axe vertical qui passe par le milieu du réservoir.
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Comme on peut le voir sur les résultats pour les quatre premiers modes propres présentés dans
la figure 3.6, le 1𝑒𝑟 et 3𝑒𝑚𝑒 modes (modes impairs) sont des modes antisymétriques, il y a une
surélévation de la surface libre sur l’une des parois et un abaissement sur l’autre. Cependant, les
modes 2 et 4 (modes pairs) qui sont des modes symétriques présentent la même fluctuation du liquide
sur chacune des parois du réservoir.

3.3.2 Validation du modèle structure

Dans cette partie et afin de valider le modèle de la structure présenté ci-dessus, on réalise un exemple
d’application qui consiste en une poutre encastrée libre comme montré sur la figure 3.7.

Extrémité libre

Extrémité encastrée

𝐻𝑠

Pression du liquide (Γ 𝑓 𝑠)

(𝐸, 𝜌𝑠)

Figure 3.7: Chargement sur une paroi du réservoir étudié : Poutre encastrée/libre

Les valeurs caractéristiques du matériau et des dimensions utilisés sont regroupées dans le
tableau 3.2.

Table 3.2: Paramètres utilisés pour la validation de la réponse de la paroi

Grandeur Symbole Valeur
Masse volumique du réservoir 𝜌𝑠 1420 𝑘𝑔/𝑚3

Module de Young 𝐸 50𝑀𝑃𝑎
Épaisseur de la paroi 𝑡𝑤 2 𝑐𝑚
Hauteur de la paroi 𝐻𝑠 30 𝑐𝑚

La paroi du réservoir est discrétisée en 20 éléments poutres. Le calcul des fréquences et modes
propres a été réalisé en considérant l’équation 3.23 sans chargement externe. Les résultats obtenus
sont comparés à une solution analytique qu’on peut retrouver dans l’ouvrage de Blevins [18].

La figure 3.8, représente la forme des six premiers modes propres de la paroi.

Les fréquences propres de vibration de la paroi du réservoir sont représentées sur le tableau 3.3. La
comparaison entre les valeurs obtenues par le présent modèle avec les valeurs issues de la solution
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Figure 3.8: Représentation des six premiers modes de vibration de la paroi

analytique de Blevins [18], montre une excellente concordance entre les deux résultats en termes de
précision. En effet, l’erreur relative pour les six premières fréquences propres calculées est inférieur
à 0.1‰.

Table 3.3: Valeurs des fréquences propres de vibration de la poutre issues du modèle proposé et de la
solution analytique [18]

N° mode Fréquence modèle Fréquence solution Erreur
simplifié (Hz) analytique (Hz) relative (‰)

1 6.7356 6.7361 0.074
2 42.2028 42.2144 0.275
3 118.1481 118.2016 0.453
4 231.4810 231.6279 0.634
5 382.5853 382.8976 0.815
6 571.4121 571.9828 0.998

3.3.3 Validation du système couplé fluide-structure

Maintenant que le modèle sans couplage est validé pour le fluide et pour le solide, on propose de
valider le modèle du système couplé fluide-structure avec le calcul des fréquences propres (résolution
de l’équation 3.36 sans second membre). On procède à une comparaison avec les résultats du modèle
sans couplage, et pour cela on considère des parois à très grand module de Young.

Le tableau 3.4 montre les résultats des fréquences propres du ballottement tenant compte du couplage
fluide-structure avec les parois du réservoir, les fréquences propres du ballottement issues du modèle
non couplé ainsi que l’erreur relative par mille entre les deux solutions.

Comme le montre bien les résultats présentés dans le tableau 3.4 les valeurs des fréquences propres
issues de la résolution du système couplé (équation 3.36 sans second membre), sont identiques à celles
issues du modèle sans couplage.
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Table 3.4: Comparaison des fréquences propres du ballottement issues du modèle couplé en IFS avec
celles du modèle non couplé Les parois sont considérées rigides (𝐸 = 50 · 1030 MPa)

N° mode Fréquence modèle simplifié Fréquence modèle simplifié
sans couplage (Hz) avec couplage (Hz)

1 0.9641 0.9641
2 1.5954 1.5954
3 2.0125 2.0125
4 2.3367 2.3367
5 2.6148 2.6148
6 2.8644 2.8644

On propose une deuxième validation du modèle couplé en s’intéressant cette fois aux fréquences
hydroélastiques (les fréquences des parois du réservoir en prenant en compte l’effet de l’IFS). Dans
ce but, on considère une couche très mince du fluide dans le réservoir (taux de remplissage = 0.1%)
pour considérer une influence minime du fluide et se rapprocher des fréquences propres des parois
sans couplage.

Table 3.5: Comparaison des fréquences propres hydroélastiques issues du modèle simplifié couplé en
IFS avec celles du modèle non couplé. La hauteur de l’eau est égale à 0.15𝑚𝑚

N° mode Fréquence modèle simplifié Fréquence modèle simplifié
sans couplage (Hz) avec couplage (Hz)

1 6.7356 9.4879
2 42.2027 42.2027
3 118.1477 118.1477
4 231.4801 231.4801
5 382.5834 382.5834
6 571.4088 571.4088

Les valeurs rapportées dans le tableau 3.5 montrent que, mis à part de la première valeur, les fréquences
propres des parois du réservoir issues du modèle simplifié couplé sont identiques à fréquences issues
du modèle sans couplage.

3.4 Optimisation du modèle : Réduction des matrices

Nous avons remarqué que le code de calcul développé dans ce chapitre pouvait être optimisé, aussi
nous nous sommes intéressés à son amélioration avec une opération de condensation des systèmes
d’équations. La condensation de manière globale consiste à représenter le comportement d’un modèle
initial avec un modèle exprimé sur un nombre réduit de DDLs (Degrés De Liberté), et cela, grâce au
partitionnement de ces derniers (DDLs).
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3.4.1 Condensation du modèle couplé

L’écriture matricielle du système en interaction fluide structure soumis à une accélération externe ¥𝑼𝒆

s’écrit comme suit :

[
𝑴 0
𝜌 𝑓𝑸 𝐺

] {
¥𝑼

¥𝑷

}
+

[
𝑲 −𝑸𝑻

0 𝑳

] {
𝑼

𝑷

}
=

{
−𝑴
−𝜌 𝑓𝑸

}
¥𝑼𝒆 (3.38)

1. Condensation des DDLs de rotation dans la structure

À partir de l’équation du système forcé de la structure (première ligne de l’équation 3.35), on
décompose les inconnues sur les DDLs de déplacement et des DDLs de rotation. Ainsi on pourra
procéder à la condensation des rotations de la poutre. L’indice 𝑢 correspond aux déplacements
et l’indice 𝑟 correspond aux rotations.[

𝑴𝒖𝒖 0
0 0

] {
¥𝑼𝒖

¥𝑼𝒓

}
+

[
𝑲𝒖𝒖 𝑲𝒖𝒓

𝑲𝒓𝒖 𝑲𝒓𝒓

] {
𝑼𝒖

𝑼𝒓

}
−

[
𝑸 𝒑𝒖

𝑇 𝑸 𝒑𝒓
𝑇
]
𝑷 = −

[
𝑴𝒖𝒖 0

0 0

]
¥𝑼𝒆 (3.39)

De la deuxième ligne de l’équation 3.39, on a :

𝑼𝒓 = −𝑲𝒓𝒓
−1𝑲𝒓𝒖𝑼𝒖 + 𝑲𝒓𝒓

−1𝑸 𝒑𝒓
𝑇𝑷 (3.40)

On remplace 𝑼𝒓 dans la première équation du système 3.39, et on obtient :

𝑴𝒖𝒖
¥𝑼𝒖 +

[
𝑲𝒖𝒖 − 𝑲𝒖𝒓𝑲𝒓𝒓

−1𝑲𝒓𝒖

]
𝑼𝒖 −

[
𝑸 𝒑𝒖

𝑇 − 𝑲𝒖𝒓𝑲𝒓𝒓
−1𝑸 𝒑𝒓

𝑇
]
𝑷 = −𝑴𝒖𝒖

¥𝑼𝒆 (3.41)

D’un autre côté en décomposant la matrice 𝑸, la deuxième ligne de l’équation 3.38 devient
alors :

𝑮 ¥𝑷 + 𝑳𝑷 + 𝜌 𝑓
[
𝑸 𝒑𝒖 𝑸 𝒑𝒓

] {
¥𝑼𝒖

¥𝑼𝒓

}
= −𝜌 𝑓

[
𝑸 𝒑𝒖 𝑸 𝒑𝒓

]
¥𝑼𝒆 (3.42)

[
𝑸 𝒑𝒖 𝑸 𝒑𝒓

]
𝑛𝑝×2𝑛𝑠

𝑰 ¥𝑢𝑔 ; 𝑰 =


1
0
1
...

2𝑛𝑠
L’équation 3.40 s’applique aussi pour les accélérations :

¥𝑼𝒓 = −𝑲𝒓𝒓
−1𝑲𝒓𝒖

¥𝑼𝒖 + 𝑲𝒓𝒓
−1𝑸 𝒑𝒓

𝑇 ¥𝑷 (3.43)

L’équation 3.42 devient :[
𝑮 + 𝜌 𝑓𝑸 𝒑𝒓𝑲

−1
𝒓𝒓 𝑸

𝑻
𝒑𝒓

]
¥𝑷 + 𝑳𝑷 + 𝜌 𝑓

[

𝑸 𝒑𝒖 − 𝑸 𝒑𝒓𝑲
−1
𝒓𝒓 𝑲𝒓𝒖

]

¥𝑼𝒖 = −𝜌 𝑓𝑸 𝒑𝒖
¥𝑼𝒆𝒖 (3.44)
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𝑸 𝒑𝒖
¥𝑼𝒆𝒖 =

[

𝑸 𝒑𝒖

]

𝑛 𝑓×𝑛𝑠 𝑰𝒖 ¥𝑢𝑔 ; 𝑰𝒖 =


1
1
1
...

𝑛𝑠
Pour des raisons de présentation on pose :

𝑲∗ = 𝑲𝒖𝒖 − 𝑲𝒖𝒓𝑲
−1
𝒓𝒓 𝑲𝒓𝒖

𝑴∗ = 𝑴𝒖𝒖

𝑮∗ = 𝑮 + 𝜌 𝑓𝑸 𝒑𝒓𝑲
−1
𝒓𝒓 𝑸

𝑻
𝒑𝒓

𝑸∗ = 𝑸 𝒑𝒖 − 𝑸 𝒑𝒓𝑲
−1
𝒓𝒓 𝑲𝒓𝒖

Le système fluide-structure avec la condensation des rotations s’écrit alors comme suit :[
𝑴∗ 0
𝜌 𝑓𝑸

∗ 𝑮∗

] {
¥𝑼𝒖

¥𝑷

}
+

[
𝑲∗ −𝑸∗𝑻

0 𝑳

] {
𝑼𝒖

𝑷

}
=

{
−𝑴∗

−𝜌 𝑓𝑸 𝒑𝒖

}
¥𝑼𝒆 (3.45)

2. Condensation de la pression dans les nœuds du volume fluide (Pv) À partir de la deuxième
équation du système 3.45, on décompose les nœuds de surface et les nœuds de volume, notés
respectivement avec les indices 𝑠 et 𝑣, comme suit :

[
𝑮∗

𝒔𝒔 0
0 0

] {
¥𝑷𝒔

¥𝑷𝒗

}
+

[
𝑳𝒔𝒔 𝑳𝒔𝒗

𝑳𝒗𝒔 𝑳𝒗𝒗

] {
𝑷𝒔

𝑷𝒗

}
+ 𝜌 𝑓

[
𝑸∗

𝒔𝒖

𝑸∗
𝒗𝒖

]
¥𝑼𝒖 = −𝜌 𝑓

[
𝑸𝒔𝒖

𝑸𝒗𝒖

]
¥𝑼𝒆 (3.46)

En prenant la deuxième ligne de l’équation 3.46, on obtient :

𝑷𝒗 = −𝑳−1
𝒗𝒗 𝑳𝒗𝒔𝑷𝒔 − 𝜌 𝑓 𝑳−1

𝒗𝒗𝑸
∗
𝒗𝒖

¥𝑼𝒖 − 𝜌 𝑓 𝑳−1
𝒗𝒗𝑸𝒗𝒖

¥𝑼𝒆 (3.47)

En remplaçant l’équation 3.47 dans la première ligne de l’équation 3.46, on aura :

𝑮∗
𝒔𝒔
¥𝑷𝒔 +

[

𝑳𝒔𝒔 − 𝑳𝒔𝒗𝑳
−1
𝒗𝒗 𝑳𝒗𝒔

]

𝑷𝒔

+ 𝜌 𝑓
[

𝑸∗
𝒔𝒖 − 𝑳𝒔𝒗𝑳

−1
𝒗𝒗𝑸

∗
𝒗𝒖

]

¥𝑼𝒖 = −𝜌 𝑓
[

𝑸𝒔𝒖 − 𝑳𝒔𝒗𝑳
−1
𝒗𝒗𝑸𝒗𝒖

]

¥𝑼𝒆 (3.48)

On pose :
𝑮∗∗ = 𝑮∗

𝒔𝒔
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𝑳∗ = 𝑳𝒔𝒔 − 𝑳𝒔𝒗𝑳
−1
𝒗𝒗 𝑳𝒗𝒔

𝑸∗
𝑨 = 𝑸∗

𝒔𝒖 − 𝑳𝒔𝒗𝑳
−1
𝒗𝒗𝑸

∗
𝒗𝒖

𝑸∗
𝑩 = 𝑸𝒔𝒖 − 𝑳𝒔𝒗𝑳

−1
𝒗𝒗𝑸𝒗𝒖

L’équation 3.48 se simplifie alors comme suit :

𝑮∗∗ ¥𝑷𝒔 + 𝑳∗𝑷𝒔 + 𝜌 𝑓𝑸∗
𝑨
¥𝑼𝒖 = −𝜌 𝑓𝑸∗

𝑩
¥𝑼𝒆 (3.49)

On décompose maintenant la pression dans la première ligne de l’équation 3.45 :

𝑴∗ ¥𝑼𝒖 + 𝑲∗𝑼𝒖 −
[

𝑸∗𝑻
𝒔𝒖 𝑸∗𝑻

𝒗𝒖

]

{

𝑷𝒔

𝑷𝒗

}

= −𝑴∗ ¥𝑼𝒆 (3.50)

On remplace 𝑷𝒗 par son expression (3.47) :

[
𝑴∗ + 𝜌 𝑓𝑸∗𝑻

𝒗𝒖𝑳
−1
𝒗𝒗𝑸

∗
𝒗𝒖

]
¥𝑼𝒖 + 𝑲∗𝑼𝒖 +

[

−𝑸∗𝑻
𝒔𝒖 + 𝑸∗𝑻

𝒗𝒖𝑳
−1
𝒗𝒗 𝑳𝒗𝒔

]

𝑷𝒔

= −
[
𝑴∗ + 𝜌 𝑓𝑸∗𝑻

𝒗𝒖𝑳
−1
𝒗𝒗𝑸𝒗𝒖

]
¥𝑼𝒆 (3.51)

Pour simplifier l’écriture, posons :

𝑴∗
𝑨 = 𝑴∗ + 𝜌 𝑓𝑸∗𝑻

𝒗𝒖𝑳
−1
𝒗𝒗𝑸

∗
𝒗𝒖

𝑴∗
𝑩 = 𝑴∗ + 𝜌 𝑓𝑸∗𝑻

𝒗𝒖𝑳
−1
𝒗𝒗𝑸𝒗𝒖

𝑸∗
𝑪 = −𝑸∗𝑻

𝒔𝒖 + 𝑸∗𝑻
𝒗𝒖𝑳

−1
𝒗𝒗 𝑳𝒗𝒔

L’équation 3.51 s’écrit alors :

𝑴∗
𝑨
¥𝑼𝒖 + 𝑲∗𝑼𝒖 + 𝑸∗

𝑪𝑷𝒔 = −𝑴∗
𝑩
¥𝑼𝒆 (3.52)

Enfin, l’écriture matricielle du système aux matrices condensées est présentée comme suit (équation
3.53) :

[
𝑴∗

𝑨 0
𝜌 𝑓 𝑸

∗
𝑨 𝑮∗∗

] {
¥𝑼𝒖

¥𝑷𝒔

}
+

[
𝑲∗ 𝑸∗

𝑪

0 𝑳∗

] {
𝑼𝒖

𝑷𝒔

}
= −

[
𝑴∗

𝑩

𝜌 𝑓𝑸
∗
𝑩

]
¥𝑼𝒆 (3.53)

En considérant un problème de vibrations libres d’un système fluide-structure, on obtient à partir de
l’équation 3.53 et en omettant son deuxième membre, le système algébrique suivant (équation 3.54) :
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([
𝑲∗ 𝑸∗

𝑪

0 𝑳∗

]
− 𝜔2

[
𝑴∗

𝑨 0
𝜌 𝑓 𝑸

∗
𝑨 𝑮∗∗

]) {
𝑼𝒖

𝑷𝒔

}
= 0 (3.54)

Le système d’équations obtenu (équation 3.54) permet de chercher les fréquences propres du système
fluide-structure, néanmoins, dans sa forme actuelle, il n’est pas symétrique. Pour cela, diverses
techniques de symétrisation sont proposées [99]. La technique utilisée dans ce travail est la méthode
d’inversement de la matrice masse du fluide. Ainsi, le système d’équations sous forme symétrique
finale devient (équations 3.55) :

([
𝑲∗ − 𝜌 𝑓 𝑸∗

𝑪𝑮
∗∗−1𝑸∗

𝑨 𝜌 𝑓 𝑸
∗
𝑪𝑮

∗∗−1𝑳∗

−𝜌 𝑓 𝑳∗𝑇𝑮∗∗−1𝑸∗
𝑨 𝜌 𝑓 𝑳

∗𝑇𝑮∗∗−1𝑳∗

]
− 𝜔2

[
𝑴∗

𝑨 0
0 𝜌 𝑓 𝑳

∗𝑇

]) {
𝑼𝒖

𝑽𝒔

}
= 0 (3.55)

Avec 𝑷𝒔 = 𝜌 𝑓 𝜔
2𝑽𝒔

3.4.2 Discussion des résultats du modèle en IFS condensé

Le but ici est de comparer les résultats obtenus par le modèle condensé utilisant les matrices à variables
réduites, développé ci-dessus, avec la solution analytique. Les fréquences propres du ballottement
issues de ces deux solutions ainsi que les erreurs entre elles sont exposées dans le tableau 3.6.

Les fréquences propres calculées avec le modèle condensé montrent un excellent accord avec la
solution analytique. Donc avec la condensation des matrices, le modèle ne perd pas en performance
pour le calcul des fréquences propres du liquide. Comme le montre le tableau 3.6, les fréquences
propres retrouvées en utilisant le modèle simplifié avec des matrices condensées sont de mêmes valeurs
que celles issues du modèle couplé non condensé.

Table 3.6: Valeurs des fréquences propres de ballottement issues du modèle simplifié condensé en
comparaison avec le modèle simplifié non condensé

N° mode Fréquence modèle couplé Fréquence modèle couplé
complet (Hz) condensé (Hz)

1 0,9641 0,9641
2 1,5954 1,5954
3 2,0125 2,0125
4 2,3367 2,3367
5 2.6149 2.6148
6 2.8644 2.8644

La réponse fréquentielle issue du modèle réduit (modèle avec les matrices condensées) est parfaitement
superposée à la solution issue du modèle complet (modèle avec les matrices non condensées), et les
deux correspondent à la solution exacte.
On remarque que seules les fréquences dues aux modes antisymétriques sont captées, et cela est dû
au fait que lors d’une sollicitation horizontale, les modes symétriques ne sont pas excités [100].
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Figure 3.9: Comparaison de l’étude fréquentielle entre le modèle complet et le modèle réduit ainsi
que les valeurs de la solution exacte

Dans le but de montrer l’intérêt du modèle condensé par rapport au modèle présentant des matrices
complètes, on propose de comparer le temps de calcul du même cas avec les deux modèles.

• Temps de calcul de la réponse fréquentielle dans le cas des matrices complètes :
𝑇 𝑓 = 389.38 𝑠

• Temps de calcul de la réponse fréquentielle dans le cas des matrices condensées :
𝑇𝑐 = 88.33 𝑠

Le temps de calcul chute considérablement pour le cas du modèle avec les matrices condensées. Le
gain en temps de calcul pour ce cas est estimé à : 301.05 𝑠, ce qui représente un pourcentage de
75.57 % par rapport au calcul avec le modèle sans réduction, pour le cas étudié.

Il faut noter que dans ce résultat, le temps de calcul prends en compte le temps de la construction des
matrices, celui de leur condensation (pour le cas du modèle avec les matrices condensées) ainsi que
du temps de calcul de l’étude fréquentielle.

3.4.3 Effet de la flexibilité des parois sur les fréquences du liquide

Afin de visualiser l’effet de la flexibilité des parois du réservoir sur les fréquences propres dans le
liquide, on propose de faire une étude fréquentielle sur le modèle simplifié en couplage fluide-structure
et matrices condensées. Dans ce cas le module de Young des parois du réservoir est 𝐸 = 0.5 MPa.

La figure 3.10 montre la réponse fréquentielle du système couplé et condensé pour un réservoir à
parois flexibles 𝐸 = 0.5 MPa tracée avec la courbe continue, ainsi que les fréquences retrouvées pour
des parois rigides représentées avec les points jaunes.

Comme on peut le voir sur la figure 3.10, la flexibilité des parois tend à diminuer les valeurs des
fréquences du ballottement.
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Figure 3.10: Comparaison de la réponse fréquentielle entre un cas avec des parois flexibles avec les
valeurs du cas rigide

3.5 Bilan

Ce chapitre a permis de mettre en place un modèle pour l’étude du cas du ballottement linéaire avec
une approche monolithique d’interaction fluide-structure. Il a également permis de présenter une
méthode d’optimisation du code de calcul utilisé grâce à une opération de condensation des systèmes
d’équations. Ainsi, le modèle initial est réécrit avec un nombre réduit de DDLs (Degrés De Liberté).
Le modèle simplifié est d’abord validé sans prendre en compte le couplage entre la masse liquide et
les parois. La validation est effectuée avec une comparaison des fréquences propres du ballottement
et celles des parois par rapport à des solutions analytiques. par la suite le modèle couplé est validé à
son tour. Une étude de la réponse fréquentielle du système étudié est réalisée, aussi l’effet de la
flexibilité des parois sur cette réponse est étudié. Cette dernière a pu montrer que la flexibilité des
parois du réservoir étudié tendent à diminuer les fréquences du ballottement dans le liquide.
Il a aussi été montré que l’apport principal de la condensation des matrices du système d’équations
est le gain notable en temps de calcul. Dans le cas étudié dans le présent chapitre le temps de calcul
est diminué de plus de 75% par rapport au modèle initial.
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Chap 4

Chapitre 4

Modèle CFD en IFS avec un couplage
partitionné

Résumé

L’objectif de ce chapitre est de présenter un modèle numérique permettant d’analyser le ballottement
avec une approche d’interaction fluide-structure, le couplage utilisé est basé sur un schéma partitionné.
Ce type de couplage permet d’allouer à chacun des milieux modélisés, fluide et solide, un solveur
différent avec un système d’échanges régulier entre les deux codes. À chaque pas de temps les calculs
sont faits d’abord pour le solide ensuite pour le fluide avec des inter-échanges d’informations au niveau
de l’interface fluide-structure. D’une part, le solveur fluide est basé sur les équations de Navier-Stokes
incompressibles en diphasique, et d’autre part le solveur solide est basé sur les équations de l’élasticité
linéaire. La discrétisation des équations est réalisée par la méthode des volumes finis. Les équations
de Navier-Stokes sont en formulation arbitraire lagrangienne-eulérienne (ALE) et la méthode VOF est
adoptée pour le suivi de l’interface air-liquide.

Le modèle est d’abord validé pour les cas de ballottement linéaire et non linéaire dans un réservoir
supposé rigide. Ensuite, l’hypothèse du réservoir rigide est relâchée et les effets du ballottement du
liquide sur la réponse dynamique du réservoir ainsi que les effets de la flexibilité du réservoir sur le
ballottement du liquide sont analysés. Les résultats montrent que la flexibilité des parois du réservoir
amplifie l’amplitude du ballottement et augmente la période des fluctuations de la surface libre. De
plus, on montre que le moment fléchissant des parois du réservoir est amplifié par la flexibilité des
parois, ce qui provoque en outre un déphasage de la réponse dynamique de la surface libre par rapport
au cas de réservoir rigide. Ce chapitre a fait l’objet d’un article de journal [101].
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Chap 4 Sec 4.1. Modélisation numérique d’un réservoir 2D en IFS

4.1 Modélisation numérique d’un réservoir 2D en IFS

La figure 4.1 présente le schéma d’un réservoir partiellement rempli avec les notations utilisées pour

la description mathématique. L’origine du repère (𝑜𝑥𝑦) se situe au centre de la cuve (
𝐿 𝑓

2
) et au niveau

de la surface libre 𝐻 𝑓 quand l’eau est au repos 𝜂 = 0. Les parois du réservoir sont encastrées au niveau
de la base et libres à leurs extrémités hautes.

Le réservoir étudié a une longueur 𝐿 𝑓 = 570𝑚𝑚, une hauteur 𝐻𝑠 = 300𝑚𝑚, et l’épaisseur des
parois est 𝑡𝑤 = 2 𝑐𝑚. Il est rempli de liquide jusqu’à une hauteur de 𝐻 𝑓 = 150𝑚𝑚. Le liquide
considéré est de l’eau ayant une masse volumique 𝜌𝑒 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 et une viscosité cinématique de
𝜈𝑒 = 1.003 · 10−6 𝑚2/𝑠.

y

x
η

tw

Hs

Hf

Lf

surface
libre initiale

surface libre
perturbée

paroi du
réservoir

(Ωs)

domaine fluide
(Ωf ) Ae
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Γb Γbw
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Figure 4.1: Schéma représentant un cas général de ballottement dans un réservoir rectangulaire en 2D

La fréquence propre du liquide est calculée pour le 𝑛𝑒𝑚𝑒 mode de ballottement comme suit [14] :

𝜔𝑛 =

√︂
𝑔
𝑛𝜋

𝐿 𝑓
tanh( 𝑛𝜋

𝐿 𝑓
𝐻 𝑓 ) (4.1)

Pour le cas présenté dans ce chapitre, la plus basse fréquence propre est 𝜔1 = 6.0578 𝑟𝑎𝑑/𝑠. Cette
fréquence (𝜔1) est calculée en remplaçant 𝑛 = 1 dans l’équation (4.1) et en prenant 𝑔 = 9, 81𝑚/𝑠.

Une accélération harmonique horizontale 𝐴𝑒 est appliquée au réservoir (équation 4.2).

{
𝐴𝑒 = 𝑎 sin (𝜔𝑒 𝑡)
𝑎 = 𝑏 𝜔2

𝑒

(4.2)
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Avec 𝑎 est l’amplitude de cette excitation.

4.2 Équations de la dynamique du fluide et de la structure

4.2.1 Équations de la dynamique du fluide

Le comportement du fluide à l’intérieur du réservoir est décrit par les équations de Navier-Stokes
diphasique en formulation ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) [71, 69]. Ces équations sont obtenues
en combinant les équations de continuité (4.3) et de conservation de quantité de mouvement (4.4) :

∇ · u = 0 (4.3)

𝜌 𝑓
𝜕u
𝜕𝑡

+ 𝜌 𝑓 ((𝒖 − 𝒘) · ∇)𝒖 = −∇𝑃 + 𝜇Δu + 𝜌 𝑓 (𝒈 + 𝑨𝒆) + 𝒇𝝈 (4.4)

Avec 𝜌 𝑓 est la masse volumique du fluide, 𝑡 est le temps, u est la vitesse de l’écoulement, w est la
vitesse des déplacements du domaine, g est l’accélération de la gravité, 𝒇𝝈 est la force de tension de
surface (équation 4.5) et Ae est l’accélération due à l’excitation externe (équation 4.2).
L’écoulement étant considéré laminaire dans la configuration étudié, aucun modèle de turbulence n’a
été utilisé. La force de la tension superficielle est obtenue à l’aide du modèle CSF (Continuum Surface
Force) proposé par Brackbill [102, 103]. Cette force est localisée à l’interface liquide-gaz [104] et
donnée par la relation suivante :

𝒇𝝈 = 𝜎𝜅∇𝜓 (4.5)

𝜎 est la constante de tension de surface, 𝜅 sa courbure et 𝜓 la fraction volumique du fluide.

Les conditions aux limites et les conditions initiales sur le fluide sont rassemblées dans l’équation 4.6.



𝜕u
𝜕n

= 0 sur Γ𝑎𝑡𝑚
u = 0 sur Γ𝑏
u = ¤𝝃 sur Γ 𝑓 𝑠

u(0) = 0 sur Ω 𝑓

(4.6)

¤𝝃 étant la vitesse de la structure. Il s’agit d’une variable inconnue du problème couplé, elle est à
déterminer en résolvant l’équation (4.13). Le domaine fluide Ω 𝑓 est délimité par la frontière ouverte
Γ𝑎𝑡𝑚, la frontière de fond Γ𝑏 et l’interface fluide-structure Γ 𝑓 𝑠 au niveau des parois du réservoir (figure
4.1). u(0) est la valeur de la vitesse initiale du fluide et n est le vecteur unitaire normal extérieur à
Γ𝑎𝑡𝑚.
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La vitesse des déplacements du domaine w est obtenue par la résolution de l’équation de diffusion
(équation 4.7) [77].

∇ · (𝜃∇w) = 0 (4.7)

Les conditions aux limites pour l’équation de la vitesse du maillage (équation 4.7) sont données
comme suit :

{
w = 0 sur Γ𝑏 ∪ Γ𝑎𝑡𝑚

w = ¤𝝃 sur Γ 𝑓 𝑠
(4.8)

Le coefficient de diffusivité 𝜃 est une fonction de la distance 𝑑 entre le centre de la cellule et l’interface
Γ 𝑓 𝑠. Il est donné par la relation 4.9 [105].

𝜃 =
1
𝑑2 (4.9)

Le couplage pression-vitesse dans les équations de Navier-Stokes est résolu avec l’algorithme PIMPLE
[106] qui est une combinaison de PISO (Pressure with Splitting of Operator) et SIMPLE (Semi- Method
for Pressure-Linked Equations).

La spécificité d’un modèle de ballottement est la présence d’une surface libre qui doit être suivie à
chaque instant. Cela introduit une variable supplémentaire au problème. Dans ce travail la méthode
VOF est utilisée pour le suivi temporel et spatial de l’interface air/liquide. Ainsi, la densité du fluide
et la viscosité dynamique sont données respectivement par les équations (4.10) et (4.11), [84].

𝜌 𝑓 = 𝜌𝑙𝜓 + 𝜌𝑔 (1 − 𝜓) (4.10)

𝜇 = 𝜇𝑙𝜓 + 𝜇𝑔 (1 − 𝜓) (4.11)

avec 𝜓 est la fraction volumique. Dans l’approche VOF, une équation d’advection pour la fraction
volumique 𝜓 est construite afin de décrire l’évolution de l’interface air/liquide. Cette fraction
volumique 𝜓 est égale à 1 à l’intérieur de la phase liquide avec une densité 𝜌𝑙 , et elle est égale à 0 à
l’intérieur de la phase gazeuse avec une densité 𝜌𝑔.

Afin de comprimer l’interface air/liquide en une couche mince, une équation de transport modifiée
qui consiste à ajouter un terme de compression est utilisée (équation 4.12).

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ ∇ · u𝜓 + ∇ · ur(𝜓(1 − 𝜓)) = 0 (4.12)

Dans cette équation, ur = ul − ug est une vitesse artificielle, dirigée vers la normale et vers l’interface
[87], où ul et ug sont respectivement les vitesses du liquide et du gaz.
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4.2.2 Équations de la dynamique de la structure

De son côté, le réservoir est gouverné par les équations de la dynamique des structures déformables
considérées dans le cadre de la théorie de l’élasticité linéaire. Elles sont données, pour des petites
déformations, par l’équation 4.13.

𝜌𝑠
𝜕2𝝃

𝜕𝑡2
= −∇ · 𝝈𝒔 + 𝜌𝑠 (g + Ae) (4.13)

où 𝜌𝑠 est la masse volumique du solide, 𝝃 est le déplacement local de la structure et 𝝈𝒔 est la contrainte
solide.

Les conditions aux limites et les conditions initiales sur la structure sont données par les relations
suivantes (équations 4.14).


𝝃 = 0 sur Γ𝑏𝑤

𝝈𝒔 · n = 𝝈 𝒇 · n sur Γ 𝑓 𝑠
𝝃 (0) = 0 sur Ω𝑠

(4.14)

Où : 𝝃 (0) la valeur initiale du déplacement, Ω𝑠 le domaine solide, Γ𝑏𝑤 la base de la paroi, 𝝈 𝒇 le
tenseur des contraintes fluides, 𝝈𝒔 le tenseur des contraintes solides et n le vecteur unitaire normal
extérieur à l’interface Γ 𝑓 𝑠.

La discrétisation du fluide et du solide est réalisée en utilisant la méthode des volumes finis. Cette
méthode de discrétisation est basée sur la forme intégrale des équations régissant un volume de contrôle
comme détaillé, par exemple, dans [107, 108, 80]. Les termes dérivés dans le temps sont discrétisés
en utilisant le schéma d’Euler implicite. Le schéma de discrétisation de Gauss est utilisé pour les
termes de gradient. La correction linéaire de Gauss est considérée pour les schémas laplaciens tandis
que le schéma de van Leer est utilisé pour les termes de divergence.

4.3 Algorithme partitionné pour le couplage en Interaction
Fluide-Structure

Lors de l’étude du ballottement en réservoirs flexibles, il est essentiel de prendre en compte
l’interaction fluide-structure. Ce phénomène peut être traité par différentes techniques de couplage
[109, 110]. Dans la présente étude, l’algorithme de couplage est réalisé avec le code de calcul
OpenFOAM. A priori, OpenFOAM ne dispose pas d’un code en Interaction fluide-Structure (IFS)
permettant de modéliser un problème faisant intervenir une surface libre. Un solveur fluide
diphasique avec un solveur solide basé sur l’élasticité linéaire sont alors couplés. Cela permet de
modéliser le phénomène de ballottement avec une approche d’interaction fluide-structure par un
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Stratégies de couplage IFS

Couplage fort

Méthodes monolithique Méthodes partitionnées

Technique explicite

Synchrones Asynchrones

Technique implicite

Couplage faible

Figure 4.2: Organigramme des stratégies de couplage avec les techniques employées dans ce chapitre
colorées en bleu

couplage partitionné. L’organigramme correspondant à ce couplage partitionné explicite est
représenté dans la figure 4.2.

À l’interface fluide-structure, la continuité des vitesses (équation 4.15) ainsi que celle des contraintes
(équation 4.16) doivent être respectées.

1. Condition cinématique (continuité des vitesses) (équation 4.6)

u = ¤𝝃 sur Γ 𝑓 𝑠 (4.15)

2. Condition dynamique (Continuité des contraintes) (équation 4.14)

𝝈𝒔 · n = 𝝈 𝒇 · n sur Γ 𝑓 𝑠 (4.16)

Une représentation du schéma explicite de l’algorithme de couplage IFS pour chaque pas de temps est
donnée dans la figure (4.3).

Initialement, la pression hydrostatique en considérant le liquide au repos est évaluée à partir du solveur
fluide. Ensuite, elle est imposée sur la structure à l’interface fluide-structure Γ 𝑓 𝑠. Les déplacements
sont calculés et le maillage fluide est alors modifié suite aux déformations de la structure. Enfin, le
fluide est résolu en utilisant l’algorithme PIMPLE pour le couplage pression-vitesse. Cette procédure,
sans l’étape d’initialisation, est répétée pour chaque pas de temps jusqu’à la fin de la simulation.

4.4 Cas du ballottement linéaire

Dans cette section, le modèle proposé est validé pour un cas de ballottement linéaire. Les résultats
sont comparés à la solution analytique donnée par Faltinsen [14] dont les équations sont présentées
en chapitre 1 (équations 1.1 à 1.6).
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1-Initialisation (𝑝 = 𝜌 𝑓 𝑔𝐻 𝑓 )

��

2-Résolution des équations d’élasticité ( 4.13)

��

3-Déformation du maillage et mise à jour (résolution de l’équation 4.8)

��

4-Suivi de la surface libre (résolution de l’équation 4.12)

��

5-Résolution des équations du fluide 4.3 and 4.4

��

6- 𝑡 = 𝑡 + Δ𝑡 et calcul pour le pas de temps suivant (étape 2)

Figure 4.3: Schéma explicite du couplage IFS

La simulation est réalisée pour un cas de ballottement dans un réservoir soumis à une excitation avec
une fréquence de 𝜔𝑒 = 0.95𝜔0 et une amplitude de déplacement de 𝑏 = 0.4𝑚𝑚 (équation 4.2).
Dans ce cas, malgré que la fréquence de l’excitation imposée 𝜔𝑒 soit proche de la fréquence propre du
ballottement, celui-ci est linéaire, car l’amplitude de l’excitation est très petite. Lorsque le ballottement
est linéaire, cela signifie que le mouvement de la surface libre ne présente aucune discontinuité et reste
tout le temps plan [111].
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Figure 4.4: Oscillations linéaires de la surface libre pour 𝜔𝑒 = 0.95𝜔0 et 𝑏 = 0.4𝑚𝑚. Comparaison
entre le modèle numérique et la solution analytique [14]

La taille du maillage d’un domaine d’étude doit tenir compte de la qualité des résultats obtenus ainsi
que du temps de la simulation. La figure 4.5 montre les résultats d’une comparaison des fluctuations
de la surface libre par rapport à la solution analytique pour différentes tailles de maillage.

La figure 4.4 montre les variations de la surface libre 𝜂 du liquide en fonction du temps, à un point
situé à 2 𝑐𝑚 de la paroi droite (figure 4.6), pendant les 10 premières secondes d’excitation.
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Figure 4.5: Oscillations linéaires de la surface libre. Comparaison entre le modèle numérique et la
solution analytique [14]

Point de
sondage

•

Figure 4.6: Représentation du point de sondage utilisé pour les extractions de la surface libre en
fonction du temps

La courbe du résultat issu du modèle numérique présente sur l’ensemble de la simulation un
comportement conforme à celui issu de la solution analytique.

4.5 Cas du ballottement non-linéaire

Le but ici est de valider le modèle numérique proposé dans ce chapitre pour le cas du ballottement
non linéaire, en utilisant comme référence l’expérimentation de Liu [15].
Les mêmes paramètres que dans la section 4.4 sont utilisés, à l’exception de la fréquence et de
l’amplitude de l’excitation imposée. Celles-ci sont issues de Liu [15] respectivement comme suit : la
pulsation de l’excitation imposée 𝜔𝑒 est égale à la fréquence propre du premier mode de ballottement
𝜔0 (𝜔𝑒 = 𝜔0) et l’amplitude de l’excitation 𝑏 = 5𝑚𝑚.
La comparaison des fluctuations de la surface libre 𝜂 en un point du réservoir situé à 2 𝑐𝑚 de la
paroi droite (figure 4.6) est établie entre les résultats du modèle numérique proposé ici, la solution
analytique et les résultats expérimentaux.

La superposition des courbes issues des trois solutions est présentée dans la figure 4.7. Il peut être
remarqué que les résultats du modèle numérique pour le cas d’un ballottement non linéaire sont très
cohérents avec les résultats expérimentaux. De plus, contrairement à la solution numérique, la solution
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Figure 4.7: Oscillations non linéaires de la surface libre pour 𝜔𝑒 = 𝜔0, et 𝑏 = 5𝑚𝑚. Comparaison
entre le modèle numérique, la solution analytique [14] et l’expérimentation [15]

analytique n’est plus valable pour le cas d’un ballottement non linéaire. En effet, comme le montre la
figure 4.7, la courbe de la solution analytique est symétrique par rapport à l’axe passant par la valeur
𝜂 = 0 (la surface libre non perturbée), alors que pour ce cas de la résonance, les pics des vagues sont
bien plus importants que les creux.

4.6 Réponse dynamique des parois du réservoir

Avant la mise en place du modèle basé sur une approche d’interaction fluide structure, le modèle
décrivant la partie structure est d’abord validé en comparaison avec des résultats analytiques. D’un
autre côté le tau d’amortissement est minimisé grâce à une étude paramétrique sur le pas de temps.

La discrétisation du terme temporelle des équations d’élasticité (équation 4.13) est effectuée en
utilisant le schéma d’Euler au premier ordre. Celui-ci introduit un amortissement numérique dans la
discrétisation temporelle des équations de la dynamique des structures [112]. Par conséquent, une
étude paramétrique sur le pas de temps est réalisée afin de minimiser ce taux d’amortissement. Pour
cela, l’une des parois du réservoir est considérée (le réservoir est supposé vide). La paroi est d’une
hauteur de 𝐻𝑠 = 0.3𝑚, épaisseur 𝑡𝑤 = 0.02𝑚, et un module de Young de 𝐸 = 2𝑀𝑃𝑎. Elle est
soumise à une déformation initiale, puis elle est brusquement relâchée et laissée en vibrations libres.
L’étude paramétrique consiste à exécuter une série de simulations pour différents pas de temps, à
savoir 5 · 10−3 𝑠, 2.5 · 10−3 𝑠, 1 · 10−3 𝑠 et 5 · 10−4 𝑠.

Pour chaque pas de temps, les déplacements en haut de la structure sont calculés. Pour des raisons de
bonne visualisation des résultats sur la figure, seulement les courbes des solutions correspondantes au
premier cas 5 · 10−3 𝑠 et au dernier cas 5 · 10−4 𝑠 sont rapportées sur la figure 4.8.

Le taux d’amortissement numérique est calculé pour chaque cas en utilisant la méthode du décrément
logarithmique.

D’après les résultats, il a été constaté que l’amortissement numérique pour le premier cas (Δ𝑡 =

5 · 10−3 𝑠) est d’environ 𝜁 = 25.17 %. Par ailleurs, comme le montre la figure 4.9, ce taux diminue
avec le décroissement du pas de temps, jusqu’à ce qu’il s’annule à Δ𝑡 = 5 · 10−4 𝑠. Cette dernière
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Figure 4.8: Déplacement en haut de la paroi du réservoir en fonction du temps
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Figure 4.9: Amortissement numérique en fonction de l’inverse du pas de temps

valeur de pas de temps est donc retenue pour la suite de l’étude.
D’un autre côté, une étude fréquentielle est réalisée. Pour cela, la Transformée de Fourrier Rapide
(FFT) est appliquée au signal temporel des déplacements de la structure. Ainsi, la fréquence propre de
la structure 𝑓𝑠 est déterminée. La fréquence propre calculée numériquement avec le présent modèle
est 𝑓𝑠𝑛 = 1.33𝐻𝑧. Ce résultat correspond à la valeur de la fréquence propre obtenue avec le calcul
analytique 𝑓𝑠𝑎 = 1.34𝐻𝑧 donné par la relation 4.17 [18] :

𝑓𝑠𝑎 =
1.8752

2 𝜋 𝐻𝑠

√︄
𝐸 𝐼

𝜌𝑠 𝑎𝑠
(4.17)

Dans l’équation 4.17, la constante 1.8752 correspond à
√︁

612 − 96
√

39 qui résulte de la détermination
analytique du premier mode propre. 𝐼 est le moment d’inertie de la paroi du réservoir et 𝑎𝑠 est la
section de la paroi supposée constante. Ce résultat est également confirmé par un calcul sous un
logiciel de CAO (Conception Assistée par Ordinateur).
Cette section met en évidence la précision du modèle mis en place pour reproduire la dynamique de la
structure. La valeur correcte de la fréquence propre de la structure est obtenue et l’étude de sensibilité
au pas de temps a permis d’annuler l’amortissement numérique dû au schéma d’intégration temporelle
d’Euler au premier ordre.
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4.7 Étude de la réponse couplée pour un ballottement linéaire

À ce stade, le modèle est validé pour les cas linéaires et non linéaires de ballottement, d’une part, et
pour la réponse dynamique de la structure d’autre part. Cette section est consacrée à l’étude des effets
de la flexibilité de la paroi sur le ballottement, et des effets du ballottement de liquide sur la réponse
des parois du réservoir pour différents matériaux considérés.

4.7.1 Colonne d’eau hydrostatique dans un réservoir à parois flexibles

Fourey et al. ont proposé un cas test qui consiste en une colonne d’eau hydrostatique retenue sur une
plaque horizontale élastique et deux parois verticales rigides [113]. Initialement, l’eau est considérée
être au repos. L’application soudaine de la pression entraîne des vibrations au niveau de la plaque
horizontale. Ces vibrations diminuent jusqu’à ce que le système atteigne un état d’équilibre. Ce test
est reproduit par [114, 115] pour montrer la précision et la stabilité de leur solveur hydroélastique basé
sur la méthode SPH. Dans [116], le même test a été considéré et une solution étendue a été obtenue
pour la validation du solveur IFS pour la modélisation des structures en composites.

On propose un cas test inspiré de l’exemple sus-cité, en l’adaptant à notre problématique afin de mieux
représenter le phénomène étudié dans ce travail. Pour cela, une colonne d’eau hydrostatique retenue
dans un réservoir à fond rigide et à parois verticales élastiques est considérée. Comme les parois
de hauteur 𝐻𝑠 sont chargées jusqu’au niveau de liquide 𝐻 𝑓 , la flèche élastique maximale peut être
calculée à partir de l’expression suivante (équation 4.18). Cette équation peut être obtenue à partir de
la théorie des poutres :

𝑑𝑎 =
𝜌 𝑓 𝑔𝐻 𝑓

120𝐸𝐼

(
5𝐻3

𝑓𝐻𝑠 − 𝐻
4
𝑓

)
(4.18)

L’évolution temporelle du déplacement horizontal calculé au sommet de la paroi gauche du réservoir
pour un cas de matériau avec un module de Young 𝐸 = 15𝑀𝑃𝑎 est tracé sur la figure 4.10. La
solution numérique tend vers un état stationnaire de 5.77𝑚𝑚 de flèche maximale, tandis que la flèche
analytique est de 5, 59𝑚𝑚. Cela correspond à une erreur relative qui ne dépasse pas les 6%.
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Figure 4.10: La flèche maximale de la paroi du réservoir sous l’effet hydrostatique d’une colonne
d’eau
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De plus, la réponse temporelle de la pression qui s’exerce au milieu du fond du réservoir, reportée sur
la figure 4.10 montre qu’elle fluctue autour de la valeur de la pression hydrostatique et tend vers cette
valeur en régime permanent. L’erreur relative entre la pression calculée avec le présent modèle et la
pression exacte est de 0, 78.
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Figure 4.11: La pression au milieu du fond du réservoir sous l’effet hydrostatique d’une colonne d’eau

4.7.2 Effet de la flexibilité du réservoir sur la réponse du liquide

Afin de mettre en évidence les effets que peut avoir la flexibilité des parois du réservoir sur le
ballottement du liquide, deux cas de matériaux différents sont présentés. Un matériau rigide avec
un module de Young de 𝐸 = 15 · 1020 𝑀𝑃𝑎 et un matériau flexible avec un module de Young de
𝐸 = 15𝑀𝑃𝑎 sont considérés. Dans les deux cas, le réservoir est soumis à la même excitation
harmonique externe d’amplitude 𝑏 = 0.4𝑚𝑚 et de fréquence 𝜔𝑒 = 0.83𝜔0. Les élévations de la
surface libre, en un point de la cuve situé à 2 𝑐𝑚 de la paroi droite (figure 4.6), sont reportées sur la
figure 4.12 pour les deux cas.
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Figure 4.12: Comparaison des réponses temporelles de l’élévation de la surface libre pour les réservoirs
rigide et flexible, à 2 𝑐𝑚 de la paroi droite pour 𝜔𝑒 = 0, 83𝜔0 et 𝑏 = 0, 4𝑚𝑚

Ce résultat présente des différences nettes entre les courbes des deux cas. La courbe représentant le
cas flexible présente des pics plus importants que ceux du cas rigide. Un déphasage est également
remarqué entre eux.
Le tableau 4.1 résume les valeurs maximales de l’élévation de surface libre 𝜂𝑚𝑎𝑥 et de la période de
l’enveloppe d’onde 𝑇 pour les cas flexibles et rigides ainsi que les différences relatives entre les deux
cas pour 𝜂𝑚𝑎𝑥 et 𝑇 .
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Tableau 4.1: Comparaison des élévations maximales de la surface libre (𝜂𝑚𝑎𝑥) et de la période de
l’enveloppe d’onde 𝑇 , pour un réservoir rigide et flexible

𝜂𝑚𝑎𝑥 (𝑚𝑚) 𝑇 (𝑠)
Réservoir rigide 1.27 6.22
Réservoir flexible 1.51 7.49
Différence (%) 18.98 20.42

Selon l’analyse des résultats, deux différences principales peuvent être notées. Premièrement,
l’amplitude du ballottement pour un réservoir flexible est supérieure à celle d’un réservoir rigide
avec un taux de 18.98 %. Deuxièmement, la période de l’enveloppe de l’onde est allongée pour le
réservoir flexible jusqu’à 𝑇 = 7.49 𝑠, contre 𝑇 = 6.22 𝑠 pour le cas de réservoir rigide, ce qui fait une
différence de 20.42 % entre les deux cas. Le résultat concernant l’allongement de la période dû à la
flexibilité est également obtenu par [24].
Afin de confirmer la précision de la valeur de la période de l’enveloppe d’onde, un calcul analytique
est réalisé pour le cas d’un réservoir rigide, en utilisant la formule suivante (équation 4.19) [24] :

𝑇𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 =
2𝜋

|𝜔𝑒 − 𝜔0 |
(4.19)

L’équation 4.19 est déduite de l’expression bien connue de la fréquence de l’enveloppe d’onde. Cette
expression est également utilisée par [42] pour la discussion de leurs résultats. La valeur analytique
de cette période est égale à 6.22 𝑠 et correspond à la valeur obtenue numériquement pour le cas d’un
réservoir rigide. Ces résultats révèlent un impact significatif de la flexibilité des parois du réservoir
sur la réponse oscillatoire du fluide dans le réservoir.

4.7.3 Effet du ballottement sur la déformation des parois du réservoir

Le déplacement au sommet des parois du réservoir et le moment fléchissant à la base sont les deux
principaux paramètres de réponse sélectionnés pour analyser le comportement dynamique du réservoir
sous les effets de couplage fluide structure. L’évolution temporelle des déplacements au niveau de la
paroi gauche du réservoir est représentée sur la figure 4.13, pour les deux cas de parois : 𝐸 = 150𝑀𝑃𝑎
et 𝐸 = 15𝑀𝑃𝑎.

Au début de la simulation (𝑡 < 1𝑠), la réponse présente des vibrations fortes et de grandes amplitudes
et fréquences. Ce phénomène est également remarqué dans [113]. Il a été conclu qu’il est difficile
de réduire ces vibrations et que des analyses supplémentaires sont encore nécessaires. Ce phénomène
dépasse le cadre de la présente étude, et les premiers instants de simulation ne sont pas présentés ici.
Ainsi l’attention sera portée sur les effets de la flexibilité des parois du réservoir.

On peut remarquer à partir de la figure 4.13 que pour chacun des deux cas rigide et flexible, les
déplacements au sommet de la paroi oscillent autour de la flèche statique de ce cas (la courbe fluctue
autour de sa position d’équilibre qui a une valeur négative et non pas nulle. Ceci est dû à l’effet
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Figure 4.13: Comparaison de la réponse temporelle des déplacements en haut de la paroi gauche pour
deux matériaux, 𝐸 = 15𝑀𝑃𝑎 (axe gauche) et 𝐸 = 150𝑀𝑃𝑎 (axe droit)

de la pression hydrostatique). Conformément aux valeurs du module de Young, la réponse globale
du réservoir flexible est 10 fois supérieure à celle du cas rigide, ce résultat est évident et attendu.
Les flèches statiques calculées numériquement sont de 5.75𝑚𝑚 et 0.575𝑚𝑚, respectivement pour
les cas flexible et rigide. Ces valeurs sont pratiquement les mêmes que les valeurs analytiques
correspondantes, issues de l’équation 4.19 qui sont : 5.59𝑚𝑚 et 0.559𝑚𝑚.

Le moment fléchissant est l’un des paramètres les plus importants à prendre en compte lors de l’étude
des structures, en particulier à des fins de dimensionnement. Une recherche bibliographique sur le
moment fléchissant s’exerçant sur les parois d’un réservoir, n’a révélé aucun résultat sur le calcul de ce
paramètre en fonction du temps en présence du ballottement. Sur la figure 4.14 est tracée l’évolution
temporelle du moment fléchissant au niveau de la base de la paroi du réservoir calculé en tenant
compte de l’effet du ballottement.
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Réservoir rigide
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Figure 4.14: Moment fléchissant en fonction du temps au fond de la paroi du réservoir en tenant
compte de l’effet du ballottement
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Comme on peut le voir sur la figure 4.14, la courbe du moment fléchissant possède la même forme
que les fluctuations de la surface libre (figure 4.12). La valeur moyenne du moment fléchissant pour
le cas du réservoir à matériau rigide est égale à 5.47 𝑁𝑚 et 5.68 𝑁𝑚 pour le cas flexible. Le moment
fléchissant engendré par la pression hydrostatique dans un réservoir rigide est calculé analytiquement
et retrouvé égal à 5.518 𝑁𝑚. Ce qui correspond à un écart relatif de seulement 0.87 %. Pour mieux
mettre en évidence les différences de phase et d’amplitude entre les deux courbes, elles sont décalées
vers une valeur moyenne nulle et tracées sur la figure 4.15.
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Figure 4.15: Comparaison de la réponse du moment fléchissant après soustraction de la valeur moyenne
pour le cas rigide et flexible

Les résultats ont montré que les périodes de la réponse de la paroi du réservoir sont les mêmes que les
périodes des fluctuations de la surface libre 𝑇 = 6, 22 𝑠 pour le réservoir rigide et 𝑇 = 7, 49 𝑠 pour le
réservoir flexible. On constate également que les amplitudes sont plus élevées pour le cas de réservoir
flexible. Une différence d’environ 20.42 % est constatée en comparant les valeurs maximales des deux
cas. Ce résultat est en adéquation avec les résultats de Ghaemmaghami et al. [117].

4.8 Étude de la réponse couplée pour un ballotement non
linéaire

Un modèle expérimental présenté dans [16] est reproduit numériquement à l’aide du présent modèle.
Les dimensions intérieures du réservoir rectangulaire sont : 𝐿 𝑓 = 600𝑚𝑚 de longueur, 𝐻𝑠 = 650𝑚𝑚
de hauteur et 𝐻 𝑓 = 90𝑚𝑚 de niveau de remplissage. Le réservoir est soumis à une excitation
horizontale sinusoïdale d’amplitude égale à 7𝑚𝑚 et d’une fréquence égale à la fréquence de résonance
du premier mode propre de ballottement de ce réservoir.

Afin d’examiner qualitativement les caractéristiques de l’écoulement à l’intérieur du réservoir, des
snapshots aux instants 8.55 𝑠, 8.92 𝑠 et 9.17 𝑠 sont illustrés dans la figure 4.16. Les images de gauche
sont les résultats issus du modèle en IFS présenté dans cette étude en considérant un module de Young
élevé, et celles de droite représentent les résultats expérimentaux. Les résultats des deux modèles
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concordent bien les uns avec les autres, démontrant que la présente méthode est capable de prédire de
manière adéquate le comportement de la surface libre, et ceci avant (8.55 𝑠), pendant (8.92 𝑠) et après
(9.17 𝑠) l’impact de la vague avec la paroi.

Figure 4.16: Comparaison des snapshots de la surface libre entre les résultats du présent modèle
numérique et les résultats expérimentaux de [16]

La partie suivante est consacrée à l’application du modèle numérique en IFS partitionnée proposé
pour un cas de ballottement fortement non linéaire. Une comparaison spatiale et instantanée des
résultats du ballottement entre un cas rigide (𝐸 = 15 · 1020 𝑀𝑃𝑎 ) et un cas flexible (𝐸 = 50𝑀𝑃𝑎 )
est exposée. Les dimensions du réservoir sont gardées identiques à celles des sections précédentes,
tandis que le taux de remplissage est abaissé afin d’éviter tout déversement du liquide. Les paramètres
de l’excitation imposée sont : 𝜔𝑒 = 1.5𝜔1 et 𝑏 = 2.5 𝑐𝑚.

Dans le but de mettre en place une comparaison directe, et ressortir explicitement les effets de la
flexibilité des parois du réservoir sur la réponse de la surface libre, on propose de comparer des
snapshots pour les deux cas rigide et flexible présentés. On précise que le seul paramètre qui diffère
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est la flexibilité des parois, donc toute différence dans les résultats des deux cas est due seulement à
ce paramètre. L’apport de ce travail consiste, en effet, dans l’étude du cas des parois flexibles d’un
réservoir dont les résultats ne sont pas retrouvés dans la littérature.

t = 14.14 s t = 14.14 s

t = 14.18 s t = 14.18 s

t = 14.2 s t = 14.2 s

t = 14.22 s t = 14.22 s

t = 14.28 s t = 14.28 s

Figure 4.17: Comparaison du ballottement spatial fortement non linéaire entre le cas flexible (à
gauche) et le cas rigide (à droite)

Comme on peut le voir sur la figure 4.17, le comportement de la surface libre est chaotique et donne
lieu à des déferlements de vagues. En comparant les deux cas, on peut remarquer que les ondes
de surface se forment et se cassent plus rapidement dans le cas du réservoir rigide. Ce résultat est
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cohérent avec ceux trouvés dans la section 4.7.2. Ces derniers indiquent que la flexibilité des parois
du réservoir a tendance à allonger la période de ballottement (tableau 4.1). Ce résultat permet de
conclure que l’allongement de la période de ballottement à cause de la flexibilité du réservoir reste
valable pour les cas de ballottement de petites et de grandes amplitudes.

Dans la séquence d’images présentée sur la figure 4.17, l’onde se forme approximativement au milieu
du réservoir dans les deux cas. De plus, dans le réservoir flexible, la vague va plus loin, donc se casse
très près de la paroi du réservoir. La collision d’une vague déferlante sur la paroi latérale d’un réservoir
produit une pression d’impact très élevée [48]. Cela pourrait constituer un danger pour la stabilité de
la structure. Ce résultat est très important, car il confirme que la flexibilité des parois du réservoir a
un effet sur la charge de ballottement de liquides dans les réservoirs soumis à des excitations externes.
Si le ballottement est étudié sans tenir compte de la flexibilité des parois du réservoir, il peut y avoir
une sous-estimation des charges liquides induites par le ballottement sur le réservoir. C’est donc un
paramètre intéressant qui doit être pris en compte pour la conception des réservoirs de liquides.

t = 14.22 s t = 14.42 s t = 14.46 s

t = 14.5 s t = 14.52 s t = 14.62 s

Figure 4.18: Déformation de la paroi gauche d’un réservoir flexible (𝐸 = 15𝑀𝑃𝑎) lors d’un
ballottement fortement non linéaire

La déformation de la paroi du réservoir pour un cas de réservoir flexible à différents instants de la
simulation est représentée avec une échelle amplifiée (10 fois) sur la figure 4.18. Tandis que la figure
4.19 traite de la réponse temporelle des déplacements extraits en haut de la paroi du réservoir. Ces
résultats montrent l’effet important du ballottement et son impact direct sur le comportement des
parois du réservoir.
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Figure 4.19: Déplacements en haut de la paroi du réservoir pour le cas flexible lorsque 𝜔𝑒 =

10.053 𝑟𝑎𝑑/𝑠 et 𝑏 = 2.5 𝑐𝑚

4.9 Bilan

Dans ce chapitre, le comportement du ballottement d’un liquide contenu dans un réservoir flexible
soumis à une excitation externe a été étudié. Un couplage de deux solveurs, à savoir un solveur fluide
incompressible pour un écoulement diphasique et un solveur solide en élasticité linéaire, est développé
dans le logiciel OpenFOAM pour modéliser ce problème en IFS. Les études effectuées ont démontré
que le modèle proposé donne des résultats très satisfaisant en comparaison avec la solution analytique
développée par [14] pour le cas de ballottement linéaire, et en comparaison avec l’étude expérimentale
de [15] pour le cas de ballottement non linéaire. Les résultats de cette étude ont indiqué que la flexibilité
des parois du réservoir a un impact très perceptible sur le ballottement, sur les déformations solides
et sur le moment fléchissant des parois. Les principaux effets étudiés concernent particulièrement
trois points. Premièrement, l’amplitude du ballottement est d’environ 19 % plus élevée pour le cas
de réservoir flexible par rapport au cas rigide. Deuxièmement, la période de la réponse est allongée
d’environ 20 % pour le cas flexible par rapport au cas rigide. Troisièmement, le moment fléchissant
moyen est un peu plus élevé pour le cas de réservoir flexible. Le modèle proposé est valable pour
un ballottement fortement non linéaire, allant jusqu’au déferlement des ondes de surface (cassure et
retournement de vagues). Ainsi, nous appliquons, dans le chapitre qui suit, le modèle présenté ici à
un cas complexe d’excitation externe générant un ballottement dans un réservoir déformable.
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Chap 5

Chapitre 5

Simulation du ballottement dans un réservoir
flexible sous excitation externe complexe

Résumé

Le modèle utilisant un algorithme de couplage fluide-structure partitionné pour la simulation du
ballottement dans un réservoir flexible, présenté et validé dans le chapitre 4, est utilisé dans le présent
chapitre afin d’analyser la réponse du système couplé à une excitation externe complexe. L’excitation
considérée est de type ondelette de Gabor, elle se rapproche d’une excitation externe de type sismique
[118, 119]. Afin de mettre en avant l’effet des caractéristiques de l’excitation imposée sur la réponse
du ballottement, une étude paramétrique sur la fréquence est réalisée pour différentes valeurs, en
hautes et en basses fréquences. Les résultats mettent en avant l’effet de la flexibilité des parois du
réservoir sur les réponses temporelle et fréquentielle du ballottement du liquide.
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5.1 Vers la représentation d’une onde sismique

Le modèle numérique développé dans le chapitre précédent (chapitre 4) est utilisé ici pour l’étude d’un
cas de ballottement dans un réservoir flexible dû à une excitation complexe. Le modèle est basé sur la
résolution des équations de Navier-Stokes couplées avec la méthode VOF pour le suivi de la surface
libre. Le couplage en Interaction Fluide-Structure est réalisé à l’aide d’un algorithme partitionné
explicite.

Les défis auxquels sont confrontés les réservoirs de stockage de liquide, sont la stabilité et la tenue
mécanique face aux sollicitations externes telles que les tremblements de terre. Un exemple d’un
accélérogramme enregistré en 2003 lors du séisme de Boumerdés (nord d’Algérie) est présenté sur la
figure 5.1.
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Figure 5.1: Exemple d’un accélérogramme. Composante Nord-Sud de l’enregistrement à la station
Dar El Beida du séisme de Boumerdes 2003, Algérie [17]

Comme Mavroeidis et Papageorgiou l’ont montré dans leur étude [119], il existe un nombre
d’ondelettes qui peuvent être utilisée afin de simuler des excitations sismiques. Parmi les ondelettes
étudiées dans leurs travaux, le modèle d’ondelette qui est le plus approprié à la simulation d’un
séisme est l’ondelette de Gabor. Un exemple d’utilisation de l’ondelette de Gabor pour simuler des
excitations sismiques, peut être trouvé dans les travaux de Zhang et al. [118].

Un exemple d’un tracé de l’ondelette de Gabor est proposé sur la figure 5.2.

Un signal en ondelette de Gabor est un produit d’une oscillation harmonique et d’une fonction en forme
de cloche (enveloppe gaussienne asymétrique). Son équation peut s’écrire comme suit (équation 5.1).

𝐴 =
√︁
𝛼 exp (−𝛽𝑡)𝑡𝛾 sin (𝜔𝑡) (5.1)

Les caractéristiques de la forme de l’ondelette de Gabor sont définies par les paramètres constants 𝛼,
𝛽, 𝛾 et la fréquence angulaire (pulsation) 𝜔 = 2𝜋 𝑓 , avec 𝑓 , la fréquence du signal.
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Figure 5.2: Tracé d’une ondelette de Gabor pour : 𝛼 = 6.5, 𝛽 = 3.5 𝑠−1, 𝛾 = 5 et 𝑓 = 6 𝑠−1

On propose dans ce chapitre, d’étudier le ballottement dans un réservoir soumis à une excitation
externe de type ondelette de Gabor [119].

5.2 Étude du ballottement dans un réservoir 2D soumis à une
ondelette de Gabor

Le cas étudié dans le chapitre précédent (chapitre 4, cas présenté dans la figure 4.1) est repris dans ce
chapitre, pour l’analyse du ballottement dû à une excitation impulsionnelle. L’excitation est imposée
pour deux cas : cas d’un réservoir à parois rigides (𝐸𝑟 = 15 · 1026 𝑃𝑎) et cas d’un réservoir à parois
flexibles (𝐸 𝑓 = 50 · 106 𝑃𝑎). Les résultats issus des deux cas sont comparés et discutés.

un récapitulatif des paramètres essentiels est présentée dans le tableau 5.1.

Tableau 5.1: Description du cas étudié dans ce chapitre

Paramètre Valeur
Dimensions du réservoir 𝐿 𝑓 × 𝐻𝑠 = 570 × 300𝑚𝑚2

Hauteur de remplissage 𝐻 𝑓 = 150𝑚𝑚
Masse volumique de l’eau 𝜌𝑒 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3

Masse volumique du solide 𝜌𝑠 = 2400 𝑘𝑔/𝑚3

Module de Young - parois rigides 𝐸𝑟 = 15 · 1026 𝑃𝑎

Module de Young - parois flexibles 𝐸 𝑓 = 50 · 106 𝑃𝑎
Épaisseur des parois 𝑡𝑤 = 2 𝑐𝑚

Le domaine fluide est subdivisé en mailles de taille égale à 2𝑚𝑚, et le domaine solide est subdivisé
en mailles de taille égale à 2.5𝑚𝑚.

La stabilité du schéma de résolution numérique est assurée à l’aide d’un pas de temps adaptatif. Le pas
de temps est calculé tout au long de la simulation en fonction du nombre de Courant-Fredrich-Levy
(CFL), qu’on appelle communément le nombre de Courant. Le nombre de Courant local 𝑐𝑜0 est calculé
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en utilisant les valeurs obtenues du pas de temps précédent à partir de l’expression (équation f5.2).

Δ𝑡𝑛 = 𝑚𝑖𝑛{ 𝑐𝑜𝑚𝑎𝑥
𝑐𝑜0

Δ𝑡0; (1 + 𝜆1
𝑐𝑜𝑚𝑎𝑥

𝑐𝑜0
);𝜆2Δ𝑡

0;Δ𝑡𝑚𝑎𝑥} (5.2)

𝜆1 et 𝜆2 sont des constantes appelées facteurs d’amortissement, et sont définis comme suit : 𝜆1 = 0.1
et 𝜆2 = 1.2.

𝑐𝑜𝑚𝑎𝑥 est le nombre de Courant maximum, il est fixé à 𝑐𝑜𝑚𝑎𝑥 = 0.5. Ceci permet de minimiser la
diffusion temporelle. Δ𝑡0 est fixé à 0.001 𝑠. Δ𝑡𝑚𝑎𝑥 est le pas de temps maximum, il est égal à 0.007 𝑠.

Dans ce qui suit, les simulations numériques sont subdivisées en deux parties. Dans la première
partie, le réservoir rectangulaire est soumis à une excitation en ondelette de Gabor (équation 5.1)
ayant une forme avec une enveloppe courte (≈ 5 𝑠), caractérisée par les constantes suivantes : 𝛼 = 6.5,
𝛽 = 3.5 𝑠−1 et 𝛾 = 5. Dans la deuxième partie, l’ondelette de Gabor imposée au réservoir a une
enveloppe longue (≈ 15 𝑠), et elle est caractérisée par les constantes suivantes : 𝛼 = 0.04, 𝛽 = 1.6 𝑠−1

et 𝛾 = 6. Les deux cas (ondelette à enveloppe courte et ondelette à enveloppe longue) sont tracés sur
la figure 5.3, pour une même fréquence pour les deux signaux.
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Figure 5.3: Tracé de l’ondelette de Gabor pour une même fréquence. En bleu le cas d’une ondelette à
enveloppe courte (𝛼 = 6.5, 𝛽 = 3.5 𝑠−1, 𝛾 = 5) et en rouge le cas d’une ondelette à enveloppe longue
(𝛼 = 0.04, 𝛽 = 1.6 𝑠−1, 𝛾 = 6)

Dans les deux parties, une étude paramétrique sur la fréquence de l’excitation imposée est réalisée.
En effet, pour chaque partie, les caractéristiques de l’excitation imposée sont constantes tandis que sa
fréquence varie d’un cas à un autre, dans le but d’étudier son influence.

Les résultats auxquels cette étude s’est intéressée sont les fluctuations du ballottement en fonction du
temps, au niveau d’un point de la surface libre à l’état initial, aux déplacements de la structure en haut
de la paroi du réservoir ainsi qu’aux réponses en fréquences du ballottement et de la structure. Ces
dernières sont obtenues par des FFT appliquées aux résultats temporels.
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5.3 Analyse des résultats

Les résultats en ballottement des calculs effectués pour les deux parties (discutées en sections 5.3.1
et 5.3.2), sont présentés sur les figures (5.5, 5.6, 5.11 et 5.12). Chaque ligne de planche présente
un même cas. La première colonne montre le tracé de l’ondelette de Gabor imposée pour le cas en
question, tandis que la deuxième colonne présente les réponses temporelles du ballottement pour les
deux cas de réservoir rigide et flexible, et la troisième colonne les transformées de Fourier de ces
réponses. La réponse temporelle du ballottement représente les fluctuations, en fonction du temps, en
un point situé à 2 𝑐𝑚 de la paroi droite du réservoir au niveau de la surface libre du liquide au repos
(figure 5.4). La réponse fréquentielle du ballottement est calculée en appliquant des transformées de
Fourrier rapides (FFT) aux courbes des réponses temporelles (𝜂).

Point de
sondage

•

Figure 5.4: Représentation du point de sondage utilisé pour les extractions de la surface libre en
fonction du temps

5.3.1 Excitation en ondelette à enveloppe courte

Dans cette partie, l’ondelette de Gabor imposée au réservoir est courte dans le temps. En effet, les
pics du signal sont compris dans l’intervalle : 0 𝑠 < 𝑡 < 5 𝑠. Six cas numérotés de 1 à 6 sont étudiés
ici, le panel de fréquences étudiées va de 𝑓1 = 𝑓0 jusqu’à 𝑓6 = 6 · 𝑓0 ( 𝑓1 = 𝑓0, 𝑓2 = 2 · 𝑓0, 𝑓3 = 3 · 𝑓0,
𝑓4 = 4 · 𝑓0, 𝑓5 = 5 · 𝑓0, et 𝑓6 = 6 · 𝑓0). Avec 𝑓0 = 0.96𝐻𝑧 étant la fréquence du premier mode propre
du ballottement.

Étude de la réponse du liquide
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Figure 5.5: Présentation de l’ondelette de Gabor à enveloppe courte (𝐴) en colonne 1, les oscillations temporelles de la surface libre (𝜂) en colonne 2 et
les amplitudes des modes (Υ) en colonne 3. Les lignes 1, 2 et 3 correspondent, respectivement, aux cas 1, 2 et 3. Les courbes en bleu représentent le
réservoir à parois rigides et celles en couleur rouge représentent le réservoir à parois flexibles. 𝑓1 = 𝑓0, 𝑓2 = 2 · 𝑓0, 𝑓3 = 3 · 𝑓0
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Figure 5.6: Présentation de l’ondelette de Gabor à enveloppe courte (𝐴) en colonne 1, les oscillations temporelles de la surface libre (𝜂) en colonne 2 et
les amplitudes des modes (Υ) en colonne 3. Les lignes 1, 2 et 3 correspondent, respectivement, aux cas 4, 5 et 6. Les courbes en bleu représentent le
réservoir à parois rigides et celles en couleur rouge représentent le réservoir à parois flexibles. 𝑓4 = 4 · 𝑓0, 𝑓5 = 5 · 𝑓0, 𝑓6 = 6 · 𝑓0
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Figure 5.7: Comparaison des fréquences ( 𝑓 ) et des amplitudes des modes (Υ) issues des FFT appliquées aux oscillations temporelles de la surface libre
(𝜂) pour le cas d’une ondelette de Gabor à enveloppe courte (en colonne 2 la partie du signal avant 5𝑠 et en colonne 3 la partie du signal aprés 5𝑠. La ligne
1 correspond au cas 1, la ligne 2 correspond au cas 2 et la ligne 3 correspond au cas 3. Les courbes en couleur bleue représentent le réservoir à parois
rigides et celles en couleur rouge représentent le réservoir à parois flexibles. f 1 = 𝑓0, 𝑓2 = 2 · 𝑓0, 𝑓3 = 3 · 𝑓0

83



C
hap

5
Sec

5.3.A
nalyse

desrésultats

0 2 4 6 8 10

−1

0

1

t (s)

η
(m
m

)

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

f (Hz)

Υ
(m
m

)

0 1 2 3 4 5
0

1

2

·10−2

f (Hz)

Υ
(m
m

)

0 2 4 6 8 10

−0.5

0

0.5

t (s)

η
(m
m

)

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

f (Hz)

Υ
(m
m

)

0 1 2 3 4 5
0

0.5

1

1.5

2
·10−2

f (Hz)

Υ
(m
m

)

0 2 4 6 8 10

−0.2

0

0.2

t (s)

η
(m
m

)

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

·10−2

f (Hz)

Υ
(m
m

)

0 1 2 3 4 5
0

0.5

1

1.5

2
·10−2

f (Hz)

Υ
(m
m

)

Figure 5.8: Comparaison des fréquences ( 𝑓 ) et des amplitudes des modes (Υ) issues des FFT appliquées aux oscillations temporelles de la surface libre
(𝜂) pour le cas d’une ondelette de Gabor à enveloppe courte (en colonne 2 la partie du signal avant 5𝑠 et en colonne 3 la partie du signal, après 5𝑠. La
ligne 1 correspond au cas 1, la ligne 2 correspond au cas 2 et la ligne 3 correspond au cas 3. Les courbes en couleur bleue représentent le réservoir à
parois rigides et celles en couleur rouge représentent le réservoir à parois flexibles. 𝑓4 = 4 · 𝑓0, 𝑓5 = 5 · 𝑓0, 𝑓6 = 6 · 𝑓0
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La planche des trois premiers cas (cas 1, cas 2 et cas 3) est présentée dans la figure (5.5), et la planche
des trois derniers cas (cas 4, cas 5 et cas 6) est présentée dans la figure (5.6). Comme on peut le voir
sur les résultats des fluctuations de la surface libre, les amplitudes de ces fluctuations pour le cas de
réservoir à parois flexibles sont plus importantes que celles pour le cas de réservoir à parois rigides.
Plus la fréquence de l’excitation imposée au réservoir s’éloigne de la fréquence propre du ballottement
du liquide (en allant vers les hautes fréquences), plus les fluctuations de la surface libre du liquide sont
petites. Et ceci, pour une même amplitude de l’ondelette de Gabor imposée.

Concernant la réponse fréquentielle présentée en colonne 3 des figures (5.5 et 5.6), globalement on
peut remarquer l’apparition de deux pics de fréquence. Le premier pic de fréquence correspond à
une même valeur pour les différents cas, tandis que le deuxième pic correspond à la fréquence de
l’excitation imposée pour chaque cas. Le premier pic de fréquence a clairement une plus grande
amplitude Υ pour le réservoir flexible par rapport au réservoir rigide. Dans les cas 4, 5 et 6 cette
fréquence est quasi inexistante pour le réservoir à parois rigides.

Le premier pic des fréquences a une valeur égale à 0.96𝐻𝑧. Celle-ci correspond à la fréquence du
premier mode propre du ballottement ( 𝑓0). L’amplitude de ce mode est importante dans le premier cas,
Υ(1) = 8𝑚𝑚, ce qui représente le mode le plus prépondérant. Pour les cas 2, 3 et 4 ce mode devient
secondaire (plus faible) devant le deuxième mode. Car le liquide continue à osciller, mais l’amplitude
des oscillations diminuent progressivement et est très faible devant l’amplitude des oscillations entre
0 𝑠 et 5 𝑠. En effet, cette fréquence qui correspond à la fréquence du premier mode propre du
ballottement ( 𝑓0), est due à la partie à partir de 5 𝑠, comme c’est montré dans les figures 5.7 et 5.8.
Cette tendance change pour les cas 5 et 6 pour lesquels ce premier pic de fréquence a une amplitude
plus grande que celle du deuxième pic. Ceci peut s’expliquer par les fluctuations de la surface libre
dues au mouvement inertiel du liquide qui deviennent importantes en amplitude relativement aux
fluctuations entre 0 𝑠 et 5 𝑠.

Les seconds pics observés sur les graphes des réponses fréquentielles, correspondent aux fréquences
de l’excitation imposée pour chaque cas, respectivement.

Les valeurs des fréquences et des amplitudes des modes obtenues ainsi que les fréquences d’excitation
pour chaque cas sont récapitulées dans le tableau 5.2.

Étude de la réponse du réservoir

Après avoir étudié les réponses temporelle et fréquentielle du ballottement du liquide dans le réservoir
soumis à l’ondelette de Gabor, à présent on s’intéresse aux réponses temporelle et fréquentielle de
l’une des parois du réservoir flexible. Ceci est réalisé en étudiant les déplacements 𝜉 au niveau d’un
point en haut de la paroi gauche du réservoir flexible. Il n’est pas nécessaire de réaliser cette étude
pour le cas de réservoir à parois rigides, car ces dernières ont un déplacement relatif nul.

Les figures 5.8 et 5.9 présentent en colonne 2, les déplacements de la structure en fonction du temps en

85



Chap 5 Sec 5.3. Analyse des résultats

Table 5.2: Comparaison des valeurs des fréquences issues des FFT de 𝜂 et des amplitudes de modes
Υ, entre le cas des réservoirs flexible et rigide soumis à une ondelette de Gabor à enveloppe courte

haut de la paroi gauche du réservoir flexible soumis à l’ondelette de Gabor présentée en colonne 1. La
colonne 3 montre les courbes issues des FFT appliquées aux déplacements temporels de la structure.
Les cas 1, 2 et 3 sont présentés dans la figure 5.8 et les cas 4, 5 et 6 sont présentés dans la figure 5.9.

Les déplacements de la structure pour le cas 1 ne s’arrêtent pas et restent marqués même lorsque
l’ondelette de Gabor est nulle (à partir de 𝑡 = 5 𝑠). Les vibrations sont entretenues par les mouvements
de la masse liquide sous l’effet de son inertie. En effet, la fréquence de l’ondelette imposée dans
ce cas est égale à la fréquence propre du ballottement, ce qui le met en résonance. Dans cet état de
résonance, les fluctuations du liquide ne s’amortissent pas rapidement, comme lorsque le réservoir est
soumis à d’autres fréquences d’excitation.

Dans la totalité des cas étudiés pour une ondelette à enveloppe courte, des pics de fréquences
apparaissent pour des valeurs correspondant aux fréquences de l’excitation imposée. On peut alors
déduire que la réponse des parois du réservoir sont dominés par la fréquence de l’excitation en
ondelette de Gabor imposée.
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Figure 5.9: Présentation de l’ondelette de Gabor à enveloppe courte (𝐴) en colonne 1, les déplacements temporels de la paroi gauche (𝜉) en colonne 2 et
les amplitudes des modes (Υ) en colonne 3. Les lignes 1, 2 et 3 correspondent, respectivement, aux cas 1, 2 et 3. 𝑓1 = 𝑓0, 𝑓2 = 2 · 𝑓0, 𝑓3 = 3 · 𝑓0
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Figure 5.10: Présentation de l’ondelette de Gabor à enveloppe courte (𝐴) en colonne 1, les déplacements temporels de la paroi gauche du réservoir flexible
(𝜉) en colonne 2 et les amplitudes des modes (Υ) en colonne 3. Les lignes 1, 2 et 3 correspondent, respectivement, aux cas 4, 5 et 6. 𝑓(4) = 4 · 𝑓0,
𝑓(5) = 5 · 𝑓0, 𝑓(6) = 6 · 𝑓0
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5.3.2 Excitation en ondelette à enveloppe longue

Dans cette section, le réservoir étudié est soumis à une ondelette de Gabor avec une grande enveloppe
dans le temps. Les pics du signal sont compris dans l’intervalle 0𝑠 < 𝑡 < 15𝑠. Le panel de fréquences
étudiées dans ce cas va de 𝑓7 = 𝑓0 jusqu’à 𝑓12 =

𝑓0
3.5

avec un facteur égal à 0.5 ( 𝑓7 = 𝑓0, 𝑓8 =
𝑓0

1.5
, 𝑓9 =

𝑓0
2
, 𝑓10 =

𝑓0
2.5

, 𝑓11 =
𝑓0
3

et 𝑓12 =
𝑓0

3.5
).

Étude de la réponse du liquide

Les réponses temporelles en ballottement pour les cas de 7 à 12 sont présentées dans les colonnes 2
des figures 5.11 et 5.12. Les résultats montrent que les fluctuations de la surface libre pour le cas du
réservoir à parois flexibles ne sont pas amplifiées par rapport aux amplitudes des oscillations pour le
cas du réservoir à parois rigides, comme il a été remarqué pour le cas d’ondelette de Gabor à enveloppe
courte en hautes fréquences ( 𝑓1 = 𝑓0, 𝑓2 = 2 · 𝑓0, 𝑓3 = 3 · 𝑓0, 𝑓4 = 4 · 𝑓0, 𝑓5 = 5 · 𝑓0, et 𝑓6 = 6 · 𝑓0).

Pour le cas 7 la simulation numérique diverge avant 6 𝑠 pour le cas de réservoir à parois flexibles. En
effet, ce cas est un cas limite vu que la fréquence de l’excitation externe est égale à la fréquence propre
du ballottement, ce qui le met en état de résonance. Ce ballottement non linéaire caractérisé par des
pics de fluctuations (wave-peaks) beaucoup plus importants que les creux (wave-troughs), applique une
pression importante sur les parois du réservoir, par conséquent engendre des déplacements importants
dans le cas de réservoirs à parois flexibles. Le modèle numérique proposé est limité dans le cas de
grands déplacements dans la structure.

On peut remarquer aussi que l’amplitude du mode pour une fréquence égale à 0.95𝐻𝑧 (celle-ci
correspond à la fréquence de l’excitation qui est égale à la fréquence du premier mode propre de
ballottement) est plus importante pour le cas du réservoir flexible que pour le cas du réservoir rigide,
comme on peut le voir en colonne 3 de la figure 5.11. Dans ce cas d’ondelette de Gabor à enveloppe
longue en basses fréquences ( 𝑓7 = 𝑓0, 𝑓8 =

𝑓0
1.5

, 𝑓9 =
𝑓0
2
, 𝑓10 =

𝑓0
2.5

, 𝑓11 =
𝑓0
3

et 𝑓12 =
𝑓0

3.5
), les

oscillations de la surface libre du liquide s’amortissent en même temps que l’excitation externe,
contrairement aux excitations en ondelette à enveloppe courte en hautes fréquences.

Les résultats en fréquences produites par FFT et présentés en colonne 3 des figures (5.11 et 5.12)
révèlent un pic de fréquence majeur qui correspond à la fréquence de l’excitation (voir tableau 5.3).
Dans les cas 8 et 9 ( 𝑓8 =

𝑓0
1.5

, 𝑓9 =
𝑓0
2

) un pic relativement très petit apparait devant le premier pic.
La fréquence de ce pic correspond à la fréquence propre du premier mode de ballottement ( 𝑓0).

Pour les cas 10, 11 et 12 ( 𝑓10 =
𝑓0

2.5
, 𝑓11 =

𝑓0
3

et 𝑓12 =
𝑓0

3.5
), ce deuxième pic disparait laissant

comme seule fréquence celle de l’excitation imposée. Les fluctuations de la surface libre du liquide
diminuent lorsque la fréquence de l’excitation imposée au réservoir s’éloigne de la fréquence propre
du ballottement du liquide (en allant vers les basses fréquences), et se maintient pratiquement au même
ordre pour les trois derniers cas (cas 10, 11 et 12).
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Figure 5.11: Présentation de l’ondelette de Gabor à enveloppe longue (𝐴) en colonne 1, les oscillations temporelles de la surface libre (𝜂) en colonne 2
et les amplitudes des modes (Υ) en colonne 3. Les lignes 1, 2 et 3 correspondent, respectivement, aux cas 7, 8 et 9. Les courbes en bleu représentent le
réservoir à parois rigides et celles en couleur rouge représentent le réservoir à parois flexibles. 𝑓7 = 𝑓0, 𝑓8 =

𝑓0
1.5

, 𝑓9 =
𝑓0
2
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Figure 5.12: Présentation de l’ondelette de Gabor à enveloppe longue (𝐴) en colonne 1, les oscillations temporelles de la surface libre (𝜂) en colonne 2 et
les amplitudes des modes (Υ) en colonne 3. Les lignes 1, 2 et 3 correspondent, respectivement, aux cas 10, 11 et 12. Les courbes en bleu représentent le
réservoir à parois rigides et celles en couleur rouge représentent le réservoir à parois flexibles. 𝑓10 =

𝑓0
2.5

, 𝑓11 =
𝑓0
3

, 𝑓12 =
𝑓0

3.5
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Le tableau 5.3 englobe les valeurs des fréquences et des amplitudes des modes obtenues par les FFT
ainsi que les fréquences d’excitation pour les cas 7, 8, 9, 10, 11 et 12.

Table 5.3: Comparaison des valeurs des fréquences issues des FFT de 𝜂 et des amplitudes de modes
Υ, entre le cas des réservoirs flexible et rigide soumis à une ondelette de Gabor à enveloppe longue

Étude de la réponse du réservoir

Comme dans la partie précédente, consacrée aux cas de fréquences d’excitations supérieures à 𝑓0,
dans la présente partie aussi, les réponses temporelle et fréquentielle de l’une des parois du réservoir
flexible est analysée. Ceci est réalisé en étudiant les déplacements 𝜉 au niveau de l’extrémité haute de
la paroi gauche du réservoir flexible.

Les figures 5.13 et 5.14 présentent en colonne 2, les déplacements de la structure en fonction du temps
en ce point du réservoir flexible soumis à l’ondelette de Gabor présentée en colonne 1. La colonne 3
montre en particulier la décomposition spectrale des déplacements de la structure. Les cas 7, 8 et 9
sont présentés dans la figure 5.13 et les cas 10, 11 et 12 sont présentés dans la figure 5.14.

Les déplacements de la structure pour les cas de 8 à 12 sont en phase avec le signal en ondelette de
Gabor. Pour le cas 7 ( 𝑓7 = 𝑓0) on remarque que les déplacements de la structure sont très importants
par rapport aux autres cas et sont croissants. La fréquence imposée de ce cas est la fréquence de
résonance du liquide ( 𝑓0 = 0.96𝐻𝑧). Il est donc probable que ceci soit à l’origine de la divergence de
la simulation à moins de 6 𝑠, et la limite du modèle développé pour ce cas.
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Figure 5.13: Présentation de l’ondelette de Gabor à enveloppe longue (𝐴) en colonne 1, les déplacements temporels de la paroi gauche du réservoir
flexible (𝜉) en colonne 2 et les amplitudes des modes (Υ) en colonne 3. Les lignes 1, 2 et 3 correspondent, respectivement, aux cas 7, 8 et 9. 𝑓7 = 𝑓0,
𝑓8 =

𝑓0
1.5

, 𝑓9 =
𝑓0
2
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Figure 5.14: Présentation de l’ondelette de Gabor à enveloppe longue (𝐴) en colonne 1, les déplacements temporels de la paroi gauche du réservoir flexible
(𝜉) en colonne 2 et les amplitudes des modes (Υ) en colonne 3. Les lignes 1, 2 et 3 correspondent, respectivement, aux cas 10, 11 et 12. 𝑓10 =

𝑓0
2.5

,

𝑓11 =
𝑓0
3

, 𝑓12 =
𝑓0

3.5
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5.4 Bilan

Une modélisation numérique avec une approche IFS a été réalisée pour évaluer le comportement du
ballottement d’un liquide contenu dans un réservoir flexible soumis à une excitation externe de type
ondelette de Gabor. Des études paramétriques ont été réalisées avec un réservoir à parois rigides et
un réservoir à parois flexibles afin d’évaluer l’effet de la flexibilité du réservoir sur le ballottement du
liquide et inversement. Les résultats de ce chapitre sont présentés en termes de réponses temporelles
et fréquentielles du ballottement du liquide et des déformations des parois pour différentes valeurs
de la fréquence de l’excitation. Les études ont été subdivisées en deux parties. La première partie
concerne une gamme de fréquences supérieures à la fréquence propre du ballottement et la seconde
partie concerne les fréquences inférieures. La fréquence de l’excitation imposée affecte les amplitudes
des oscillations du liquide pour le cas de réservoir flexible, en les augmentant par rapport au cas de
réservoir rigide. Les grandes fréquences d’excitation font apparaitre, pour le cas flexible, une fréquence
de réponse qui correspond à la fréquence du premier mode propre du ballottement. Cette fréquence
est due à l’effet inertiel du liquide, qui permet au liquide d’osciller après l’annulation de l’excitation
externe. Ce phénomène disparait dans le cas de petites fréquences d’excitations.
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Chapitre 6

Conclusion

Les conclusions

Le liquide en ballottement étant systématiquement en interaction avec le réservoir qui le contient,
la prise en compte du couplage fluide-structure dans la modélisation numérique est donc cruciale.
Beaucoup parmi les travaux qui proposent des modèles d’étude de ballottement en interaction fluide-
structure, simplifient souvent la dynamique du liquide, afin de le ramener au cas de ballottement
linéaire. Néanmoins, le ballottement observé dans la plupart des applications est non linéaire. Ainsi,
le développement de modèle permettant d’analyser et de prendre en compte les effets de l’interaction
fluide-structure dans le cas d’un ballottement non linéaire devient nécessaire. Cette problématique
constitue l’objet principal de la présente étude. En effet, celle-ci s’articule autour de la modélisation
numérique du ballottement de liquides, avec une approche diphasique air-liquide, dans un réservoir
de stockage avec la prise en compte de l’effet de l’interaction fluide-structure.

Dans un premier temps, un modèle pour l’étude du ballottement linéaire avec une approche
monolithique pour l’interaction fluide-structure a été présenté dans le chapitre 03. Le liquide est
discrétisé en éléments finis quadrangulaires linéaires et les parois en éléments poutres basés sur la
théorie d’Euler-Bernoulli. La condition d’onde de surface linéarisée est appliquée à la surface libre
du liquide. Ce modèle simple et économe en temps de calcul permet de réaliser des études dans des
conditions linéaires. Une approche élégante de condensation des systèmes algébriques et des
matrices a permis d’obtenir un facteur 70 sur le temps de calcul, rendant le modèle encore plus
intéressant.

Dans un deuxième temps, et afin de palier aux limitations du modèle simplifié, une approche
d’interaction fluide-structure sur la base d’un couplage partitionné est réalisée pour l’analyse du
ballottement non linéaire. D’une part, le solveur fluide permet de résoudre les équations de
Navier-Stokes incompressibles, diphasiques. La formulation arbitraire lagrangienne-eulérienne
(ALE) est adoptée pour la résolution de ces équations dans un domaine mobile et la méthode VOF
pour le suivi de l’interface air-liquide. D’autre part, le solveur solide permet de résoudre les
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équations de l’élasticité linéaire. Les conditions aux limites à l’interface fluide-structure sont
imposée à travers un échange de données (contraintes dans le fluide et déplacement de la structure)
au niveau de l’interface à chaque pas de temps. Une phase de validation sur la base de solutions
analytique et d’expériences de la littérature a été réalisée. Son application à un réservoir à parois
flexibles a permis de mettre en évidence l’effet de la flexibilité des parois du réservoir sur l’amplitude
du ballottement ainsi que la période des fluctuations de la surface libre, d’un côté, et l’effet du
ballottement du liquide sur l’amplification du moment fléchissant et la déformation des parois, d’un
autre côté. Ceci a fait l’objet d’une publication dans une revue internationale à comité de lecture
[101].

Dans le dernier chapitre, nous avons appliqué le modèle numérique développé dans le chapitre 04 à
un réservoir flexible soumis à une excitation complexe proche d’une excitation sismique. Le modèle
d’excitation retenu est une ondelette de Gabor. Celle-ci est de type impulsionnel et se rapproche
des excitations de type sismique. Une étude paramétrique est réalisée en prenant en compte les
hautes fréquences avec une ondelette à enveloppe courte, et les basses fréquences avec une ondelette
à enveloppe longue. Les résultats mettent en avant l’effet de la flexibilité des parois du réservoir sur
les réponses temporelle et fréquentielle du ballottement du liquide, ainsi que des déplacements de la
paroi pour le cas des hautes et des basses fréquences.
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Les perspectives

Le modèle numérique en interaction fluide-structure pour un ballottement non linéaire dans un réservoir
flexible qui a été développé dans ce travail, produit des résultats de simulation intéressants pour les
réponses en ballottement en comparant avec des résultats analytiques et expérimentaux, d’un côté, et
pour les déformations et les contraintes dans les parois du réservoir, d’un autre côté. Néanmoins, ce
modèle présente des limites, telles que le schéma de couplage fluide-structure qui est explicite, ce qui
nécessite donc le choix de petits pas de temps, et les conditions de couplage à l’interface ne sont pas
assurées de manière exacte à chaque pas de temps. Comme limites du modèle on peut aussi citer le
comportement linéaire des parois du réservoir et le caractère bidimensionnel du système étudié.

Les futurs travaux concernent donc les points suivants :

• Étendre le modèle du ballottement linéaire en couplage monolithique présenté en chapitre
3 pour l’analyse des réponses temporelles du liquide et des parois. L’évolution temporelle
du comportement du liquide et des parois est très important à connaître afin de prédire les
phénomènes, et ce modèle est très avantageux en termes de temps de calcul par rapport à des
modèles de ballottement non linéaire.

• Mettre en place un modèle avec un schéma de couplage implicite pour faciliter la conservation
de l’énergie lors du couplage.

• Explorer le cas des déformations non linéaires des parois du réservoir.

• Appliquer au réservoir une excitation externe de type sismique (accélérogramme enregistré lors
d’un tremblement de terre).

• Étendre le modèle pour analyser des structures réelles en 3D. Ceci permettrait d’explorer d’autres
formes de réservoir, comme la forme cylindrique qui est très utilisée pour le stockage de liquides.
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اناتز  السوائل في الخ تأرجحاتهيكل و-النمذجة العددية للتفاعل سائل  

انات ذات الجدران القابلة للتشوه عن طريق المحاكاة الرقمية. لهذا الغرض تم تنفيذ ز  السوائل داخل الخ تأرجحاتتهتم هذه الاطروحة بمعالجة  : ملخص

ا وف ر  في نضام المعادلات لعدد المجاهي تخفيضتم أيضا  ،الخطيةنموذجين رقميين. أولهما عبارة عن نموذج مبسط ينطبق فقط على حالات التارجحات  مم 

النموذج الثاني من هذه الاطروحة يعتبر أكثر اكتمالا مقارنة بالأول حيث انه  .الحسابية من مد ة العمليات و حجم ذاكرة التخزينربحاً كبيرا في الموارد 

 الذي تم التحقق من صحته في جي ستوكس بدون تبسيط مع الاخذ بالاعتبار التأثيرات المتبادلة بين السائل والخزان. اظهر النموذيفعلى معادلات نا يرتكز

ن لها تأثير على تذبذبات السطح الحر جدران الخزانالخطية وغير الخطية ان مرونة  تأرجحاتال حالات لدراسة  ج. ثم تم تطبيق هذا النموذللسائل المخز 

 معقدة من نوع مويجة غابور. لإهتزازتان مرن خاضع ز  خ

 .مويجة غابور ,طريقة حجم سائل ,الخزان المرن ,النمذجة العددية ,هيكل-تفاعل سائل ,السوائل تأرجح : المفتاحيةالكلمات 

 
 

Modélisation Numérique de l’interaction Fluide-Structure et du 
Ballottement des Liquides dans les Réservoirs de Stockage 

 
Résumé : Dans cette thèse, nous abordons le problème du ballottement dans les réservoirs à parois déformables par 
une modélisation numérique en IFS. Un premier volet de cette thèse concerne la mise en place d’une modélisation 
simplifiée du problème, en utilisant la méthode des éléments finis avec un couplage monolithique et en appliquant la 
condition d’onde de surface linéarisée à la surface libre du liquide. 
Les matrices régissant le mouvement du liquide et celui des parois du réservoir ont été condensées afin de réduire le 
nombre de degrés de liberté du système couplé. Cette dernière opération a permis une réduction drastique du temps 
de calcul. Le deuxième volet de la thèse est consacré à la mise en place d’une modélisation numérique en prenant en 
compte les effets de l’IFS en volumes finis. Un couplage partitionné est utilisé et le problème d’évolution de la surface 
libre est traité par la méthode VOF (Volume Of Fluid). Le modèle, validé pour des cas du ballottement linéaire et non 
linéaire, a permis de démontrer que la flexibilité du réservoir a un impact notable sur l’amplitude et la fréquence des 
oscillations de la surface libre ainsi que sur le moment fléchissant des parois du réservoir. Le modèle est ensuite 
appliqué à l’étude du comportement d’un réservoir à paroi flexible partiellement rempli, soumis à une excitation 
complexe de type ondelette de Gabor. Celle-ci s’approche d’une excitation externe de type sismique. 

Mots-clés : Ballottement de liquides, Interaction Fluide-structure, Modélisation numérique, 
Réservoir flexible, Méthode VOF, Ondelette de Gabor 

 
 
 

Numerical Modeling of Fluid-Structure Interaction and Liquid 
Sloshing in Storage Tanks 

Absctract: In the present thesis, we deal with the problem of sloshing in flexible tanks by numerical modeling with an 
FSI (Fluid Structure Interaction) approach. The first part of this thesis concerns the implementation of a simplified 
model of the problem by using the finite element method with a monolithic coupling and by applying the linearized 
surface wave condition to the liquid. The coupled system has been condensed to reduce the number of degrees of 
freedom. This operation allowed a drastic reduction in the computing time. The second part of the thesis is devoted 
to the implementation of a complete finite volume model with an FSI approach. Partitioned coupling is used and the 
problem of the free surface evolution is handled by the VOF (Volume Of Fluid) method. The model, validated for linear 
and nonlinear sloshing cases, showed that the tank flexibility has a significant impact on the amplitude and the 
frequency of the free surface oscillations as well as on the bending moment of the tank walls. The model is then applied 
to the study of the behavior of a partially filled flexible tank subjected to a Gabor wavelet type excitation. The results 
highlighted the effect of the tank walls flexibility on the temporal and frequency responses of the liquid, as well as the 
tank walls displacements in the case of high and low frequencies. 

Keywords: Liquid sloshing, FSI coupling, Numerical modeling, Flexible tank, VOF method, Gabor wavelet 


	Sommaire
	Liste des figures
	Liste des tableaux
	Introduction
	Contexte et problématique
	Ballottement de liquides
	Interaction fluide-Structure
	Génie civil
	Industrie aéronautique et maritime
	Génie nucléaire
	Biomécanique

	État de l'art sur le ballottement de liquide
	Modélisation de la surface libre du liquide
	Ballottement de liquide dans un réservoir déformable
	Technique de réductions du ballottement des liquides

	Objectif de la thèse

	Formulation mathématique et modélisation numérique du problème couplé ballottement-structure
	Modélisation de la dynamique du fluide
	Modélisation de la dynamique de la structure
	Formulation des équations de conservation
	Discrétisation des équations de conservation
	Suivi de la surface libre
	Méthode VOF
	Méthode Level Set

	Résolution numérique du problème couplé en IFS
	Couplage faible (One Way Coupling)
	Couplage fort (Two Way Coupling)
	Approche monolithique
	Approche partitionnée

	Méthodes de couplage pour les approches partitionnées
	Méthode explicite
	Méthode implicite


	Outils logiciels utilisés dans ce travail
	OpenFOAM

	Bilan

	Modèle simplifié et réduit du problème couplé ballottement-réservoir
	Formulation mathématique du modèle
	Présentation du modèle simplifié
	Mise en équations du modèle simplifié
	Discrétisation des équations

	Réponse en fréquences
	Cas d'étude et validation du modèle
	Validation du modèle fluide
	Validation du modèle structure
	Validation du système couplé fluide-structure

	Optimisation du modèle : Réduction des matrices
	Condensation du modèle couplé
	Discussion des résultats du modèle en IFS condensé
	Effet de la flexibilité des parois sur les fréquences du liquide

	Bilan

	Modèle CFD en IFS avec un couplage partitionné
	Modélisation numérique d'un réservoir 2D en IFS
	Équations de la dynamique du fluide et de la structure
	Équations de la dynamique du fluide
	Équations de la dynamique de la structure

	Algorithme partitionné pour le couplage en IFS
	Cas du ballottement linéaire
	Cas du ballottement non-linéaire
	Réponse dynamique des parois du réservoir
	Étude de la réponse couplée pour un ballottement linéaire
	Colonne d'eau hydrostatique dans un réservoir à parois flexibles
	Effet de la flexibilité du réservoir sur la réponse du liquide
	Effet du ballottement sur la déformation des parois du réservoir

	Étude de la réponse couplée pour un ballotement non linéaire
	Bilan

	Simulation du ballottement dans un réservoir flexible sous excitation externe complexe
	Vers la représentation d'une onde sismique
	Ballottement en réservoir 2D soumis à une ondelette de Gabor
	Analyse des résultats
	Excitation en ondelette à enveloppe courte
	Étude de la réponse du liquide
	Étude de la réponse du réservoir

	Excitation en ondelette à enveloppe longue
	Étude de la réponse du liquide
	Étude de la réponse du réservoir


	Bilan

	Conclusion
	Bibliography

