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Introduction Générale

Introduction Générale

Il est bien connu depuis plus d’un siécle, que les scientifiques se penchent sur 1I’étude des
écoulements avec transfert de chaleur par différents modes de convection (naturelle, forcée et
mixte). L’amélioration du transfert de chaleur par convection est 1’objet principal de plusieurs
travaux. Ainsi, un grand nombre de chercheurs ont mené une multitude d’études tant numériques

qu’expérimentales sur la description des phénomeénes gérant la convection forcée.

Ce travail concerne 1’étude numérique et la visualisation de la couche limite Thermique et
dynamique au voisinage d’une plaque plane verticale chauffée en convection forcée. Pour cela
nOuS avons eux recours aux équations de Navier-Stocks couplées a 1’équation de Blasius par
lesquelles nous allons aboutir a deux équations différentielles ordinaires que nous avons résolues

par la méthode de différences finies avec le solveur bvp4c par 1’outil MATLAB.

Ce mémoire est devisé en trois chapitres, le premier chapitre est consacré a des généralités
sur le transfert thermique, le phénomene de la convection, couche limite sur plaque plane, ainsi

quelques travaux bibliographique en rapport avec le probleme posé.

Second chapitre est consacré a la modélisation mathématique du probleme, aux hypotheses
simplificatrices, équations de conservations et les conditions aux limites qui leurs sont associés

gue nous avons transformé sous forme adimensionnelles.

Troisieme chapitre est consacré a la présentation des résultats obtenus apres avoir
programmé les équations différentielles ordinaires qui régisse le probléeme étudié, sur le logiciel
de calcul MATLAB.

Enfin nous avons terminés par une conclusion générale résumant les principaux résultats

obtenus durant cette étude.
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Chapitre | Genéralité et contexte scientifique

|.1.Introduction :

Depuis plus d'un siecle, les scientifiques ont étudié les écoulements avec transfert de

chaleur a travers différents modes de convection (naturelle, forcée et mixte).

Pour cette raison, dans ce premier chapitre nous allons présenter le phénomene de la
convection qui est considérer le mécanisme le plus important de transfert d’énergie entre une

surface solide et un liquide ou gaz.

Ainsi, nous allons présenter des définitions et concepts sur la couche limite devant une
plaque verticale chauffée, passant par une étude détaillée et les méthodes utilisés pour résoudre

les équations de la couche limite laminaire.

Enfin, quelques travaux bibliographiques en rapport avec le phénomeéne étudie.

1.2. Généralité sur transfert thermique :
1.2.1Définition :

Le transfert thermique correspond au déplacement de hautes températures c’est toujours le
plus chaud qui cede de 1’énergie au profit le plus froid, également appelé énergie microscopique
désordonnée, qui est I'énergie thermique produite par la rencontre de différentes particules dans

I'air, souvent appelée chaleur.

1.2.2 Modes de transfert thermique :

On distingue trois modes essentiels de transfert de chaleur la conduction, la convection, le
rayonnement thermique. La conduction est un phénoméne provoqué par une différence de
température entre deux corps en contact sans déplacement de matiére. La convection se produit
entre deux phases dont I'une est généralement au repos et l'autre en mouvement en présence d'un
gradient de température, implique un déplacement de matiére dans le milieu. Et le rayonnement
contrairement aux deux précédent ne nécessite pas un milieu matérielle transport se fait par des

ondes electromagnétiques. [1]
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Convection Convection

ve ction

Figure 1.1 : les modes de transfert thermique [2]

Et dans les probléemes de convection 1’objectif principal est de déterminer le coefficient
convectif pour différente géométries et de multiple condition d’écoulement .le coefficient
convectif dépend d’un nombre important de parametre : propriétés physique du fluide, la
température, la vitesse, caractéristique de fluide.

Il s’avere trés utile d’utiliser la technique de 1’analyse adimensionnelle pour laquelle on
groupe les grandeurs physiques sous forme de nombres adimensionnels, et on déterminer
expérimentalement et théoriquement la relation entre ces nombres qu’on représente par des
corrélations. Les nombres adimensionnels importants dans la convection thermique sont : le

nombre de Reynolds, Prandtl et Nusselt.

1.3. LA CONVECTION :

La convection est le phénomeéne qui se produit lorsqu'un fluide en mouvement et un objet
stationnaire sont a des températures différentes. Elle décrit la transmission de chaleur dans un
fluide, un gaz ou un liquide, avec des molécules mobiles.

Lorsqu'un fluide se déplace devant une plaque plate avec une différence de température, il
y a un échange de chaleur entre la plaque et les particules de fluide en contact. Cet échange se
fait par conduction. Cependant, une fois que la particule fluide a traverse le Chaleur, elle se
déplace et est remplacée par une autre particule.

Le mécanisme de base pour le transfert de chaleur est la conduction, mais le phénoméne
global est la convection, qui résulte de la combinaison de cette conduction avec des mouvements

de fluide qui suivent des lois spécifiques. [3].
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1.3.1 Formulation générale des équations de la convection :

L'analyse de la convection thermique est basée sur l'application de trois lois physiques
fondamentales : conservation de masse, quantité de mouvement et d'énergie.

Dans le but d’établir la formulation du phénoméne de la convection, nous recommandons

les équations classiques de Navier-Stokes écrites sous forme vectorielle : [4]

e Equation de conservation de la masse :

% —+ VpV 0
ot (1.1)
e Equation de conservation de la quantité de mouvement :
DV
P——=p g Vp+uv' v
Dt (1.2)
e Equation de I’énergie :
pC, DT _Gxvr +Ug
Dt (1.3)
En deux dimension 1’opérateur V est un vecteur est défini par :
A
ox 0y (1.4)
Et:
0 0 0
—=U—4V—at—
Dt ox oy ot (1.5)
@ Est la fonction de la dissipation définie en deux dimensions comme suit : [4]
ou ov
¢=2[(—)2+(—)2]+( —) —( )
ox- oy x ' oy (1.6)

1.3.2. Les Types de la convection :

La transmission de chaleur par convection est désignée, selon le mode d'écoulement du

Fluide, par convection libre, convection forcee et convection mixte.
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1.3.2.1.Convection libre (naturelle) :

C'est le cas dans lequel le mouvement du fluide est provoqué par des différences de
densite, qui sont provoquées par des différences de température dans le fluide.

La convection naturelle dans laquelle le mouvement est provoqué par une modification du
volume massique du fluide en fonction de la température ; ce changement crée un champ
gravitationnel qui régit le mouvement des particules fluides. La convection naturelle se produit
lorsqu'un fluide entre en contact avec une paroi plus chaude ou plus froide, ce qui entraine des
différences de volume de masse qui provoquent un mouvement a l'intérieur du fluide. [5]

Le nombre de Grashof caractérise la convection naturelle du type ou plus le nombre est élevé,
plus I'effet de convection naturelle est important.

or = 980, :Tw)l—i

L

(1.7)

De fagon générale : Nu, = f(Gr_,Pr) [5]

Alr .

Figure 1.2 : transfert par convection naturelle [6]

1.3.2.2.Convection forceée :

La convection forcée dans laquelle le mouvement est provoqué par un processus
mécanique indépendant des phénomeénes thermiques (pompe, ventilateur). Le mouvement des
particules fluides est donc provoqué par un gradient de pression externe. L'étude de la
transmission thermique par convection est donc étroitement liée a I'étude de L’écoulement des
fluides. [5]

L'application du théoréme de Buckingham a un probléme de convection forcée fait

apparaitre trois groupements ou nombres sans dimension en relation sous la forme suivante :

— Le nombre de Reynolds.

Le nombre de Prandtl
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La relation générale de la convection forcée selon des différentes conditions étudiées est :

Nu . = f(Re,Pr)[7]

. : Alr 4
N Ts
— /
> Y

Figure 1.3 : Transfert par convection forcée. [6]

1.3.2.3.Convection mixte :

La Convection mixte correspond au couplage des deux phénoménes précédents
(Convection libre et forcée) quand les vitesses d'écoulement, fictives, dues aux deux types de
convections sont considérées séparément, du méme ordre de grandeur. [8]

Le groupe adimensionnel qui détermine laquelle de ces convections est dominante est le

nombre de Richardson, rapport du nombre de Grashof sur le carré du nombre de Reynolds :
(1.8)

Ri «1 La convection forcée dominante.

Ri  >1 La convection naturelle dominante.

Ri =1 La convection mixte.

Figure 1.4 : convection mixte [9]

1.4. Ecoulement laminaire externe :
Le flux externe du fluide est en contact avec la paroi matérielle, mais est infini dans les

autres directions. L'exemple le plus classique est I'écoulement sur une plague plane [10]. Il existe
6
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certains écoulements sont lisses et ordonnees, tandis que d'autres sont plutét chaotiques. En
écoulement laminaire pur, les flux de fluides ne se mélangent pas ; I'échange de substances d'une
couche a une couche adjacente est entierement di a l'agitation moléculaire. Le terme écoulement
laminaire vient du mouvement des particules fluides adjacentes dans un stratifié. L’écoulement
de fluides a haute viscosité, tels que des huiles a faible vitesse, est généralement laminaire. Ainsi,
le nombre de Prandtl des gaz est proche de l'unité, en revanche, les liquides non métalliques (eau,
alcools) les liquides visqueux (glycérol, huile) vont de quelques unités a des centaines d'unités,
comme les liquides métalliques (mercure, métal ou alliage en fusion) avec un nombre de Prandtl
d'environ 0,1 a 0,01. [1]

1.5. Nombres adimensionnels :

Dans les études de convection, il est courant de dimensionner les équations gouvernantes et
de combiner les variables, qui se regroupent en nombres sans dimension afin de réduire le

nombre de variables totales :
e Nombre de Nusselt :

Est un nombre adimensionnel utilisé pour caractériser le type de transfert thermique entre

un fluide et une paroi. [11]

L
Nu = g (1.9)

h : Coefficient de transfert thermique (W-m=2-k~1)

A : Conductivité thermique du fluide (w.m™1. k1)

L. : La longueur caractéristique (m)

e Nombre de Reynolds :

Apreés des expériences exhaustives dans les années 1880, Osborne Reynolds a découvert
que le régime d'écoulement dépend principalement du rapport des forces d'inertie aux forces

visqueuses dans le fluide. Ce rapport est appelé nombre de Reynolds. [11]

Re VL _ AV (1.10)
v U

o  Lamasse volumique du fluide (Kg/m3)
V : la vitesse moyenne du fluide (m/s)
L. : Longueur caractéristique (m)

u  viscosité dynamique (kg/m/s)
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e Nombre de Prandtl :
Le nombre de Prandtl caractérise entierement le fluide considéré. Il compare la rapidité des

phénomenes thermiques et des phénomeénes hydrodynamiques dans un fluide. [11]

pr=l - HCe (1.12)
a A

Cp : capacité thermique massique (J kg™t K™

e Nombre de Grashof :
Le nombre de Grashof (Gr) est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des fluides
pour caractériser la convection libre dans un fluide. [11]
BIP°LSAT _ oL AT
Gr=P9P AT _ Fole (1.12)

u v?
g : accélération de pesanteur

B : coefficient de dilatation
AT : différence de température

e Nombre de Brinkman :
C'est un nombre sans dimension utilisé pour le transfert de chaleur et est principalement
utilisé pour le moulage de liquides visqueux tels que les polymeres. Il donne le rapport entre

I'énergie de la force visqueuse dissipée et I'énergie transférée par conduction thermique.

On le définit de la maniére suivante : [12]

2
N
r= (1.13)
AAT
o Nombre de Rayleigh :
Le nombre de Rayleigh est étroitement lie au nombre de Grashof et Prandtl. Les deux
chiffres sont utilisés pour décrire la convection naturelle (Gr) et le transfert de chaleur par

convection naturelle (Ra). [13]

Ra =Gr*Pr (1.14)
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e Lois de corrélation pour le calcul de Nusselt pour un fluide devant une surface
[14],[15] :

0.387.Rap’
[ 1+(0.492/Pr)™* ]8/27

Nu =10.825+ (1.15)

1.6. Couche limite sur une plaque plane :

Une couche limite est une région spécifique d'écoulement de cisaillement libre ou de paroi
ou les gradients de vitesse et de température sont concentrés, suivie d'une couche limite
thermique, dynamique [16]. La région ou I'écoulement s'ajuste d'une vitesse nulle a la paroi a un
maximum dans I'écoulement principal de I'écoulement s'appelle la couche limite. Le concept de
couches limites est important dans toute la théorie de la dynamique des fluides visqueux et du
transfert de chaleur.

u(y)

Y,V

™
ol

Figure 1.5 : La couche limite sur une plaque verticale chauffée. [17]



Chapitre | Généralité et contexte scientifique

1.6.1. Type de couche limite :
1.6.2.1. Couche limite dynamique :

Une couche limite dynamique est une région ou la rotation alitée est tres forte aux parois et
affaiblie aux frontieres ; le fluide est au repos en raison de la contrainte de cisaillement aux
parois. La couche limite peut étre laminaire ou turbulente, selon la valeur du nombre de
Reynolds. [18] :

Y
-

Figure 1.6: Variation de 1’épaisseur et de la vitesse de la couche limite dynamique sur une paroi
plane. [19]

1.6.2.2. Couche limite thermique :

Une couche limite thermique est définie la ou la température differe de la température

ambiante : c'est la région ou la température est perturbée par la présence de l'interface. [18] :

10
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u T

oo

= =)

Figure 1.7 : Couche limite thermique sur une plaque plane. [19]

1.6.2. Equations de la couche limite Dynamique et thermique :

Passons maintenant a I'étude détaillée de la couche limite laminaire. Avec ces hypothéses,
on peut dériver les équations de la couche limite, des equations de Navier Stokes, ici ecrites en
termes de dimensions, dans le cas d’une plaque plane. 1l reste a voir si les équations de Navier
Stokes (représentant le bilan de quantité de mouvement local) peuvent étre simplifiées dans cette
partie de I'écoulement, en preservant les conditions expérimentales. [10]

Les données expérimentales stipulent que 1’écoulement est :
0

- permanent: —=0
ot

- bidimensionnel (dans le plan x, y).

- isochore : p = cte.

e Equation de continuiteé :

div\7:0—>a—u+@:0

X oy (1.16)

e Equation de quantité de mouvement :
11
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Selon X :

ou ou  10p ou %
+V—=—"—+40(—5+—)+ 09

x oy pox ot oy (1.17)
Selony:

N v 1op ov 0%

U—+V—=-——+0(—+—3)+ 9

ox oy poy Ox° 0y (1.18)

* Equation de I’énergie :

ar ot o o

Vv o —2+—2
ox oy x> oy (1.19)
u et v: Les composant de vitesse
p : Lamasse volumique

P : La pression

v : Viscosité cinématique

Puisque a une abscisse donnée 1’épaisseur O est toujours petite devant X, on peut
soupgonner que v <u, que les variations de v sont faibles devant celles de u, et que les variations
de u et v(y compris au niveau des dérivées secondes) sont beaucoup moins marquées suivant la
direction x que suivant la direction y. On formule ainsi les« hypothéses de la couche limite » (ou
hypothéses de Prandtl) : [10]

or oT oV _adu oV du
—<—V<u :: —<— ET —<—
ox oy OX OX oy oy
ov ov ou ol o o
_— 7 < <~ ET 7 < ~7
oXx oy oX° oy ox~ oy
0T o°T

—_— < —_—

ox> oy’

Alors, les équations de Navier — Stokes prennent une forme simplifiée, dite dégénérée, qui
2 2

R : 0 N i o° .
s’établit sur deux niveaux. Les termes PV peuvent étre négliges devanta—z, il reste :
X y

+ +U—
oX oy pox oy (1.20)

12
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ov v lop o
U—+V—=—-"—"+40—
ox oy poy oy (1.21)
Ona:
P < P» On est donc conduit a poser 1I’approximation P =0
oy OoX oy

En conclusion, équation de couche limite (équation de Prandtl) est comme suivante : [11]

A A g
ox oy (1.22)
u ou 1op &%
U—+V—=—-""Ct0v—
< ox oy P OX (1.23)
% _
oy (1.24)
oT oT o°T
\U8—+V—:(Z?
X oy y (1.25)

1.7. Approche différentielle (équation de Blasius)

Blasius a introduit une technique en 1908 pour transformer le probléme bien connu de
I'écoulement laminaire de la couche limite sur une plaque plane en équations différentielles
ordinaires. L'équation de Blasius est tres importante dans de nombreuses applications
d'ingénierie, et sa solution fournit une tres bonne approximation de I'épaisseur de la couche

limite et de la résistance totale en écoulement externe laminaire : [20]

1
f m - f f mn — 0
() + > (m t"(n) (1.26)

Les conditions aux limites sont :

f(0)=0 f'(0)=0 f () =1

Ou la prime désigne la dérivation par rapport a n qui est appelée variable de similitude et
définie comme : [20]

_Y
A (1.27)

1.8.Approche intégrale (Equation de Von Karman) :
Cette méthode d'intégration est basée sur deux articles de Von Karman et Pohlhausen en

1921. La solution exacte de I'équation de la couche limite ne peut étre trouvée que dans des cas
13
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simples, comme une couche limite sur une plaque horizontale plane sans gradient de pression,

dont la solution est dans des cas plus complexes, la méthode de Karman-Pohlhausen est une

technique alternative tres utile. En dehors (extérieur) de la couche limite ou I'écoulement est

considéré comme idéal (non visqueux), a partir de I'équation du mouvement suivant X, il
1dp  du

sensuit: [21] ———=u,—=
£ dx dx (1.28)

Par la suit, I’équation intégrale de Von Karman peut étre établie en intégrant 1’équation de

mouvement par rapportay de 0 a oo: [21]

do, N 2+H du, 5, = rpz
dx u, dx PU; (1.29)

1.9.Profil de Pohlhausen :

Pour fermer I’équation de Von Karman, Pohlhausen a proposé en 1921 d’exprimer le profil

de vitesse dans la couche limite a I’aide d’une fonction polynomiale de quatriéme degré : [22]

Lo A+ A+ AR+ AR+ A =Py(n)

u, (1.30)
R

Avec: 7= 5

Les conditions aux limites appropriées conduisent a un systéeme de 5 équations dont la
résolution permet de déterminer les 5 constantes A . Finalement, le profil de vitesse s’écrit : [21]
u A
- =[2n=2p v 1+ Ty’
Ue (1.31)
Avec A est le paramétre de Pohlhausen. La méthode de Pohlhausen n’est qu’un exemple,

parmi beaucoup d'autres, qui montre comment fermer 1’équation de Von Karman pour une

couche limite laminaire.

1.10. Parametres caractéristiques de la couche limite :

e Epaisseur de la couche limite dynamique 6 :

On définit conventionnellement 1’épaisseur de la couche limite § comme la distance a la

paroi telle que [23] :

ux.%) _ .99
u, (1.32)

14
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1
6=X | Avec: R, =2
Re 7

Donc ¢ est proportionnelle a(x) : la forme de la couche limite est parabolique.

e Epaisseur de la couche limite thermique J; :

L’¢épaisseur o; de la couche limite thermique est conventionnellement définie comme étant
la distance a la paroi pour laquelle le rapport :

T-T,
T, T,

0

=0,99 [6] (1.33)

e Epaisseur de déplacementd; :

L'épaisseur de déplacement &; caractérise la perte de débit massique au travers d’une

section de la couche limite par rapport au cas de 1’écoulement de fluide parfait incompressible
[23] :

T
6,=[@-)dy
0 ¢ (1.34)
e Epaisseur de quantité de mouvement &, :

L’épaisseur de quantité de mouvementd, caractérise la perte de quantité de mouvement

dans la couche limite par rapport au cas d’écoulement de fluide parfait [23]:

)
u u
5, = [~ @-=)dy
0 "e e (1.35)
e [Force de frottement :
La force de frottement est liée a la contrainte de cisaillement pariétale donné par [23] :
ou
z-p = (,U a_)y:O
y (1.36)
e Coefficient de frottement :

La contrainte de cisaillement pariétale peut étre normalisée par la pression dynamique, on

obtient ainsi un coefficient sans dimension dit coefficient de frottement local [24] :

15
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> (1.37)

1.11.L°état de Part :

ONUR [25] Dans cet article, ’auteur a mené une étude expérimentale de la convection
forcée provenant de la surface d’un modéle de capteur solaire plan (dont le plus petit mesurait
7,62x10-2 m de longueur, 7,62x10-2 m de largeur et 3,3x10-2 m de profondeur ; et le plus grand
avait 15,875x10-2 m de longueur, 15,875x10-2 m de largeur et 3,3x10-2 m de profondeur) placé
sur le toit incliné d’un modéle de maison résidentielle ; en s’attendant a ce que ces petites unités
puissent représenter un capteur solaire plan. Les expériences ont été effectuées pour déterminer
les coefficients de transfert de chaleur moyens pour un écoulement d’air en convection forcée sur
la surface du modele qui était inclinée avec 30° et 45° par rapport a la direction de 1’écoulement
d’air loin du modéle. La vitesse du vent variait approximativement de 2,5 m/s a 15 m/s dont
I’écoulement était laminaire. L’étude conclut qu’une réduction des pertes de chaleur d’environ

15% est attendue pour un angle d’orientation de 180 °.

DEWITT et INCROPERA [26] Le livre « Fundamentals of Heat and Mass Transfer »
représente une référence dans le domaine de transfert de chaleur et de masse. Dans cette
référence, on peut trouver tout un chapitre consacré pour les écoulements externes dans lequel
les auteurs ont présenté en détail la théorie de la couche limite dynamique et thermique sur une
plaque plane horizontale ; a I’aide de laquelle les équations de mouvement et d’énergie peuvent
étre simplifiées puis résolues pour avoir la distribution de la vitesse et de la température. Cela
nous permet de déduire 1’équation “’la plus fameuse dans le domaine du transfert de chaleur”
exprimant le nombre de Nusselt en fonction du nombre de Reynolds et du nombre de Prandtl et

servant de référence pour presque tous les travaux réalisés depuis:
Nu = 0.664 Re®® Pr°® Laminaire

Nu = 0.0293 Re%® pro* Turbulent

Kumari et al. [27] Intéressé par I'écoulement de convection mixte de fluides non
newtoniens sur une plaque mobile chauffée a une température constante. Une partie du systéme

d'équations thermodynamiques et cinétiques régissant I'écoulement est résolue numériquement

16
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dans un format implicite par la méthode des différences finies. lls ont étudié I'effet de divers
paramétres impliqueés dans le transfert de chaleur pariétal, tels que le nombre de Prandtl, le
nombre de Pecklet et la poussée thermique.

Mai Ton Hoang et al. [28] Ont étudié, en régime transitoire, la couche limite laminaire
sur une plaque verticale en convection mixte. Le systeme d'équations est résolu a l'aide de la
méthode numeérique aux différences finies, avec un schéma implicite. Ils ont montré que la
nature de la plaque influe sur les épaisseurs des couches limites dynamique et thermique ainsi
que sur la vitesse de I'écoulement. Ils ont observé qu'une faible perturbation de vitesse en gendre

une instabilité de I'écoulement

Aya Adnan, 2013 [29] L’étude Théorique et expérimentale de convection forcée en
transfert thermique d'une plaque chauffante noyée dans milieux poreux a flux thermique
constant. Les expériences effectuées pour étudier 1'effet nombre de Reynolds (24118<Re<82208)
sur le flux chaleur (1000 < flux thermique <5000 W / m?) et nombre de Reynolds sur le numero
local de Nusselt, en utilisant le programme fluent. Le cadre théorique et les résultats
expérimentaux ont révélé que le mur local, la température augmente avec le débit, diminue avec
le nombre de Reynolds et augmente avec la chaleur fluide, mais la température du fluide diminue
progressivement dans les milieux poreux avec la verticale la direction a I'opposé du mur chauffeé,
et les résultats montrent une augmentation du nombre local de Nusselt lorsque le nombre de

Reynolds et le flux thermique augmentent.

Al-Sanea [30] a traité le cas de la convection mixte le long d'une plaque isotherme
verticale mobile avec aspiration ou injection. L'écoulement est considéré laminaire en régime
permanent avec des propriétés constantes sauf dans le terme de gravité ou I'hypothese de
Boussinesq est adoptée, la dissipation visqueuse est négligeable. Les équations sont discrétisées
et résolues a l'aide de la méthode des volumes finis. 1l a étudié les effets du nombre de Prandtl, la
force de flottabilité et I'aspiration ou I'injection sur les coefficients de frottement et de transfert

thermique.

Hsiao-Tsung et al. [31] ont étudié la convection mixte en régime permanent de couche
limite laminaire sur une plaque isotherme, horizontale et en mouvement paralléle a I'écoulement
du fluide. Le systéeme d'équations est résolu numériquement par la méthode de Keller's Box, avec
un schéma implicite. Les solutions numériques précises et des corrélations complétes sont
présentées pour une large gamme de fluides 0.01< Pr < 10000 et dans tout le domaine de la
convection mixte. L'étude engendre n'importe quelle vitesse relative entre la plaque et

17
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I'écoulement potentiel. Les effets de la poussée thermique et de la vitesse relative sur le champ
d'écoulement, le frottement, le champ de température et le taux de transfert thermique sont
illustrés pour une plaque se deplagant parallelement en co-courant ou en contre-courant de
I'écoulement potentiel et ceci pour les cas : (i) ; I'écoulement potentiel et la poussé thermique

dans le méme sens et (ii) ; I'écoulement potentiel et la poussee thermique dans le sens inverse

Guo T. et al. [32] L'étude entreprise a porté sur I'influence de la convection naturelle sur
la convection forcée au-dessus d'une surface plane verticale soumise a un flux de rayonnement
thermique. Ils ont considéré un plan vertical semi-infini dont une face est soumise au
rayonnement tandis que l'autre est 1échée par un fluide en écoulement, parallelement a sa surface.
L'échauffement du plan par le rayonnement, donne naissance a une convection naturelle dans le
fluide qui perturbe I'écoulement forcé. Ces auteurs ont axé leur dans le calcul, en régime
laminaire et permanent, des distributions des vitesses et de la température, dans la couche limite

qui se développe sur le plan a partir de son bord d’attaque.

Mohmed Ali et Al-yousef [33] Ont étudié I'écoulement d'une couche limite laminaire, en
convection mixte, sur une surface verticale présentant une perméabilité linéaire en mouvement.
L'investigation traite les cas d'une poussée thermique qui aide ou s'oppose a I'écoulement. Les
solutions locales de similitude sont obtenues par les équations de la couche limite. Comme
conditions aux limites, ces auteurs ont supposé que les variations de la température et de la
vitesse suivent une loi en puissance. L'étude a porté sur I'effet de divers parametres régissant
I'écoulement, tels que le nombre de Prandtl Pr, le paramétre d'injection ou aspiration d et le
nombre de Richardson sur les distributions de vitesse, de température et du coefficient de
transfert thermique. Des valeurs critiques ont été trouvées et qui sont vérifiées par la solution

analytique de I'équation d'énergie.

NAHOUI et BAHI [34] Ont étudié la couche limite laminaire, bidimensionnelle et
incompressible sur une plaque plane et autour des profils NACA 0012 et NACA 661012 et son
controle par soufflage et par aspiration, est ¢tudiée par voie numérique. L’étude est basée sur le
modele de la couche limite de Prandtl utilisant la méthode des différences finies et le schéma de
Cranck-Nicolson. La distribution de vitesse, 1’épaisseur de la couche limite et le coefficient de
frottement, sont déterminés et présentés avec et sans controle. L’application du contrble a
démontreé son effet positif sur le point de transition et sur le coefficient de frottement. Les deux
techniques de contréle sont comparées pour différentes longueurs, vitesses et angles de soufflage

et d’aspiration.
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1.12.Conclusion :

Nous avons vu dans ce chapitre la recherche bibliographique et les définitions, les
équations générale de la convection et les couches limites .Ce qui nous permet de faire le choix
physique et mathématique étudié, ainsi que les conditions initiales et les conditions aux limites

qui sont associées et que nous allons aborder dans le prochain chapitre.
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Problématique et modélisation mathématique

Chapitre II

11.1. Introduction :
Dans ce chapitre, nous présentons le probleme physique et les hypothéses simplificatrices.

On utilise les formulations générales des équations de la convection (équation Navier-stokes)

devant une plaque verticale, nous allons exprimer les équations de conservation et les conditions

aux limites sous forme adimensionnelle.

11.2. Présentation de probleme :
Le schéma ci-dessous (Figure II.1) représente le probléme physique a traiter, L origine

de repere O, est situé sur la plaque et coincide avec son bord d’attaque. L’axe O, est orienté
suivant le sens de I'écoulement, L'axe O, est perpendiculaire a la plaque.
On considere une plaque plane verticale chauffée par un fluide a une température T, et un
coefficient d’échange convectif h, constant, avec un ¢coulement laminaire et permanent, d’un

fluide newtonien, incompressible caractérisé par une vitesse U_ et une température T _

traversant en mouvement ascendant qui entre en contact avec la surface de la paroi telle qu’il est

N
montré sur le schéma, avec g est I’accélération de pesanteur. Dans ce cas il apparaitra deux couches

limites thermique, dynamique qui sont respectivement 6T, 6D.

T U, x W o D O T | E;?:}T
\_\ | Il .
j:"'J h," | f l g
\/; |
|III
V¥

Uoe Too
Figure 1.1 : Géométrie du probléme et systeme de coordonnées
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11.3. Hypothéses simplificatrices :

La modélisation du systeme étudié est basée sur les hypotheses suivantes :

- Régime permanent %z 0

- Ecoulement bidimensionnel (x, y).

- Le fluide étudie est newtonien (p, 1) =cst et incompressible.

- Les approximations de couche limite :

@8u

oV  ou
_<_ R
oy oy

OX

v<u -
’ OX

ar ot

< —_—
ox oy
On applique I’approximation d’Oberbeck Boussinesq: p = p, [1— 4, (T —-T,)]

(11.1)

P, - Lamasse volumique du fluide a la température d'entrée T

B : Le coefficient de dilatation thermique.

11.4. Equations de conservations :

Les équations (1.1) (1.2) (1.3) gouvernent ’écoulement convectif forcé et le transfert de

chaleur en coordonnées cartésiennes, apres simplification ses équations s’écrivent comme suit:

e Equation de continuité :

ou

OX

ov

+—=0
oy

e Equation de quantité de mouvement :

Selon Ox :
2
u MM, g T -T,)
oy oy oy
Selon Oy :
P _g
oy
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e Equation d’énergie :

orT aT _ &T u ,au

u—-+v a—+ (=)?

OX oy oy pC, oy (11.5)

A
o=——
PC,
11.4.1.Conditions aux limites :
oT
y=0 u=0 v=0 —ia— =h(T, -T)
Yly-o (11.6)
y —> u=U_ T(0)=T,

T, : Représente la température caractéristique de I'écoulement de convection forcée.

U_ : Représente la vitesse caractéristique de I'écoulement de convection forceée.

11.5. Formulation adimensionnelle :

Pour résoudre le probleme il est préférable d’utiliser I’dimensionnement des variables qui
nous permettent d'avoir des informations généralisées a une variété des problémes ayant les
mémes grandeurs de coefficient de similitudes, et réduire le nombre de paramétres d'un
probléme. Pour faire apparaitre les paramétres de contrdle du probléme, il est nécessaire

D’introduire les grandeurs de référence :

11.5.1. Changement de variable :

00

- Le nombre de Reynolds définie par : Re, =

- La fonction de courant définie par: u= %P et V=——r

N |~

- La variation de similitude définie par: 77 = X Re,

1
- vitesses adimensionnelles définie par : U = UO0 f'e v= % (Re,2)(nf'- 1)
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Les variables adimensionnellesy , 8 définie par :

1

_ 5 _ :T—Tw
w=vRe? t(n) . o) s

11.5.2. Equations adimensionnelles :

e [Equation de quantité de mouvement :

f +% ff"+Gré =0

(1.7)
e Equation de I’énergie :
49"+1Pr6" f+Br f"> =0
2 (11.8)
11.5.3. Conditions aux limites :
A 1§10 fgl; 920
Avec :
Parametre de convection a la paroi : H = _Bij
Re, 2

X

2

o0

Nombre de Grashof : Gr = %

Nombre de Prandtl : Pr = ﬂ—Cp

pJ,
AAT

Nombre de Brinkman : Br =

11.6. Caractérisation de nombre de Nusselt et le coefficient de frottement:

Le nombre de Nusselt est un nombre adimensionnel utilisé pour caractériser le transfert
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Thermique entre un fluide et une paroi « transfert convectif », défini par :

x(9,)
u, =-—wl
= (11.10)
oT
La densité thermique : 0y = —h— (11.11)
oY |,

De I’équation (11.10), (I11.11) on obtient :

Nu,
1
2

Re

=—-0(0) (11.12)

Coefficient de frottement est un parameétre caractéristique sans dimension de la couche

limite définie par :

o=t (11.13)
ou

Contrainte de cisaillement : Tw = H— (11.14)
ay y:0

De Iéquation (11.13), (11.14) on obtient :

1

RezC, = f"(0) (11.15)

11.7. Conclusion :

Durant la résolution de notre probleme physique, nous avons utilisé les équations de
Navier-Stokes en coordonnée cartésienne qui gouverne 1’écoulement laminaire en convection
forcé, qui nous a permette de trouver les équations adimensionnelles a 1’aide des grandeurs

physique et les changements de variable.
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111 .1.Introduction :

Dans ce chapitre nous décrivons la méthode numérique utilisée pour résoudre les équations
de base formulées dans le chapitre I, et est consacré a la présentation des résultats obtenus apres
avoir programmé les équations différentielles ordinaires qui régisse le probleme étudié, sur le
logiciel de calcul MATLAB.

Rappelant que le probleme étudié est un écoulement en convection forcé devant une

Plaque plane verticale chauffée.

I11.2.Validation de programme :
Afin de vérifier I'exactitude de la méthode utilisée, les résultats actuels correspondants
Sont comparés a ceux obtenus par la référence [36] (tableau 111.1), 1l ressort de ce tableau que

les résultats Actuels sont en bon accord avec ceux rapportés par le travail cité.

6 (0) -6 (0)
H Pr Abdul Aziz Présent travaille Abdul Aziz Présent travaille
[35] [35]
0,05 0,1 0,2536 0,2536 0,0373 0,0373
0,72 0,1447 0,1447 0,0428 0,0428
10 0,0643 0,0643 0,0468 0,0468
0,8 0,1 0,8446 0,8446 0,1243 0,1243
0,72 0,7302 0,7302 0,2159 0,2159
10 0,5235 0,5235 0,3812 0,3812
10 0,1 0,9855 0,9855 0,1450 0,1450
0,72 0,9713 0,9713 0,2871 0,2871
10 0,9321 0,9321 0,6787 0,6787

Tableau I11.1 : Comparaison de 8 (0) et — 8 (0) pour différentes valeurs de H, et Pr

I11. 3 .Résultats et discussions :

Une étude paramétriqgue a été réalisée selon la méthode décrite précédemment, un
ensemble representatif des resultats graphiques a été obtenu pour la vitesse adimensionnelle
f’(n), la température 6(r)). Cela pour plusieurs conditions de nombre adimensionnels. Nombre de

Grashof, le nombre de Prandtl, et le nombre de Brinkman.
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111.3.1. Profil de vitesse adimensionnelle :
La variation de la distribution de la vitesse adimensionnelle suivant la variable de
similarité 1 est représentée respectivement sur les figures (111.1) a (111.3) pour quelques

ensembles de valeurs de Gr, Br et Pr.

1.4 T T T T T

Gr=0.1
Gr=05| -|
Gr=1

Figure 111.1 : variations de profil de vitesse avec i pour Gr variable
(H=10,Pr=1,Br=0,7)

Figure 111.1 : illustre la variation de la vitesse adimensionnelle en fonction de la variable

similarité n. Cela montre que 1’augmentation de nombre de Grashof implique une augmentation

de profil de vitesse.
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1.4 T T T T "
Br=0.1
1o Br=0.5
' Br=0.8
1 -
__08F -
oy
N—r
= 06 -
0.4 .
0.2+~ -
0 r r r r r
0 1 2 3 4 5 6

Figure 111.2 : variations de profil de vitesse avec i pour Br variable
(H=10,Pr=1,Gr=0,7)

Figure 111.2: La variation de la vitesse adimensionnelle en fonction de la variable

similarité n. Montre que I’augmentation de profil de vitesse est dii a I’augmentation de nombre

Brinkman
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1.4 T T T T ‘
Pr=0.72
5 Pr=2
l. I~ —|
Pr=7
1 -
__ o8 .
=
~
= 06 -
0.4+ -
0.2~ -
0 r r r r r
0 1 2 3 4 5 6

n

Figure 111.3 : variations de profil de vitesse avec i pour Pr variable
(H=10,Br=0,7Gr=0,7)

Figure 111.3: La variation de la vitesse adimensionnelle en fonction de la variable
similarité . Montre que 1’augmentation de nombre de Prandtl implique la diminution de profil

de vitesse.

111.3.2 Profil de température adimensionnelle :
La variation de la distribution de la Température adimensionnelle suivant la variable de
similarité n est représentée respectivement sur les figures (111.4) (111.6) (I11.7) pour quelques

ensembles de valeurs de Gr, Br et Pr, H.
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Figure 111.4 : variations de profil de Température avec n pour Gr variable

(H= 10, Pr= 0,5, Br= 0.1)

Figure 111.4 : La variation de la distribution de la Température adimensionnelle suivant la
variable de similarit¢ mn. Montre que 1’augmentation de nombre de Grashof implique une

diminution de température adimensionnelle.
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Figure 111.5 : variations de profil de Température avec i pour Br variable

(H= 10, Pr= 0.5, Gr=0.1)

Figure 111.5 : La variation de la distribution de la Température adimensionnelle suivant la
variable de similarité n. Signifie que I’augmentation de température est du a 1’augmentation de

nombre de Brinkman
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Pr=0.72
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Figure 111.6 : variations de profil de Température avec i pour Pr variable

(H= 10, Gr= 0.1, Br=0.1)

Figure 111.6 : La variation de la distribution de la Température adimensionnelle suivant la
variable de similarité n. On remarque que I’effet du nombre Prandtl implique sur la diminution
de profil de température et se traduit par une diminution de la couche limite thermique quand le

nombre de Prandtl est élevé (Pr=7 eau).
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Figure 111.7 : variations de profil de Température avec i pour H variable

(Br=0,1 Gr=0.1 Pr=0.5)

Figure 111.7 : La variation de la distribution de la Température adimensionnelle suivant la
variable de similarité . Montre que la température augmente avec I’augmentation de parametre
de la convection a la paroi H jusqu'a (H=50 ,la température est constante) ce qui explique que la

plaque est chauffée au Maximum.
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I11.4.VVariation de nombre de Nusselt local :

Les variations du nombre de Nusselt local sont concernées aux différentes valeurs du
Parametre de convection a la paroi (H), nombre de Brinkman (Br), nombre de Prandtl (Pr), nombre
Grashof (Gr) Les résultats sont illustrés dans les tableaux (111.2), (111.3) :

Nombre de Nusselt local définie par : N—Uf =—6(0)
Re?
Br=0,1, H=50
Pr Gr=0,1 Gr=0,5 Gr=0,7
0,72 0,2911 0,3155 0,3185
1 0,3301 0,3632 0,3705
6 0,6194 0.6899 0,7151
10 0.7340 0,8124 0,8415

Tableau I11.2 : valeurs de Nusselt pour Pr, Gr variables.

Tableau I11.2 : Montre que le nombre de Nusselt augmente avec 1’augmentation des valeurs

des nombres de Prandtl et Grashof.

Pr=7, Gr=0,5
Br H=0,1 H=10 H=1000
0 0,0869 0,6985 0,7563
01 0,0853 0,6808 0,7365
0,5 0,0782 0,6070 0,6546
1 0,0679 0,5079 0,5454

Tableau 111.3 : valeurs de Nusselt pour Br, H variables.

Tableau I11.3 : Montre que le nombre de Nusselt augmente ave 1’augmentation des valeurs

de parameétre de convection et le nombre de Brinkman
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I11.5.Variation de coefficient de frottement local :

Le coefficient de frottement local représenté dans les tableaux (111.4),(111.5) pour
différentes Valeurs du nombre de Prandtl (Pr), Grashof (Gr), Brinkman (Br), Parameétre de
convection a la paroi (H). Les résultats sont illustrés dans les tableaux (111.4), (111.5) :

1
Coefficient de frottement local est définie par : Ref Cf = f "(0)

Br=0,1, H=50
Pr Gr=0,1 Gr=0,5 Gr=0,7
0,72 0,4734 0,9327 1,1324
1 0,4626 0,8898 1,0756
6 0,4130 0,6910 0,8140
10 0,4018 0,6448 0,7531

Tableau 111.4 : valeurs de coefficient de frottement pour Pr, Gr variable.

Tableau 111.4: Montre 1’augmentation des valeurs de coefficient de frottement avec

I’augmentation des valeurs de nombre de Prandtl et Grashof.

Pr=7, Gr=0,5
Br H=0,1 H=10 H=1000
0 0,3835 0,6564 0,6778
0,1 0,3935 0,6600 0,6808
0,5 0,4348 0,6745 0,6929
1 0,4893 0,6929 0,7081

Tableau I11.5 : valeurs de coefficient de frottement pour Br, H variable.

Tableau 111.5: Montre 1’augmentation des valeurs de coefficient de frottement avec

I’augmentation des valeurs de nombre de Brinkman et Parametre de convection H.
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111.6.Conclusion :

Dans cette étude, on a analysé le comportement de 1’écoulement de la couche limite qui se
développe autour d’une plaque vertical chauffé, Les équations différentielles représentantes le
probleme physique ont étaient transformées en donnée numérique en utilisant la méthode des
différences finie. A savoir I’influence des nombres adimensionnelles sur le développement de la
couche limite thermique et dynamique d’ou on a tracé les profils de vitesse de température et
étudié la variation de coefficient de frottement et de Nusselt, les résultats issus de cette étude
sont vérifié et discutés. L'analyse montre que les profils de vitesses et de températures dans les
couches limites respectives dépendent des parameétres adimensionnels, a savoir le nombre de

Prandtl Pr, nombre de Grashof Gr, nombre de Brinkman Br, et le parametre de convection H.
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Conclusion Générale

Conclusion Générale

Dans ce présent travail, nous avons effectué une étude numérique d’un écoulement en
convection forcé, laminaire et permanent d’un fluide newtonien et incompressible qui entre en

contacte avec une plaque plane chauffée.

Les équations qui régissent a 1’écoulement sont 1’équation de quantit¢é de mouvement et
I’équation de 1’énergie. La méthode de Blasius a été utilisée pour parvenir a la forme

adimensionnelle de ces équations pour aboutir a deux équations différentielles ordinaires.

Ces équations ont été résolues numériquement grace a la méthode différence finie en

utilisant le solveur bvp4c crée en MATLAB.

Notre étude numérique a été effectué afin d’examiner 1’influence des nombre
adimensionnelles nombre de Prandtl, Grashof, Brinkman, parametre de convection H sur le

profil de vitesse et température dans les couches limites (thermique et dynamique).
Les conclusions tirées de cette étude sont comme suite :

Les graphes représentant les profils de vitesse adimensionnelle en fonction de la variable

n montrent :
L’augmentation de profil de vitesse en augmentant les nombres de Grashof et Brinkman.
L’augmentation de nombre de Prandtl implique la diminution de profil de vitesse.

Les graphes représentant les profils de température adimensionnelle en fonction de la

Variable n montrent :
Diminution de profil de température en augmentant les nombres de Grashof et Prandtl.

L’augmentation de nombre de Brinkman et le parameétre convectif H implique 1’augmentation de

la température.

Les tableaux représentants le nombre de Nusselt local et le coefficient de frottement local

montrent :

Pour les tableaux ou les valeurs de Brinkman, et le paramétre de convection a la paroi sont
fixes, le nombre de Nusselt local et le coefficient de frottement local augmente avec

I’augmentation des valeurs Prandtl et Grashof
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Pour les tableaux ou les valeurs de Prandtl et Grashof sont fixes, le nombre de Nusselt
local et le coefficient de frottement local augmente avec 1’augmentation des valeurs Brinkman et

le paramétre de convection.

Les résultats obtenus montrent que les profils de vitesse et de température dans les couches
limites (thermique et dynamique) dépend de parametre adimensionnel a savoir le nombre de

Prandtl, nombre de Grashof, nombre de Brinkman, et le parametre de convection a la paroi H.
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Annexe A : Résolution de probléme des valeurs aux limites pour les équations

différentielles ordinaires dans Matlab avec bvp4c.

A. 1 Introduction :

Dans cette partie, nous décrivons la méthode numérique utilisée pour résoudre les

équations de base formulées dans le chapitre I1.

Nous allons étre amenés a étudier un probléme d’équations différentielles ordinaires
(EDO) aux limites (BVP), dont le comportement est trés différent de celui d'un probleme aux
valeurs initiales (IVP). Dans I’application, nous utilisons la méthode de différence finie avec le
solveur bvp4c crée en Matlab qui permet de résoudre le probléme aux limites (BVP) qui
implémente la formule de Lobatto a trois étapes de collection.

A.2 Equation différentielle ordinaire :

Les Equations différentielles ordinaires déecrivent des phénomenes qui changent en
permanence. Ils se posent en modeles a travers les mathématiques, les sciences et 1’ingénierie.
En soi un systéme d'équations différentielles a nombreuse solutions. Communément une solution
d'intérét est déterminée en spécifiant les valeurs de tous ses composants en un seul point x=a.
c’est un probléme de valeur initiale (IVP). Cependant, dans de nombreuses applications d'une

solution est déterminée d'une maniere plus complexe.

Un probleme de valeur limite (BVP) spécifie les valeurs ou des équations pour
composants de la solution a plus d'un x. Contrairement de IVP, un probleme de valeur limite ne
peut étre avoir une solution, ou peut avoir un nombre fini, ou peut avoir une infinité. De ce fait,
les programmes de résolution de BVP, les utilisateurs doivent fournir une estimation de la
solution souhaitée. Souvent ; il existe des parameétres qui doivent étre déterminés de tel sort que
le BVP a une solution. Encore une fois il pourrait y avoir plus d'une possibilité, afin que les
programmes necessitent une estimation pour les parametres souhaite. Singularités dans les

coefficients et les problémes posés sur des intervalles infinis ne sont pas inhabituelles.

Ce qui montre comment formuler, résoudre et tracer la solution d'un BVP avec le
programme bvp4c Matlab. Il vise a rendre la résolution d'un probleme type d'un BVP aussi facile
que possible. BVPs sont beaucoup plus difficiles a résoudre qu'un IVP et tout solveur peut
échouer méme avec de bonnes estimations pour la solution et des paramétres inconnus. Bvp4c

est un solveur efficace, mais la méthode sous-jacente et I'environnement de calcul ne sont pas
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appropriés pour de grandes précisions, ni pour des problemes avec trés brusques changements de

leurs solutions.

I11. 3 Probléeme de valeur aux limites :

Si la fonction f est continue sur l’intervalle[a, b], le probléme de valeur initiale
y' = f(x, y). Avec y (a) donne, possede une solution unique. Les probléemes de valeurs aux

limites a deux bouts sont illustrés par I'équation :

y"+y=0 (A1)

Avec les conditions aux limites suivantes : y(a)= A, y(b)=B. Une meuniére d'analyser

ce probleme est de considérer une famille de solutions d'I'VP.
Soit y (X, s),la solution de I'dquation (A.1) avec les valeurs initiales y(a)=A ety'(a)=s.

Chaque y (x, s), s'attend jusqu’a X = b, maintenant la question et de déterminé les valeurs de s

pour les quelles y (b, s) = B.

S'il existe une solution S pour cette équation algébrique, la valeur y (x, s),correspondante

constitue une solution de I'équation différentielle qui satisfait les deux conditions aux limites. En

utilisant la linéarité, nous pouvons trier les possibilités aisément.
Soit u(x) la solution définie par y (a) = A, y'(a) = Oet v(x)la solution définie par
y(a) = 0, y'(a) =1. La linéarité implique que Y (X, S) = U(X) + SV (X),et la condition a

la limite B =Y (b, S) = U(b) + SV (b)n'est autre qu'une équation algébrique linéaire qui

définit la pente initiale inconnue s. les faits familiers de I'existence et l'incité de solutions
d'équations algébriques linéaires nous disent alors qu'il Ya soit une solution exactement a la
BVP, ou il y a des valeurs limites B pour lesquels il n'existe aucune solution et d'autres pour

lesquels il existe une infinité de solutions.
A. 4 Méthode numérique :

En générale pour résoudre ce genre de probleme la méthode la plus connue a laquelle ont

recours des ingénieurs n'est autre que la méthode Runge-kutta avec une technique de tire, ce qui
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peut surprendre que la routine bvp4c n'est pas un code de technique de tire (shooting méthode).

BVP4c met une méthode de collection pour la solution du BVP de la forme :

y' =f(x y,p), a<x<b (A.2)

Avec de non-linéaire générale, deux points conditions aux limites

g(y(a).y(b).p) =0 (A3)

Ici p est un vecteur de parameétres inconnus. Pour plus de simplicité, il est supprimé dans

les expressions qui suivent .la solution d’approximation s(X) est une fonction de continue

qu’est un polyndme cubique sur chaque sous-intervalle [0 X o] d’une maille

a=x,<X,<--<X,=b . Il satisfait les conditions aux limites

g(s(a).s(b))=0 (A4)

Et qu’il satisfait aux équations différentielles (de col locatives) aux deux extrémités et le

point médian de chaque sous-intervalle

s'(X,)= (X 5(x,)) (A5)
S'((Xn+ Xn+l)/ 2) =f ((Xn+ Xn+1)/ 2, S((Xn + Xn+1)/ 2)) (A.6)
SI(Xn+1) =1 (Xn+1’S(Xn+1)) (A7)

Ces conditions conduisent a un systeme d’équations algébrique non linéaire pour les

coefficients définissant s(x).A la différence de la technique de tir, la solution y(X) est évaluée
sur tout I'intervalle [a,b] et les conditions aux limites sont pris en compte a tous les moments.

Les equations algébriques non linéaire sont resolues de maniére itérative par linéarisation, si
cette approche s’appuie sur les solveurs d’équations linéaires de Matlab plut6t que ces codes IVP
Ja méthode de base de bvp4c, que I’on appelle la méthode de Simpson, est bien connue et se

trouve dans un certain nombre de codes .il peut étre démontrer que les hypotheses modestes,

s(X)est une approximation de quatriéme ordre a une solution isolée y(X) , c’est-a-dire ,

ly(x)—s(x)|<Ch" h est la valeur maximale de la taille de pas |y, = X,.,~ X, et C , est une

n+l
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constante . Parce que ce n’est pas vrai de certaines méthodes de collocation populaires, nous

insistants sur le fait important que cette borne est vraie pour tout x dans [a, b],apres s(X) est

calculer sur un maillage avec bvp4c, il peut étre évalue a peu de frais a tout x, ou un ensemble de

X, dans [a,b]avec la fonction bvpval.

Parce que BVPs peuvent avoir plus d’une solution, les codes de BVP obligent les
utilisateurs a fournir une Estimation pour la solution souhaitée. L’estimation comprend
estimation d’un maillage initial Révele que le comportement de la solution souhaité. Les codes
ensuite adapté le maillage de maniere a obtenir une solution numérique exacte avec un nombre
réduit de points de maillage. Venir avec suffisamment bonne supposition est souvent la partie la
plus difficile de résoudre un BVP [34]. Bvp4c adopte une approche inhabituelle pour le contrdle

d’erreur qui lui permet de traiter avec suppositions pauvres. La continuité de S(X) sir [a,b]
et collocation aux extrémités de chaque sous-intervalle implique que s(X) a également une

dérivée continue sur [a, b] pour une telle approximation, le résidu r(x) dans I’équation

différentielle est définie par :
r(x,)=s"(x)-f(xs(x)) (A.8)

Autrement dit, cela dit que s(X) est la solution exacte d’ODEs perturbe.

s'(x)=f(x,5(x)+r(x)) (A9)

De méme, le résidu dans les conditions aux limites estg(s(a),s(b)). Bvp4c controle les

tailles de ces résidus. Si les résidus sont uniformément petits, s(X) est une bonne solution dans

le sens que cet est la solution exacte d’un probléme proche de celui fourni au solveur. En outre,

pour un probleme relativement bien conditionne, les petits impliquent que s(X)est proche de

y(X) , méme quand h n’est pas assez petit pour que le quatriéme ordre de convergence est

évident. Les codes de techniques de tir peuvent également entre décrite comme contrdlant la
taille de ces residu :a chaque étape ,un code d’IVP contréle ’erreur locale , ce qui équivalent a
contrdler la taille du résidu d’un prolongement continu approprie de formule utiliser ,et le
résolveur d’équations non linéaires est utilisé pour trouver des valeurs initiales pour lesquelles le
résiduel dans les conditions aux limites est faible .suppression résiduelle a des vertus

importantes :résidu sont bien définis ,peu importe a quel point la solution approchée , et les
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résidu peuvent étre évaluée importe ou simplement en évaluation f (x,s(x)) ou g(s(a),s(b))

.Bvp4c est basée sur des algorithmes qui sont plausibles ,méme lorsque le maillage initial est tres
faible ; mais fournir des résultat corrects que h tends vers 0 [36]. Ils exploitent des propriétes trés

intéressantes de la méthode de Simpson.

BVPs se posent dans les formes les plus divers. A peu prés tout BVPs peuvent étre
formulées pour solution avec bvp4c. La premicre étape consiste a écrire ’ODE comme un

systéme de premieres équations différentielles d’ordre.

C’est une tache familiére, car elle doit également étre faite pour IVP solveur de Matlab.
L’idée de base est d’introduire de nouvelles variables, une pour chaque variable dans le
probléme d’origine et I’autre pour chacun de ses dérivés a un de moins que le dérivé le plus
élevé apparaisse. C’est tout ce qui nécessaire pour résoudre un IVP, mais BVP peut-étre
beaucoup plus complique : comme nous 1’avion déja vu, contrairement IVPs, problemes aux
limites n’ont pas nécessairement une solution, et quand ils le font, la solution n’est pas

nécessairement unique.

En effet, BVP implique généralement des valeurs de parameétres pour lesquels le probléme

a une solution. En outre, les singularités de toutes sortes ne sont pas des touts inhabituels [37]
A.5 Conclusion :

Dans cette partie nous avons rappelé succinctement quelque notion sur les équations
différentielles ordinaire et nous avons présenté brievement la méthode qui est utilisée par le

solveur bvp4c.

Dans le chapitre suivant nous allons entamer I’exposition des résultats ainsi que 1’analyse

et I’interprétation de ces derniers
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Résumé

Le présent travail consiste en une étude numérique d’un écoulement convectif forcé,
laminaire et permanent devant une plaque plane verticale chauffée par un fluide newtonien,
incompressible. Afin de résoudre les équations différentielles ordinaires contrélant le phénoméne
physique, nous avons adopté la méthode de différence finie, en utilisant le solveur bvp4c en
MATLAB. Cette étude montre que les profils de vitesse et de température dans les couches
limites (thermique, dynamique) respectives dépendent des nombres de Prandtl, Groshof,
Brinkman et le paramétre de la convection a la paroi H. En plus de I'étude de ces parametres sur
les caractéristiques de 1’écoulement de la couche limite (vitesse, température), on a étudié la
variation de coefficient de frottement et de Nusselt, les résultats issus de cette étude sont verifié
et discutés.

Mots clés : convection forcée, plaque plane verticale, écoulement laminaire, différence finie,

couche limite.

Abstract

The present work consists a numerical study of a forced, laminar and steady convective
flow in front of a vertical flat plate heated by an incompressible Newtonian fluid. In order to
solve the differential equations controlling the physical phenomenon, we adopted the finite
difference method, using the bvp4c solver in MATLAB. This study shows that the velocity and
temperature profiles in the boundary layers (thermal, dynamic) depend on the numbers of
Prandtl, Groshof, Brinkman and the parameter of convection at the wall H. In addition to the
study of these parameters on the flow characteristics of the boundary layer (velocity,
temperature), The variation in coefficient of friction and Nusselt has been studied, the results of

this study are verified and discussed.

Keywords: forced convection, vertical flat plate, laminar flow, finite difference, boundary

layer.
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