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Nomenclature

(Co) : Configuration initiale ;

) : Configuration actuelle ;

() : Volume occupé par le solide dans la configuration initiale ;
Q) : Volume occupé par le solide dans la configuration actuelle ;
X : Vecteur élémentaire dans la configuration initiale ;

o : Transformation de d 1 dans la Configuration actuelle ;

i : Opérateur gradient de la transformation

FT : Transpose opérateur gradient de la transformation

h : Tenseur des déformations Green-Lagrange droit ;

F; : Tenseur des déformations Green-Lagrange ;

5 : Tenseur des déformations Green-Lagrange gauche ;

i : Tenseur des déformations d’Euler-Almansi ;

o : Tenseur des contraintes de Cauchy ;

= : Premier Tenseur de Poila-Kirchhoff (P.K.1) ;

S : Deuxiéme Tenseur de Poila-Kirchhoff (P.K.2) ;

i : Tenseur d’identité ;

: Potentiel élastique ;



Ho

: Module de cisaillement du matériau ;

: Module d'incompressibilité de matériau ;

: Premier invariant du tenseur des déformations de Green-Lagrange gauche B ;
: Premier invariant du tenseur des déformations de Green-Lagrange gauche B ;
: Pression hydrostatique ;

: Coefficient de Poisson ;

: Angle de torsion ;

: Extension ;

: Angle de torsion unitaire.
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Introduction générale

Les progres dans le domaine de la science des matériaux ont conduit a une utilisation de
plus en plus importante des matériaux tels que les élastoméres, communément appelés
caoutchoucs. Ces derniers représentent souvent une alternative aux matériaux métalliques, en
raison de leur faible masse, de codts de production réduits, de facilité de mise en forme. Pour
cela, ils sont tres employés dans de nombreux secteurs industriels.

Notre travail consiste a calculer les distributions des contraintes dans un cylindre plein
constitue d'un matériau hyper-élastique soumis a une sollicitation composée torsion - extension.
Pour cela nous avons divisé ce travail en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré a des généralités sur les élastomeéres (définition,
classification et propriétés des elastomeres).

Le deuxiéme chapitre sera consacré a définir quelques lois de comportement hyper
élastique en rappelant brievement les notions de la MMC (mécanique des milieux continus)
utiles dans le cadre de ce memoire.

Dans le chapitre trois, nous aborderons notre problématique qui s'articule autour de trois
points principaux :

Dans une premiere étape, nous allons résoudre I'équation d'équilibre dans le cadre du
modéle simplifié de Mooney-Rivlin incompressible Ainsi, les contraintes sont obtenues
analytiquement

Ensuite, ces contraintes sont calculées en utilisant la méthode des éléments finis pour
un matériau de type Mooney-Rivlin quasi — incompressible.

Puis, nous allons procéder a la comparaison des résultats obtenus a partir des solutions
analytique et numérique afin de valider le modéle numérique.

Enfin, nous terminons ce travail par une conclusion générale.
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Chapitre 1 Generalités sur les élastoméres

Introduction

Les matériaux élastomeres sont présents dans de nombreuses applications de la vie
quotidienne et occupent une place de choix dans 1'industrie comme par exemple 1’automobile,
I’aéronautique ou encore le génie civil.

Dans ce chapitre introductif on présentera des notions genérales sur des élastomeres et
leurs propriétés chimiques, physiques et mécaniques

I.1 Généralités sur les élastomeres [1]

Les élastomeres, font partie de la famille des polymeéres, qui sont constitués de longues
chaines de molécules (macromolécule) réparties dans toutes les directions de 1’espace, linéaire.
Ces chaines sont reliées entre elles par des points de réticulation, des enchevétrements, vu leur
structure amorphe et pour des températures supérieures a leurs températures de vitreuse, il
supporte de tres grandes déformations, presque totalement réversibles, le terme élastomeére
désigne ainsi tous les caoutchoucs synthétiques, ¢’est-a-dire les substances macromoléculaires
possédant 1’élasticité dite caoutchoutique. En effet, 1’étude des propriétés physiques des
polymeéres en fonction de la température, indique 1’existence de plusieurs états de la matiere :

e Etat de transition : a ce stade, on est en présence de polymére linéaire
Thermoplastique de type cellulosique, polyesters, polyvinyles, etc. 11 s’agit comme
son nom I’indique d’une phase de transition significative de 1’état quasi-fragile a un
état de grande déformabilité.

e Etat vitreux : cet état caractérise généralement les verres organiques qui présentent
une tres faible déformabilité.

e Etat caoutchoutique : les élastomeres sont caractéristiques de cet état. 1ls possedent
une grande déformabilité et un comportement visqueux.

e Etatd’écoulement : le polymeére, bien qu’encore solide, se comporte comme un fluide
non-newtonien quasi-incompressible fortement visqueux.
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Figure 01.0.1 : Production du caoutchouc naturel [2]

1.2 Production du caoutchouc naturel [2]

Le caoutchouc naturel est un poly-isoprene naturel de microstructure supérieure a 90%
cisl.4 provenant d’un arbre hevea-brasiliensis, originaire de bassin de I’ Amazon et implanté en
Asie du sud-est et en Afrique. La saignée fournit un latex qui donne le caoutchouc sec aprés
coagulation a I’acide.

Le caoutchouc naturel présente une large distribution de masse moléculaire et une
proportion importante de macromolécules de masse moléculaire élevées, en partie responsables
du trés bon niveau de ses propriétés mécaniques.
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Figure 1.2 : Récolte du latex Figure 1.3 : Hévéa brasiliensis

1.3 Classification des élastomeéres [3]

On compte une vingtaine de familles d'élastomeres et dans certaines de ces familles dix
a vingt grades différents. C'est-a-dire que les méthodes actuelles de polymérisation permettent,
de plus en plus, la fabrication de produits sur mesure répondant a la fois aux problemes de mise
en ceuvre et aux propriétés recherchées.

La classification courante consiste a séparer les caoutchoucs en trois catégories :

| .3.1 Les élastomeres a usage général

Ils sont caractérisés par leurs propriétés élastiques, Il s’agit essentiellement des
caoutchoucs naturel ou synthétique (NR ou IR), des copolymeéres de butadiene styrene (SBR)
et les polybutadiénes (BR). Ils sont utilisés pour diverses applications dans I’industrie
automobile telles que les pneumatiques, supports moteurs, balais d’essuie-glaces ; ou pour le
batiment (étanchéite de toitures, cablerie, adhésifs, tuyaux...) ; ou encore pour gants de menage
et chirurgie, tétines, préservatifs, tapis de sol...
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1.3.2 Les élastomeéres a usage spéciaux

Qui sont les copolymeéres ou ter-polymeéres d’éthyleéne propyléne et diéne (EPM et
EPDM), les copolymeéres d’iso-butyléne isopréne, chlorés ou bromés (IIR, BIIR, CIIR), Les
copolyméres de butadiénes acrylonitrile (NBR), et les polychloroprenes (CR), Pour des
applications requérant des propriétes particulieres telles que la résistance aux liquides agressifs
(solvants, acides, huiles...), Une stabilité vis-a-vis des hautes et basses températures et une
bonne tenue au vieillissement. lls sont utilisés dans divers secteurs d’activités (industrie
pharmaceutique, nucléaire, automobile, aéronautique...)

1.3.3 Caoutchoucs a usage trés spéciaux

On peut citer les caoutchoucs de silicone (VMQ, FVMQ), les élastomeéres fluorés
(FKM), les polyéthylénes chlorés et chlorosulfonés (CM, CSM), les polyacrylates (ACM), les
copolyméres éthyléne acétate de vinyle (EVM) et 1’éthyléne acrylate de méthyle (AEM), les
caoutchoucs nitrile hydrogénes (HNBR) et les caoutchoucs d’épichlorhydrines (CO, ECO,
GECO), les polyuréthanes malaxables (AU, EU), présentent d’excellentes tenues chimiques et
thermique, essentiellement utilisés en industrie aéronautique et spatiale, ainsi que dans
I’industrie chimique.

I.4 Les propriétés des élastomeres

1.4.1 Propriété mécanique

| .4.1.1 Elasticité non linéaire [4]

Les élastomeres sont caractérisés par une capacité a supporter les grandes
déformations de facon réversible. La (Figure 1.4) représente la courbe de traction a
rupture d’un élastomeére. La courbe contrainte-déformation est non-linéaire
montrant trois zones distinctes de comportement :

Aux faibles déformations I"énergie apportée est utilisée pour rompre les
liaisons faibles (Van der Waals...) entre les chaines ; cela se traduit par la courbure
initiale de la courbe contrainte-déformation (10 —25%).

Les déformations moyennes ou | énergie apportée sert au dés enchevétrement des
chaines macromoléculaires (25—400%).
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Figure 1.4 : Courbe de traction a rupture d’un élastomére

1.4.1.1.2 Incompressibilité [5]

La troisiéme caractéristique bien connue du comportement des élastomeres est
I’incompressibilité. Il est convenu de considérer que des sollicitations ne faisant pas intervenir
de pression hydrostatiques (trop importants), la déformation du matériau se fait sans variation
de volume. En fait, cette caractéristique est une idéalisation de la réalité, puis qu’on montre
expérimentalement que les élastomeres sont compressibles.

La prise en compte de I’hypothése d’incompressibilit¢ des caoutchoucs (sous les
conditions définies précédemment) est tres intéressante du point de vue analytique et
notamment pour le dépouillement des mesures expérimentales. En revanche, d’un point de vue
numérique (méthodes des éléments finis), elle pose certaines difficultés qui sont bien
identifiées.

| .4.1.1.3 Viscoélasticité [6]

La deuxiéme propriété bien connue des matériaux élastomeéres est leur caractére
viscoélastique. Classiquement, ce phénomeéne est mis en évidence par deux essais bien connus :

Les essais de relaxation et de fluage. Dans les cas de la relaxation, on impose au matériau
un niveau constant de déformation et on observe la relaxation des contraintes (la diminution)
au cours du temps.

Le fluage consiste a imposer une contrainte et mesurer les déformations qui en
découlent.
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Figure 0.5 : Fluage et relaxation d’un matériau soumis a une sollicitation au temps to

1.4.1.1.4 Vieillissement

L’environnement peut étre a I’origine des dégradations physico-chimique de la structure
des élastomeres. En conséquence, le comportement mécanique devient fragile ou rigide,
entrainant en général de la rigidification et la fragilisation du matériau [7].

| .4.2 Propriétés chimiques

Les élastoméres sont constitués de chaines carbonées liées entre elles par des liaisons
physiques (enchevétrements) et chimiques (type liaisons covalentes) appelées aussi points
de réticulation. La cohésion du matériau est assurée par les nceuds de réticulation : ¢’est ce
qu’on appelle 1’état caoutchoutique. Les propriétés mécaniques restent stables jusqu'a ce
que la Température soit suffisamment importante [7].

Figure 1.6 : Les chaines macromoléculaires sont liées entre elles par des liaisons covalentes et
des ponts soufre
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1.4.3 Propriétés physiques

Les elastomeres appartiennent a la famille des hauts polymeres.
Macroscopiquement, ils se présentent sous forme de macromolécules constituées de
longues chaines de polymeres, linéaires ou ramifiées, enchevétrées les unes dans les
autres. Compte-tenu de leur structure amorphe et pour des températures supérieures
a leur température de transition vitreuse, les élastomeéres se caractérisent par une
grande déformabilité et une haute élasticité caoutchoutique [7].

1.5 Conclusion

Les élastoméres présentent un comportement tres complexe mettant en jeu de nombreux
phénomenes tels que la capacité a supporter de grandes déformations, la viscoélasticité une de
I’endommagement.
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Chapitre I Modélisation du comportement hyper-élastique des élastoméres

Introduction

Ce chapitre fait le point sur les modélisations fréquemment proposées pour rendre
compte des aspects de comportement macroscopique des élastomeéres decrits dans le chapitre
précédent. Nous donnons un bref rappel sur la mécanique des milieux continus en grandes
déformations. Ensuite, on présentera quelques modeles théoriques du comportement hyper-
élastique des élastomeres qui sont proposeé dans la litterature.

I1.1 Rappels de la mécanique des milieux continus en grandes déformations

I1.1.1 Cinématique

Dans le cadre des transformations finies, il est important de distinguer la configuration
initiale et la configuration actuelle (déformeée). Le mouvement d'une particule d'un milieu
continu peut étre décrit soit dans la configuration lagrangienne, soit dans la configuration
eulérienne. Les coordonnées lagrangiennes (ou matérielles) sont celles qui définissent la
position du point matériel P (X: ; X2 et Xs) du milieu continu (Q2), le repérage se faisant dans la
configuration initiale (ou non déformee). Les coordonnées eulériennes (ou spatiales) sont celles
qui définissent la position du point matériel p (x ; Xz et x5) du milieu continu a I'instant courant,
le repérage se faisant dans la configuration actuelle (ou déformée). Notons que dans le cas d'une
transformation infinitésimale, les deux configurations sont confondues [8].

11.1.2 Description du mouvement [9]

Soit un solide déformable S, évoluant dans un repere R. L'ensemble des particules p
constituant le solide déformable occupe, a chaque instant, un ensemble de positions dans
I’espace voire figure (11.1). C'est la configuration du systeme a I'instant t. Nous utiliserons le
méme repere pour la configuration initiale et la configuration déformée.

On note (&) la configuration initiale (ou le solide S occupe le volume Qo), et (Ct) la
configuration actuelle a I'instant t (ou déformée), ou le solide S occupe le volume .

Le vecteur position de la particule P € S a I'instant initial est noté X.On note % le vecteur
position de cette particule a l'instant t.

Le mouvement du milieu continu est défini par la donnée de la fonction vectorielle :

(IL1)

-

CO_)Ct
X:{ . -
X - x=x(X;t)
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X Ce}
X2 x1 X
q
| €
V. o E)
s 0 1
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e

Figurell.l : Configuration initiale et déformée

L'équation 11.1 définie la transformation faisant passer de la configuration de référence
(Co) a la configuration (Cy). Pour caractériser la déformation au voisinage de la particule, on
introduit I'application linéaire tangente au mouvement, ou tenseur tangent (voir figure (11.1)).
Considérons un Vecteur x dans la configuration initiale, son transformé dans la configuration
actuelle S’obtient par la relation (I1.2) :

dx =FdX (IL.2)

Il .1.3 Description des déformations [9]

Pour caractériser les changements de forme entre les configurations (Co) et (Cv), il faut
caractériser les variations de longueur et les variations d'angle, soit, en fait, les variations de

produit scalaire. On forme donc le produit scalaire de deux vecteurs matériels dx et Ty et on

examine sa variation en fonction des vecteurs initiaux dX et dY. Selon la configuration
privilégiée, plusieurs mesures des déformations sont possibles :

Description lagrangienne

En configuration lagrangienne, on introduit le tenseur de Cauchy Green droit C=
FFTsymétrique et défini positif, qui caractérise les dilatations. Dans le cas ot le milieu ne subit
aucune transformation, C = 1.

Le tenseur de déformation de Green Lagrange, purement lagrangien, symétrique, relie
a C par

10
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E=2(C- (IL.3)

Description eulérienne

De la méme maniére dans la configuration actuelle on introduit le tenseur de Cauchy
Green gauche B = FFT | symétrique et défini positif. Le tenseur de déformation associe, lié a
la différence de produit scalaire, est le tenseur d'Euler-Almansi A :

A= -(1-B™Y) (IL.4)

Il .1.4 Description des contraintes [10]
On introduit les tenseurs des contraintes usuels de la théorie des grandes déformations
le tenseur des contraintes de Cauchy, ¢ (eulérien) est défini par :

t=on (11.5)

t est le vecteur contrainte (effort mesuré par unité de surface définie instantanément)
s’appliquant sur I’élément de surface ds de la configuration initiale de normale extérieureri. On

peut lier la force élémentaire Tf de la configuration actuelle a 1’¢lément d’aire ds de la
configuration initiale, par la relation suivante :

df =Tds (I1.6)

11 s’agit alors d’une description mixte. Le vecteur T représente le vecteur contraint de
Piola Kirchhoff 1 (ou vecteur de Boussinesq). Le tenseur de contrainte associé est le premier
tenseur de Piola-Kirchhoff i qui n’est ni lagrangien ni eulérien (tenseur hybride), tel que :

df =T ds =nN ds (I1.7)

T N’est pas symétrique.

Pour avoir un tenseur complétement défini en fonction des variables lagrangiennes, on
transporte la force df agissant sur le volume actuel vers la configuration initiale non deformee

df,= F-1df (11.8)

dTo est une force fictive agissant sur la surface initiale. Le tenseur de Piola Kirchhoff 2 est alors
défini par :

df, = SN.ds (IL.9)

11
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S est un étre mathématique sans signification physique, mais il présente la particularité d'étre
symetrique.

Les trois tenseurs des contraintes sont reliés par la relation suivante :

Jo=m.FT = FSFT (11.10)
n=FS (IL11)
J =detF (I1.12)

J : Jacobienne de la transformation présentée.

En conclusion : On a rassemblé les différents tenseurs de contraintes et de déformations
dans les deux configurations initiale et actuelle dans le tableau suivant :

Tableau 1.1 Récapitulatif des différents tenseurs de contraintes et de déformations dans les
deux configurations initiales et actuelle

Configuration  (Co) initiale | Configuration actuelle (Cy)
(libre de contraintes)

Tenseurs des
déformations

C : Tenseur des dilatations de

Green-Cauchy droit, symétrique. Almansi, symétrique.

E : Tenseur des Déformations de
Green-Lagrange, symétrique.

B : Tenseur des déformations de
Green-Cauchy gauche, symétrique.
A : Tenseur des déformations d’Euler-

contraintes S : Tenseur des contraintes de Cauchy, symétrique.
Piola-Kirchhoff 2, symétrique.

Tenseurs des o : Tenseur des contraintes de

12
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Il .2 Equations d'équilibre [11]

L/, g Wy,
S LA g0 Nl L/ %0
- " “ » ‘\ .
o WG ool b 6 o
/ OID D \~\"" o i'/ Wi el \“:. B
~ A \ y . ¢
— i -] 49 00 —
—*, Q P % Friet -
,.-Ov A._-.. - '.--‘:,‘.0., : f o .v_"\ W T /.ﬁ..
£ /"rn-IT»,“T'\ N " s KN
A Y s —
o’ 77N PTITITR ¢
ARY
CO Cz

Figure 11.2 : Conditions aux limites dans les configurations de référence et actuelle
On définit la configuration actuelle Ct :
w, le domaine occupé par le solide dans cette configuration ;
Ow : sa surface ;

Ow,, et dwy respectivement les sous domaines de 0w sur lesquels on applique un déplacement
imposé u, ou une densité surfacique de force par unité de surface déformée

(Owy, U0 wF =00 etd st NO wF =0)
6 un élément de volume dans la configuration déformée;

Et les efforts de cohésion exercés a travers 1’élément de surface 09.

Dans la configuration de référence Q, 6Q, du, 0Qf D et oD sont respectivement les
transportés de Ct vers Co par I’intermédiaire de o, 0w, dwy, Ovf, 6, et 0d.

T est la densité surfacique de force exprimé dans C,.

Il .2.1 Configuration actuelle

L’écriture de la conservation de la quantité de mouvement, traduisant la configuration
actuelle, I’équilibre du sous-domaine 06 s’écrit :

J.asfds + L pfdv =0 (I.14)

13
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ou p est la masse volumique dans la configuration actuelle, f la densité massique de force. On
obtient dans la configuration actuelle, en utilisant le théoreme de la divergence, aprés avoir
I’équation o :

diva+p0f:5 Sur o ;

o =T Sur dwe ; (11.15)
U=1u, Sur dw,,.

Il .2.2 Configuration de référence

L’¢équilibre peut aussi étre exprimé dans la configuration de référence. On note ou et oF les

images respectives de dw, et dw, par |'application y.

divz+p,f =0 sur @
aN=T sur Oday; (11.16)

u=0, sur da,.

11.3 Modélisation de Comportement hyper élastique [9]

Un matériau est élastique si le tenseur des contraintes de Cauchy a l'instant t dépend
uniquement de I'état de déformation a ce méme instant, ainsi la contrainte ne dépend pas du
chemin suivi par la déformation, mais par contre le travail fourni par cette contrainte dépend
généralement du chemin suivi. Un matériau élastique est dit hyper élastique si le tenseur des
contraintes dérive d'une fonction d'énergie du matériau. Ceci implique que le travail mis en jeu
pour aller d'un état de déformation a un autre ne dépend pas du chemin suivi. Pour écrire une
loi de comportement hyper élastique, on postule ainsi I'existence d'une énergie libre w définie
par unité de volume dans la configuration de référence.

I1. 3. 1Loi de comportement hyper élastique [12]

Dans I’approche phénomenologique, le matériau est considéré comme un solide
continu. Le comportement du matériau est régi par une relation non linéaire liant les contraintes
et les déformations. Ces contraintes sont obtenues par dérivation d’un potentiel de déformation,
noté W.

La contrainte dérive de la densité d’énergie de déformation par la relation suivante :

14
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ow

-1
o B (IL.17)

ow
o= —pI+ZB£— 2

Ou p est la pression hydrostatique. On peut écrire I’hypothése d’isotropie, les densités d’énergie
de déformation W sont alors écrite en fonction des élongations principales 4,4, et A, qui sont

les valeurs propres du tenseur C) ou tres souvent a partir des invariants 1, 1, et 1, du tenseur
des dilatations de Cauchy-Green B (ou C). Les invariants s’expriment de la maniére suivante :

I, = traceB
I, = ~[traceB? — (traceB)’] (IL18)

On suppose I’existence du potentiel élastique W, qui est défini comme I’énergie
volumique de déformation rapporté au volume initial.

Pour un matériau isotrope, 1’énergie volumique de déformation W ne dépend que des
trois invariants : 1,(C), 1,(C) et I,(C) du tenseur de Green-Cauchy droite C, soit :

W=W(,I,L).
Il existe bon nombre de modeéles hyper-élastique dans la littérature, nous allons présenter
les modeles fréeguemment implémentés dans les codes de calculs par éléments finis.

I1.3.2 Les modeéles hyper-élastique

Il .3.2.1 Modéle de Mooney-Rivlin (1940) [13]

Mooney-Rivlin fut le premier a proposer un modeéle hyper-élastique pour les élastomeres.

Aprés avoir étudié les réponses en traction et en cisaillement des élastomeres, il propose forme
phénoménologique pour 1’énergie de déformation :

W=Cyo(I; — 3) + Coy(1, —3) (I.19)

Ce modeéle reste loin le lus pour sa simplicite et sa capacité a refléter convenablement le
comportement des élastomeres pour des niveaux de déformation allant jusqu’a 100%

Il .3.2.2 Modéle de Mooney-Rivlin (1948) [13]
Le potentiel est défini par la relation :
W=z S0 €3 (1 =3)(1, — 3)7,Co0 = 0. (I1.20)

15
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I1-3-2.3 Modéle d’ogden (1972) [12]

C’est I’'un des modeles le plus utilisé pour la trés grande déformation. Sa formulation
consiste a remplacer les exposants entiers du développement de Rivlin par une série de
puissante réelles des extensions principales, ces exposants réels deviennent alors des paramétres
matériels a identifier. A la différence des formulations précédente en invariants, le modeéle
d’Ogden s’écrit donc en termes d’extensions principale :

H a, a, a,
W= Z::la_n( A"+ ) (I1.21)
n

Ou les constantes (u,;e,),, ,sont les paramétres matériaux. A; A, et A, Sont-elles valeurs

propres du tenseur de dilatation de Green-Cauchy.

11.3.2.4 Modele néo-Hookeéen (1943) [12]

Le modeéle hyper-élastique isotrope et incompressible le plus simple est le modele
NéoHookéen, ce modele admet un unique parameétre matériel C,,. Il permet d'avoir une bonne
corrélation pour des niveaux de déformation modeéres (jusqu'a 50%).

W=c,o(I; —3) avec 22=Cy (I1.22)

11.3.2.5 Modele du tube étendu (1999) [12]

Le dernier modele présenté ici est proposé par Kaliske et Heinrich. Sa formulation
repose sur la physique des réseaux polymeres, et notamment sur les modéles dits « tubes » qui
permettent de décrire le mouvement des chaines polymeéres dans un réseau réticulé. Le modeéle
du tube étendu intégre assez simplement des résultats issus de la physique des polyméres dans
le cadre hyper-élastique. Ainsi, les auteurs proposent une densité d’énergie de déformation,
alliant une fonction du premier invariant 11 et une fonction de type Ogden, qui entre
parfaitement dans le cadre mécanique tridimensionnel :

W=Se [—(1-52><'1-3>] +Ln[1-6°(1,-9) |+ 2%(4%ﬁ -3) (I1.23)

2 L 1-62(11-3)

Ou les constantes, §; Set G, sont des parametres matériaux.
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I1.3.2.6 Modeéle de Gent (1996) [12]

Le potentiel élastique a la forme suivante :

W =—2],Ln(- ’j‘3) (11.24)
I1.3.2.7 Modele de Yeoh (1990) [12]

A partir des considérations expérimentales, Yeoh (1990) a proposé un modeéle hyper
élastique pour les caoutchoucs chargés au noir de Carbonne.

W=Cyo(I; —3) + Cyo(I; — 3)% + C5¢(I5 — 3)3 (I1.29)

11.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté brievement quelques résultats essentiels du
formalisme de grandes déformations puis nous avons rappelé quelques modeles de
comportement hyper-élastique des élastomeres.
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Chapitre III Etude de la torsion des Cylindres hyper-élastiques

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier théoriqguement et numériquement la distribution
des contraintes dans un cylindre plein en élastomére soumis a une sollicitation composée de
torsion et extension. Le modele de Mooney-Rivlin a été considéré dans 1’étude. Une
comparaison des résultats de I’étude théorique et numérique a été effectuée a la fin du chapitre.

111.1 Etude analytique

111.1.1 Formulation du probléme

On considéere un cylindre de longueur initialL,, et de rayon initial A, tel qu’il est montré

sur la figure (I11.1).

&

Figure I11.1 : Représentation du cylindre circulaire plein de section constante

La symétrie du probleme impose d’utiliser les coordonnées cylindriques, soit un point

M (R, ©, Z) dans la configuration de référence (non déformée) qui se déplace sous I'effet des

sollicitations imposées et qui occupe la position m (r, 6, z) dans la configuration actuelle (ou

déformée), on peut écrire la relation cinématique suivante [14]

Notre cas etudié est 1’extension-torsion, on prend la relation suivante :
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_R

=3

0=0+19(2) (1IL1)
1=AZ

Ici, I’angle de torsion est supposé une fonction quelconque de Z.

I11.1.2 Loi de comportement d’un milieu incompressible

On suppose que le potentiel hyper-élastique dépend des invariantesl,, I,, ¢’est-a-dire :
W=W (I, I,)

Le milieu est supposé incompressible, I3=1.

En cordonnées cylindriques, I’opérateur gradient de la transformation F s’exprime :

o 1o or
(6R R OO 6Z\
F= |20 128 1% (II1.2)

O9R ROO 0z
0z 100 0z

R ROO oz
Le tenseur de contrainte de Cauchy est exprimé par :

ow ow

0 = _p+26_113_2£3 1
oW _ ow_

On pose : _611_W1 et _aIZ'WZ

Ce qui donne :
6 = —p +2W,B—2W,B! (IIL.3)

De I’équation (ITI.1) le gradient de la transformation F est donné par :

1

7 0 0

F= EI (111.4)
0 Nl Rg (Z)
0 O A
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De I’équation (II1.4) on obtient :

1

= 0 0

FT= 1 1.5
0 = 0 (I1.5)
0 Rg'(Z) 2

Pour cette transformation, le tenseur des dilatations de Cauchy-Green gauche B est égal a :

- L 0 0
70 0Nz 11 0 0
B=l o L pgy]lo + of| 0 A'+[Re@] ARg(2) (IIL6)
VA fh 0 ARg'(Z) A2
0o 0 2 0 Rg'(Z) A
» 0 0
B! = 0 A —Rg (2) (111.7)

0 —Rg'() A72+17"(Rg(@)?
Les invariants des contraintes de Cauchy Green-droit (ou gauche) sont :
I,=trace B =21 '+12+(Rg'(2))? (I11.8)
I,=2"Y(Rg (2))?+2)+172 (I111.9)

A partir de I’équation (I11.2), les composantes non nulles du tenseur des contraintes de Cauchy

sont les suivantes :

O, =-P+2 wi A" 12w, (111.92)
Go=-P+2w;[A171 + (Rg (2))?]-2w, A (I11.9b)
0 ,,=-P+2w  A2-2w,[172 + 171 (Rg ' (2))?] (111.9¢)
Go,=2w,[ARg (2)]-2w,[—R g (2)] (I11.9d)
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En projetant dans la base de coordonnées cylindrigques, on obtient :

oo, L On 0w _ (II1.10.a)
or r
100y 00y _g (I11.10.b)
r 00 oz
100, N oo, 0
Py R (111.10.¢)
On remplace les équations (II1.9) dans les équations (III.10), on obtient :
?Ti — 2w [Rg' @) (IL.11.2)
P
30 = 2r(wyAR + w,R) g" (2) (IIT.11.b)
oP
E = —4W22_1Rzg’(z)g”(z) (ITI.11.¢)
op - " ] P
Ona: i 0 ce qui implique que g"'(z) = 0 et par conséquent Fr 0.
La pression hydrostatique ne dépend que de r, c'est-a-dire P = P(r).
De I’équation (IT1.10.a) ; on peut écrire que :
Rg'(2)]?
JdUTr—j2W1[ CAQ) dr
r
=f(6,2) + wAlg'(@D]*(r? — a?) (I1.12)

De I’équation (II1.9.a) on en déduit I’expression de la pression hydrostatique P :

P(r) =2wi A7t = 2wod + wiA[g' (2))12(r% — a?) — f(6, 2)

. 9P 9P
Malsﬁ—a—z—

Alors f (6,z) = constante = —g,,

La pression hydrostatique et les composants du tenseur des contraintes de Cauchy sont donnés

par :
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P(r) =2wi A7t = 2wyl + wiA[g' (2)12(r? — a?) + g, (I11.13)
o = wiAlg' (D)])?(r* — a®) — g (II.14.a)
G99 = W1A[g' (2)]*(r? — a?) + 2w, [Rg' (2)]* — oy (1I1.14.b)

Oz = 2w (A2 =2+ 2w,(1 — 172) = 2w, 27 [Rg' (2)]? + w1 A[RG' (2))2(r? — a?) — o,

(II.14.c)
Gg,=2wW1[ARg (2)]-2w,[—R g (2)] (II1.14.d)
Soit: g'(z) = A2 cest-a-dire g(2) = A2z
0, = Wy [AT]?(r? — a?) — o, (II1.15.a)
099 = Wy [AT]2(37% — a?) — g, (II1.15.b)

O = 2w (A2 =2 4+ 2w,(1 — 172) = 2w A[rT]? + wy [A7]2 (12 — a?) — gy (II1.15.¢)
g, = 2(WiA + wy)rit (I.15.d)
Cas particulier A = 1

O = WT2(r? — a?) — o,

Og9 = W1T2(37% — a?) — o,

O,y = —2wy[rT)2 + wit2(r2 — a?) — 0y
g, = 2(wg + Wy)rT

Si le potentiel hyper-élastique est exprimé en fonction des invariantsl;, (i=1., 2), et que la

ow
— = w;cst, alors la

dérivée de W par rapport a I;, (i=1., 2) sont des constantes c’est-a-dire Py
i

seule possibilité de la transformation est lorsque g''(z) = 0, en d’autres termes g'(z) = cst, ou

bien g(z) =VA7Z ot 1= cst. Dans ce cas, la contrainte radiale sur la surface extérieure peut étre

soit nulle ou bien constante.
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111.1.3 Contrainte équivalente de Von-Mises

L'expression de la contrainte équivalente de Von-Mises est donnée par la relation suivante :
(og) = /%ap: o) (111.16)
Ou o est le deviateur du tenseur des contraintes donné par la relation suivante :

op = 0 —trace(o)l (111.17)

Dans le cas étudié, la contrainte équivalente de Von-Mises se réduit a I’expression suivante :

(O'E> = \/% [((arr - 099)2 + (arr - azz)z + (azz - 0'00)2 + 6(0-02)2] (“|18)

Il est clair que la contrainte de Von Mises ne dépend pas de g,

111.1.4 Calcul de la force axiale et du moment résultant

La force axiale et le moment appliqué sont exprimés par les relations suivantes :

E = [ [lo,rdrdd = [" [[[2w, (2> — 271) + 2w, (X — 172) — 2w, A[r7)? +
wy [A7]?(r? — a?) — gy Jrdrd6 (1I1.19)

M= [7" [ ag,r?drdd = [ [[2(w1A + wy)AT]r3drd8 (II1.20)
A partir de I’équation (II1.19), on déduit I’expression de la force résultante :
3 =8 1 2 -1
E, = 2nw, (/12 L ) a? — nw,Azt2a* + nw, (A1) %a3 (5/1 - A2 ) + 0,
L’équation du moment appliqué est déterminée a partir de 1’équation (I11.20):

M = t(wid + wy)TAa? (111.22)
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111.2 Etude Numérique

111.2.1 Hypothese de quasi-incompressibilité

La plupart des codes éléments finis donne le potentiel hyper-élastique(W) de la maniere

suivante :
W=w(y,lL)++( - 1)? (I11.23)

ou I, et I,sont les invariants modifiés du tenseur de Green-Cauchy droit (ou gauche) et D le

tenseur .... .

Ona:
-2

L=J31 (111.24)
-4

ILL=]31 (III.25)
_ 2 _301-2v)

EtD = P (III.26)

ou k, est le module de compressibilité.

Dans toute notre étude, nous avons supposé que le matériau est incompressible I; = 1 et afin de
comparer entre les résultats analytiques et les résultats numériques, nous avons supposé que le

coefficient de Poisson v, = 0.4998.

Alors D = 0.0015 MPa™?
111.2.2 Construction du modele numérique

111.2.2.1 Choix du modéle de comportement

Nous avons choisi le modéle de Mooney-Rivlin a deux parametres implémentés dans le code

de calcul éléments finies dont le potentiel hyper-élastique est définit par

W =W(I;,I;) = Cio(ly = 3) + Cos (I, = 3) + 5 ( = 2)? (111.27)
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W est I’énergie de déformation par unité de volume, C;, et Cy; sont les parametres du matériau.

On pOSE . wq = ClO et Wy = C()]_

ou p=2(Cyo + Cyy) est le module de cisaillement.

I11.2.2.2 Présentation de la géométrie

Pour valider un modéle numérique, on doit nous servir de la solution analytique, afin de
construire un modéle éléments finis.

Le cylindre est de rayon A et de longueurL,, les dimensions sont exprimées en millimétres dans
la figure

s

Figure 111.2 : Modéle étudié

I11.2.2.3 Le maillage

Un maillage est la discrétisation spatiale d’un milieu continu, ou aussi une modélisation
géométrique d’un domaine par des éléments finis.

Nous avons considéré une modélisation 3D avec un maillage de type linéaire et une taille
d’¢élément de 4 mm
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0,00 2500 50,00 (mm)
12,50 37 50

Figure 111.3 : Modéle maillé

111.2.2.4 Chargements et conditions aux limites

On a réalisé une simulation numérique d’un essai de torsion-extension, Nous avons bloqué tous
les nceuds du modele situé dans le plan (xz) par I’application d’un encastrement au niveau
d’extrémité z=0. Nous avons appliqué un chargement imposé sous forme d’un déplacement
suivant la direction de I’axe du cylindre (0z) et d’une rotation d’angle a qui varie suivant

I’axeey.

0,00 45,00 90,00 (rmrm)
| I .
22,50 67,50

Figure 0.4 : Chargements et conditions aux limites.
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111.2.3 Résultats de la simulation numérique

Pour cette simulation, nous avons utilise les parameétres identifiés a partir de I'essai de traction
sur le Latex, ces parameétres sont donnés dans la publication de Marckmann [7] soit : C;, =
0.162 MPa et Cy; = 0.0059 MPa.

Nous allons déterminer numériquement la distribution des contraintes sur une surface circulaire

du cylindre située a une extrémité Z = L.
Ensuite, nous allons examiner la distribution des contraintes suivant une trajectoire quelconque

. . _ A
Q(rvanedeOaa—ﬁ).

Les résultats obtenus pour les différentes valeurs d’angles a et d’extension sont donnés sur les

figures (Figure II1.5) jusqu’a (Figure 111.34)

Pour a = 20°

0,000 5,000 10,000 (rmm)
N .
2,500 7,500

Figure 0.5 : Distribution des contraintes de Von Mises pou o = 20°
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0336
0,0075183
0,0055009
00030836
0,00066618 Min

Figure 0.6 : Distribution des contraintes de cisaillement o. suivant la trajectoire pour o = 20°

000013208
-0,000264
-0,0003067
-0,00052904 Min

Figure 0.7 : Distribution des contraintes radiales o suivant la trajectoire pour o = 20°
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00006605
000036376
67061e-5

-0,00022963
-0,00052633Min

Cloczas o T I T I s

Figure 0.8 : Distribution des contraintes tangentielles a4 suivant la trajectoire pour o = 20°

Figure 0.9 : Distribution des contraintes axiales o, suivant la trajectoire pour a« = 20°

Pour a = 20° et une élongationde A = 1.4
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Vin o 350 7000 ()
| 170 5250

Figure 0.10 : Distribution des contraintes Von Mises suivant la trajectoire L pour 0=20° et
r=1.4

2,500 7500 '

Figure 0.11 : Distribution des contraintes de cisaillement o, Suivant la trajectoire L pour
oa=20°tr=14
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000 5000 10,000 ()
E— T— ]
250 150

Figure 0.12 : Distribution des contraintes radiales o, suivant la trajectoire £ pour a = 20°
etA=1.4

R 1)

1,750

Figure 0.13 : Distribution des contraintes tangentielles agg Suivant la trajectoire £ pour a =
20° etA=14
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Figure 0.14 : Distribution des contraintes axiales o, suivant la trajectoire £ pour a = 20° et
A=1.4

Pour un angle de torsion o = 45°

Figure III. 15: Distribution des contraintesde Von Mises suivant la trajectoire £ pour a =
45°
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0,012638
0,0073005
0,0019629 Min

-~ ot 21 “ N . o

Figure I11.16: Distribution des contraintes de cisaillement G Suivant la trajectoire £

pour o = 45°

-0,0004263
-0,00098532
00015423
-0,0020993 Min

Figure I11.17: Distribution des contraintes radiales o .suivant la trajectoire £ pour
a = 45°
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-0,00032192
-0,00092964
-0,0015378
-0,0021457 Min

Figure I11.18: Distribution des contraintes tangentielles GggSuivant
trajectoire £ pou a=45°

1,1997e-5
1342765
3,8851e-5
-6,4274e-5 Min

Figure I11.19: Distribution des contraintes axiales @ ,,suivant la trajectoire £ pour a = 45°

Pour un angle a = 45° et une élongationde A = 1.4
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043311
0,43221 Min

Figure II1.20: Distribution des contraintes Von Mises suivant la trajectoire £ pour a=45° et
=14

2500 D

Figure 1II1.21: Distribution des contraintes de cisaillement o©g, suivant la

trajectoire L pour a=45° et A=1.4
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250 D

Figure II1.22: Distribution des contraintes radiales o, suivant la
trajectoire L pour a=45° et A=1.4

Figure I11.23: Distribution des contraintes tangentielles ogg suivant la
trajectoire L pour a=45° et A=1.4
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1,500 4,500

T o ¢

Figure  IIL.24:  Distribution  des  contraintes  axiales 0, suivant la

b ms aea S

trajectoire L pour a = 45° et A=1.4

Pour une rotation d’angle o« = 75°

0653
0049141
0,0328%9
0016656
0,00041408 Min

30,000 {rrm)

Figure I11.25: Distribution des contraintes de VVon Mises suivant la trajectoire
L pour a=75°
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00053
0011509

Figure I11.26: Distribution des contraintes de cisaillement og, suivant la trajectoire
L pour a=75°

0017835
-0,0036191
00054547
00072903Min 30000 mm)

b ~s s fT ™~ PRI T . 57

Figure I11.27: Distribution des contraintes radiales o, suivant la trajectoire L pour a=75°
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(MY S e

004z
Q0050107
Qo077
00032254
0073479 Min

¥

Nz zi bt :_-.....:-.‘-“;bni...... ;lt.--_--.;.‘i

Figure I11.28 : Distribution des contraintes tangentielles 0gg suivant la trajectoire £ pour
a=75°

Figure I11.29: Distribution des contraintes axiales 0, suivant la trajectoire £ pour a=75°

39



Chapitre III Etude de la torsion des Cylindres hyper-élastiques

Pour un angle a = 75° et une élongationde A = 1.4

Figure III.30: Distribution des contraintes de Von Mises suivant la trajectoire
L pour a=75°et A=1.4

Figure I11.31: Distribution des contraintes de cisaillement og, suivant la trajectoire
L pour a=75°et A=1.4
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Figure II1.32: Distribution des contraintes radiales Oy Suivant la trajectoire

L pour a=75°etA =14

-0,0046571
-0,0033829
-0,0061086 Min

Figure 1II1.33: Distribution des contraintes tangentielles Ogg suivant la trajectoire
L pour a=75°etA = 1.4
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Figure 1I1.34: Distribution des contraintes axiales 0,, Suivant la trajectoire

L pour a=75°etA = 1.4

I11.2.4 Comparaison des contraintes analytique et numérique

Dans cette étape, Nous allons comparer les contraintes (0, g, Oy Ogg 0,7 )suivant la

trajectoire £ obtenues analytiquement avec celle de calcul élément finis, en présentant des
courbes de contraintes en fonction de rayon.
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Pourda=1eta=20:

0.045

0.035

0.03

0.025

0.02

contrainte{MPA)

0.015

0.01

0.005

0005 \ | | | \ | \ \ |
0

Figure II1.35 : Evolution des contraintes en fonction du Rayon (R)

Pour A=1eta =45:

=

=

cantrainte(hPA)

=
=
ra

Figure II1.36 : Evolution des contraintes en fonction du Rayon (R)
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Chapitre III

=leta=75:

Pour 4
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Figure I11.37 : Evolution des contraintes en fonction du Rayon (R)

Pour A=1.4eta=20:
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Figure II1.38 : Evolution des contraintes en fonction du Rayon (R)
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Pour A=1.4eta=45:
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Figure II1.39 : Evolution des contraintes en fonction du Rayon (R)

Pour A=1.4eta=75:
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Figure II1.40 : Evolution des contraintes en fonction du Rayon (R)
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II1.2.5 Discussions des résultats

D’apreés les résultats trouvés, on remarque que les contraintes de Von Mises sont maximales sur
la surface extérieure du cylindre.

On voit que la distribution des contraintes de Von Mises est uniforme pour une valeur fixee de
rayonr.

Les contraintes radiales et circonférentielles sont presque nulles, par contre les contraintes de
cisaillement augmentent 1égérement le long d’une trajectoire.

Les contraintes augmentent avec 1’augmentation de I’angle de torsion a.

On constate que dans le cas de la torsion pure (A=1), les contrainteso,,. ggg €t 0, sont tres
faibles, contrairement a la contrainte de cisaillement gg,qui augmente Iégérement.

On constate que dans le cas de torsion-traction, les contraintes de Von Mises et axialea,, sont
tres proches et elles sont presque constantes.

Conclusion

Nous avons fait une étude analytique et numérique de la distribution des contraintes dans

un cylindre hyper-élastique, soumis a des sollicitations : torsion et torsion-traction.

Nous avons trouvé une bonne concordance entre les résultats analytiques et numériques. Lors
de I’essai de torsion, on constate que les contraintes de Von-Mises et du cisaillement varient

linéairement, pour des valeurs importantes, avec 1’angle de torsion.

Dans le cas de traction-torsion, les contraintes de VVon-Mises et axiales sont presque constantes

le long d’une trajectoire, et les autres sont presque nulles.
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Conclusion

generale
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Conclusion générale

La torsion des cylindres hyper-élastiques constitue un mode de déformation non-
homogene. Ce travail s’inscrit dans le cadre de 1’étude analytique et numérique de la torsion
d’un cylindre hyper-élastique.

Dans la premiere partie, nous avons démontré que dans le cas ou le potentiel hyper-
’ . . . . . . oW
élastique W dépend des deux premiers invariants du tenseur de Cauchy Green, et si - = Cst, la

14

1
variable torsion doit étre une fonction linéaire de Z, ¢’est-a-dire g(Z2)= 12tZ.

Dans la deuxieme partie, nous avons étudié analytiguement et numériquement la
torsion-extension d’un cylindre hyper élastique, dans le but de déterminer les contraintes en
considerent le modéle de comportement incompressible de Monney-Rivlin a deux parametres.
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Résumé :

Les progres dans le domaine de la science des matériaux ont conduit a une utilisation de plus
en plus importante des matériaux tels que les élastoméres, communément appelés les
caoutchoucs, Ces matériaux supportent des grandes déformations réversibles.

Ce travail concerne une étude de la torsion-extension d’un cylindre en élastomére, le modele
choisi est le modéle Monney-Rivlin, nous avons montré que le champ de contraintes dépend
fortement d’angle de torsion.

Abstract

Progress in the field of materials science has led to an increasingly important use of materials
such as elastomers, commonly called rubbers. These materials withstand large reversible
deformations.

This work concerns a study of the torsion-extension of an elastomer cylinder, the model
chosen is the Monney-Rivlin model, we have shown that the stress field depends strongly on
the angle of torsion
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