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Résumé

La combinatoire des mots et les systémes dynamiques sont deux branches des
mathématiques qui se sont développées indépendamment. Les premiers liens sont
apparus au 20 siécle. Dans ce mémoire intitulé "Combinatoire des mots", on
s’est intéressé aux propriétés topologiques et ergodiques des systémes dynamiques
symboliques obtenus & partir de mots infinis.

On a d’abord présenté les différentes notions de base en dynamique topologique,
dynamique symbolique, théorie ergodique et combinatoire des mots.

On a présenté dix catégories de mots ot on a montré les différents liens existants
entre elles. Ces liaisons nous ont permis d’obtenir une classification de tous les types
de mots possibles, et ainsi restreindre le nombre de possibilités a 20, tandis qu’il
était a 1024.

Enfin, on a étudié les différentes propriétés que vérifie le shift sur A“. Le shift sur
cet espace n’est pas uniquement ergodique, c’est pour cela qu’on s’est intéressé aux
mots sturmiens, on a montré que les sous-shift associés & ces mots sont uniquement,

ergodiques du fait qu’ils sont obtenus par codage de rotations irrationnelles.



Abstract

Combinatorics on words and the theory of discrete dynamical systems are two
branches of mathematics that have evolved independently. The first links appeared
in the 20*" century. In this dissertation entitled "Combinatorics on words", we are
interested in the topological and ergodic properties of symbolic dynamical systems
defined on infinite words.

First, we will present basic notions in topological dynamics, symbolic dynamics,
ergodic theory and combinatorics on words.

We will define ten categories of words, and we will show the different links between
each category. These links allowed us to obtain a classification of all possible words,
thus we can restrict the number of possibilities to 20, whereas it was 1024.

After that, we will study the different properties of the shift on A“ and show that
the action of the shift on this space is not uniquely ergodic. Finally, we will prove
the theorem of Morse-Hedlund which establish a relation between sturmian words
and irrational rotations. This will permit to deduce the unique egodicity of sturmian

subshifts.
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Introduction

La combinatoire des mots est une branche des mathématiques qui a pour objet
I’étude des mots infinis définis sur un ensemble fini de symboles appelé un alphabet.
Les premiers travaux remontent au 192 siécle chez Prouhet et Gauss. Au début du
20°m¢ sigcle, Axel-Thue est le premier & avoir étudié les mots sans carrés et les mots
sans cubes.

Vers les années 40, Gustav Hedlund et Marston Morse ont étudié les mots stur-
miens et ont commencé a établir des liens entre la combinatoire des mots et d’autres
domaines mathématiques notamment les systémes dynamiques.

La théorie des systémes dynamiques est une branche des mathématiques qui est
apparu avec ’étude du mouvement des planétes dans le temps.

Un systéme dynamique est la donnée d’un systéme (I’espace des phases) et d’une
loi décrivant 1’évolution de ce dernier. Cette loi peut étre donnée par deux types de
relations : soit par une équation différentielle ou bien par une application de l’es-
pace des phases dans lui méme. Ce deuxiéme type s’appelle un systéme dynamique
discret.

A leurs tours, les systémes dynamiques discrets donnent naissance a plusieurs
branches différentes tel que la dynamique topologique, la théorie ergodique et la
dynamique symbolique.

La dynamique topologique étudie des systémes dynamiques ot ’espace des phases
est un espace métrique compact, ’objectif principal est ’étude des itérés successifs
d’un point donné par une application continue définie sur I’espace des phases dans
lui méme.

La théorie ergodique étudie les systémes dynamiques ol I'espace des phases est
un espace mesurable. Puis en introduisant une mesure invariante pour la fonction

qui définie le systéme, on obtient des systémes dynamiques mesurés.



La dynamique symbolique consiste au codage des systémes dynamiques, 'idée
intuitive est de découper 'espace des phases en morceaux, puis associer a chaque
morceau un symbole. Pour un point initial donné, on associe une suite de symboles
représentants les morceaux auxquels appartiennent les itérés successifs du point de
départ.

Ce sont justement ces suites de symboles qui représentent des mots infinis. Les
mots jouent un role trés important en informatique théorique, ils sont utilisés dans
les systémes de Lindenmayer qui sont des systémes de réécriture formelle qui modé-
lisent le processus de développement et de prolifération de plantes ou de bactéries.

En mathématiques, les mots représentent ’objet principal de construction de
systémes dynamiques symboliques.

Dans ce mémoire, on étudie les différentes catégories de mots et retrouvons une
classification de celles-ci qui nous permettra de construire des systémes symboliques
vérifiant certaines propriétés.

Le premier chapitre "Propriétés des systémes dynamiques discrets" est consacré
aux rappels sur les notions de base des systémes dynamiques discrets en général, puis
on présentera les notions de base de dynamique topologique consistant & définir la
transitivité, la minimalité, et de définir une relation d’équivalence "la conjugaison to-
pologique" et une relation d’ordre "la factorisation topologique" entre deux systémes
dynamiques quelconques. Ces deux relations permettent le passage de certaines pro-
priétés d’un systéme dynamique & un autre. On va ensuite énoncer quelques rappels
sur la théorie ergodique ot on va définir la notion de mesure invariante, mesure
ergodique et quelques résultats qui nous seront d’usage dans le troisiéme chapitre.
Enfin, on donne quelques rappels sur la dynamique symbolique et en combinatoire
des mots.

Dans le deuxiéme chapitre "Classification de mots morphiques", on va s’intéres-
ser aux mots infinis. On va classifier les mots selon dix catégories différentes qui ne
sont pas indépendantes, puis on va établir les différents liens existants entre celles-ci.
Cela nous permettra d’obtenir une classification de mots et de passer de 1024 & 20

possibilités, et présentons ainsi un exemple de chaque cas. Ce travail a été développé



dans [2].

Dans le dernier chapitre "Propriétés des sous-shift", On va étudier les diffé-
rentes propriétés que vérifie le shift sur I'espace A¥ (minimalité, transitivité, ...).
Pour les propriétés que ne vérifie pas ce systéme, on va essayer de construire des
sous-ensembles invariants de A% sur lesquels ces derniéres sont vérifiées. Enfin, on va
s’intéresser a une catégorie particuliére de sous-shift obtenue par les mots sturmiens.
On va montrer que ces mots sont obtenus par codage de rotations irrationnelles puis

déduire que les sous-shift associés sont minimaux et uniquement ergodiques.
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Chapitre 1

Propriétés des systémes dynamiques

discrets.

Ce chapitre est destiné aux rappels des éléments de base de la théorie des systémes
dynamiques discrets. On s’intéressera a trois branches différentes de ce domaine :
la dynamique topologique qui étudie les systémes dynamiques discrets d’'un point
de vue topologique, nous aborderons ainsi la notion de transitivité qui est liée a
lexistence d’une orbite dense, et la conjugaison topologique qui est une relation
d’équivalence tres utile pour classifier ces systémes. La théorie ergodique qui est
I’étude des systémes dynamiques discrets d’un point de vue mesurable ou nous allons
construire des systémes dynamiques mesurés. Enfin, la dynamique symbolique qui

représente des systémes obtenus grace au codage de systémes dynamique discret.

1.1 Généralités

Un systéme dynamique discret est un couple (X, f) ou f : X — X est une
application continue et X un espace métrique compact dit espace des phases. L’objet
principal des systémes dynamique est d’étudier les itérations successives d’un point
eme

initial o € X par f, on désignera par fi(xg) le i®™ itéré de zy par f, c-a-d :

fiwo) = (fofo..of)(xo)

i fois

11



1.2. QUELQUES EXEMPLES DE SYSTEMES DYNAMIQUES

Définition 1.1 L’orbite d’un point xy est ’ensemble de ses itérés par f, on le note :
0(z0) = {f'(z0), i € N}

Si de plus f est inversible, alors
0(x0) = {f'(20),i € Z}

Exemple 1.1 Soit ([0,1],2%) un systéme dynamique discret, voici le diagramme

itératif de f(x) = x* au point o = 0.9.

FIGURE 1.1 — Diagramme itératif de f en xq = 0.9.

Définition 1.2 Soit (X, f) un systéme dynamique.
e Un point xg € X est un point fize si f(xq) = xo.
e Un point zy est dit k-périodique s’il existe k € N* tel que f*(xo) = 2o, (le
plus petit entier vérifiant cette propriété est appelé période de xq).
e Un point xq est dit ultimement périodique s’il existe m € N* tel que f™(xg)

est un point périodique.

1.2 Quelques exemples de systémes dynamiques

Il existe une grande variété de systémes dynamiques définis sur différents en-
sembles ( sur des intervalles, sur le cercle unité S, sur le tore, sur des espaces
symboliques ...), on va présenter deux systémes dynamiques définis sur le cercle S*

et on verra par la suite un exemple défini sur un espace symbolique.

12



1.2. QUELQUES EXEMPLES DE SYSTEMES DYNAMIQUES

1.2.1 Systémes dynamiques définis sur le cercle unité
On peut définir le cercle unité noté S! représentant un cercle de périmétre 1 de
deux fagons différentes, la notation additive et la notation multiplicative. ([3], p.4)

e Pour la notation additive, on devra d’abord définir la relation d’équivalence

suivante :
r~Yy = r—yel
Les classes d’équivalences sont définies par :
r={r+mmeZ}
et comme la relation d’équivalence est compatible avec ’addition alors on a :
T+i=a+y
Le cercle unité S* représente ’ensemble des classes d’équivalence de la relation

définie ci-dessus (I’ensemble quotient), c¢’est-a~dire que S = R/Z , on peut

voir ceci comme étant Uintervalle [0,1] ou les points 0 et 1 sont identifiés.

N \

[=]
[y
o
~
[

FIGURE 1.2 — Identification du cercle unité S* a lintervalle [0, 1].

e La notation multiplicative consiste & définir S* sur le plan complexe comme

étant I’ensemble des nombres complexes de module %, c’est-a-dire :
S'={z€C|| = 3}

Les deux notations sont liées par I'isométrie suivante :

st — gt
1

r— — X e
27

2mix
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1.2. QUELQUES EXEMPLES DE SYSTEMES DYNAMIQUES

La rotation sur le cercle

On définit la rotation d’angle 2ra sur S' par 'application définie par :
R.(z) = (x+a) mod 1 = {x + a}

ot a € [0,1] et {z + o} représente la partie fractionnaire de = + «.

RZ (x)

FIGURE 1.3 — Rotation sur le cercle S'.

Remarque 1.1

e Par abus de langage, on parle de rotation d’angle o au lieu de rotation d’angle

2T,

o R'(z) = (x 4+ na) mod 1 se démontre facilement par récurrence en utilisant

—

le fait que T +y=x+y.

e La rotation sur le cercle est inversible et R;' = R_,,.

Proposition 1.1 Soit o € R, alors :
1. Sia e R\ QNS alors R, n'admet pas de point périodique.

2. Sia e QNS tel que a = § et pAq =1, alors tous les points sont périodiques

de période q pour R,.

14



1.2. QUELQUES EXEMPLES DE SYSTEMES DYNAMIQUES

Démonstration

1. Raisonnons par absurde et supposons que R, admet un point périodique.

Alors 3z € S, In € N tel que :

Ri)(z) =2 = (r+na) mod 1 =x

———>nazz—9,avecp,q€Z
q

— a e

Contradiction avec ’hypothése, d’ou R, n’admet pas de points périodiques.

2. Montrons d’abord que Ri(x) = x,Vz € S'. On a

Rl(z) = (r+qa) mod 1 = (x+p) mod 1l = Rl(x) ==

— Ri(r) = x,Vx € S

Montrons maintenant que q est la plus petite période.
Raisonnons par l'absurde et supposons que 3¢ € N, tel que ¢’ < q et RZ (x) =

x. Alors on a :

RY(z) = (x4 o) mod 1

= (x#—q/]ﬂ) mod 1 = x
q

Comme p ANq =1, alors q divise ¢ ( contradiction avec ¢’ < q).

D’ou : q’§ €Z

D’ou tous les points sont q-périodiques. O

On définit maintenant dans cette deuxiéme partie une autre série d’application sur

St

La dilatation du cercle (]3], p.5)

Soit m € N*\ {1}, on définit 'application dilatante comme suit :

15



1.2. QUELQUES EXEMPLES DE SYSTEMES DYNAMIQUES

B, : S' — St
r +—— mx mod 1
Pour déterminer les points périodiques de 'application dilatante B,,, il est plus facile
de les retrouver en base m. On va s’intéresser au cas ol m = 2.
L’application dilatante pour m = 2 est dite ’application doublement de pé-

riode, car elle double la distance entre deux itérés successifs.

BQ : Sl — Sl

r +— 2z mod 1

FIGURE 1.4 — L’application doublement de période sur S*.
Passons maintenant & la détermination des points fixes de By. Pour cela on devra
écrire = en binaire puis résoudre 1'équation By(x) = x.
Si x € S!, alors on peut I’écrire en base 2 sous la forme z = 0, 12923....| Base, Ti €
{0,1}, Vi € N*.
Alors

BQ(IL‘) =z < 0,192374... Bases — 0, z1292374. .. Bases
Par identification on obtient

xTr; = $i+1,Vi €N «— ou

2 =0.111...| pase, = 1

16



1.3. RAPPELS DE DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

D’out x = 0 est 'unique point fixe.

Déterminons maintenant les points périodiques de période 2 :
20,0\ _
Bi(z) =x <= 0,2304%5...|Base, = 0, T12223...| Bases

Par identification on obtient

Toi = T2i42
. " o
,VZ EN <=z = 0, x1T2T1T021 ... Bases
T2i4+1 = T2i4+3
Alors

r=0oux=1
ou

2 = 0.1010...| ase, 0u = = 0.0101...| pase,

Mais comme x = 0 est un point fixe, on déduit que x = 0.1010...|ggse, OU T =

0.0101...| gase, - En revenant en base décimale :

( p 2i4+1
Tr = - i _ 1
igo(?) =3
ou = ou
_ = 1\2¢ T = 2
z=>(3) 5
. i=1

C’est une série géométrique de raison %, donc elle est convergente. Avec un simple

calcul, on obtient que x = % ouxr= %

Il est facile de construire des points p—périodiques en choisissant correctement les

séquences a répéter dans ’écriture binaire.

1.3 Rappels de dynamique topologique

On va élaborer dans cette partie des résultats topologiques élémentaires des sys-

témes dynamiques discrets.

Définition 1.3 Un ensemble A C X est dit invariant si f(A) C A.

Remarque 1.2 Si A C X est un sous-ensemble invariant, alors A est invariant.

17



1.3. RAPPELS DE DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

Définition 1.4 ([13], p.56)

e Un point xy est dit transitif si 0(zp) = X.

o Un systéme (X, f) ow tous les points sont transitifs est dit minimal.

Proposition 1.2 Le systéme dynamique (X, f) est minimal si et seulement si les

seuls fermés invariants sont X et ().

Démonstration

=) Supposons que (X, f) est minimal et montrons que X et O sont les seuls

fermés invariants.
Raisonnons par labsurde. Soit A un fermé invariant non vide de X.

Comme A # (), alors Iz € A, tel que 6(x) = X (car (X, f) est minimal).

D’autre part , comme A est un ensemble invariant alors :

fr)CA=0(r)=A=A
= X =A ( contradiction avec I’hypothése)

= X et () sont les seuls fermés invariants.

<) Supposons que les seuls fermés invariants sont X est O et montrons que X
est mainimal.
Soit v € X, 0(x) est un fermé invariant de X.

Comme le seul fermé invariant non vide est X, donc 0(x) = X

D’ou (X, f) est minimal.

Définition 1.5

o Une application [ est dite transitive si pour tous ouverts U,V C X, In € Z

tel que U N f~™(V) 0.
o Un systéme dynamique (X, f) ot f est transitive est dit transitif.
Définition 1.6

On dit qu’'un ensemble A est un G5 dense si c’est une intersection dénombrable

d’ouverts denses.

18



1.3. RAPPELS DE DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

Proposition 1.3

Soit (X, f) un systéme dynamique, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) (X, f) est un systéeme dynamique transitif.
(b) L’ensemble des points transitifs est Gs dense.
(c¢) Il existe un point transitif.

(d) Si X posséde un sous-ensemble fermé invariant A alors A = X ou A=0.

Démonstration

a=b:
Montrons que 'ensemble des points transitifs est un Gs dense.
X est un espace compact = I(U,), oy C X une famille dénombrable d’ou-
verts tel que X = |J U,
Posons V,, = | ;SiﬁéUn) qui est un ouvert.
ieN*

Soit U C X un ouvert quelconque, comme f est transitive alors Jig € N* tel

que :

VneN, fU,)NU#D<=V,NU#D, VneN
<:>ﬂVnHU7é®

neN

Comme (\ Vi, rencontre tout ouvert de X, alors (| V, est un Gs dense.
neN neN
Posons V= (| V,,, Montrons que V est I’ensemble des points transitifs.
neN

v €V <=VneN, Jig>0, f°)eU,
<= VneN, Ox)NU, #0
—0(z)=X
D’ou V représente ’ensemble des points transitifs, donc c¢’est un Gs dense.

b=c :
L’ensemble des points transitifs est dense, alors il est non vide.

D’ou il existe un point transitif.

19



1.3. RAPPELS DE DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

c=d :
Soit x € X un point transitif et A C X un fermé invariant.

Supposons que A £ 0, et montrons que A = X.

A+ 0= 3U C A, (U ouvert)
= 0(x)NU #0 ( car 6(z) est dense)
= 3i>0, fix) eUCA
= 0(z) C A ( car A est invariant )

— X =0(x) CA (car A= A)

Do A=X

d=a
Soit U C X un ouvert non vide, |J J7HU) est un ensemble invariant d’inté-
rieur non vide (car U = fO(U) CZES f7HU)), alors il est dense.

i€Z
V'V ouvert de X, on a :

VNU U #0= Fie€Z, fFUNV#D

1€EL
D’ot (X, f) est un systéeme dynamique transitif. O
Proposition 1.4
1. (SY, R,) est un systéeme dynamique minimal pour o € R\ QN S.

2. (SY, R,) n'est pas un systéme dynamique transitif pour « € QN S*.

Démonstration

1. Soient « € R\ QN S, x € S*. Montrons que x est transitif.
Soit € > 0, alors In € N tel que % <e.
On considére les points =, R,(x), R%(x), ..., R 1(x). Comme S est de péri-

«

meétre égal 6 1, alors il existe deuz entiers i,5 € [0,n[ tel que :

d(Ry,(z), B, (v)) <

S|
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Comme R, préserve les distances, on obtient :

e, R (@) = d(RL (), RA2)) < - < ¢

D’autre part, B9 = Rg o 8 = (i — j)a mod 1.
Alors les points x, Rg(x), R3(x), ..., Ry~ (x) sont & une distance inférieur o +
les uns des autres.
AlorsVx € SY, 3i € N tel que y appartient & larc formé par Rlﬂ(x) et R?Fl(x),
et donc d(z, Rj(r)) < e.
D’ou x est un point transitif.

2. Comme o € QN SYalors 3 (p,q) € Z x Z* tel que o = § alors tout point

x € St est périodique de période q. Done :
0@) = {2, Raoy R2(2), o RN ()} £ 5"

D’ou le systéme n’est pas transitif. (]

Proposition 1.5

Le systeme (S, By) est transitif mais pas minimal.

Démonstration

e L’application By admet O comme point fixe, donc ce n’est pas un point tran-

sitif, par suite (S*, By) n’est pas minimal.

e Soit y € St un point admettant le développement en base binaire suivant :
y = 0.4192Ys..... ot y1 =0, yo = 1, puis de y3 jusqu’a ys toutes les combinai-
sons & deuzx chiffres de 0 et 1 ({00,01,10,11}), puis toutes les combinaisons
a & chiffres ....
Montrons que y est d’orbite dense.

Soit v € S* tel que v = 0.017973...| Base2, alors x s’écrit sous la forme :

“+o00
Z; .
x:ZE’ z; € {0,1},Vi € N

i=1

21
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Soit e > 0, alors Ing € N tel que 5o < e.

anq

Comme y est formé de toutes les combinaisons possibles de toutes les lon-

gueurs alors Im € N tel que x1T2...Tny = YmYm+1---Yming- DoONC :

0 400
By'(y) =) 5+ 5
i=1 i=no+1
D’ou |BY'(y) — 2| < 515 < e.
Donc y est transitif. UJ

Définition 1.7 ([3], p.36)
Un systeme dynamique (X, f) est dit mélangeant si pour tous ouverts UV C
X,3ng € N tel que Vn > no, U N (V) # 0, la fonction [ associée est dite

topologiquement mélangeante.

Remarque 1.3
La notion de mélange est plus forte que la transitivité, un systéme dynamique mé-
langeant est transitif mais 'inverse n’est pas toujours vrai, c’est ce que nous montre

l'exemple suivant :

Exemple 1.2 ([3], p.36)
(S, R,) est un systéme transitif pour o irrationnel mais non mélangeant.

Soit x € S, e < % et U un ouvert tel que :

U=|r—¢e,x+e[CS!

Comme x est d’orbite dense, alors tout élément de S est limite d’une suite de 0(z).

Soit y = x + % € S1, alors (ng)ren une suite croissante tel que :

R.™(x) — y, quand k — +00

«

Donc pour k assez grand, U N R™(U) = 0.
Alors Vk € N, 3kg > k tel que UN Ry ™ (U) = 0.

D’ou (S, R,) n'est pas mélangeant.
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Définition 1.8 Soit (X, f) un systéeme dynamique.
e Un point v € X est dit point d’équicontinuité si
Ve >0, 30 >0, Vy € B(z,0), Yn € N, d(f"(x), ["(y)) < e.
o Le systeme (X, f) est dit équicontinu si Vx € X, x est un point d’équicon-

tinuste.

Exemple 1.3 ([24], p.31)

La rotation sur le cercle est une isométrie, donc les systeme (S, R,) est équicontinu.

Définition 1.9 ([24], p.15)

Soit (X, f) un systeme dynamique discret, on définit l’ensemble de temps de retour

d’un point x € X par :
R(U)={reN, f"(z) e U}
o U est un voisinage de x. L’ensemble R(U) est dit syndétique si :

JFeN, VneN, nn+kNRU)#0

6
i SIETeY
£30)

U f7(x)-'/ f‘*(x)./:,,_,_,—»

f8(x) ] X /
TP
e

Fo(x)

FIGURE 1.5 — Représentation d’un ensemble syndétique.

Remarque 1.4

Dans la littérature, un ensemble syndétique est aussi dit uniformément récurrent ou

presque périodique.
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Théoréme 1.1 ([20], p.57)

Soit (X, f) un systéme dynamique discret et x € X, alors (0(x), f) est minimal si

et seulement si pour tout voisinage U de x, R(U) est syndétique.

Démonstration

=)

Supposons que le systeme (0(x), f) est minimal et soit U un ouvert contenant

x. Considérons y € 0(x), alors :

O(y) =0(x) = Fi >0, f'(y) C U

—=ye f(U)

+o00
=yelJrw
i=0
Do UL f~4(U) constitue un recouvrement ouvert de 6(x), par compacité,

on peut extraire un sous recouvrement fini 'V tel que :

V={fiU), i=0,.p—1}

On déduit que Yn € N, 3j < p tel que f*(x) € f~(U) et donc f*"(x) € U.
D’ou R(U) est syndétique.

Soit x un point tel que pour tout voisinage U de x, R(U) est syndétique, soit
Yy e M, montrons qu’il est d’orbite dense.

Comme X est un espace métrique compact alors il est localement compact,
par suite il existe un voisinage compact de x, soit W le plus petit ( au sens

de Uinclusion) vérifiant cette propriété.

Ona:
ntk ntk ntk
bo)=JrFl U ro)l=Url U r@)cyrm
j=n reR(W) j=n reR(W) j=n
n+k

= @) < J o)
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Alors :

yeh(z)=3j€[nn+kl tel quey € f/(W) et donc f7(y) €W
= 0(y)NW £

— x €0(y)

= 0(z) =0(y)

= (0(x),0) est minimall. O

Exemple 1.4
Les ensembles R(U) = {r e NJR'(z) € U} ou U C S' est un voisinage de x et

un irrationnel tel que o €)0, 1] sont syndétiques. ( car (S*, R,)) est minimal).

1.3.1 Factorisation et mélange topologique

On va élaborer maintenant deux notions importantes, la conjugaison et la facto-

risation topologique.

Définition 1.10
Etant donné deux systémes dynamiques (X, f) et (Y, g), soit Uapplication continue

m: X —Y tel que o f =gom, alors :

e Si T est bijective, alors (X, f) et (Y,g) sont dits topologiquement conju-

gués et T une conjugaison.
o Sim est injective, alors (X, f) est dit sous-systéme de (Y, g).

o Si T est surjective, alors (X, f) est dit extension de (Y,g) ou que (Y, g) est
facteur topologique de (X, f) et m est un facteur topologique.

Remarque 1.5
e La conjugaison topologique est une relation d’équivalence.

o La factorisation topologique est une relation d’ordre.
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Proposition 1.6 Soit 7 : (X, f) — (Y, g) un facteur topologique, alors :
1. Si (X, f) est minimal, alors (Y, g) est minimal.

2. Si (X, f) est transitif, alors (Y, g) est transitif.

Démonstration

1. Soit Z C'Y un sous-ensemble fermé invariant non vide, alors 7=1(Z) est un

fermé invariant non vide de X. On a :

(X, f) est minimal = 7 '(Z) = X
—r(r ' (2)=Z=7(X)=Y

= (Y, g) est minimal.

2. Soit y €'Y, alors par surjectivité de m, 3z € X tel que m(2) = y.
Soit © € X un point transitif, comme x est d’orbite dense alors il existe une
suite (X, Jken convergente vers z tel que x,, = f™(x).

Comme 7 est continue alors :

y=m(z)= lim 7(z,)= lm «(f™(x))= lim ¢"(n(z))

k—+oco k—+o0 k—+o00

D’ou w(z) est un point transitif. O

Remarque 1.6
Il est clair que si T est une conjugaison, alors (X, f) est minimal (resp. transitif) si

et seulement si (Y, g) est minimal (resp. transitif).

1.4 Théorie ergodique

Etant donné un espace métrique compact X, on peut le munir de sa tribu boré-
lienne B afin d’obtenir un espace mesurable (X, B). Soit f : X — X une fonction

continue, donc mesurable. Le triplet (X, B, f) est un systéme dynamique mesurable.

Définition 1.11 ([9], p.2)
Soit B une tribu sur X, f: X — X est dite mesurable si f~1(A) € B, VA € B.
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1.4.1 Mesures invariantes

Définition 1.12 ([9], p.2)
Soit B la tribu borélienne définie sur X et f: X — X une application mesurable,

une mesure |1 est dite itnvariante ou f-invariante si et seulement si :
VA€ B, pu(A)=u(f"'(4)

Le quadruplet (X, B, f, 1) est dit systéme dynamique mesuré.

Définition 1.13
Soit u une mesure positive définie sur une tribu B, alors si p(X) = 1, p est dite

mesure de probabilité.

Proposition 1.7 ([15], p.17)
Soit (X, B, f) un systéme dynamique mesurable, alors p est f-invariante si et seule-

ment st :

/soduz/wfdu, Vo € LY(X, B, )
X X

Démonstration

=) Soit A € B, vérifions d’abord I’égalité pour ¢ = 14 (14 est la fonction indi-
catrice de A) :

dp = p(A) = u(f~1(A) = 1) dp = ofd
/XlAu u(A) = p(f~(A)) /le(mﬂ /XlAfM

Par la linéarité de l'intégrale, [’égalité est vraie pour toute fonction étagée.
Soit ¢ € LYX,B,u), alors ¢ = o7 — ¢~ avec o™ = sup(0,p) et p~ =
sup(0, —p), donc ¢t et ¢~ sont deux fonctions mesurables positives.

1l suffit alors de montrer [’égalité pour une fonction mesurable positive.

Soit ¢ une fonction mesurable positive, d’aprés le théoreme d’approximation
I(n)nen une suite de fonctions élagées positives croissante qui converge vers

@, donc (n 0 fuen est une suite de fonctions étagées positives croissante qui
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converge vers ¢ o f. En utilisant le théoréeme de convergence monotone, on
obtient :

/X PU@)dp = tim [ (@) du= lim_ [ o) dn= /X o(z) dy

n—+o0o n—-+o00 X

D’ou l’égalité est vraie pour toute fonction mesurable.

<) Soit A € B, posons ¢ = 14, alors :

() = [ 1) dn= [ 1ats@) dn= [ 1ain(o) du=n(r ()

D’ot v est f-invariante. OJ

1.4.2 Existence de mesures invariantes

Dans cette section, on va montrer que tout systéme dynamique mesurable ad-
met une mesures invariante. Notons par M(X) I’ensemble des mesures boréliennes
signées (ou les valeurs négatives sont autorisées) définies sur X, qui est un espace
métrique compact pour la topologie faible*. (|30], p.39-41)

Par le théoréme de la représentation de Riesz, on obtient que C'(X)* = M(X) ou
C(X)* représente le dual topologique de I'ensemble des fonctions définies sur X a
valeurs dans X.

Pour une application continue f : M(X) — M(X), pour p € M(X) :

fulp) = p(fe) = /wa dp, Ve e OX)

Proposition 1.8 ([31], p.69)
Soit (X, B, f) un systéeme dynamique mesurable, alors il existe au moins une mesure

de probabilité f-invariante.

Démonstration
On sait que l'ensemble des mesures de probabilités My(X) est un sous-ensemble

compact de M(X). On considére une mesure de Dirac py définie sur X. Soit la
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suite (pn)nen définie par :
1 n—1
pn(A) = =D po(f(4), YAEB
i=0

Il est clair que (pn)nen est une mesure de probabilité. Comme M,(X) est compact,
alors il existe une sous-suite (i, )ren faiblement * convergente vers p € M, (X).

1l suffit alors de montrer que p est f-invariante, c-a-d :

Vo € C(X), /wduz/smfdu
X X

On a :

/XSOOfdM—/X%OdM':

/X(cﬂOf— w)du' = lim

/X(wf—so) Apiny,

k— 400
1 nkfl .
= i —p)d| — t
Qe /X(<p0f ®) (nk ;Mo(f ))‘
1 nE—1
= 1 — —p)d ‘
Jim | ;/X(SDOJC ?) d (ol f ))‘
1 ng—1
— el i+1 i d
k*l>H+1<>o nk;A<¢Of (,OOf) Ho
. 1 n
= lim |— [ (po f™ — ) duy
k—+o0 | Nk X
2
k—+o00 Nk
D’ou i est f-invariante. U

1.4.3 Exemple de mesure invariante
La mesure de Lebesgue sur le cercle S!

On considére la mesure de Lebesgue A sur le cercle S = [0, 1 par :

A[a,b]) =b—a, V[a,b] C [0, 1]
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La mesure de Lebesgue est invariante pour la rotation sur le cercle .

En effet, soit [a,b] C [0, 1[, alors :
ARG ([a,0]) = MB-a([a,0])) = M[a — o, b — a]) = b — a = A([a, b])

D’ou A est R,-invariante.

1.4.4 Mesures portées par des points particuliers

Etant donné un systéme dynamique mesurable (X, B, f), on peut définir une
mesure f-invariante grace a un point fixe ou un point périodique du systéme. Si un

tel point existe, on va montrer que ce systéme est mesuré.

Mesure portée par un point fixe

Soit (X, B, f) un espace mesurable admettant un point fixe r, alors on pourra
définir une mesure f-invariante dite mesure portée par un point fixe.

En effet, on définit la mesure de Dirac 9, par :

1 sireA
0sir¢gA

5,.(4) =

oll A est un ensemble mesurable.

Montrons que J, est une mesure f-invariante. Soit A € B, on distingue deux cas :
e Sire A alors §,(A) =1et §,.(f1(A) =1
e Siré¢ A, alors 6,(A)=0et §,(f1(A) =0 (carr € [ (A) =r € A).

Alors  6,(f7Y(A)) = 6.(A), VA € B.
D’ou 6, est f-invariante.
Mesure portée par un point périodique

Soit (X, B, f) un systéme dynamique mesurable admettant un point p-périodique

x, alors on pourra définir une mesure f-invariante dite mesure portée par un point
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périodique.

Montrons que la mesure p définie ci-dessous est f-invariante.

124 \ 1 sifi(z) € A
p= O O Gpi(A) = o
n i=0 0 si fl(ZI}) ¢ A

ol A est un mesurable. Il suffit de montrer que :

/wOfmF{/wduﬁweLWXBw)
X X

Soit ¢ € LY(X, B, 1), alors on a :

oot du= 3o r@) = 1 el @)

IS -

=/wm
X

D’ou p est f-invariante.

1.4.5 Ergodicité

Définition 1.14 ([13], p.23)
Soit (X, B, f, 1) un systéme dynamique mesuré ow | est une mesure de probabilité,

i est dite ergodique si :
fTHA) = A= u(A) =0 ou u(A)=1
Le systeme associé (X, f, ) est dit ergodique.

On va présenter une caractérisation d’une mesure ergodique qui nous permettra de
montrer que tout espace mesurable peut étre muni d’une telle mesure. Pour cela, on
note par Z(X, f) 'ensemble des mesures f-invariante définies sur la tribu borélienne

B qui est une partie convexe et compacte de M(X). ([31], p.70)
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Définition 1.15

Soit V' un ensemble convexe, un point x de V est un point extrémal si :
Vte [0,1], Vy,zeV,z=ty+(1—t)z = z=youzxr ==z

Définition 1.16
Soit et n deux mesures de probabilités définies sur X, on dit que n est absolument

continue par rapport a | s :
VAeB, pu(A)=0=n(A4)=0

Proposition 1.9 ([31], p.74)
Soit (X, B, f, ) un systéme dynamique mesuré, les deuzr propriétés suivantes sont

équivalentes :
1. p est ergodique.

2. 1 est un point extrémal de T(X, f).

Pour la preuve de cette proposition on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1 Soit (X, B, f, 1) un systéme dynamique mesuré alors :
e Pour tout mesurable A € B : p(f~1(A)\ A) = u(A\ f1(A)).

e 1 est ergodique si et seulement si VA € B,

p(fH(A)AA) = 0= pu(A) € {0,1}.

Démonstration (de la proposition 1.9)

1 = 2 Supposons que | est ergodique et qu’il existe ny,m2 € (X, f), et It €]0,1],
tel que p=tn; + (1 —t)ne.
Montrons que my = 1y = p (ce qui revient & dire que p est un point extrémal).
1l est clair que ny et s sont absolument continues par rapport a .

D’apres le théoréme de Radon-Nikodym, 391, go € L*(X, B, i) tel que :

VA € B, m<A>=/gi du, ie{1,2)
A
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2=1

1l suffit alors de montrer que g; = 1 p-presque-partout.
Le procédé est identique pour g; et go, on montre alors que g, = 1 p-presque

partout. Posons :

E={x € X, tel que ¢1(x) < 1}

nl(E)z/gl duz/ g1 du+/ g1 du
E ENf-1(E) E\f~Y(E)

et :

m(f~(E)) =/ g1 du =/ 9 du+/ g1 dp
) Enf-1(E) FUENE

Comme ny est f-invariante, c-a-d : n(f~H(E)) = ni(E), alors

/ G dp = / G dp
E\f=1(E) FHBNE

D’autre part, d’apres le lemme 1.1 , p(f~Y(E)\ E) = u(E\ f~Y(E)) On sait
que g1(z) <1 sur E\ f7YE) et gi(x) > 1 sur f~Y(E)\ E. Alors on devrait
avoir p(f~H(E)\ E) = p(E\ f71(E)) =0

Il en résulte que p(f~H(E)AE) =0, et comme p est ergodique, alors d’apres
le lemme 1.1, on obtient que u(E) € {0,1}.

Supposons que p(FE) =1, alors :

1=771(X)=/gldu=/91du<M(E)=1
X E

D’ot p(E) = 0. D’une fagon analogue, on montre que :
w(F)=0ou F ={z e X, tel que g(z) > 1}.

Donce pp=m = ns.

D’ot p est un point extrémal de Z(X, f).

Supposons que j n'est pas ergodique, alors 3A C X tel que f~1(A) = A et
1(A) €]0,1[.
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On considére les mesures de probabilités suivantes :

VB e B, m(B)= % et m(B) =

(BN A
1(A°)

ou A° désigne le complémentaire de A dans X.

Il est clair que p = p(A)n + (1 — p(A))na, montrons que ny est f-invariante.

gy AUTNBINA)  p(B)0 )
_sUTANB) _ p(B0A)
T R A

D'otm € Z(X, f). (la démonstration est identique pour ns € Z(X, f)) O

Proposition 1.10
Soit (X, B, f) un systéeme dynamique mesurable, alors il existe au moins une mesure

f-invariante qui est ergodique.

Démonstration
Comme Z(X, f) est conveze et compact, alors d’aprés le théoreme de Krein Milman
il admet au moins un point extrémal.

D’aprés la proposition 1.9, cette mesure est ergodique. 0

Remarque 1.7
Etant donné un systéme dynamique mesurable (X, B, f), alors si (X, f) contient
une seule mesure alors elle est ergodique vue que Z(X, f) contient au moins un point

extrémal.

Proposition 1.11 ([16], p.26)
Soit le systéeme dynamique mesuré (S*,B, Ry, \) ot \ est la mesure de Lebesgue,

alors :
e Si «v est rationnel, A\ n’est pas ergodique.

e Si « est irrationnel, A est ergodique.
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Pour la démonstration du 2°™¢ point on aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 1.12 ([16], p.23)

Soit (X, B, f, 1) un systéme dynamique mesuré, alors u est ergodique si et seulement
si pour toute fonction ¢ € L*(X,B,u) vérifiant p o f = @, u — p.p, alors ¢ est
constante p — p.p.

Démonstration (de la proposition 1.11)

e Supposons que « est rationnel, alors dp,q € 7 tel que o =

Soit un A € B, tel que A\(A) = (b—a) < %.

P
o
Posons :
q—1
S = JRL(A)
i=0

Comme tout point est g-périodique alors :

R7YS)=S et A(S) =\ <qL_J R;(A)) <qlb—a) <1

D’ou A n’est pas ergodique.

e Supposons que « est irrationnel, soit ¢ € L*(X, B, \) el supposons que
po R, =@. Montrons que @ est constante A\ — p.p.

Supposons que ¢ admet un développement en série de Fourier alors :

+o0 “+o0o
go(x) — Z Cn627rznz _— (SO o Ra) ([E) — Z cn627rznoc€27rzn:s
n=-—00 n=-—o00

= ¢, =, X" VneZ

Comme ¥ #£ 1 sauf pour n =0, alors ¢, = 0, Vn € Z*.
Donc f(x) = ¢y qui est une constante.

Alors d’aprés la proposition 1.12 X\ est ergodique. [l
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Théoréme 1.2 (Théoréme ergodique de Birkhoff) (/15/, p.32)
Soit (X, B, f, 1) un systéme dynamique mesuré ot pu est une mesure de probabilité

alors :

=2

1

ANSO($) = N gp(f”(:)j)), S Ll(X> B, /L)

I
=)

converge [-p-p.

Remarque 1.8 §i u est ergodique alors elle converge vers la constante fX w du.

1.4.6 Unique ergodicité

Définition 1.17
Soit (X,B, f) un systéme dynamique mesurable, le systéme est dit uniquement

ergodique s’il existe une unique mesure ergodique [i.

On va présenter un théoréme ergodique qui nous permettra de donner les différentes

caractérisations d’un systéme uniquement ergodique.

Théoréme 1.3 ([16], p.105)
Soit (X, B, f, ) un systéme dynamique mesuré, les propriétés suivantes sont équi-

valentes :
1. (X, B, f, 1) est uniquement ergodique.
N-1
2. Vo € C(X), Ayp(z) = & > o(f™(x)) converge uniformément vers [, ¢ dpu.
n=0

3. (An@)nen est uniformément convergente Vo € E, ot E est un sous-ensemble

dense de C(X).

Proposition 1.13 ([16], p.107)
Les rotations irrationnelles munis de la mesure de Lebesgue A sont uniquement er-

godiques.

Démonstration
Pour montrer que (S*,B, Ry, \) (0t « est irrationnel) est uniquement ergodique, il

suffit de montrer la convergence de (Anp(x))nen sur un sous-ensemble dense de
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C(sh).
Posons ¢(x) = > qvec k € Z alors :
L=
Anpr(z) = N ;
N-1 _—
— e27rik(m+na) — 1 . sik=0
"m0 %e%ikm% sinon
D’ou
N-1 ,
1 1 sik=0
~ 2 we(Ba(x)) — [ pdA=
N ;0 st 0 sitnon

Par linéarité, pour toute combinaison linéaire de ¢y ou k € Z, la convergence uni-
forme est vérifice.
Comme Uensemble E = {py, k € Z} est un sous-ensemble dense de C(S"), le sys-

teme (S, B, Ry, \) ou « est irrationnel est uniquement ergodique. [l

Définition 1.18
Soit (X,Bx, f,1r), (Y,By,g,p,) deur systémes dynamiques mesurés, une conju-
gaison mesurable est une application bijective mesurable m : X — Y wérifiant

mo f=go.

Remarque 1.9

Si 7 est une conjugaison topologique alors c¢’est une conjugaison mesurable.

1.5 Dynamique symbolique

La dynamique symbolique étudie les systémes dynamiques dont 'espace des
phases est un ensemble de suites qui prennent leurs valeurs dans un ensemble fini
qu’on appelle alphabet. Ces systémes peuvent étre obtenus a partir du codage d’un

systéme dynamique discret en associant une partition a son espace des phases.
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1.5.1 Codage symbolique

Le principe du codage symbolique est qu’a partir d’un systéme dynamique discret
(X, f), on définit une partition de X = {ly,.., I, }, et on associe a chaque élément
de la partition un symbole.

Pour un point donné x € X, on associe a chacun de ses itérés par f le symbole de
la partie qui le contient. Ainsi on obtient un codage de 'orbite de x représenté par

la suite infini suivante :
T — ToT1T2...
ol z; =k si f'(x) € I.

Exemple 1.5 On considére le systeme dynamique (S*, By), et définissons une par-

tition de S* = {Iy, I, } ou Iy = [0,0.5] et I = [0.5,1].

Codons le point ©x = 2—14.

Donc le codage de i est 00001...

FIGURE 1.6 — Codage du point z = i par la fonction B,.

1.5.2 Combinatoire des mots

Définition 1.19
Un alphabet est un ensemble fini de symboles noté par A, ses éléments sont appelés

des lettres.
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Définition 1.20
e Un mot fini (resp. infini) est une suite fini (resp. infini) d’éléments de A.
e On désigne par A* ’ensemble des mots finis définis sur A.
e On désigne par A° ou AN Iensemble des mots infinis définis sur A.

e La concaténation de deuxr mots u,v est le mot uv.

Définition 1.21 Soit u un mot défini sur A.
e Un mot v est dit facteur de u s’il existe deux mots z,y tel que u = zvy.
e La longueur d’un mot fini u € A™ est notée par |u| =n

Le langage de u noté L(u) est l'ensemble de tous ses facteurs. On désigne

par L, (u) l’ensemble de ses facteurs de longueur n.

On désigne par la complexité d’un mot u, P,(n) = Card(L,(u)).

On désigne par u[n] le n®™¢ symbole de u et par uli..j] le facteur u;...u; de u

se trouvant entre la position 1 et j.

Proposition 1.14 ([29], p.2)

Soit uw un mot infini alors :
(a) La suite (P,(n))nen est croissante.
(b) Siu est ultimement périodique, alors (P,(n))nen est bornée.
(c¢) S’il existe ng € N tel que P,(n) = P,(n+1) alors u est ultimement périodique.

(d) Siu est non ultimement périodique alors P,(n) > n+1, ¥Yn € N.

Démonstration
(a) Evidente.
(b) Soit u un mot ultimement périodique, alors Jig,p € N* tel que Vi > iy,

Uipp = U;. Onoa :

U = UgUL... Ujy—1 Uiy Uiy41---Ujg+p—1 Uig+pUig4p41---WUig42p—1 ---
N ' \Q 7\

Vv Vv Vv
ig €léments p éléments p €léments
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(¢)

(d)

On constate qu’on peut avoir mazrimum ig facteurs distincts de longueur n
qui commence par une lettre de ul0...ig — 1], de la méme maniére, on aura
maximum p facteurs distincts de longueur n qui commence par une lettre de
ulig...ip+p—1]. Et comme u est ultimement périodique alors on obtiendra de

ulio + p...ig + 2p — 1] les mémes facteurs obtenues de ulig...io +p — 1], Dot :
Pu(n) L<t+p VneN
Donc (P,(n))nen est bornée.

Supposons qu’il existe ng € N tel que P,(ng) = P,(ng + 1), alors chaque
facteur de longueur ng se prolonge de facon unique en un facteur de longueur
ng + 1.

Posons M; = uli..i + ng — 1] et soit f Uapplication définie par :

f : Lno (u) — Eno (u)
M; — M,y

Par récurrence on obtient que M, = f*(M;).

D’autre part, pour i € N tel que 0 < i < P,(ng), les mots M; ne peuvent pas
étre distincts car il existe P,(ng) mots distincts de longueur ng.

Donc il existe deux entiers a,b ot 0 < a < b < P,(ng) tel que M, = M,.
Alors :

M, = My, = f*(M,) = f*(M,), ¥k €N
= Myir = Myyp, VkeEN
—= M; = M (b-a), Vi=a (en posant i—=a+k)
= Ui = Ujt(h—a), Vi=>0

= u est ultimement périodique.

Evidente ( par la croissance de (P,(n))nen). O
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1.5. DYNAMIQUE SYMBOLIQUE

Définition 1.22 Soit u un mot.
e On dit que v est un préfize de u sl existe x tel que u = vx.

e On dit que v est un suffize de u s’il existe x tel que u = xv.
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Chapitre 2

Classification des mots morphiques

Les mots infinis jouent un roéle trés important en mathématique ainsi qu’en in-
formatique théorique, comme par exemple dans la théorie des mots sturmiens, les
systémes de Lindenmayer. Dans ce chapitre, on va classer les mots infinis selon
10 catégories différentes qu’on va présenter. Puis nous allons établir les différents
liens entre elles, ce qui nous permettra d’obtenir une classification de mots et de

restreindre le nombre de possibilités a 20 types tandis qu’il était a 1024.

2.1 Généralités

On commence par présenter quelques notions de base en combinatoire des mots.

On rappelle que A désigne un alphabet et A% I’ensemble des mots infinis définis sur

A.

Définition 2.1 ([11], p.3)

e Une application h : A* — A* est un morphisme si elle vérifie :
h(ab) = h(a)h(b), Va,be A*
e Une lettre a est dite crotssante pour un morphisme h si :
nl—lffoo |h™(a)| = +o0

e Soit a € A, un morphisme h défini sur A* est dit prolongeable en a si :
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2.2. TYPES DE MOTS

h(a) = ax
dz € A*, tel que : 4
h'(x) #e, Vi>=0
ol € désigne le mot vide.

Remarque 2.1 (/2], p.2)

1. On peut définir un morphisme h : A* — B* ou A et B sont deux alphabets
différents.

2. On peut définir h sur A%, dans ce cas :
h(a1a2a3...) = h(al)h(ag)h(ag)...

3. Les itérés successifs d’un morphisme h prolongeable en a nous donne un mot

nfini qui tends vers un point fize de h a l'infini.

h(a) =ax
1*(a)
1 (a)

h(azx) = axh(x)

h(azh(z)) = axh(x)h*(z)

h¥(a) =azh(z)h*(z)h?*(x)... € A¥

Alors uw = h¥(a) est un point fixe de h, et on dit que le mot infini u est généré

par h.

2.2 Types de mots

Il existe plusieurs types de mots, on va présenter dix catégories. ([2], p.3)

2.2.1 Mots purement morphiques

Soit, w un mot infini défini sur I'alphabet A. S’il existe un morphisme A prolon-

geable en a, tel que w = h*(a), alors w est dit purement morphique.
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Exemple 2.1 ([2], p.3)
Le mot de Fibonacci f = 01001010... est un mot purement morphique.

En effet, soit le morphisme défini par :

¢:{0,1} — {0,1}"

01 sia=0
a+——
0 sia=1
@ est prolongeable en 0, donc
£(0) =01
©*(0) =010

©*(0) =01001

©“(0) =f = 01001010...

D’ou le mot de Fibonacci est un mot purement morphique.

2.2.2 Mots purement uniformément morphiques

Un morphisme h est k-uniforme si |h(a)| = k,Va € A. 1l est uniforme s’il est
k-uniforme pour un certain £ > 2.
Si un mot infini w est généré par un morphisme uniforme, alors w est dit purement

uniformément morphique.

Exemple 2.2
Le mot de Thue-Morse t = 01101001... est un mot purement uniformément mor-

phique.
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En effet, soit le morphisme défini par :

{01 — 0,1}

01 sia=0
a—
10 sia=1
i est uniforme et prolongeable en 0, donc
(0) =01
©2(0) =0110

113(0) =01101001

£2(0) =t = 01101001...

D’ou le mot de Thue-Morse est un mot purement uniformément morphique.
Remarque 2.2 Un morphisme qui vérifie |h(a)| = 1,Va € A, est appelé codage.

Définition 2.2 ([12], p.166)
Soit S C N, le mot caractéristique x associé au sous-ensemble S est déterminé par

la condition :
1 si1€8

Xi = xli] = ‘
0 stnon

Exemple 2.3 ([2], p.4)

Soit la suite de Fibonacci définie comme suit :
FO == 0 ; Fl == 1
F,=F,1+F, 5, ,vne N\ {l}.
Construisons le mot caractéristique des nombres de Fibonacci qui sont représentés

par S.

S={F,ieN}={0,1,2,3,5,8,13,...}
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Alors

0esS = xo=1
1es =y =1
4¢S :>X4:0

D’ot on obtient le mot caractéristique des nombres de Fibonacci :

Xr = x = 11110100100001...

2.2.3 Mots morphiques

Soit w un mot infini, si w est le codage d’un certain mot purement morphique,

alors w est morphique.

Exemple 2.4 ([10], p.665)

Le mot caractéristique des nombres de Fibonacci est un mot morphique.
Xr = 11110100100001...

Le morphisme qui le génére est :

h:{a,b,c,d e} — {a,b,c,d e}”
ab six=a

c sitx=2b
Tr— cd six=c

e six=d

ed six=c¢e
\
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h est prolongeable en a :

h(a) =ab
h*(a) =abc
h?(a) =abced

h®(a) =abcededecdeed. ..

En appliquant le codage abcde — 11100 @ h*(a), on obtient xr :
xr = 1111010010000...

D’ou x g est un mot morphique.

2.2.4 Mots uniformément morphiques

Un mot uniformément morphique est 'image par un codage d’un mot purement

uniformément morphique.

Exemple 2.5
Le mot de Golay-Rudin-Shapiro r = 0001001000011101... connu aussi sous le nom
de Rudin-Shapiro est un mot uniformément morphique.

Soit le morphisme uniforme défini par :

g:{a,b,c,d}t — {a,b,c,d}*
ab sixz=a

ac stix =10
T —
db six=c

de six=d
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g est prolongeable en a :

g(a) =ab
g*(a) =abac
g*(a) =abacabdb

g*(a) =abacabdbabacdcac...

En appliquant le codage abcd — 0011 @ g“(a), on obtient r :
r = 0001001000011101...

D’ou r est un mot uniformément morphique.

2.2.5 Mots purement morphiques primitifs

Un mophisme h : A* —> A* est dit primitif s’il existe un entier n > 1 tel que
toute lettre de A apparait au moins une fois dans h"(a), YVa € A. Un mot infini
est dit purement morphique primitif si ¢’est un point fixe d’'un certain morphisme

primitif.
Exemple 2.6 Le morphisme qui génére le mot de Fibonacci est primitif :

£(0) = 01 £2(0) = 010
—
p(1)=0 p?(1) =01
Done pour n = 2, tout élément de A apparait dans ¢"(a), Va € A .

D’ou @ est primitif. Ainsi le mot de Fibonacci est purement morphique primitif.

2.2.6 Mots morphiques primitifs

Un mot infini est morphique primitif si c’est I'image par codage d’un certain mot

purement morphique primitif.
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Exemple 2.7 ([14], p.148)

Le mot de Rote-Fibonacci est morphique primitif.

Soit le morphisme défini comme suit :

h:{a,b,c,d}* — {a,b,c,d}*

(
abcab six=a

cda stx=="b
T —
cdacd six =c

\abc six=d

h est prolongeable en a, et donc par itérations successives on obtient :
h¥(a) = abcabedacdacdabeabedacdacd...

En appliquant le codage abcd — 0011 au mot infini h¥(a), on obtient le mot de

Rote-Fibonacct :
R =00100110110110010011011011...

De plus, Vo € {a,b,c,d}, h*(x) contient toutes les lettres. Donc h est primitif .

On déduit alors que R est un mot morphique primitif.

2.2.7 Mots purement uniformément morphiques primitifs

Un mot infini est purement uniformément morphique primitif si ¢’est un point

fixe d’'un morphisme primitif uniforme.

Exemple 2.8
Le mot de Thue-Morse est purement uniformément morphique primitif.
On a vu précédemment qu’il est purement uniformément morphique.
D’autre part, on a

©(0) =01

p(l) =10
Alors Ya € A, toute lettre de A apparait dans p(a). Dot p est primitif.

Ainsi t = 01101001... est un mot purement uniformément morphique primaitif.
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2.2.8 Mots uniformément morphiques primitifs

Un mot infini est uniformément morphique primitif si ¢’est I'image par un codage

d’un mot purement morphique primitif.

Exemple 2.9 Le mot de Rudin-Shapiro est uniformément morphique primaitif.
On a vu précédemment qu’il est purement uniformément morphique, il reste a vérifier

que le morphisme g est primitif. On a :

( (

g(a) = ab g*(a) = abac g*(a) = abacabdb
g(b) = ac g*(b) = abdb g3(b) = abacdcac
g(c) =db - g*(c) = dcac - g3(c) = dedbabdb
g(d) = dc \ g*(d) = dcdb g*(d) = dedbdcac

\
On constate que Vr € A= {a,b,c,d}, toute lettre de A apparait dans g*(z), donc g
est primitif.

D’ou le mot de Rudin-Shapiro est uniformément morphique primitif.

2.2.9 Mots récurrents

Un mot w est dit récurrent si tout facteur de w apparait une infinité de fois.
Exemple 2.10 Soit le mot w défini comme suit :

w = 01010101... = [](01)’
€N

1l est clair que tout facteur de w apparait une infinité de fois, alors w est récurrent.

Plus généralement, tout mot périodique est récurrent.

2.2.10 Mots uniformément récurrents

Un mot w est uniformément récurrent s’il est récurrent et si pour tout facteur
u de longueur m, ds > 0, tel que Vn € N, u apparait dans wy,1..... W, mes. C-a-d
que pour tout facteur u la différence entre deux occurrences consécutives de u est

uniformément bornée.
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Remarque 2.3 ([18], p.6)
Dans la littérature, un mot uniformément récurrent est parfois dit "minimal” ou

"nresque périodique’.

Exemple 2.11

Le mot mécanique s défini ci-dessous avec a irrationnel est uniformément récurrent :
sp=[(n+1Da+z|—[na+z|, ¥vneN

On va voir dans le 3™ chapitre qu’un mot mécanique avec o irrationnel n’est rien
d’autre que le codage d’une rotation irrationnelle. Ainsi, on pourra dire que montrer
que s est uniformément récurrent revient a montrer que le codage de x génére un
mot uniformément récurrent.

Pour montrer ceci, on aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.1 ([27], p.186)
Soit s un mot mécanique avec « irrationnel, soit v = vgv1...v, un facteur de s et I,
Uintervalle défini par : I, = L, R (I,,)NR,*(I,,)N...0R"(1,,) ot Iy = [0, 1—«)
et Iy =[1 —a,1), alors
sli.i+n]=v < R (z)€l,

On peut a présent montrer que s est uniformément récurrent.
Soit v € L(s), on lui associe U'intervalle 1, défini dans la proposition ci-dessus.
On sait que sfi...i +n] =v <= R.(z) € I,.

On verras dans le 3°™¢ chapitre que montrer que s est uniformément récurrent,

revient ¢ montrer que pour un intervalle donné I = [a,b] & [0, 1], Ie¢ > 0 tel que :
zel=3Jie{l,.,c}, R(z)el

C’est-a-dire que R(I) = {i € N, R' (z) € I} est syndétique.

Ceci a déja été montré au 1°7 chapitre. D’ou s est uniformément récurrent.

Théoréme 2.1 ([2], p.6)

Soit u un point fize d’un morphisme h ou tout élément de A apparait dans u, sup-

posons que toute lettre de ['alphabet A est croissante.

St u est uniformément récurrent, alors h est primitif.
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Démonstration

Soit u un point fixe de h, alors
u=h(u) = u=hbu), Vk>0

Alors pour toute lettre a de A, h*(a) est facteur de u,Vk > 0.

Comme u est uniformément récurrent, alors

Vb e A, 3, > 0, tout facteur v de u tel que : |v| > Iy, b apparait dans v.

Posons | = Igleajc ly, pour tout facteur v tel que |v| = 1y, b apparait dans v, Vb € A.
D’autre part, toute lettre de A est croissante.

Donc
Jk, € N, tel que Vk >k, , |h*(a)] > 1
Posons
K=k

Alors Va € A, toute lettre de A apparait dans h” (a).
D’ou h est primitif. O

Théoréme 2.2 ([2], p.6)
(a) Siw est un mot morphique primitif, alors w est uniformément récurrent.

(b) Siw est uniformément récurrent et uniformément morphique, alors w est un

mot uniformément morphique primitif

Démonstration ([18/, p.9)

On va démontrer que le premier point.

(a) Soit w un mot morphique primitif, alors il existe un codage p tel que w =
p(u) ot u est un mot purement morphique primitif généré par un certain
morphisme primitif h.

Comme h primitif alors 3k > 0, Ya € A, b apparait dans h*(a), Vb € A.
D’autre part, u = h*(u) = h*(uo)h*(uy)... (car u est un point fivre de h).

Alors pour toute lettre a de Ualphabet A, a apparait dans h*(u;), Vi € N.
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Donc a apparait une infinité de fois dans u.

De méme, comme a apparait une infinité de fois dans u alors

Vn € N, h™(a) apparait une infinité de fois dans h™(u) = u.

D’ou, tout facteur de u apparait une infinité de fois, alors u est récurrent.
On a Va € A tout facteur h™(a) de u apparait dans h"*(b), Vb € A.

Posons

s = max |h""*(a)|
acA

Donc h(a) apparait dans tout facteur de u de longueur 2s, Va € A.
D’ou u est uniformément récurrent.

Ainsi w = p(u) est uniformément récurrent. O

Corrolaire 2.1
St un mot w est purement uniformément morphique et uniformément récurrent, alors

il est purement uniformément morphique primitif.

Démonstration

Soit w un mot purement uniformément morphique, alors w est point fixe d’un mor-
phisme h qui est uniforme.

Posons A" = A\ { les lettres qui n’apparaissent pas dans w} et hy la restriction de
h sur A" qui est un morphisme uniforme.

D’ot w est un point fize de ho o toutes les lettres de A’ apparaissent.

D’autre part, comme hy est uniforme alors 3k > 2, tel que |ha(a)| =k, Ya € A'.
Alors

\h3(a)| = k|hy(a)| = k"|a| = k» — 400 quand n — +oo.
D’ou
|hy(a)] — 400 quand n — +oo , Va € A'.

De plus, w est uniformément récurrent.
Les trois hypotheéses du théoreme 2.1 sont satisfaites, alors ho est primitif.

D’ou w est un mot purement uniformément morphique primitif. [
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Corrolaire 2.2
St un mot w est un mot uniformément morphique et morphique primitif, alors w est

purement uniformément morphique primitif.

Démonstration

Soit w un mot uniformément morphique et morphique primitif.

Comme w est morphique primitif, alors d’apres le théoreme 2.2, w est uniformément
récurrent. Par suite, d’aprés le corollaire précédent, w est purement uniformément

morphique. O

Théoréme 2.3 ([25], p.130)
Soit h : A* — A* un morphisme prolongeable en a et Vb € A, b est croissante.
Alors

h*(a) est purement morphique primitif <= h*(a) est uniformément récurrent.

Démonstration Posons u = h*(a).

=) Supposons que u est un mot morphique purement primitif, alors u est mot
morphique primaitif.
D’apres le théoreme 2.2.a, u est uniformément récurrent.

<) Supposons que u est uniformément récurrent, et notons A’ Ualphabet appa-
ratssant dans .

On sait que
VkeN,be A = h*(b) € L(u)

D’autre part, comme |h*(b)] — 400 quand k — +o0, alors Fky € N tel
que a apparait dans h*(b), Vb € A'.

Posons

K = sup inf{k, a est facteur de h*(b)}
beA k=1

Donc a est facteur de h*(b), Vb € A'.

Comme toutes les lettres de A" apparaissent dans u alors :
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IN € N, tel que b apparait dans u,¥b € A’

D’ou h¥(a) est facteur de hNTE(b), Vb e A'.
On déduit alors que toutes les lettres de A’ apparaissent dans h™ 5 (b),Vb €
A'. D’ot la restriction de h sur A’ est primitif, donc u est un mot purement

morphique primitif. O

Théoréme 2.4 ([2], p.7)
Soit u un mot morphique uniformément récurrent, alors u est un mot morphique

primitif.

2.3 Classification

En se contentant de ce qu’on vient de présenter, un mot peut étre classifié de dix
facons différentes :
Py : Purement morphique.
P, : Morphique.
Ps5 : Purement uniformément morphique.
Py : Uniformément morphique.
Ps : Purement morphique primitif.
Py : Morphique primitif.
P, : Purement uniformément morphique primitif.
Py : Uniformément morphique primitif.
Py : Uniformément récurrent.
Piy : Récurrent.

Ces dix propriétés ne sont pas indépendantes, on a alors quelques implications tri-

viales.
o PP—= P o =P,
e P3— P, PP o P.— P, P, P3P, Ps, Ps, P
o Pp—=— P o Ph— P P, F;
o Ps=— P, P, Fy o Py=— Py
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Par le biais des théorémes et des résultats obtenus précédemment, on aboutit aux

implications suivantes :

(CL)Z P6:>P9
(b)ZP6+P4:>P8
Corollaire 2.2 : P34+ Py = P».

Théoréme 2.2 :

Théoréme 2.4 : Py, 4+ Py = F;.

Etant donné qu’on a défini dix catégories de mots qui ne sont pas indépendantes,

alors on peut avoir 2! = 1024 possibilités de mots. Mais Grace & toutes les restric-

tions obtenues, on passe de 1024 possibilités a 20 :

Ni morphique ni récurrent.
Récurrent mais ni morphique, ni uniformément récurrent.
Uniformément récurrent mais pas morphique.

Morphique, sans étre purement morphique, uniformément morphique primi-

tif, uniformément récurrent.

Morphique et récurrent, mais pas purement morphique, pas uniformément

morphique, pas morphique primitif, ni uniformément récurrent.

Morphique primitif, mais ni purement morphique, ni uniformément mor-

phique.

Uniformément morphique, mais ni purement morphique, ni morphique pri-

mitif, ni récurrent.

Uniformément morphique et récurrent, mais ni purement morphique ni mor-
phique primitif.
Uniformément morphique primitif mais pas purement morphique.

Purement morphique, mais pas uniformément morphique, ni morphique pri-

mitif, ni récurrent.

Purement morphique et récurrent, mais pas uniformément morphique, ni mor-

phique primitif, ni uniformément morphique.

26



2.3. CLASSIFICATION

(1) Purement morphique et morphique primitif mais pas uniformément mor-

phique, ni purement morphique primitif.
(m) Purement morphique primitif mais pas uniformément morphique.

(n) Purement morphique et uniformément morphique, mais pas purement uni-

formément morphique, ni morphique primitif, ni récurrent.

(0) Purement morphique et uniformément morphique et récurrent, mais pas pu-

rement uniformément morphique ni morphique primitif.

(p) Purement morphique et uniformément morphique primitif, mais pas pure-

ment uniformément morphique ni purement morphique primitif.

(q) Purement morphique primitif et uniformément morphique primitif mais pas

purement uniformément morphique.

(r) Purement uniformément morphique mais pas morphique primitif, ni récur-

rent.
(s) Purement uniformément morphique et récurrent mais pas morphique primitif.
(t) Purement uniformément morphique primitif.

Dans ce qui suit, on va donner un exemple des 20 possibilités, mais avant cela, on
présente un arbre qui explique comment on a pu passer de 1024 & 20 possibilités

grace a toutes les restrictions obtenues.
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Py, : Récurrent.

P,
Py =P,
Pl = PZ /
: Purement morphique.

: Morphique.

: Purement uniformément morphique.

: Morphique primitif.
: Purement uniformément morphique primitif.
: Uniformément morphique primitif.

: Uniformément récurrent.

Classification des mots

[79/' Py

P, =Pn P nP o,

10

Pp=P; NPNP,; s Py
4 = Ig

PlO

Ps = Pg N Py = Py

R m

P, = Py = P

Py

PlO

Ps = Py = Py = Py,
P—6=»P—8m%<:

&<
P4& Py = Py

Ps = PgN Py = Py = Py

Py
P10

: Uniformément morphique.

: Purement morphique primitif.

Ps =P, =Ps= P3NPy

P3:)P4<

0
S

P = PgN P, NPy = Py = Py

—

—

Exemple (a)
Exemple (b)

Exemple (c)

Exemple (d)

Exemple (e)

Exemple (f)

Exemple (g)

Exemple (h)

Exemple (i)
Exemple (j)

Exemple (k)
Exemple (1)

Exemple (m)

Exemple (n)

Exemple (o)

Exemple (p)

Exemple (q)

Exemple (r)

Exemple (s)

Exemple (1)
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Avant de donner un exemple de chaque catégorie, on devra présenter quelques

notions élémentaires.
Définition 2.3

o Un mot infini u est dit sans carré si Vv € L(u), vv & L(u).

e Un mot infini u est dit sans cube si Vv € L(u), vov & L(u).

Définition 2.4 ([2], p.9)
La fréquence d’une lettre a de lalphabet A dans un mot infini w est définie par la

quantité :

n—1
hm |w[0 L ]|a
n—-+oo n

st elle existe.

Définition 2.5

e Un nombre complexe est dit algébrique si c’est une racine d’un certain po-
lynéme sous la forme "™ + ap_ 12" ' 4+ ...+ +ag = 0 o a; € Z,Vi €

{0,..,n —1}.
e Un nombre réel est un wrrationnel quadratique si c’est une racine d’un

certain polynome du 2°™¢ degré o les coefficients sont des nombres rationnels.

Définition 2.6 ([1], p.248)
Soit h : A* — A* un morphisme et n = card(A), on associe a h une matrice dite

matrice d’incidence définie par :
M = M(h) = (mi;)i<ij<n

o m; ; est le nombre d’occurrence de a; dans h(a;), c¢’est-a-dire :

m;; = |h(a;)

424

Remarque 2.4 ([1], p.249)
Soit h un morphisme défini sur un alphabet A = {ay, ...,a,}, et M la matrice d’in-

cidence associée, pour tout mot w défini sur A on a :
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|7(w)la, |wla,

|(w)]a, |w]a,
=M

’h(w>’an |w an

Et on obtient par récurrence que Vn € N* :

(W) ulo
@ | | Tl
(W), ula,

Définition 2.7

Une matrice A = (a; ;)1<ij<n est dite stochastique si ses coefficients sont positifs ou

nuls et Vi € {1,...,n}, > a;; = 1.
j=1

Théoréme 2.5 (2], p.9)
Supposons que la fréquence o d’une lettre a apparaissant dans un mot w existe,

alors :
(a) Siw est uniformément morphique, alors « est rationnel.

(b) Siw est un mot morphique, alors o est algébrique.

Pour la démonstration de ce théoréme on aura besoin des deux théorémes suivants :

Théoréme 2.6 ([1], p.261)
Soit h un morphisme et M sa matrice d’incidence, alors il existe un réel r > 0 tel

que :

(i) r est une valeur propre de M ( dite valeur propre de Perron-Frobenius) et

pour toute autre valeur propre A, on a : |\ < 7.

ii) 3h € N* tel que toute valeur propre X\ de M avec |\| = r vérifie \'" = r".
q prop

Théoréme 2.7 ([1], p.263)

Soit M une matrice stochastique alors sa valeur propre de Perron-Frobenius estr = 1
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et toute autre valeur propre X tel que |\ = 1 est une racine simple du polynome

manimal de M.

Si de plus, M n’a pas de valeur propre X tel que X\ # 1 et |\| =1, alors :

lim M"™

n——+oo

existe et les coefficients de la matrice obtenue sont rationnels.

Démonstration (du théoréme 2.5) ([/1/, p.268)

On va montrer que le premier point.

(a) Supposons que w est un mot uniformément morphique, alors il existe un mor-
phisme k-uniforme défini sur A et un codage p tel que w = p(h*(c)).
Comme la fréquence de a dans w existe alors elle vaut la somme des fréquences de

bi,...,bq tel que p(b;) = a, Vi € {1,..d}, donc ceci revient a montrer que :

G
e ()]

existent et sont rationnels Vi € {1,..,d}

Soit M la matrice associée au morphisme h et n = Card(A). Comme h est k-

uniforme alors :

Zmij = k, VJ € {1, ..,n}
i=1

Donc (%M)Z est une matrice stochastique. On déduit alors que 1 est sa valeur propre
de Perron-Frobenius.

D’aprés le théoréeme 2.6.(ii), alors s € N* tel que (%M’L)9 n‘admet pas de valeur
propre X tel que [A\| =1 et A # 1.

On dédust alors d’aprés le théoréme 2.7 que ngriloo(%Mt)”s existe et la matrice obtenue
contient des nombres rationnels. Donc il en est de méme pour nng(%M)m
D’autre part, en posant A = {by,....,b,}, on a :

1 1 (7 (B)]s,
M™ |0 M 0 1 |h™%(b) |p,
Z2N N B OTH N O]

0 0 |h"*(D)]s,,
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|h"2 (0) s,

T eviste Vi€ {1,..,n} et est rationnel.

Done lim
n——+oo

D’ou «v est rationnel. O

Définition 2.8

o Soit w un mot défini sur A, u un préfive de longueur n, et a € A, |ul, est

Q(f(n)) st 3 c1,c0 € RT tel que :

e On dit que f(n) = ©O(g(n)) si 3 ¢1,c2 € R tel que :

ag(n) < f(n) < cag(n)

Proposition 2.2 (2], p.9)
Soit w un mot morphique et a une lettre qui apparait infiniment dans w, alors le

nombre d’occurrence dans un préfize de longueur n de w est Q(log(n)).

Théoréme 2.8 (23], p.380)
Soit w un mot purement morphique et P, sa complexité, alors l'une des propriété

suivantes est satisfaite :

e P,(n)=06

Théoréme 2.9 (2], p.9)

Soit w un mot non ultimement périodique.
(a) Siw est un mot uniformément morphique, alors P,(n) = ©(n).

(b) Siw est un mot morphique primitif, alors P,(n) = ©(n).
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Pour la démonstration du 2°™¢ point, on aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.3

Soit h : A* — A* un morphisme primitif, et r la valeur propre de Perron-Frobenius

associée a sa matrice d’incidence, alors Yu € A*,dc > 0 tel que :

hn
L )

n—+4oo rn

=C

Démonstration (du théoréme 2.9) ([12], p.171; [25], p.148)
Comme w est supposé non ultimement périodique, on a montré dans le premier

chapitre que :

Il reste donc a montrer que P,(n) = O(n).

(a) Supposons que w est un mot uniformément morphique, alors il existe un co-
dage p tel que w = p(u) ot u est un mot purement uniformément morphique.
C’est-a-dire que u est généré par un certain morphisme h k-uniforme.

Soit un entier n > 1, alors It € N tel que :
Bl <n <kt
Soit i € N, alors 47 € N tel que :
gkt <i< (j+ 1)k
Alors wj... w11 est un facteur de longueur n de :
Wikt - W(41)kt—1 = P(ht(ujujﬂ))
(car j' <i< (G+ Dkl eti+n—1<jkt+k —1=(G+ 1k —1)
Donc w;... w1 est déterminé par les symboles u;, uj et de l'entier i — gkt
e Pour le choiz de i — jk, on a :
JE<i<(+ 1 = 0<i—jk' <k

Alors 1 — jk' a k' possibilités.
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(b)

e Pour le choiz de uj et ujq; :
étant donné A Ualphabet sur lequel h est défini, il y a (card(A))? possibi-
lités.
On déduit alors que w;...w; 1 est Uun des k*(card(A))? possibilités.

Donc :
P,(n) < k'(card(A))?

D’autre part :

El<n=k <kn
= k'(card(A))? < (card(A))*kn
= P,(n) < ((card(A))*k) n

D’ou P,(n) = O(n)
Supposons w = p(h(u)) ot h est un morphisme primitif et p un codage. Soit

n € N, alors dp € N tel que :

inflhP~ (a)] < n < inf|hP(a)|
acA acA

D’apres la proposition 2.3 il existe deur constantes positives A, B tel que
Vpe N :

Ar? inflhP(a)| < sup|hP(a)] < Br? (%)
acA acA

Soit v € L,(u), puisque u = hP(u) = hP(uo)hP?(u1)hP(uz)... alors Ja,b € A tel
que v est facteur de h*(a) ou de hP(ab).

Il y a au plus s*> = (Card(A))? facteurs de longueur 2 dans u, et donc pour
h?(ab) = hP(a)hP?(b) quelconque, il y aura au plus sup|hP(a)| facteurs de lon-

acA
gueur n ot la premiére lettre est dans h?(a). Alors :

Py(n) < Pu(n) < s*sup|h?(a)| < s*Br?
aceA

D’aprés (x), 1 < 2, alors P,(n) < Zs%rn.

D’ou P,(n) = ©(n). O
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Définition 2.9 ([8], p.2)
Deuzx entiers k, [ sont multiplicativement indépendants si et seulement si Vn,p € N¥,

1" £ kP,

Théoréme 2.10 (Cobham)

Soit k,l deuzx entiers multiplicativement indépendants et u un mot infini alors :

u est a la fois k-uniforme et l-uniforme = wu est ultimement périodique.

Remarque 2.5 ([18], p.60)
Dans la littérature le théoréme de Cobham est énoncé de cette facon :

Soit k,l deuzx entiers multiplicativement indépendants et u un mot infini alors :

u est a la fois k-automatique et l-automatique = u est ultimement périodique.

2.4 Les exemples

Exemple 2.12 (a) Mot ni morphique ni récurrent.

Soit F' l’ensemble des nombres factoriels :
F={1,2,6,24,120,...}
Le mot caractéristique associé a F' est :

w = 011000100000000000000000100...

w n’est pas récurrent car le facteur 11 n’apparait qu’une seule fois.
Soit u un préfive de w de longueur N = n!+ 1, alors le nombre de 1 dans u est n. (
car (n+1)! > N).

Pour la suite, on a besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.4 ([2], p.10)

Soit n un entier naturel, posons N =n!+ 1, alors :

log N
n=0 (log log N)
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Supposons a présent que w est morphique, alors d’apres la proposition 2.2, ¢y, co €
R* tel que :
|w[0..N — 1]} n
= < ¢
log N log N

1 <
D’autre part, d’apres la proposition qu’on vient d’énoncer, Ic € R tel que :

log N
n<ec————
log log N

Alors, en combinant les deuz inégalités, on obtient :

n c
1 < <
log N " log log N

= c¢=>=cloglog N (contradiction quand N — +00)

D’ot w n’est pas morphique.

Exemple 2.13 (b) Mot récurrent mais ni morphique ni uniformément ré-
current. ([2], p.10)
Considérons le mot w définie comme étant la concaténation des entiers naturels en

binaire.

w = } 120 131 120 121 120 1111800...

Etant donné A = {0,1}, Soit n € N, il est clair que :
P,(n)=2"

D’apres le théoreme 2.8, on déduit que w n’est pas morphique.
D’autre part, Vs > 0, dn € N lel que 1 n’apparail pas dans w,... W, 1s_1, car pour n
assez grand, on aura un grand bloc qui ne contient que des 0.

D’ou w n’est pas uniformément récurrent.

Exemple 2.14 (¢) Uniformément récurrent mais pas morphique.

Soit le mot mécanique s, . = S0S152... définie par :

sp=[(n+1Da+z|—[na+z|, Yn e N
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ou « désigne un angle et x le point de départ dont on code [’orbite.
On a montré précédemment que les mots mécaniques d’angle irrationnel sont unifor-
mément récurrents.

Pour montrer qu’ils ne sont pas morphiques on doit énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.5 ([6], p.126)
Un mot mécanique w d’angle o qui code l'orbite de x est morphique primitif si et

seulement si o est un irrationnel quadratique et x € Q(«).

Comme m est un iwrrationnel non quadratique, alors d’apres la proposition précédente
, . S
S0 n'est pas morphique primitif.

Donc d’apres le théoréme 2.4, s n’est pas morphique.

Exemple 2.15 (d) Morphique, sans étre purement morphique, uniformé-
ment morphique primitif, uniformément récurrent. ([1], p.248; [2], p.10)
Soit le mot de Fibonacci défini précédemment f = 01001010... et changeons les deux

premiers symboles par le symbole 2, on obtient alors
f'=22001010...

Supposons que f' est purement morphique, alors il existe un morphisme h tel que ' =
h¥(2), et donc h(2) commence par 22, et donc le facteur 22 apparaitra infiniment

dans f'. D’ou f' ne peut pas étre purement morphique.

3—vV5
2

Comme le mot de Fibonacci [ est un mot mécanique d’angle et d’orbite , alors :

35 3—\/31_[n3—\/5+3—\/3

fn=[(n+1) 5+t 5 5 ],VneN

S

Il est clair que | f[0,..,n —1]|; = [(n +1)2=

5 2 4 37‘/5], donce :

2

|f[07"7n_1]|0:n_ (7’L—|—1) +

2 2

3-5 3—\/5]
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Comme |f'|o = | flo — 1, alors on pourras calculer la fréquence de 0 dans f'.

3—v5 | 3=V5
m — = 1m —1_ _
n—+o00 n n—-4oo n 2 2

Comme la fréquence de 0 dans f' est un nombre irrationnel alors d’aprés le théoréme
2.5, f' n’est pas uniformément morphique.

D’autre part, ' n’est pas récurrent car 22 apparait une seule fois, donc d’apres le
théoréme 2.2, f' n’est pas morphique primitif.

Le mot ' est morphique car il est généré par le morphisme suivant :

h:{a,b,c,d}* — {a,b,c,d}*
ab six=a
T +— cd six=c

c sinon

h est prolongeable en a et h*(a) = abcedcde....
En appliquant le codage abed — 2201 on obtient f'.

Exemple 2.16 (e) Morphique et récurrent, mais pas purement morphique,
pas uniformément morphique,pas morphique primitif, ni uniformément
récurrent. ([2], p.11)

Soit le morphisme h défini ci-dessous :

h:{a,b,c,d}* — {a,b,c,d}*

ababb six =a
T — be six=2"b

c St Tr=c

h est prolongeable en a, en appliquant le codage T : abc — 011, on obtient

x =0101111010111111111010111101... = HOla(")

n>1
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ot a(n) = (va(n) + 1)? et vo(n) représente la plus grande puissance de 2 divisant n
( appelé valuation 2-adique).

Pour la suite, on aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.6
Soit x = [] 01%M™ alors P,(n) = O(ny/n).

n>1

D’apres la proposition qu’on vient d’énoncer et du théoréme 2.9, on déduil que x
n’est pas uniformément morphique et pas morphique primitif, et par le théoréeme 2.8
qu’il n’est pas purement morphique.

Le mot x n’est pas uniformément récurrent par le théoreme 2.4, mais clairement

recurrent.

Exemple 2.17 (f) Morphique primitif, mais ni purement morphique, ni
uniformément morphique.

On doit d’abord énoncer le théoréeme de Yasutomi.

Théoréme 2.11 (de Yasutomi) ([7], p.831)

Soit a €]0,1], x € [0,1] et o/, &' leurs conjugués algébriques respectifs si ils existent.
Le mot mécanique s, 5 est purement morphique si et seulement st les deux conditions
sutvantes sont satisfaites.

(a) « est un irrationnel quadratique et x € Q(a).

(b) o/ >Tetl—ao <2’ <d oubiend <0etad <2/ <1-4d.

On consideére maintenant Sq , Pour o = V5 ot g =3 — V5.

2
Alors o/ = %5 >1eta =345 >, alors d’aprés le théoréme ci-dessus So

n’est pas purement morphique.

Remarquons que le mot obtenu n’est rien d’autre que le décalé du mot de Fibonacci,

il est donc morphique, alors il existe un morphisme h et un codage 7 tel que 54, =
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T(h*(a)) ou :

h:{a,b,c}* — {a,b,c}”

c stx=b>
T —>
ac sinon

h est prolongeable en a donc : h¥(a) = acbacach....
En lui appliquant le codage abc — 100, on obtient s, = 10010100...

D’autre part h est primitif car h3(x) contient toutes les letires Vo € {a,b, c}.

V5—1
2

Enfin, comme la fréquence de 0 dans S, est qui est irrationnel, d’apres le

théoréme 2.5, s, n'est pas uniformément morphique.

Exemple 2.18 (g) Uniformément morphique, mais ni purement morphique,
ni morphique primitif, ni récurrent. ([5/, p.18-08, [2], p.11)

Soit le morphisme g défini comme suit :

g:{0,1,2}* — {0,1,2}"

1 stx=0
T — 20 six=1

210 six =2

g est prolongeable en 2 et ¢g*(2) = 210201210.....

D’autre part, on défini h comme suit :

h:{a,b,c,d} — {a,b,c,d}*
4
ab st x=a
ca stx="b
T —
cd stx=c

ac stx=d

\

h est prolongeable en a et h*(a) = abcacdab..., en lui appliquant le codage T défini

par abcd — 2101, on obtient T(h*(a)) = w = 21020121....
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On va montrer maintenant que g*(2) = 7(h“(a)). Pour cela il suffit de montrer les

trois formules suivantes :

g"(2) = 7(h""H(abc)) , g"(1) = (k" "H(ac)) et g"(0) = 7(h"~(d))
Les formules se montrent par récurrence. Pour n = 1, les trois formules sont vraies
(la vérification est évidente).

On suppose que les trois formules sont vraies pour n € N, et montrons qu’elles le

sont ausst pour n + 1.

g""(2) = g"(210) = 7(h" " (abe))T(h" " (ac))T (k" (d))
= 7(h" abcacd)) = 7(h"(abc))

On se contentera de celle-ci car les deux autres formules se vérifient de facon ana-
logue.

Donc ¢g¥(2) = 7(h*(a)), on déduit alors que g¥(2) est uniformément morphique.
Considérons maintenant le mot w = 220201210120... qui représente le mot g*(2) ot
le premier symbole est changé par un 2. Comme ¢“(2) est 2-uniforme alors w [’est

aussi, et est généré par le morphisme suivant :

X:{0,1,2,3,4,5}* — {0,1,2,3,4,5}*

01 siz=0
23 six=1loux=5
T 24 siz=2
35 stx =3
32 six=4

\

A est prolongeable en 0 et en appliquant le codage T : 012345 — 220211 4 A\¥(0) on

obtient w.
Proposition 2.7 Le mot g*(2) est sans carré.

w ne peut pas étre purement morphique car si c’est le cas, alors il existe un mor-

phisme £ tel que w = £Y(2), donc £(2) commence par 22, ce qui implique que 22
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apparaitra infintment dans w, ce qui est impossible car par définition de g il est im-
possible d’avoir 22 comme facteur de g*(2).
Enfin, comme 22 apparait qu’une seule fois dans w alors il n’est pas récurrent, et

donc pas primitive par le théoréme 2.2.a.

Exemple 2.19 (h) Uniformément morphique et récurrent, mais ni pure-
ment morphique nt morphique primatif. ([2], p.12)

Soit le morphisme h 3-uniforme prolongeable en a défini comme suit :

h:{a,b,c}* — {a,b,c}”
aba st x=a
Tr — cce stx=b>

cce ST =c

Donc h¥(a) = abacccabacccccceccaba..., en lui appliquant le codage abc — 001 on
obtient le mot y = 000111000111111111000...

1l est clair que y est un mot uniformément morphique, récurrent mais pas unifor-
mément récurrent car y contient un long bloc de 1.

Soit u le mot ot u; = v5(1), Vi € N*, alors :
u = 010201030102...

Proposition 2.8 Le mot u ot u; = 15(i), Vi € N* est sans carré.

3 on obtient Y.

En appliquant a u le codage u; — 0001
Supposons a présent que y est purement morphique, alors c’est un point fire d’un
certain morphisme g qui commence par g(0)g(0)g(0) ot g(0) = 000v. Mais 000v000v
signifie qu’il doit étre décodé en un carré dans u qui est un mot sans carré.

D’ou y ne peut pas étre purement morphique.

Exemple 2.20 (i) Uniformément morphique primitif mais pas purement
morphique. ([2], p.12)

Reprenons le mot de Rudin-Shapiro r présenté dans Uexemple 2.5, il est clair que r
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est uniformément morphique.
Pour montrer que r n’est pas purement morphique on devra d’abord énoncer la pro-

position swivante :

Proposition 2.9 ([2], p.12)

Les seuls cubes figurant dans le mot de Rudin-Shapiro sont 000 et 111.

Supposons que r est purement morphique, alors il est généré par un certain mor-
phisme h et h(r) =r.

Donc :
h(000...) = h(0)h(0)A(0).... = 000....

Alors le facteur h(0)h(0)R(0) apparait dans r. Mais on sait que les seuls cubes exis-
tants dans le mot de Rudin-Shapiro sont 000 et 111 (h(0) ne peut pas étre égal a 0
ou 1 car sinon h ne sera pas prolongeable en 0).

D’ot r ne peut pas étre purement morphique.

Exemple 2.21 (j) Purement morphique, mais pas uniformément morphique,
nt morphique primatif, ni récurrent.

Soit le mot de Fibonacci f = 01001010... et changeons le premier 0 par 2, on obtient :
u = 21001010...

Ce mot est purement morphique car u = h*(2) ou h est défini comme suit :

h:{0,1,2}* — {0,1,2}*
01 stx=0
T — 0 stx=1

21 stx =2

V5—1
2

On peut déduire de 'exemple 2.15 que la fréquence de 0 dans u est égale a qut
est irrationnel, donc d’aprés le théoréme 2.5, u n’est pas uniformément morphique.
u n’est pas récurrent car 2 apparait qu’une seule fois, et donc pas primitif d’apres le

théoreme 2.2.a.
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Exemple 2.22 (k) Purement morphique et récurrent, mais pas uniformé-
ment morphique, nt morphique primitif, ni uniformément morphique.

Soit le morphisme h définie comme suit :

he {01} — {0,1}*

010 s2x=0
11 s1zx=1

X —

h est prolongeable en 0, alors u = h*(0) est purement morphique.

w est récurrent car pour tout facteur v de u, In € N tel que v apparait dans h™(0),
et donc apparait infiniment car h™(010) = h"*1(0), Vn € N.

Comme u a un long facteur ne contenant que des 1 alors u est récurrent.

u n’est pas uniformément morphique d’aprés la proposition suivante :

Proposition 2.10 (/2], p.12)

Le mot u n’est pas k-automatique, Vk € N*,

Par les deux versions du théoréme de Cobham on déduit que u n’est pas uniformément

morphique.

Exemple 2.23 (1) Purement morphique et morphique primitif mais pas
uniformément morphique, ni purement morphique primatif.

Soit le morphisme de Chacon défini comme suit :

c: A =10,1,2} — {0,1,2}*

0012 s2a=20
a+— 12 sta=1

021 sta=2

h est prolongeable en 0, on obtient ¢*(0) = 0012001212012..., en lui appliquant le
codage T : 012 — 010, on obtient le mot de Chacon D :

D = 7(¢*(0)) = 0010001010010...
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Le morphisme c est primitif car toules les lettres de A, apparaissent dans ¢*(a),Va €
A. Donc D est un mot morphique primitif.

D’autre part, D peut étre généré par le morphisme suivant :

g:{0,1}* — {0,1}"

0010 sta=0
a ——

1 sta=1
g est prolongeable en 0, on obtient ainsi le mot de Chacon :
D = ¢¥(0) = 0010001010010...

D’ot D est purement morphique.
Montrons a présent que D ne peut pas étre purement morphique primitif.

Soit h un morphisme tel que h(D) = D, on va montrer que :
h(0)=0 == h(l)=1

Raisonnons par l’absurde et supposons que h(1) # 1 et posons h(1) = u.
o Siu=ec alors le seul point fize de h est D = (0%,
e Siu#e€ ona:

h(D) = h(0)h(0)h(1)h(0)R(0)1(0)h(L)...
A TS S S S

On constate que u doit commencer par 1000 et doit se terminer par 1 ( car
u peut étre suivi de 000 et 0000 ¢ L(D)).
Il nous reste a présent deux cas, soit u se termine par 001 ou bien par 101. (

car par construction de D, 11 ¢ L(D)).

(i) Siu se termine par 001. On sait que u00u € L(D), alors 001001 € L(D)
( absurde car 001001 n’est pas un facteur de D).

(1) Siu se termine pas 101. On sait que uOu € L(D), alors 10101 € L(D) (

absurde car 10101 n’est pas un facteur de D).
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On déduit alors que u = 1.

Supposons a présent que h est un morphisme primitif tel que h(D) = D. Si vv est
un préfize de D alors v =0 ou bien v =t"(0) ou t est un morphisme qui génére D.
Si |v| > 1, alors v commence par 0010 qui est obtenu par t(0), et donc il existe un
préfize v' de D tel que v = t(v'). Comme D = vv... = t(v'V').... alors v'v' est un
préfive de D.

On vient de montrer que :
t(v''") = t(V)t(V') est préfivze de D = v'v" est un préfive de D

Par ailleurs, puisque D commence par h(0)h(0), donc h(0) = t"(0) pour un certain
n € N* (car si h(0) =0, h ne serait pas primitif). C’est-a-dire que h(0) commence
par 0010.

On peut supposer que h(1) = t(u) ot u contient O et 1.

Ainsi, supposons que h représente le morphisme primitif admettant D comme point

fize tel que |h(1)| est minimal. Donc
D = t"(0)t"(0)t(u)t™(0)t™(0)t™(0)t(u)....
Par la formule démontrée on obtient que :
D = t"710)t" 1 (0)ut™(0)t" 1 (0)t" 1 (0)u....

Par la minimalité de |h(1)|, on obtient que le morphisme h' définie comme suit n’est

pas primitif.

B {01} —s {0,1)"
t"10) siz=0

€Tr —
U stx=1

Or, I/ n'est pas primitive si et seulement si n = 1 (contradiction avec U’hypothése),
donc h n’est pas primitif.

Proposition 2.11 ([2], p.14)

Le mot D n’est pas uniformément morphique.
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Exemple 2.24 (m) Purement morphique primitif mais pas uniformément

morphique. ([2], p.14)
Soit f le mot de Fibonacci, on a montré dans l'exemple 2.6 qu’il est purement mor-

phique primitif.

V5—1

La fréquence de 0 dans f esl égale a =

qui est irrationnel, donc u n’est pas uni-

formément morphique d’apres le théoréeme 2.5.

Exemple 2.25 (n) Purement morphique et uniformément morphique, mais
pas purement uniformément morphique, nt morphique primitif, ni récur-

rent. ([2], p.14)

Considérons le morphisme h défini par :

h:{0,1,2,3) — {0,1,2,3}*

(

02 stx =0
1012 six=1
102012 stz =2
32 six =3

T —

\

En raisonnant par récurrence sur n, on obtient ’égalité suivante :
hHH(3) = 397(2)g*"2(2)...9%(2)2
ot g est le morphisme défini dans 'exemple 2.18, donc on constate que :

w=h“3)= lim A" (3) = 3¢(2)

n—+400

1l est clair que le mot w est purement morphique et uniformément morphique car il
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est généré par le morphisme 2-uniforme suivant :

d:{a,b,c,d e} — {a,b,c,d, e}

.
ab st =a

cd stx=">
T +—> bd six=c

eb six=d

db stx=c¢e

0 est prolongeable en a et en lui appliquant le codage p : abede —> 32101 on obtient
w.

1l est clair que 3 n’apparait qu’une seule fois dans w, donc le mot n’est pas récurrent
donc pas uniformément récurrent et par le théoreme 2.2.a il n’est pas morphique
primitif.

Supposons que w est purement uniformément morphique, alors il peut étre généré
par un morphisme k-uniforme noté f, donc w est a la fois 2-uniforme et k-uniforme.
D’aprés le théoréeme de Cobham si 2 et k sont multiplicativement indépendants alors
w serait ultimement périodique ( contradiction). Supposons que 2 et k sont multi-
plicativement dépendants, alors In € N* tel que k = 2", on aura donc fp = po".

Alors :

On aura maintenant deux cas :
e Sin est impair :

o) =ple) [ rm=ppdy [ s =20
F(p(e)) = p(6"(¢)) F(1) = p(db... F(1) = 02...

Contradiction, donc n ne peut pas étre impair.

e Sin est paire :
fple)) = p(6™(c)) f) =
_

=p p
F(p(e)) = p(6"(¢)) F(1) = pleb... J(1) = 12...
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Contradiction, donc n ne peut pas étre paire.
On déduit alors que w n’est pas un mot purement uniformément morphique.

Exemple 2.26 (0) Purement morphique, uniformément morphique et ré-

current, mais pas purement uniformément morphique, ni morphique pri-
mitif. ([2], p.15)

Soit f le morphisme défini ci-dessous :

f:{a,b,c,d, e} — {a,b,c,d, e}”

abeda six =a
T +— bedee six =0

eeeee  SINON
f est prolongeable en a et f(a) = abcdabedeeeeececececabedabede™.... En lui appli-
quant le codage T : abcde — 01123, on obtient :

q=7(f“(a)) = 01120112333333333333011201123™...

q est un mot purement morphique car c¢’est le point fixe du morphisme h définie par :

£:{0,1,2,3}* — {0,1,2,3}"

;

01120 six=0

1 stx =1
T —

2333333333333 six =2

33333 sinon

\

q = h*(0) car htf = 7f% Supposons que q est purement uniformément morphique,
alors il existe un morphisme j qui est uniforme. Mais comme q est généré par [ qui
est 5-uniforme alors d’aprés le théoreme de Cobham j est de 5*-uniforme ot k € N*
(sinon q serait ultimement périodique).

Par définition jT = 7f*, alors on a :

F(r(b)) = 7(f*(b)) . j(1) = 7(bedee...) . J(1) =1123..

J(r(e) = 7(f*(c)) J(1) = 7(eecce...) J(1) = 3333...
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J(1) ne peut pas commencer par 1 et 8 au méme temps (contradiction). Donc q ne
peut pas étre purement uniformément morphique.

Le mot q n’est pas uniformément récurrent car il contient un long bloc de 3.

Exemple 2.27 (p) Purement morphique et uniformément morphique pri-

maitif, mais pas purement uniformément morphique ni purement mor-

phique primitif. ([2], p.15)
On considere le mot de Thue-Morse t défini dans ['exemple 2.2, et appliquons lui le

morphisme suivant :

h:{0,1}* — {a,b,c}”
ac stx =0

T —
be stx=1

On obtient u = h(t) = acbcbcacbcacache.... Le mot u est purement morphique car il

peut étre généré par le morphisme suivant :

g:{a,b,c}" — {a,b,c}”

acb six=a
T — bca six =0

& 1T =¢c

D’autre part, u est uniformément morphique primitif, car c’est [’'image par le codage

0123 — acbe de n*(0) ou n est le morphisme suivant :

n:4{0,1,2,3} — {0,1,2,3}"
01 s2x=0
Tr— 01 stx=3

23 sinon

Le mot u ne peut pas étre purement morphique primitif, ni purement uniformément

morphique.
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En effet, supposons que u = f“(a) ou f est un morphisme.

Si f est primitif ou k-uniforme, avec k > 2 alors f(c) # c et f(c) # €. Par définition
du morphisme g, on remarque que cc ¢ L(u), donc f(c) # cc, alors f(c) doit contenir
une occurrence de a ou de b.

Le mot u peut étre construit avec les mots f(achc), f(bcac). Ces deux mots ont leurs
occurrences de a et de b dans des positions d’indices impairs. Done, il existe une
suite arithmétique (vg)ken tel que le Mot W = Uy, Uy, Uy,... NE contient que des a ou
des b.

Donc il en est de méme pour le mot de Thue-Morse, ce qui contredit la proposition

sutvante :

Proposition 2.12
Toute suite de symbole extraite du mot de Thue-Morse t obtenue par une suite arith-

métique sur les indices du mot t contient les deux letires O et 1.
D’ou le résultat.

Exemple 2.28 (q) Purement morphique primitif et uniformément mor-
phique primitif mais pas purement uniformément morphique.

Soit le mot T = ¢*(2) ou g est le morphisme défini dans 'exemple 2.18.

g:{0,1,2}* — {0,1,2}"
1 six =0
Trr— 20 stx=1

210 st x =2

On a déja montré que T peut étre généré par un morphisme 2-uniforme, ce mor-
phisme en question est primitif ( défini par h dans Uezemple 2.18). Donc T est
uniformément morphique primitif.

Supposons a présent que T est purement uniformément morphique, alors T est gé-
néré par un certain morphisme ¢ k-uniforme ot k est un entier supérieur ou égal a

2, et donc T est 2-uniforme et k-uniforme.
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Si k n’est pas une puissance de 2 alors d’apres le théoreme de Cobham T est ultime-
ment périodique ( contradiction avec le fait que T est sans carré).
On déduit alors que T est k-uniforme ou k = 29.

D’autre part :
T =(T) = (210201) est préfize de T' de longueur 6k
En particulier, Ty, = Tsy car c’est la premiére lettre de (1)

T = TyT1..Tyy T Topy . T Ty,
»(2) »(1) (1)

Par ailleurs, posons T" = h*(a) ot h est le morphisme défini dans l’exemple 2.18,

donc :
hi(abcacd) = h(a)hi(a)h?(b)hi(cac)hi(d) = T}..Tg_y

On sait que hi(b) commence par c et hi(d) commence par a, alors T(h?(b)) commence
par 0 et T(h%(d)) commence par a, c¢’est-a-dire : T, = 0 et Ts, = 2 ( contradiction
avec Ty, = Txy ).

D’ou T ne peut pas étre purement uniformément morphique.

Exemple 2.29 (r)Purement uniformément morphique mais pas morphique
primitif, ni récurrent. ([2], p.16)

Soit h le morphisme 2-uniforme défini comme suit :

h:{a,b,c}* — {a,b,c}”*
ab stz =a
T bc sixz =10

cc s1xr=-c

h est prolongeable en a et w = h*(a) = abbchbcee.... est purement uniformément
morphique.
1l est clair que a apparait qu’une seule fois dans u, donc il n’est pas récurrent. Par

suite par le théoreme 2.2.a, u n’est pas primitif.
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Exemple 2.30 (s) Purement uniformément morphique et récurrent mais
pas morphique primitif. ([2], p.16)

Soit h le morphisme 3-uniforme défini comme suit :

he {01} — {0,1}*

010 s2x=0
111 sz =1

X —

h est prolongeable en 0 et v = h*(0) = 010111010111111....
u est purement uniformément morphique et récurrent mais pas uniformément récur-
rent car pour n assez grand, h"(0) aura un long bloc qui contient que des 1.

Donc d’apres le théoreme 2.2.a, u n’est pas primitif.

Exemple 2.31 (t) Purement uniformément morphique primatif.

Le mot de Thue-Morse t présenté dans [’exemple 2.8.

83



2.4. LES EXEMPLES

Mots infinis
Morphique (M) (a) Récurrent (R)
(e) 3 A Uniformément. R
Purement. M (PM) P.M Pr Srimiﬁf[’Pr)_! iy
() o ! (m) f)
UM PU M | " PUMPr r [:M_Pr_ :
— i X £ .: Fhek sl
) © o o i
®
(m (0) ()
(9) (h)
(d) (k) (b)

FIGURE 2.2 — Carte récapitulative des différents types de mots.
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Chapitre 3

Propriétés des sous-shift

Dans le chapitre précédent, on a défini différentes catégories de mots. Dans ce
chapitre, on va construire des systémes dynamiques symboliques a partir de ces
derniers. On va étudier les différentes propriétés topologiques et ergodiques que
vérifie le shift sur A“. Pour celles qui ne sont par vérifiées, on va essayer de trouver
des sous-ensembles invariants de A“ sur lesquels elles sont vérifiées.

On va aussi s’intéresser aux différentes caractérisations d’une catégorie de mots trés
importante en combinatoire des mots ainsi qu’en dynamique symbolique qui est
représenté par "les mots sturmiens", qui nous permettra de construire des sous-shift

minimaux et uniquement ergodique.

3.1 Espaces symboliques

Un espace symbolique est le produit infini de concaténation d’un ensemble fini de
symboles "Alphabet". Etant donné un alphabet A , on peut le munir d’une topologie
en considérant par exemple la topologie discréte o 7 = P(A). Par suite on pourra
déduire que A¥ peut étre muni de la topologie produit.

Le but de cette section est de définir des systémes dynamiques symboliques.
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Proposition 3.1 ([4], p.49)

Soit A un alphabet et d,, une application définie comme suit :

d,: A — R

1
(xay) = d(I,y) = oun = an{l S Na T 7é yz}
mn
d,, définit une distance sur A“.

Démonstration

Montrons que d,, définit bien une distance sur A“. Soit x,y,z € A“.

1. Montrons que dp(x,z) = 0.

Ona:dy(z,x)= # avecn = inf{i € N x; # x;} — 400 = d,,(z,z) = 0.
2. Montrons que dy,(z,y) =0 =z =y.
dm(a:,y):0:>#:O:>n—>+oo:>x:y.
3. Montrons que dp,(x,y) = dn(y, x).
n=infl{i € N,z; # y;} = inf{i € N,y; # v;} < dn(2,y) = dn(y, v).
4. Montrons que d,(x,y) < dp(x,2) + dpn(z,9)
Posons p=inf{i e Nyz; Zvy;}, q=inf{i e Nyy; # z} et
r=inf{i € N x; # z}.

> =z
Ona : i=r = o= < 1, =1y, (contradiction)

r>p Ty =2
Alors ¢ > p our > p.
Dot : dp(x,y) < dp(z, 2)+dn(z,y) O

Remarque 3.1 Souvent, on associe 4 AY la distance ds.

On obtient que A“ est un espace métrique. La topologie discréte étant compact, on
déduit par le théoréme de Tychonoff que A“ l'est aussi. Ainsi, on peut & présent

définir un systéme dynamique discret sur A“.
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3.1.1 Le décalage de Bernoulli

Le décalage de Bernoulli (ou application shift), est 'application définie sur A

qui & tout mot u = uguius... associe son décalé d’une seule position.
o: AY — A¥
u — o (uguqta...) = UjusUs...

L’application o est continue, donc (LAY, o) est bien un systéme dynamique discret.

Déterminons maintenant les points fixes du décalage de Bernoulli.

o(u) = u < ugugUz... = UgUiUs...

— U; = Uiy, Vi e N

Alors I’ensemble des points fixes de o s’écrit sous la forme :
S={a" ,ae A}
D’oti le nombre de points fixes est égal au cardinal de A, noté Card(A).

Définition 3.1
Soit u un mot fini défini sur l'alphabet A, tel que |u| = n, on appelle cylindre de

longueur n ’ensemble défini par :
[u] ={z € A, z[0..n — 1] = u}

Proposition 3.2

Les cylindres sont ouverts et fermés pour la topologie discréte de A“.

Démonstration

Soit m = Card(A), alors il est clair que Yn € N, B (x #) =B (x L )

) mn—1 Ymn )"

On considére deuzx éléments x,y € [u], comme les n premiéres lettres de x et y sont

identiques, alors :

1 — 1
dlz,y) < — =y €B (x,—)
mn mn
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Réciproquement,soit y € B (x, #), alors y € [x]0..n — 1]].
On déduit qu’un cylindre est ouvert et fermé. |
Remarque 3.2
o On désigne par [u], Uensemble suivant [uly, = {z € A, z[k.k+n — 1] = u}.
e Les [u], sont ouverts et fermés en utilisant le fait que [uly = o %([u]).

e On peut définir un espace métrique sur AY en utilisant les cylindres comme

étant les éléments de la topologie ( car ils forment une base de voisinage).

Proposition 3.3 ([20], p.15)
Soit A ={0,1} un alphabet, alors (S*, By) est un facteur de (A“, ).

Démonstration Soit 'application w définie par :

7 AY — St

“+oo
UpU... —> E

1=0

U;
ST mod 1

Il est clair que m est surjective car tout élément de S' admet un développement en

base binaire. On a :

“+oo
U;
(7o o) (uguqus...) = m(ujug...) = Z St mod 1
i=1
RS =X <=
(By o m)(uguius...) = Bo (Z Qiil mod 1> = 22 2;1 mod 1 = Z 2”11 mod 1
i=0 i=0 i=1
D’ots oo = Byom, donc (S, By) est un facteur de (A, o). O

Remarque 3.3
L’application m n’est pas une conjugaison car % par exemple admet deux développe-

+oo .
ments binaires (0.1 et > 2771, donc elle n’est pas injective.
i=1
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3.2 Propriétés des sous-shift

Dans cette partie, on va s’intéresser aux propriétés topologiques et ergodique
du shift et sous-shift, plus précisément a la transitivité, minimalité, équicontinuité,

expansivité, unique ergodicité....

3.2.1 Transitivité et minimalité
Proposition 3.4 (AY,0) est transitif mais pas minimal.

Démonstration
Comme A est fini, notons ses lettres par A ={0,1,...,n}.

On va montrer que le systéme n’est pas minimal, puis qu’il est transitif.

e Soit le point fize u = 0%, alors O(u) = (0)* # A~.
D’ou (AY, o) n’est pas minimal.

e Pour la transitivité, considérons le point x en mettant les n + 1 premiéres
lettres, puis toutes les combinaisons & deux lettres {00,01,02, ...,0n,10,11,...,nn},

puis toutes les combinaisons a trois lettres et ainsi de suite.

1
210

Montrons que x est d’orbite dense. Soit € > 0, alors Ing € N tel que < e.

Soit y € A% tel que y = yoy1Ys..., alors comme x contient toutes les combi-

naisons possibles de toutes les longueurs, alors il existe m € N tel que :
y[0...n0) = x[m...m + ng] = o™ (x)]0...ng)
Ceci implique que :
d(y,c™(x)) < % <e
D’ou x est transitif. O

Définition 3.2

Soit X un sous-ensemble fermé invariant de A“. Le systéeme (X, o) est dil sous-

shaft.

Le résultat suivant nous permet d’avoir une condition nécessaire et suffisante que

doit vérifier un mot infini x pour que le sous-shift (0(x), o) soit minimal.
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Proposition 3.5

Soit x € AY et (0(x),0) un systéeme dynamique discret, les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :

1. x est un mot uniformément récurrent.

2.

Pour tout voisinage U de x, R(U) = {r € N,o"(z) € U} est syndétique.

Démonstration

1=2

2=1

Soit U un voisinage de x alors il existe un cylindre B contenant x tel que

B = [u] = [uguy...upy—1]. Donc :
z[0..m—1] =u
Comme u € L(x) et x est uniformément récurrent, alors :
ds > 0 tel que Yn € N, u est facteur de x[n..n+m+ s — 1]
Donc pour k=s—1,Vn € N,3r € [n,n+ k| tel que 0" (x) € U
D’ot R(U) est syndétique.
Soit U un voisinage de x, alors R(U) est syndétique, c-a-d :
Jk €N, tel que Vn € N, Ir € [n,n+ k| tel que 0" (x) € U

Comme U est un wvoisinage, alors il contient un cylindre B contenant x.
Posons B = [u] = [upuy...Up_1].
On déduit que o"(z)[0...m — 1] = u, alors u € L(x).

Autrement dit :
Jk €N, tel que Vn € N, Ir € [n,n + k| tel que u = z[r..r + m — 1]
Alors :
Jk € N, tel que Vn € Nyu est facteur de zn..n+ k+m — 1]

D’ou x est uniformément récurrent. O

Proposition 3.6 ([18], p.6)

Le sous-shift (0(x),0) est minimal si et seulement si le mot x est uniformément

récurrent.
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Démonstration
On a vu dans le théoréme 1.1 qu’un systéme dynamique (0(x),0) est minimal si et
seulement si pour tout voisinage U de x, R(U) est syndétique.

De la proposition précédente on obtient le résultat. ]

Exemple 3.1 Sous-shift minimal.

e Le sous-shift (0(t),o0) ot t est le mot de Thue-Morse est minimal.

o Le sous-shift (0(r),o) ou r est le mot de Rudin-Shapiro est minimal.

3.2.2 Expansivité, distalité et equicontinuité

Définition 3.3 Un systéme dynamique (X, f) est dit expansif si :

Je >0, Va,y € X tel quex £y, In >0, d(f"(x), ["(y)) > ¢
Proposition 3.7 Tout sous-shift est expansif.

Démonstration

Soit un sous shift (Y, o), soit z,y € Y tel que x # vy, alors In € N tel que x,, # yn,
done d(o™(z),0™(y)) = 1.

D’ou (Y, 0) est expansif. O

Théoréme 3.1 ([24], p.31)
Soit (X, f) systéeme dynamique expansif alors il est facteur topologique d’un certain
sous-shift.

Si de plus, X est totalement discontinu, alors (X, f) est conjugué a un certain sous-

shift.

Maintenant qu’on sait que tout sous-shift est expansif, on se demande s’il est possible
d’avoir un sous-shift equicontinu. La réponse est oui, comme le montre I’exemple ci-

dessous :
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Exemple 3.2

Soit (0(z),0) un sous-shift ot x = (01)~.

Remarquons que Yu,v € 0(x), la distance entre u et v est égal a % ou 1.

Posons 6 = % dans la définition de 'equicontinuité alors :

Ve > 0,Yu,v € 0(x),v # u, d(u,v) < % = d(o(u),oc(v)) <e

Car il n’existe pas deux facteurs ayant une distance inférieur a %

D’ou (0(z),0) est equicontinu.
Définition 3.4 ([26], p.30)
Soit (X, f) un systéeme dynamique vérifiant Vx,y € X :

v#y = infd(f"(x), ["(y)) >0

neN

Alors le systeme dynamique (X, f) est dit distale.

Remarque 3.4

Les seuls sous-shift distales sont ceux ot 'espace des phases est fini.

Exemple 3.3

Le sous-shift (0(x),0) ou x = (01)¥ est distale.

En effet, 0(x) = {(01)¥,(10)“}, donc si x # y alors d(z,y) = 1 > 0.

3.2.3 Ergodicité

Etant donné que tout systéme dynamique mesurable admet une mesure inva-

riante, donc le shift et les sous-shift sont des systémes dynamiques mesurés. Dans

cette partie, on présentera la mesure de Bernoulli qui est un exemple de mesure

invariante et ergodique pour le shift (A“, o), puis nous allons donner une condition

nécessaire et suffisante afin d’obtenir des sous-shift uniquement ergodiques.

92



3.2. PROPRIETES DES SOUS-SHIFT

Mesure de Bernoulli ([31], p.58)

Soit A ={0,1,...,a— 1} et z € A un mot infini z = zgzy,... o x; € A, Vi € N.

a—1

a chaque n € A, on associe p;, i € {0,1,...,a — 1} tel que >  p; = 1.
i=0

Soit [B] = [by by...b,—1] un cylindre de longueur n.

On définit la mesure de Bernoulli par :

n—1
ps([bo b1... by1]) = Hpbi
i=0

La mesure de Bernoulli est invariante pour 'application shift. En effet, on a :

o~ ([b br... b1]) = :qg([i bo bi... bu_1])
Alors :
(0™ (o b ba ) = uB<Qa<[z bo b B i])
_ (ol bo by bus])
= pp(o([bo bi... bp—1]) gm

D’ou la mesure de Bernoulli up est o-invariante.

Proposition 3.8

Le systéme mesuré (A, B, o, up) ot pp désigne la mesure de Bernoulli est ergodique.
Démonstration

Soit A un ensemble mesurable vérifiant o~ (A) = A, montrons que ug(A) € {0,1}.
Soit € > 0, on peut trouver des cylindres C1,Cs, ..., Cy tel que :

M(AALNJOZ) <e

i=1
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N
Posons E = | C;, alors |u(A) — u(E)| < e.
i=1
Pour n assez grand, posons F = o~ Y(FE), alors on aura :

pp(FNE) = pup(Fup(E) = pplo™(E))us(E) = pp(E)?

Car p est o-invariante.

D’autre part :
pp(AAF) = (0™ (A)Ac™(E)) = pp(0™'(AAE)) = np(AAE) < e
Puisque AN(ENF) C (AAE)U (AAF), on obtient :
pp(AA(ENF)) < pup(AAE) + pp(AAF) < 2¢
Donc |\pup(A) — up(ENF)| < 2e.

Ainsi :

l1B(A) = pp(A)? < up(A) — p(EN F)| + |lps(ENF) — pp(A)?|
< 26+ |up(E)” — pp(A)?| = 2¢ + |up(E) — pp(A)||us(E) + ps(A)]

4e

N

On déduit que up(A) € {0,1}, d’ot up est o-ergodique. O

Remarque 3.5

Comme le systéme dynamique mesurable (A%, B,0) admet d’autres mesures ergo-
diques (la mesure de Dirac au point fire u = 0¥ ), on déduit que le systéme (A“, B, o)
n’est pas uniquement ergodique. C’est ce qui nous ameéne & chercher des sous-shift

rendant la mesure de Bernoulli uniquement ergodique.

Définition 3.5 ([28], p.139)
Soit A un alphabet et w un mot infini défini sur A, on dit que w a une fréquence de

mots uniforme si :

Vk,l € N,Yv € A", lim wlfe.. ke + 1= 1},

existe et est indépendante de k
—>+00 [
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Théoréme 3.2 ([25], p.101)

Soit (0(x),0) un sous-shift, alors les deuz propriétés suivantes sont équivalentes :
1. (

O(x),0) est uniquement ergodique.

2. x a une fréquence de mots uniforme.

Démonstration

Pour montrer que (M, o) est uniquement ergodique, d’aprés le théoréme 1.3 ceci
revient & montrer que A,p converge uniformément vers une constante.

Il suffit alors de montrer la convergence uniforme pour une famille dense de C'(X).

Définissons une famille de fonctions vérifiant cette propriété :
K ={lgoo’l, j >0, Be A"}

Alors :

n—1

Aplip)(z) = L > g (e (@)

n
k=0

1
= —x Card{k <n,zlk+j..k+j+|B] —1] = B}
n

Anlig converge uniformément en j si seulement si la fréquence de B dans o’ (x)

existe et est uniforme. 0

On peut avoir un sous-shift uniquement ergodique mais non minimal ou carrément
non transitif, comme on peut avoir un sous-shift minimal mais non uniquement

ergodique ou minimal et transitif.

Exemple 3.4 Sous-shift uniquement ergodique mais pas minimal.

Soit = 0000010, et considérons le sous-shift (0(x), o) alors 6(z) = 0(z) U 0.
Comme 0% n’est pas d’orbite dense, alors le systéme n’est pas minimal.

D’autre part, puisque le point z = 0% est un point fixe alors la mesure de Dirac en ce

point O, est o- invariante et ergodique, montrons qu’elle est uniquement ergodique.

Soit B un facteur de x tel que |B| = s, il suffit de montrer que A,l;p converge
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uniformément vers 6,([B)).

1
lim A,lp(x) = lim — x Card{k <n,zlk+j.k+j+s—1] =B}

n—-+oo n—+oo N

lim £ x(n—s) siB=0"
n—-+00

lim + SInon
n—+oo ™

1 st B=0"

0 sinon

D’ou la convergence uniforme vers la mesure de Dirac §,.

De la proposition précédente, le sous-shift (0(x), o) est uniquement ergodique.

Exemple 3.5 Sous-shift uniquement ergodique mais pas transitif.

Soit les mots x et y tel que : x = 0000010% et y = x = 0000110~

Posons X = m U @

Le sous-shift (X, o) est uniquement ergodique (la preuve est similaire avec l’exemple

précédent), et pas transitif.

On va s’intéresser & présent aux mots sturmiens qui nous permettront de définir des
sous-shift minimaux et uniquement ergodiques. Pour cela, on devra d’abord étudier
les différentes propriétés que vérifie cette catégorie de mots afin d’arriver au résultat

voulu.

3.3 Caractérisations des mots sturmiens

Le but de cette section est d’établir le lien existant entre les rotations irration-
nelles et les mots sturmiens.
On précise que dans ce qui suit 'alphabet est fixé a A = {0, 1}.
On a vu dans le premier chapitre qu’un mot non ultimement périodique u a au moins
n + 1 facteurs distincts de longueur n, on va maintenant présenter une catégorie de
mots qui a exactement n + 1 facteurs distincts de longueur n, ces mots sont dits

mots sturmiens.

96



3.3. CARACTERISATIONS DES MOTS STURMIENS

3.3.1 Mots sturmiens

Définition 3.6
Les mots sturmiens sont des mots non ultimement périodique de complexité mi-
nimale, autrement dit un mot infini u est sturmien si et seulement si Vn € N,

P,(n)=n+1.

Complexité /
du mot
1 D‘ m fll
| Mots non sturmiens
/
S A J’ },’
/ /
6 / / Mots sturmiens
/! 77
- "
/ , 7
-l- . }' —.a_"’ — -} i
/r Mots ultimement
/ P —o— — — periodiques
v
'} -
2 /ﬂ
‘4
D' L] T
0 2 1

FIGURE 3.1 — Courbes représentants la complexité des mots.

Définition 3.7 On dit qu’un facteur w de u est spécial si Ja,b € A avec a # b tel

que wa,wb € L(u).

Remarque 3.6 Un mot sturmien a un unique facteur spécial (sinon P,(n) > n+1).

3.3.2 Mots équilibrés

Définition 3.8 Un mot u est dit équilibré si YU,V € L, (u), ||[U|; —|V]1] < 1.

Proposition 3.9 Soit u un mot équilibré, alors Vn € N, P,(n) < n+ 1.
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Démonstration ([29], p.3)
L’inégalité est évidente pour n € {0,1,2}. Pour n > 3, raisonnons par l'absurde et

supposons qu’il existe n € N tel que :
n=min{k € N, P,(k) > k+ 1}

- Pu(” - 1) N
Par définition :
P.(n)>n+2

Alors il eziste deux facteurs spéciauz U,V € L, (u), c-a-d :
V0, V1, U0, UL € £,(u)

Comme U etV sont distincts, on peut poser x le préfize commun de ces deux facteurs
(x peut étre un mot vide).

Donc 20 et x1 sont les préfizes respectifs de U et V' ( ou bien V et U). Alors
020, 1zl € Liz42(u) , or ces deuz facteurs ne sont pas équilibrés. (Contradiction)

D’ouVn e N, P,(n) <n+ 1. O

Définition 3.9
e Un mot w = wy...w, est un palindrome si w; = w,_;, Vi € [0,n] N N.

e Soit u = UUy...up, on désigne par u® Uinverse de u qui est u® = u,,...u uo.

Proposition 3.10 (/29], p.4)

Soit w un mot non équilibré, alors il existe un palindrome w tel que Ow0, lwl € L(u).

Démonstration

Soit w un mot non équilibré, alors In € N,3U,V € L, (u) tel que ||Ul; — |V 1] = 2,
montrons qu’il existe U') V' deux facteurs respectivement de U et V ou : |U'| = |V|
et ||U'y = [V'h| = 2.

Notons U; (resp. V) le préfize de longueur i de U (resp. V') et d; = ||Us|1 — |Vil1].

1l est clair que dy = 0 et que pour ¢t € N :

p d; St U1 et Vi1 se finissent par la méme lettre
i+1 —
d; +1  Sinon
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Alors Jig € N* tel que d;jy =2 ( car d,, > 2).

Donc pour U' = Uy, et V' =V, ||U'|1 — [V'|1| = 2. Supposons a présent que U’ et
V' sont les facteurs de longueurs minimale de U et V wvérifiant ||U'|, — |V'|1| = 2.
Alors les premiéres lettres de U’ et V' sont différentes, et également les derniéres.

Supposons que U commence par 1 et V' par 0, on peut supposer que :

U = lwav

V' = Qwbv’

, avec a # b

Sia=0cetb=1 alors ||u'|;, — |V'|1| = 2 (contradiction avec le fait que U', V' sont
minimauz), donc a =1 et b= 0.

D’ou par minimalité U' = 0w0 et V' = 1lwl.

1l reste @ montrer que w est un palindrome, supposons que w ne [’est pas.

Soit x un préfive de w, tel que ¥ est un suffive de w et xa est un préfive, mais ax’®

n'est pas suffize de w. (x peut étre le mot vide)

Supposons que a = 1, donc 1x1 est un préfive de V' et 0x0 est suffize de U', mais :
||1z1]; — |020]1| = 2

Contradiction avec le fait que U’ et V' sont minimauz. Dot w est un palindrome.

U

Théoréme 3.3 ([21], p.49)

Un mot infini u est sturmien si et seulement u est non ultimement périodique et
equilibre.

Démonstration ([21], p.49)

=) Supposons que u est sturmien et commencgons par montrer que u est non

ultimement périodique.

u est sturmien — ¥n € N, P,(n) =n + 1
= (P,(n))nen n'est pas bornée

= u est non ultimement périodique.
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Montrons a présent que u est équilibré. Raisonnons par ['absurde et supposons
que u est non équilibré, alors d’aprés la proposition 3.10 ,An € N, il existe
w = wowy...w, tel que Ow0, 1wl € L(u).

Alors w est Uunique facteur special de longueur n + 1, donc l'un des deux
mots Ow ou lw est un facteur spécial de longueur n+ 2. Supposons que c’est
Ow, alors w0, 1wl, 0wl € L(u) mais 1w0 ¢ L(u) (car 1w est prolongeable
d’une seule fagon).

Soit i le rang d’apparition du facteur 1w, le mot Ow ne peut pas étre facteur
de uli..i +2n + 3.

En effet, supposons que Qw est facteur de uli..i + 2n + 3], alors :

dk € [0,n + 2|, tel que 0w = Uiy g Uit prni1

Mais k #0 caru; =1, et k #n+2 car ujni2 = 1 ( car lw est suivi de 1).

D’apres la premiere ligne du tableau w,_ = 0, el d’apres la deuxieme ligne

Uj o Uiton+3
La position i i+k i+n+2
La 1% ligne 1 w 1
La 2™ [igne 0 w

FIGURE 3.2 — Illustration de la position de Ow dans wu[i..i + 2n + 3].

Wy—(k—1) = 1, ceci contredit le fait que w est un palindrome, d’ot Ow n’est pas
facteur de uli..i + 2n + 3].

Par ailleurs, il y’a n+ 3 facteurs de longueur n + 2 dans uli..i + 2n + 3| de
longueur 2n + 4, on sait que P,(n + 2) = n+ 3 et QOw n’est pas un facteur
de uli..i+2n+ 3|, donc il contient que des facteurs prolongeables d’une seule

facon et il existe au moins un facteur qui apparait deux fois.
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Posons M; = u[j..j +n+ 1|, alors 3a,b € [i,i +n+ 2|, tel que M, = M,.

M, = My = M,y; = Myy;, Vj €N car tout facteur n’est pas spécial
— M; = M1 (p—a), Yi=a (en posant i=a+j)

= U = Uit(h—a), Vi=0

D’ot u est ultimement périodique (contradition). D’ot u est équilibré.
<) Supposons que u est équilibré, alors d’aprés la proposition 3.9
P,(n)<n+1,VneN

Par ailleurs, comme u n’est pas ullimement périodique alors P,(n) > n+ 1,
Vn € N (d’aprés la proposition 1.14 ).
Donc P,(n) =n+1, ¥n € N. D’ot u est sturmien. O

Proposition 3.11 Soit u un mot équilibré et m(u) = % alors Yo, w € L(u) :

1 1
m(v) = m(w)| < 7=+ —
vl Jwl
Démonstration ([/29], p.5)
On sépare les deux cas suivants :
o Si|v| = |w|, alors ||v]1 — |w|1| < 1, done :
Pl _Jwh) o1 1 1
X
ol Jwl | ol o] fw

o Si|v| > |w|, alors raisonnons par récurrence sur |u| + |v|.
Pour n = 2 linégalité est évidente, supposons que l'inégalité est vraie pour

n € N, vérifions-la pour n + 1.

Posons v = zt ot |z| = |w| d’aprés le premier cas, on déduit que :
] 1
2wl | [
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D’autre part , remarquons que :

2]

= —Tx ‘y|7r T u

|2y

m(zy)

L’hypothése de récurrence nous donne :

1 1
(6) = wlw)] < 7 + o
Done :
7(zt) — w(w) % (2) + %T((t) — m(w)
%(U—<»+%ww—mm

On obtient que

wm—mw<’”+m(i+i):i+i.

jzl[z] 2l N[t Jwl

Proposition 3.12 Soit u un mot infini alors la suite suivante est convergente.

(m(u[0..n = 1]))pen = (%) N

Démonstration

Evidente en utilisant la proposition 3.11 pour montrer que ¢’est une suite de Cauchy

Proposition 3.13

Soit u un mot équilibré tel que la fréquence de 1 est égal a «, alors :

Yo € L(u), |t(v) —a] < &

[v]

De plus, 'une des propositions sutvantes est vérifiée pour tout facteur v de u

alv| =1 < vy <alv|+1

alv| =1 < vy < alv]+1
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Démonstration ([29], p.5)
Comme (m(u[0..n — 1]))nen est une suite de Cauchy, alors Ye > 0 Ing € N tel que

Vn > ng :
|T(u[0.n—1]) —a| <e
En utilisant la proposition 3.11, on oblient que :
|T(v) — a| < |7(v) — 7(u[0.n — 1])| + |7 (u[0..n — 1)) — a| < ﬁ +Li+e
Par passage a la limite n — +00 et € — 0, on obtient :

al| =1 < o) < ajp|+1

Supposons a présent que Fv,w € L(u) tel que afv|y = |[v| — 1 et |w|; = alw| + 1,
alors |w(v) — (w)| = |71| + Wll (contradiction avec proposition 3.11).
D’ot le résultat. OJ

Proposition 3.14 ([29], p.5)
La fréquence de 1 dans un mot équilibré u est rationnelle si et seulement si u est

ultimement périodique.

3.3.3 Mots mécaniques

Définition 3.10 (/21], p.53)
e On dit qu’un mot infini s,, est mécanique inférieur s’il existe p € [0, 1],

a €]0, 1] tel que :
Spa(n) =[(n+1a+p| — [na+p|, VneN

e On dit qu’un mot infini s,, est mécanique supérieur s’il existe p € [0, 1],

a €]0, 1] tel que :

s (n)=[(n+1a+p] —[na+p], YneN

P

L’interprétation graphique d’un motl mécanique est montré ci-dessous.

; ooy = V3 7
Dans la figure ci-dessous on a pris a = 7 et p = 55.

Pour obtenir le mot graphiquement, il suffit de mettre 1 si la droite coupe une hori-

zontale et 0 sinon.
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X
- | .:Y—-

0101001010100 1

FIGURE 3.3 — Interprétation graphique des mots mécaniques.

Remarque 3.7

1. Parfois par abus de langage, on désigne par mot mécanique un mot mécanique

inférieur.
2. Les deuz lettres s), ,(n) et s,4(n) sont identiques Vn € N sauf si na+p € N,
car :
L(n+ Do+ p| = [na+ p) . Spa(n) =0
[na+pl+1=[(n+1)a+p] sha(n) =1

Si de plus n # 0 alors :
lna+p|l=|(n—1a+p]+1 Spa(n) =1
—
[nact pl = [(n = 1a+p] Spa(n) =0

On peut voir ceci dans la figure ci-dessous :

d . 1
3!0.2,0.4 1
) 00 1
. 0 1 00
0 0 1 0 50.2,0.4
00
0

FIGURE 3.4 — Interprétation graphique des mots mécaniques pour o = 0.4, p = 0.2.

104



3.3. CARACTERISATIONS DES MOTS STURMIENS

Proposition 3.15
Soit s, un mot mécanique, alors s, est périodique de période q si et seulement si

p

a est rationnel tel que o = g avecpAq= 1.

Démonstration
=) 1l est clair que q est une période de s, ., montrons que c’est la plus petite.
Raisonnons par l’absurde, supposons que s, est ¢'-périodique ot ¢' divise q.

D’une part, on a :

2[0.n—1 ,
hm ‘SP’ [ n ”1 — hm Lna + pJ
n——4o0o n n—-400 n

_ b
===
q

D’autre part, comme s, o est ¢'-périodique notons p’ = |s,[0..¢' —1]|1, alors :

/
.. -1
i Seal0-nd =10 ot P
n—+00 nq/ N— 00 nq/ q/

. / . . . .
On obtient alors que § = zi/, mais comme § est irréductible alors ¢ = q.

D’ow s, est g-périodique.
<) Supposons que s, est q-périodique, alors en calculant la fréquence de 1 dans
5pa de deuz facons différentes on obtient que o = %, qui est rationnel. [
Proposition 3.16 Soient lapplication R,(x) = {x + 1} ot x € [0,1] et les inter-
valles Iy = [0,1 —«af, I, = [1 — a, 1], alors :
(a) s,0(n) =0 si et seulement si R (p) € Io.
(b) s,a(n) =1 si et seulement si R!(p) € I.
Démonstration

(a) Supposons que s,.(n) =0, alors :

Ra(p) ={na+p} >0
=na+p— |[na+p]
=na+p—|(n+1)a+p]

=na+p—n+la+p+{n+1l)a+pt<l—a
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D’ou R}(p) € Io.

Montrons que la réciproque est vraie, alors on a :

Rl(p) ey = {na+p}<l—a

= {na+pt+a<l
Donc {na + p} + a = {na + p} + {a}, alors :

{na+p}+{a}={(n+1)a}
— {na+ p} +{a) — (n+ Da = {(n+ Da} - (n+ 1)a
— —|na+p| —|la| =—[(n+1)a]

= [na+p| =[(n+1)a]

D’ot s,4(n) = 0.

(b) la démonstration se fait de la méme maniére que (a). O

Remarque 3.8
Le méme résultat est valable pour sfw en considérant la partition Iy =]0,1 — o,

]1 :]1 —O[,]_}.

Cette proposition permet donc de conclure qu’un mot s, , est un mot mécanique si
P

et seulement s’il peut étre engendré par une rotations irrationnelle R,,.

Théoréme 3.4 ([21], p.57)
Soit s un mot infini, s est sturmien si et seulement s’il est mécanique avec o irra-

tionnel.

Démonstration

=) Admettant la formule suivante : @’ —x —1 < |2'] — |z| <2’ —xz +1
Soit s un mot sturmien, alors s est non ultimement périodique et équilibreé.

Donc la fréquence de 1 dans n est irrationnelle.
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3.3. CARACTERISATIONS DES MOTS STURMIENS

Posons hy, = |s[0..n—1]|, soitt € R, supposons que In € N, Ik € N* tel que :

hn, < |an +t] hp < lan+t] —1
—

hopsr > [a(n+ k) +t] hpsr = la(n+k)+t] +1
Alors :

bk —hn =2+ |a(n+ k) +t] — [an +¢]
>l+an+ak+t+an—t>1+ak

Comme hy, — h, est un facteur de s de longueur k, on obtient une contra-
diction avec la proposition 3.13. De méme, on obtient une contradiction en
supposant que In € N, Ik € N* tel que hy, > |an+t]| et h,p < |a(n+k)+t].
Donc on déduit queVn € N, h,, < [an+t| ouVn € N, h, > |an+t], Vt € R.
Posons p = inf{t € R,¥Yn € N, h,, < |an +t|}, alors d’apreés la proposition
3.13, on déduit que p < 1.

OnavVneN, h, <an+p < h, + 1.

(sinon Ang € N tel que hpo+1 < ang+p, donc en posant p' = h,o+1—ang <
p, on aura que hy,, < ang+ o, ce qui contredit la définition de p).

Comme s est sturmien, par la proposition 3.14, « est irrationnel. Donc, au
plus Alng € N, tel que ang + p € N.

o Sian+p ¢ N, VneN, alors h,, = |an+ p|. Dot s = $4p.

e 5idny €N, tel que ang + p € N, alors soit h,, = ang + p alors s = 54,
ou bien hp,, +1 = ang+ p et Vn € N\ {no}, h, = ang + p, alors h, =
[ang +p—1]. Dot s = s,,,_,.

D’ou s est un mot mécanique.

<) Montrons d’abord que s, , est équilibré, soit M, M' € L(Sq.,), alors :

dk e N, tel que M = s,q[k..k+n —1]
dj €N, tel que M’ = s,4[j..J +n —1]
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3.4. SOUS-SHIF'T STURMIEN

Done :
M| = |5pa[0..k +n —1]|1 —|5,a[0..k = 1]|s = [(k + n)a] — [ka]
[M'|y = |8p,a[0-5 +n =11 = [550[0-5 = 1|1 = [(7 + n)a] = [ja]
On obtient alors :
M|y = na+ {ka} — {(k+ n)a}
|M']y = na+{jo} —{(j +n)a}

Ainsi :

M|, — [M'|; = na+ {ka} — {(k + n)a} — na + {ka} — {(j + n)a}
= ({ka} + {ka}) — ({(k + n)a} +{(j + n)a})

Donc =2 < |M|, — |M'|; < 2, alors ||M|; — |[M'|] < 1.
D’ot s, est équilibré. (la preuve est la méme pour s, ).
De plus o est irrationnel alors s, . est non ultimement périodique (d’aprés la

proposition 8.14), alors s, est sturmien d’apres le théoréeme 3.3. 0

En combinant la proposition 3.16 et le théoréme 3.4, on obtient le théoréme de Morse

Hudlund :

Théoréme 3.5 (Morse Hedlund)

Un mot est sturmien si et seulement si il est engendré par une rotation irrationnelle.

3.4 Sous-shift sturmien

Le but de cette partie est de montrer que les sous-shift sturmiens sont uniquement

ergodiques.

Définition 3.11

Soit s un mot sturmien, on appelle sous-shift sturmien le systéeme (6(s), o).

Remarque 3.9

On a montré dans le deuxieme chapitre dans ['exemple 2.11 que tout mot mécanique
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3.4. SOUS-SHIF'T STURMIEN

ot « est irrationnel est uniformément récurrent, ce qui implique d’apres le théoréeme
de Morse-Hudlund que tout mot sturmien est uniformément récurrent.

D’ou le sous-shift sturmien (0(s), o) est minimal.

Proposition 3.17 ([20], p.169)

Le sous-shift sturmien (0(x),0) est uniquement ergodique.

Démonstration ([20], p.169)
Comme un mot sturmien est obtenue par codage de rotation irrationnelle ou P =
{Iy, I} est une partition de S* avec Iy = [0,1 — af et I} = [1 — a, 1], alors il existe

un facteur topologique o tel que :

¢ (0(x),0) — (5", Ra)

Soit w un facteur de longueur n de x , V,, € P" et z € 0(x).
Si p(z) € V,, alors z € [u] et done p(z) € V.

On obtient alors :

Card{i <n, R'(p(z)) € Vu}

| Vo, || = lim
n—-+oo n
< lim Card{i < n,z; € [u]}
n——+oo n
< lim Card{i <n, R'(p(2)) € Vi,} IV
n—-+o0o n

Alors d’apres le théoréme 5.2, le sous-shift sturmien est uniquement ergodique. [J
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Conclusion

Dans ce mémoire, on s’est intéressé a la classification des mots infinis, ainsi qu’aux
propriétés topologiques et ergodiques qui leurs sont associés sous l'action du déca-
lage.

On a d’abord commencé par présenter les notions de bases de systémes dyna-
miques discrets, dynamique topologique, théorie ergodique, dynamique symbolique
et combinatoire des mots.

Dans le deuxiéme chapitre, on a défini dix classes de mots infinis et on a démontré
les différents liens possibles entre elles, ceci nous a permis de construire un arbre
permettant de visualiser les 20 types de mots existants et on a présenté un exemple
de chaque type.

Au dernier chapitre, on a construit des sous-shift vérifiant des propriétés intéres-
santes dont I'unique ergodicité et la minimalité. Puis, nous nous sommes intéressés
aux mots sturmiens ot on a montré le théoréme de Morse-Hedlund. Grace a ce ré-
sultat, on a pu montrer I'unique ergodicité des sous-shift sturmiens.

En conclusion, bien qu’on a étudié les propriétés des différents sous-shift, il serait
intéressant d’étudier les propriétés topologiques et ergodiques que vérifie les sous-
shift associés aux 20 types de mots obtenus dans le deuxiéme chapitre, et vérifier si

cette classification correspond & une classification du point de vue dynamique.
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Appendice 1

Voici les théorémes qu’on a utilisé dans ce mémoire.
Théoréme 1 (de Tychonoff) ([20] p.272)

Le produit d’espaces compacts est compact.

Théoréme 2 (de convergence monotone ou Beppo Levi) ([17] p.72)

Soit (X, A, u) un espace mesurable, (fn)nen une suite croissante de fonctions mesu-
rables positives, alors :

/ lim f, du= lim fn du
X n—>-400 X

n—>-+00

Théoréme 3 (d’approximation) ([17] p.55)
Toute fonction mesurable positive est limite simple d’une suite croissante de fonc-

tions étagées positives.

Théoréme 4 (de la représentation de Riesz) ([22] p.1)

Soit X un espace de Hausdorff localement compact. Soit A une forme linéaire positive
définie sur ’espace des fonctions continues a support compact. Alors, il existe S une
o-algébre sur X contenant les boréliens de X et une unique mesure positive p sur S

tel que :
M) = [ Fa)dnte), v € Cux)
Théoréme 5 (Krein milman) ([19] p.134)

Tout compact convexe d’un espace localement convexre séparé est l’enveloppe convere

fermée de ses points extrémaux.

Théoréme 6 (Radon Nikodym) ([31] p.72)
Soit (X, B, p) un espace probabilisé, soit v une mesure définie sur B et supposons
que v est absolument continue par rapport a i, alors il existe une fonction mesurable

non-négative [ tel que :

u(A):/Afdu, VAeB
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Appendice 2

Dans cet annexe on va présenter quelques programmes Maple qu’on a utilisé pour

la réalisations de certaines figures.

Interprétation graphique d’un mot mécanique

La procédure ci-dessous "mecanique" permet de donner un aspect géométrique
d’un mot mécanique et de voir la différence entre un mot mécanique inférieur et un
mot mécanique supérieur.

La valeur de « est représentée par a et celle de p par b.

| mecanique =proc(a, b, n)
local M i, K, GI, G2, G3:

with( plots) :
f=x—ax+b:
M= { }:
K:={}:

for i from 0 to 77 do

M := Munion { [, floor( f(7)) ]}:

if (f(7) — floor( f(7)) =0) then

K := Kunion { [ floor( f(7))]}:

else K := Kunion { [, floor( /(7)) +1]}:
end

od:

K:= [op(K)]:

M:= [op(M) .

Gl = plot( a-x + b, x=0 ..n, color =navy, thickness =2) :
G2 = plot( K. color =olive, thickness=1) :
G3 := plot( M, color =tan, thickness=1) :
display(G1, G2, G3) :

end proc:

112



Orbite d’un point

La procédure ci-dessous "orbite" permet de tracer 'orbite de la fonction f(z) =
2% au point x.
La fonction f peut étre modifiée afin de tracer 'orbite de zy par n’importe quelle

fonction.

| orbite = proc(n, x(0)

local £ M, i, Gi1. G2. G3 :

with( plots) :

fi=x—x:

M= {}:

for i from 0 to n do

M= Munion {[ (fR@i) (x0). (fQ@i) (x0) ], [ (f@@/) (x0). (FA@(i + 1)) (x0)]):
od:

M:= [op(M) ]:

Gl = pfa![ . x=0.1, color= navy, thickness = 3] :

2= pfo.r[ x, x=0.1, color = orange, thickness = 5] :
G3 = plot( M. color = tan, thickness =2, linestvle = longdash) :
display(Gl. G2. G3) :
end proc:

Remarque .10
Toutes les figures qui se trouvent dans ce mémoire ont été réalisé a l'aide des logiciels

Maple et Word.
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