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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le cadre générale de notre travail est d’utiliser des méthodes itératives
pour déterminer les points fixes uniques des opérateurs monotones et com-
parer les vitesses de convergence de chaque algorithme .

La théorie des points fixes est une théorie moderne consacré à la résolu-
tion des problèmes mathématiques. Plusieurs problèmes mathématiques se
ramènent souvent à la recherche de points fixes pour certaines applications
non linéaires .

La recherche d’un point fixe revient à déterminer un élément x∗ d’un
ensemble X qui vérifie l’équation dite équation du point fixe suivante :

f(x) = x

où l’application f est définie de X dans lui même. Cette étude est appliquée à
de nombreux domaines d’intérêt actuel dans l’analyse, peut-être le résultat le
plus connu dans la théorie du point fixe est le principe de contraction de Ba-
nach. Le théorème n’assure pas uniquement l’existence et l’unicité du point
fixe mais il donne une procédure itérative pour le déterminer. Le schéma ité-
ratif de Picard qui a été reformulé par Banach en 1922 est le premier schéma
itératif dans ce domaine de recherche .Cette suite itérative a crée une partie
très importante dans la théorie des points fixes qui "est méthodes itératives
d’approximation des points fixes".
En générale, l’utilité de ces méthodes configure lorsque les données collectées
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sont soumis à un bruit. Il est, en quelque sorte, plus facile de déterminer
la solution approchée qu’une solution exacte d’où l’intérêt principal de tels
algorithmes.

Nous présentons quelques théorèmes du point fixe en introduisant la théo-
rie des cônes, nous discutons l’existence et l’unicité du point fixe pour les
opérateurs croissants et les opérateurs décroissants. La théorie des cônes joue
un rôle trés important dans notre travail, l’utilisation de ces cônes offre les
meilleurs résultats lors de la résolution de plusieurs problèmes mathématiques
issus de monde réel .

Le chapitre 1 présente les propriétés de base de cônes dans les espaces de
Banach ainsi que quelques relation d’ordre induite. Dans ce chapitre nous
définisson les notions de la régularité ainsi que les notions de la minihedralité
des cônes. Ensuite nous discutons sur les liens entre ces notions. Enfin nous
donnons quelques exemples des cônes qui possèdent certaines de ces proprié-
tés .

Dans le deuxième chapitre nous discutons sur l’existence et l’unicité des
points fixes pour les opérateurs croissants et les opérateurs décroissants en
utilisant quelques théorèmes et corollaires .

Le troisième chapitre concerne les différents algorithmes liés aux théorèmes
du point fixe (Mann , Picard , Krasnoselskii , Ishikawa).

Nous achevons ce travail par des applications des algorithmes de Mann, Pi-
card et Krasnoselskii sur des exemples et une conclusion.
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CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LES CÔNES

1.1 les cônes
Définition 1.1.1

Soit E un espace de Banach et soit P une partie non vide de E. On dit
que P est un cône s’il satisfait les deux conditions suivantes :

i. ∀x ∈ P , ∀α ≥ 0 ⇒ αx ∈ P ;

ii. ∀x ∈ P , −x ∈ P ⇒ x = θ;

(avec θ est le zéro de E)

Remarque 1.1.1

1. Un cône est dit solide s’il contient des élèments intérieurs.
2. Les espaces vectoriels sont des cônes .
3. Un cône P est dit saillant si P ∩ (−P ) = θ . (avec θ est le zéro de E).
4. Intervalle ordonné (segment conique) : on définit un intervalle ordonné

[x, y] d’un cône par :

[x, y] = {z ∈ P : x ≤ z ≤ y}.

5. Un cône P est dit générateur si E = P − P.
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c’est-à-dire tout élément x ∈ E peut se présenter sous la forme x = u − v ,
où u ∈ P et v ∈ P.

1.2 Cône normal
Définition 1.2.1

Un cône P ⊂ E est dit normal s’il existe une constante positive δ tel que

∥ x+ y ∥≥ δ , ∀x, y ∈ P , avec ∥ x ∥= 1 et ∥ y ∥= 1.

Géométriquement, la normalité signifie que l’angle entre deux vecteurs uni-
taires positifs ne doit pas dépasser π.
Autrement dit, un cône normal ne peut pas être trop large .

Définition 1.2.2([1], page 2)

Soient E un espace normal, P ⊂ E un cône et ” ≤ ” est une relation
d’ordre partiel de P. Alors

1. La norme ∥ . ∥ est dite monotone si et seulement si

∀x, y ∈ P : θ ≤ x ≤ y ⇒∥ x ∥≤∥ y ∥ ;

2. La norme ∥ . ∥ est dite semi-monotone si et seulement si

∃α > 0,∀x, y ∈ P : θ ≤ x ≤ y ⇒∥ x ∥≤ α ∥ y ∥ .

Remarque
Le théorème suivant nous donne d’autres définitions d’un cône normal.

Théorème 1.2.1([1], page 2)

Soit P un cône dans E, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) P est normal ;

8



(ii) Il existe une constante γ > 0 telle que

∥ x+ y ∥≥ γmax{∥x∥, ∥y∥},∀x, y ∈ P ;

(iii) Il existe une constante N > 0, telle que

θ ≤ x ≤ y ⇒ ∥x∥ ≤ N∥y∥, ∀x, y ∈ P

c’est à dire, la norme ∥ . ∥ est semi-monotone ;
(iv) Il existe une norme équivalente ∥ . ∥1 sur E telle que

θ ≤ x ≤ y ⇒ ∥x∥1 ≤ ∥y∥1

c’est á dire, la norme ∥ . ∥1 est monotone ;
(v) soient (xn), (yn), (zn) des suites de P

Si

xn ≤ zn ≤ yn,∀n ≥ 1 et ∥ xn − x ∥→ 0, ∥ yn − y ∥→ 0, quandn → +∞

alors

∥ zn − z ∥→ 0 quand n → +∞

(vi) L’ensemble (B + P ) ∩ (B − P ) est borné, où B = {x ∈ E|∥x∥ ≤ 1};
(vii) Tout intervalle ordonné [x, y] = {z ∈ E | x ≤ z ≤ y} est borné.

Démonstration

(i) ⇒ (ii) ,
On suppose que P est normal et on montre qu’il existe γ telque :

∥x+ y∥ ≥ γmax{∥x∥, ∥y∥} , ∀x, y ∈ P

On prend ∥ x ∥= 1 et ∥ y ∥≤ 1
On a ∥ x ∥=∥ x+ y − y ∥≤∥ x+ y ∥ + ∥ y ∥
D’autre part, on a
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∥ x+ y ∥ =

∥∥∥∥x+
y

∥ y ∥
− 1− ∥ y ∥

∥ y ∥
y

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥x+
y

∥ y ∥
+

−(1− ∥ y ∥)
∥ y ∥

y

∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥x+
y

∥ y ∥

∥∥∥∥−
∥∥∥∥ y

∥ y ∥
− y

∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥x+
y

∥ y ∥

∥∥∥∥− 1+ ∥ y ∥

donc
2 ∥ x+ y ∥≥

∥∥∥∥x+
y

∥ y ∥

∥∥∥∥− 1+ ∥ y ∥ +1− ∥ y∥,

d’ou
∥ x+ y ∥≥ 1

2

∥∥∥∥x+
y

∥ y ∥

∥∥∥∥ ≥ 1

2
δ

par consequent ,
∥ x+ y ∥≥ γmax{∥ x ∥, ∥ y ∥}

où γ = δ
2

(ii) ⇒ (iii),
On suppose que (iii) n’est pas vrai , alors ∃xn, yn ∈ P telles que :

θ ≤ xn ≤ yn et ∥ xn ∥> n ∥ yn ∥ ∀n ∈ N∗

posons que un = vn

(comme xn, yn ∈ P alors un, vn ∈ P ) et

∥un∥ ≥ 1− 1

n
∥ vn ∥≥ 1− 1

n
∥ un + vn ∥= 2

n

En vertu de (ii), alors

2

n
=∥ un + vn ∥≥ γ(1− 1

n
), n ∈ N∗
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(contradiction)

(iii) ⇒ (iv),
En effet on pose que : ∥x∥1 = inf ∥u∥+ inf ∥v∥ , On montre que ∥∥1 est une
norme sur E.

on a : ∥θ∥1 = 0 évident
supposons que ∥x∥1 = 0 et montrons que xθ,

on a :

∀ε > 0,∃u, v ∈ E telles que u ≤ x ≤ v et ∥ u ∥≤ ε, ∥v∥ ≤ ε

de (iii) on a

∥x∥ ≤ ∥x− u∥+ ∥u∥ ≤ N ∥ v − u ∥ + ∥ u ∥< (2N + 1)ε

comme ε > 0 est arbitraire, on obtient x = θ

l’egalité ∥ λx ∥1=| λ |∥ x ∥1 est evidente ∀x ∈ E et λ ∈ R

supposons que x, y ∈ E et montrons que ∥ x + y ∥1≤∥ x ∥1 + ∥ y ∥1 on
a :
∀ε > 0, ∃u1, u2, v1, v2 ∈ E telles que u1 ≤ x ≤ v1 , u2 ≤ y ≤ v2
et

∥ u1 ∥ + ∥ v1 ∥<∥ x ∥1 +ε ∥ u2 ∥ + ∥ v2 ∥<∥ y ∥1 +ε

De u1 + u2 ≤ x+ y ≤ v1 + v2 nous avons

∥ u1 + u2 ∥ + ∥ v1 + v2 ∥≥∥ x+ y ∥1

Donc

∥ x+ y ∥1≤∥ u1 ∥ + ∥ v1 ∥ + ∥ u2 ∥ + ∥ v2 ∥≤∥ x ∥1 + ∥ y ∥1 +2ε

comme ε > 0 est arbitraire, ceci implique que ∥ x+ y ∥1≤∥ x ∥1 + ∥ y ∥1.
Donc ∥ . ∥1 est une norme sur E, Montrons que ∥ . ∥1 est monotone.
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Soient x, y ∈ P tels que 0 ≤ x ≤ y alors infu≤x ∥ u ∥= infu≤y ∥ u ∥= 0
et donc

∥ x ∥1= inf
v≥x

∥ v ∥≤ inf
v≤y

∥ v ∥=∥ y ∥1

Enfin, montrons que ∥ . ∥ et ∥ . ∥1 sont équivalentes.

Évidemment ∥ x ∥1≤ 2 ∥ x ∥.

Dautre part, pour tout u ≤ x ≤ v, on a :

∥ x ∥≤∥ x− u ∥ + ∥ u ∥≤ N ∥ v − u ∥ + ∥ u ∥≤ (N + 1)(∥ u ∥ + ∥ v ∥)

Par conséquent, ∥ x ∥≤ (N + 1) ∥ x ∥1.

(iv) ⇒ (v), de 0 ≤ zn−xn ≤ yn−xn , on trouve ∥ zn−xn ∥1≤∥ yn−xn ∥1.
Comme m ∥ x ∥≤∥ x ∥1≤ M ∥ x ∥ pour tout x ∈ E où M > m > 0 sont
deux constantes, on obtient

∥ zn − xn ∥≤ 1
m

∥ zn − xn ∥1≤ 1
m

∥ yn − xn ∥1≤ M
m

∥ yn − xn ∥−→ 0 ,
quand n −→ +∞

Ce qui implique que

∥ zn − x ∥≤∥ zn − xn ∥ + ∥ xn − x ∥−→ 0 , quand n −→ +∞.

(v) ⇒ (vi) En utilisant le raisonnement par l’absurde :

On suppose que (B + P ) ∩ (B − P ) n’est pas borné , c à d

∃(zn) ⊂ (B + P ) ∩ (B − P ) telles que ∥ zn ∥−→ +∞

D’autre part, zn ∈ (B +P )∩ (B −P ) entraine l’existence de 2 suites (xn) et
(yn) de B telles que xn ≤ zn ≤ yn , ∀n
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posons
un =

xn

∥ zn ∥
, vn =

yn
∥ zn ∥

, wn =
zn

∥ zn ∥

On aura un ≤ wn ≤ vn et un −→ 0, vn −→ 0 alors wn = 0 (contradic-
tion car ∥ wn ∥= 1 )

(vi) ⇒ (vii)
On pose (B + P ) ∩ (B − P ) ⊂ B(0, ρ), ρ > 0 et r = max{∥ x ∥, ∥ y ∥}
On montre que

z
r
∈ (B + P ) ∩ (B − P ) pour tout z ∈ [x; y] ,

par suite z
r
∈ B(0, ρ) ,

donc
[x, y] ⊂ B(0, rρ)

(vii) ⇒ (i)
En effet, on raisonne par l’absurde, On pose (i) n’est pas vraie, alors il existe
(xn) ⊂ P et (yn) ⊂ P tel que ∥ xn ∥=∥ yn ∥= 1 et ∥ xn + yn ∥< 1 et
∥ xn + yn ∥< 1

4n
,∀n ∈ N∗ :

On pose :

un =
xn√

∥ xn + yn ∥
, vn =

xn + yn√
∥ xn + yn ∥

,∀n ∈ N∗

On a : 0 ≤ un ≤ vn , de plus

Sn =
∞∑
n=1

∥ vn ∥≤
∞∑
n=1

1

2n
< +∞
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La série (Sn) est convergente et elle converge vers un certain élèment
v ∈ E.

0 ≤ un ≤ vn < v et ∥ un ∥= 1√
∥xn+yn∥

> 2n,∀n ∈ N∗

Par conséquent, l’intervalle [0,v] est non borné, ce qui contredit (vi)

Remarque
Plusieurs auteurs utilisent l’assertion (iii) comme définition de la normalité
d’un cône P, et appellent le plus petit nombre N "la constante de normalité
de P".

Exemple

Soient E = Rn et P1 = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, xi ≥ 0, i = 1, .., n}

— P1 est un cône solide car P1 contient des élèments intérieurs tel que

Ṗ1 = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, xi > 0, i = 1, .., n}

.
— P1 est un cône générateur car

∀X = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn,∃U = (u1, u2, ..., un), V = (v1, v2, ..., vn) ∈ P1

tels que X = U − V

— P1 est normal et sa constante de normalité N= 1 car toutes les normes
sur Rn sont monotones. Alors ∀x, y ∈ Rn, θ ≤ x ≤ y ⇒ ∥x∥ ≤ ∥y∥.

Exemple

Soient G un ensemble borné fermé dans Rn et E = C(G) l’espace des
fonctions continues définies sur G à valeurs réelles muni de la norme

∥ x ∥= sup
t∈G

| x(t) |,∀x ∈ E.
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Soit

P2 = {x ∈ C(G) : x(t) ≥ 0, pour tout t ∈ G}.

• Le cône P2 est un cône solide dans C(G) car P2 contient des élèments in-
térieurs tel que Ṗ2 = {x ∈ C(G) : x(t) > 0, pour tout t ∈ G}.

• On a x ≤ y ⇐⇒ x(t) ≤ y(t) pour tout t ∈ G, donc la norme est mo-
notone. Alors P2 est normal et sa constante de normalité est N = 1.

1.3 Les cônes réguliers et les cônes complète-
ment réguliers

Définition(les cônes réguliers)([1], page 7)

On dit qu’un cône P ⊂ E est régulier si et seulement si toute suite
croissante et majorée dans E a une limite,
c’est-à-dire si (xn) ⊂ E et y ∈ E vérifiant :

x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ ... ≤ xn ≤ ... ≤ y (1.1)

alors, il existe x ∈ E tel que

∥ xn − x ∥−→ 0, quand −→ +∞.

Il est clair que le cône P est régulier si et seulement si toute suite décroissante
et minoré dans E a une limite.

Définition(les cônes complètement réguliers)

On dit qu’un cône P ⊂ E est complètement régulier si toute suite crois-
sante et bornée en norme dans E a une limite, c’est-à-dire si (xn) ⊂ E
vérifiant :

x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ ... ≤ xn ≤ ... ; avec M = sup
n

∥ xn ∥< +∞,
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alors il existe x∗ ∈ E tel que ∥xn − x∗∥ −→ 0 quand n −→ +∞.
Il est clair que le cône P est complètement régulier si et seulement si toute
suite décroissante et bornée en norme dans E a une limite .

Théorème 1.3.1 ([2], page 32)

Soit P un cône d’un espace de Banach E.

P est complétement régulier =⇒ P est régulier =⇒ P est normal.

Démonstration

On montre d’abord que si P n’est pas normal, alors P n’est pas régulier
et n’est pas complétement régulier.
Supposons que P n’est pas normal, daprés le théoéme 1.2.1, (iii), ∃(xn) ⊂ P
et (yn) ⊂ P telles que

θ ≤ xn ≤ yn, ∥ xn ∥> 2n ∥ yn ∥,∀n ∈ N∗. (1.2)

Posons zn = xn

∥xn∥ et vn = yn
2n∥yn∥ , n ∈ N∗ puis, par (1.2),

θ < zn ≤ xn

2n ∥ yn ∥
≤ yn

2n ∥ yn ∥
= vn,∀n ∈ N∗, (1.3)

et

+∞∑
n=1

∥ vn ∥=
+∞∑
n=1

1

2n
= 1 < +∞. (1.4)

Donc la série
∑+∞

n=1 vn converge vers certain élèment v ∈ E, donc :

+∞∑
n=1

vn = v (1.5)

maintenant on definit

16



ω = v1 + v2 + ...+ v2m, quand n = 2m,∀m ∈ N∗

ω = v1 + v2 + ...+ v2m + z2m+1, quand n = 2m+ 1,∀m ∈ N∗.

Il est facile de montrer partir de (1,3), (1,4) et (1,5) que

θ < ω2 ≤ ω3 ≤ ω4 ≤ v (1.6)

et

sup
n

∥ ωn ∥≤ 2 < +∞. (1.7)

Mais la suite (ωn) n’est pas convergente, puisque :

∥ ω2m+1 − ω2m ∥=∥ z2m+1 ∥= 1

Donc P n’est pas régulier et n’est pas complétement régulier.
maintenant on montre que la régularité compléte de P implique la régularité
de P.
Supposons que P soit complétement régulier et (1.1) soit satisfaite. Alors,
par la conclusion mentionnée ci-dessus, P est normal.
Il résulte donc du théorème (1.3.3) et du fait que θ ≤ y−xn ≤ y−x1, ∀n ∈ N∗

que :
∥ y − xn ∥≤ N ∥ y − x1 ∥,∀n ∈ N∗

∥ xn ∥< 1 , et ceci entraine que la suite (xn) n’est pas convergente.

Exemple

Soient E = LP (Ω), où Ω ⊂ Rn, 0 < mesΩ < ∞ et 1 < p < ∞, et

P3 = {x ∈ LP (Ω) : x(t) ≥ 0,p.p dans Ω}
On cherche à montrer que le cône P3 est complètement régulier, on a d’après
le théorème 1.3.1, P3 est régulier.
On suppose que (1.2) est satisfaite , c’est-à-dire :

x1(t) ≤ x2(t) ≤ ... ≤ xn(t) ≤ ..., et
∫
Ω

|xn(t)|Pdt ≤ Mp, ∀n ∈ N∗.

Par suite, d’après le lemme de Fatou ,∫
Ω

|x∗(t)|Pdt ≤ Mp

c’est-à-dire : x∗ ∈ LP (Ω), où x∗(t) = lim
n→∞

xn(t). de
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θ ≤ x∗(t)− xn(t) ≤ x∗(t)− x1(t), ∀n ∈ N∗,

et du théorème de la convergence dominée de Lebesgue on obtient que

∥x∗ − xn∥pLP =

∫
Ω

|x∗(t)− xn(t)|Pdt −−−−→
n→+∞

0.

La régularité complète de P3 est donc prouvée.

Exemple

Pour E = C0 =

{
x = (x1, x2, ..., xk, ...)| lim

k→+∞
xk = 0

}
muni de la norme

∥x∥ = sup
k
|xk| et

P4 = {x = (x1, x2, ..., xk, ...) ∈ C0|xk ≥ 0,∀k ∈ N∗}.

si x(n) =
(
x
(n)
1 , x

(n)
2 , ..., x

(n)
k , ...

)
∈ C0, y = (y1, y2, yk, ...) ∈ C0 tels que

x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n) ≤ y,

il est facile de remarquer que ∥x(n) − x∗∥ −−−→
n→∞

0 tels que

x∗ = (x∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
k, ...) et x∗

k = lim
n→∞

x
(n)
k .

D’où P4 est régulier.
Par ailleurs,
soit z(n) =

(
z
(n)
1 , z

(n)
2 , ..., z

(n)
k , ...

)
,où

z
(n)
k =

{
1 si k ≤ n,
0 si k > n.

On remarque que

z(n) ∈ C0,z(1) ≤ z(2) ≤ ... ≤ z(n) ≤ ... et ∥zn∥ = 1, ∀n ∈ N∗,
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par contre (z(n)) ne converge pas dans C0 d’où P4 n’est pas complètement
régulier.

De la même manière, on peut montrer que le cône

P5 = {x ∈ C0([a,+∞[)|x(t) ≥ 0}

de l’espace de Banach C0([a,+∞[) =

{
x ∈ C([a,+∞[)| lim

t→+∞
x(t) = 0

}
muni

de la norme

∥x∥ = sup
a≤t≤+∞

|x(t)|

est régulier, mais n’est pas copmlètement régulier.

Théorème 1.3.8([1] page 10)

Si E est réflexif et P est un cône dans E, alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) P est normal ;
(ii) P est régulier ;
(iii) P est complètement régulier.

1.4 les cônes minihedrals et les cônes fortement
minihedrals

Définition

Un élément z ∈ E est dit la borne supérieure ( cést-à-dire supremum )
de l’ensemble D ⊂ E, s’il vérifie les deux conditions suivantes :

i. x ≤ z,∀x ∈ D ;

ii. x ≤ y,∀x ∈ D ⇒ z ≤ y,∀y ∈ E.

Nous indiquons la borne supérieur de D par sup D, donc z = supD.
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Définition

Un élément z ∈ E est dit la borne inférieure ( cést-à-dire infremum ) de
l’ensemble D ⊂ E, s’il vérifie les deux conditions suivantes :

i. x ≥ z, ∀x ∈ D ;

ii. x ≥ y,∀x ∈ D ⇒ z ≥ y,∀y ∈ E.

Nous indiquons la borne inférieur de D par inf D, donc z = infD.

Lemme 1.4.1([2], page 39)

Supposons que P est un cônes régulier dans un espace de banach E. Alors
1- Tout ensemble majoré et totalement ordonné dans E admet une borne

supérieure.
1- Tout ensemble minoré et totalement ordonné dans E admet une borne

inférieure.

Lemme de Zorn 1.4.2([2], page 24)

Soit X un ensemble partiellement ordonné. Alors
1- Si tout sous-ensemble totalement ordonné de X a un majorant, alors X

admet un élément maximal.
2- Si tout sous-ensemble totalement ordonné de X a un minorant, alors X

admet un élément minimal.

Définition(Cônes minihedral)

On dit que le cône P ⊂ E est minihedral si et seulement si sup {x, y}
existe pour tout couple (x, y) de p2.

Il est claire, que inf{x,y} existe pour tout couple (x,y) si et seulement si
P est minihedral.

On peut facilement montrer que si P est minihedrel alors, pour tout en-
semble fini sup D existe. avec

D = {x1, x2, ..., xn} ⊂ E, qui est un ensemble majoré.
De plus l’egalité suivante est verifié :

sup{x1, x2, ..., xn} = sup{x1, sup{x2, ..., xn}}.
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Définition(Cône fortement minihedral)

On dit que le cône P est fortement minihedral si et seulement si sup de
D existe pour tout ensemble majoré D ⊂ E.

Il est claire que P est fortement minihedral si et seulement si inf D existe
pour tout ensemble minoré D ⊂ E.

Il est évident que la forte minihedralité d’un cône P implique la minihe-
dralité de P.

Exemple

Considérons l’ensemble G fermé borné dans Rn. PourE = C(G) le cône

P6 = {x ∈ C(G) : x(t) ≥ 0, t ∈ G

est minihedral, car ∀x, y ∈ C(G), on a

sup{x, y} = z, où z(t) = max{x(t), y(t)} ∈ R,∀t ∈ G.

Exemple

Pour E = C1([0, 2π]), le cône P7 = {x ∈ C1([0, 2π]) : x(t) ≥ 0, t ∈ [0, 2π]}
n’est pas minihedral ; car sup{x,y} n’existe pas pour

x(t) = t, 0 ≤ t ≤ 2π et y(t) = 2π − t, 0 ≤ t ≤ 2π

Car si on suppose que sup{x, y} = z, alors

z(t) =

{
2π − t si 0 ≤ t ≤ π,
t si π ≤ t ≤ 2π

alors que z ̸∈ C1([0, 2π]).
Il est claire que x ≤ z, y ≤ z, où z(t) = 2π, t ∈ [0, 2π].

Théorème 1.4.1 ([1], page 15)

Si E est séparable et le cône P ⊂ E est régulier et minihedral, alors P est
fortement minihedral.
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Démonstration

On suppose que D ⊂ E et il existe z ∈ E tel que x ≤ z,∀x ∈ D
Par hypothése E est séparable, il existe un ensemble dénombrable
L = {x1, x2, ..., xn, ...} ⊂ D, qui est dense dans D.

On pose yn = sup{x1, x2, ..., xn},∀n ∈ N∗ puisque P est minihedral yn
existe.

Evidement,

y1 ≤ y2 ≤ ... ≤ yn... ≤ z

Puisque P est régulier, yn → x∗ ∈ E.

On montre que x∗ = supD.

D’abord, on remarque que

xn ≤ x∗, n ∈ N∗ (1)

Pour tout x ∈ D, il existe une suite dans L, qui converge vers x.

D’aprés (1), on obtient x ≤ x∗, donc x∗est un majorant de D. Si v ∈ E
est un majorant de D, alors

yn ≤ v, ∀n ∈ N∗

et donc x∗ ≤ v.

Corollaire 1.4.1

Si E est réflexif et séparable et le cône P ⊂ E est normal et minihedral
alors P est fortement minihedral.

Démonstration

Le resultat de ce corollaire découle des théorèmes (2.3.5) et (2.4.8).
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Exemple

Pour E = Lp(Ω) où Ω ⊂ Rn, le cône P2 = {x ∈ Lp(Ω) : x(t) ≥ 0 p.p
dans Ω} est minihedral, car sup{x, y} = z existe ∀x, y ∈ Lp(Ω)(p ≥ 1), où

z(t) = max{x(t), y(t)}p.p, t ∈ Ω.

Remarquons que Lp(Ω) est séparable et P2 est regulier, donc Dápres le théo-
rème (1.1.6) P2 est fortement minihedral.

Exemple

Pour E = C1[0, 2π], le cône P2 = {x ∈ C1([0, 2π]) : x(t) ≥ 0, t ∈ [0, 2π]}
n’est ni normal ni minihedral.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITÉ DU POINT FIXE POUR
LES OPÉRATEURS MONOTONES

2.1 Existence et unicité du point fixe pour les
opérateurs croissants

Soit P un cône dans l’espace de Banach réel E et "≤" l’ordre partiel dans
E induit par P.

Définition

Soit D un sous ensemble de E. Un opérateur A : D → E est dit croissant
si et seulement si

∀x1, x2 ∈ D, x1 ≤ x2 ⇒ Ax1 ≤ Ax2.

On dit que A est strictement croissant si et seulement si ∀x1, x2 ∈ D, x1 <
x2 ⇒ Ax1 < Ax2.
On dit que A est fortement croissant si et seulement si ∀x1, x2 ∈ D, x1 <

x2 ⇒ Ax1 ≪ Ax2(si
0

P ̸= ∅ ).

Définition(Opérateur complètement continu)

Un opérateur A : D ⊂ E → E est dit complètement continu si et seule-
ment si il est continu et compact. La compacité signifie que l’ensemble A(S)
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est relativement compact pour tout ensemble borné S ⊂ D.

Définition(Opérateur convexe et concave)

Soit D un ensemble convexe dans E et A : D → E un opérateur .
1. A est dit opérateur concave sur D si et seulement si ∀x, y ∈ D, x ≤ y

et t ∈ [0, 1]

A(tx+ (1− t)y) ≥ tAx+ (1− t)Ay.

2. A est dit opérateur convexe sur D si et seulement si ∀x, y ∈ D, x ≤ y
et t ∈ [0, 1]

A(tx+ (1− t)y) ≤ tAx+ (1− t)Ay.

Clairement, A est un opérateur convexe de D si et seulement si (-A) est un
opérateur concave de D.

Définition

1. On appelle point fixe minimal d’un opérateur A le plus petit des point
fixe de A.

2. On appelle point fixe maximal d’un opérateur A le plus grand des point
fixe de A.

Théorème 2.1.1([1], page 41)

Soient u0, v0 ∈ E, u0 < v0 et A : [u0, v0] → E un opérateur croissant tels
que

u0 ≤ Au0, Av0 ≤ v0. (2.1)

Supposons que l’une des deux conditions suivantes soit satisfaite :
(H1) P est normal et A est complètement continu ;

(H2) P est régulier et A est continu.
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Alors, A a un point fixe maximal x∗ et un point fixe minimal x∗ dans [u0, v0].
De plus

x∗ = lim
n→∞

un, x∗ = lim
n→∞

vn, (2.2)

où vn = Avn−1 et un = Aun−1, n ∈ N∗, et

u0 ≤ u1 ≤ ... ≤ un ≤ ... ≤ x∗ ≤ x∗ ≤ ... ≤ vn ≤ ... ≤ v1 ≤ v0. (2.3)

Démonstration

Etant donné que A est un opérateur croissant, et de (2.1) on a

u0 ≤ u1 ≤ ... ≤ un ≤ ... ≤ vn ≤ ... ≤ v1 ≤ v0... (2.4)

En effet, nous montrons que la suite (un) converge vers un certain x∗ ∈ E et
Ax∗ = x∗.

Quand la condition (H1) est satisfaite, l’ensemble S = {u0, u1, u2, ...} est
borné et S = A(S) ∪ {u0}.
Soit A un opérateur complètement continu, c’est-à-dire A(S) est un ensemble
relativement compat alors S est relativement compact.
Donc il existe une sous suite (unk

) ⊂ (un) telle que
unk

−−−−→
k→+∞

x∗ ∈ E.
Clairement,un ≤ x∗ ≤ vn n ∈ N∗.

Lorsque m > nk, on a θ ≤ x∗ − um ≤ x∗ − unk
, donc,en vertu de la

normalité de P et du théorème 1.2.1,

∥x∗ − um∥ ≤ N∥x∗ − unk
∥,

où N désigne la constante de la normalité du cône P.
Donc,

um −−−→
m→∞

x∗.

En prenant n → ∞ dans les deux côtés de l’égalité un = Aun−1, la continuité
de A entraîne que Ax∗ = x∗.

Quand la condition (H2) est satisfaite, la suite (un) converge vers un
certain x∗ ∈ E en vue de (1.4) et de la régularité de P.
Comme A est continu, un = Aun−1 converge vers Ax∗ et donc Ax∗ = x∗.
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De même, on peut montrer que la suite (vn) converge verd un certain
x∗ ∈ E tel que Ax∗ = x∗ avec

un ≤ x∗ ≤ x∗ ≤ vn; ∀n ∈ N (2.5)

Ensuite par (2.4) et (2.5), on obtient(2.3).
Enfin,nous montrons que x∗et x∗ sont les points fixe maximal et minimal

de A dans [u0, v0], respectivement . Soit x ∈ [u0, v0] tel que Ax = x.
Comme A est croissant, il résulte de u0 ≤ x ≤ v0 que Au0 ≤ Ax ≤ Av0,
c’est-à-dire u1 ≤ x ≤ v1.
De même, on obtient u2 ≤ x ≤ v2,et en général,un ≤ x ≤ vn n ∈ N∗.Lorsque
n → ∞, on aura x∗ ≤ x ≤ x∗ et notre théorème est démontré.

Corollaire

Supposons que A n’a qu’un point fixe x ∈ [u0, v0]. De plus supposons que
les conditions du théorème (2.1.1) sont satisfaites.
Alors ∀x0 ∈ [u0, v0] la suite (xn) définie par :

xn = Axn−1; ∀n ∈ N∗ (2.6)

converge vers x.

Démonstration

Étant donné que A est croissant et u0 ≤ x0 ≤ v0, on aura donc

un ≤ xn ≤ vn n ∈ N∗. (2.7)

Par hypothèses, on obtient que x∗ = x∗ = x et ensuite un → x et vn → x.
Donc d’aprés (1.7) et le théorème (2.1.1), nous obtenons xn −−−→

n→∞
x.

Théorème 2.1.2([1], page 42)

Soient u0, v0 ∈ E,u0 ≤ v0 et A : [u0, v0] → E un opérateur coissant tel
que u0 ≤ Au0 et Av0 ≤ v0.
Supposons que P soit fortement minihedral.

Alors, A admet un point fixe maximal x∗ et un point fixe minimal x∗ dans
[u0, v0] vérifiant

u0 ≤ u1 ≤ ... ≤ un ≤ ... ≤ x∗ ≤ x∗ ≤ ... ≤ vn ≤ ... ≤ v1 ≤ v0 (2.8)

où un = Aun−1 et vn = Avn−1 n ∈ N∗.
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Démonstration

Soit D = {x ∈ E : u0 ≤ x ≤ v0, Ax ≥ x}. Clairement, u0 ∈ D et v0 est
un majorant de D.
Donc, puisque P est fortement minihedral, x∗ = supD existe.
Maintenant, on montre que x∗ est le point fixe maximal de A dans [u0, v0].
En effet, u0 ≤ x ≤ x∗ ≤ v ;∀x ∈ D
et donc

u0 ≤ Au0 ≤ Ax ≤ Ax∗ ≤ Av0 ≤ v0.

On a Ax ≥ x,
alors
x ≤ Ax∗ ;∀x ∈ D.
De la définition de la borne supérieure on obtient que
x∗ ≤ Ax∗.

De plus, à partir de x∗ ≤ Ax∗,nous savons que Ax∗ ≤ A(Ax∗) ce qui
donne que Ax∗ ∈ D, et donc Ax∗ ≤ x∗.
Par suite Ax∗ = x∗.Si x est un point fixe de A dans [u0, v0],alors x ∈ D,d’où
x ≤ x∗.
Cela montre que x∗ est maximal.

De même, on peut montrer que x∗ = infD1 est le point fixe minimal de
A dans [u0, v0], tel que
D1 = {x ∈ E : u0 ≤ x ≤ v0, Ax ≤ x}.

Finalement,
puisque A est croissant et u0 ≤ x∗ ≤ x∗ ≤ v0,(1.8) est satisfaite.

Théorème 2.1.3([1], page 43)

Soient u0, v0 ∈ E avec u0 < v0 et A : [u0, v0] → E un opérateur croissant
tel que
u0 ≤ Au0 et Av0 ≤ v0.
Supposons que A([u0, v0]) soit un ensemble relativement compact de E.
Alors A a au moins un point fixe dans [u0, v0].

Démonstration

Soit F = {x ∈ A([u0, v0]) : Ax ≥ x}. On a A(Au0) ≥ Au0 qui implique
Au0 ∈ F ,
d’où F n’est pas vide.
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Comme E est partiellement ordonné par P,F est un ensemble de partiellement
ordonné.
Maintenant, supposons que G est un sous-ensemble totalement ordonné de
F. Comme A est relativement compact et G ⊂ F ⊂ A([u0, v0]) alors, G est
relativement compact et donc séparable,
c’est-à-dire qu’il existe un ensemble dénombrable V = {y1, y2, ...} ⊂ G, qui
est dense dans G.
Puisque G est totalement ordonné, zn = sup{y1, y2, ..., yn, ...} n ∈ N∗ existe
et zn ∈ G (en fait,zn égale à l’un de yi, i ∈ N∗).
Comme G est relativement compact alors, il existe une sous-suite (zni

) ⊂ (zn)
telle que zni

→ v∗ ∈ E. Puisque

z1 ≤ z2 ≤ ... ≤ zn ≤ ...,

nous avons

yn ≤ zn ≤ v∗ n ∈ N∗ (2.9)

et v∗ ∈ G ⊂ F ⊂ A([u0, v0]) ⊂ [u0, v0]. De (1.9) on obtent z ≤ v∗ pour tout
z ∈ G,
donc z ≤ Az ≤ Av∗∀z ∈ G.
Ainsi Av∗ est un majorant de G.
D’autre part, de zn ≤ Av∗ n ∈ N∗ on obtient v∗ ≤ Av∗ donc Av∗ ≤ A(Az∗),
ce qui montre que Az∗ ∈ F .
Ainsi, Az∗ est un majorant de G dans F.
Donc d’après le lemme de Zorn on obtint que F contient un élément maximal
x∗. Puisque Ax∗ ≥ x∗ et A(Ax∗) ≥ Ax∗, alors Ax∗ ∈ F .
Par la maximalité de x∗, on doit avoir Ax∗ = x∗.

Corollaire 2.1.2

Soient u0, v0 ∈ E, u0 < v0 et A : [u0, v0] → E un opérateur croissant tels
que u0 ≤ Au0 et v0 ≤ Av0.
Supposons que A soit compact et le cône P soit normal.
Alors A a au moins un point fixe dans [u0, v0].

Démonstration

Comme P est normal, le segment [u0, v0] est borné.
Alors la compacité de l’opérateur A donne la compacité de l’ensemble A([u0, v0]).

29



Théorème 2.1.4([1], page 44)

Soient u0, v0 ∈ E,u0 < v0 et A : [u0, v0] → E un opérateur croissant tel
que u0 ≤ Au0 et Av0 ≤ v0.
Supposons que P soit minihedral et A([u0, v0]) est un ensemble relativement
compact de E.
Alors, A a un point fixe maximal x∗ et un point fixe minimal x∗ dans [u0, v0].

Démonstration

Soit F = {x ∈ A([u0, v0]) : Ax ≥ x}. D’aprés le lemme de Zorn, on a déjà
démontré dans le théorème (2.1.3) que F contient un élément maximal x∗ tel
que Ax∗ = x∗.
Maintenant, on montre que x∗ est le point fixe maximal de A dans [u0, v0].
En effet, supposons que x soit un pont fixe quelconque de A dans [u0, v0],alors
puisque P est minihedral, v = sup{x, x∗} existe. De v ≥ x et v ≥ x∗,on aura
Av ≥ Ax = x et Av ≥ Ax∗ = x∗.

D’où v ≤ Av,et donc Av ≤ A(Av).Il suit donc Av ∈ F . puisque x∗ est
maximal nous avons Av = x∗, d’ou x∗ ≥ x.Par suite. x∗ est le point fixe
maximal de A dans [u0, v0].

De même, on peut montrer que F1 = {x ∈ A([u0, v0]) : Ax ≤ x} adment
un élément minimal x∗, qui vérifie Ax∗ = x∗ et est le point fixe minimal de
A dans [u0, v0].

Corollaire2.1.3

Soient u0, v0 ∈ E,u0 < v0 et A : [u0, v0] → E un opérateur croissant tel
que u0 ≤ Au0 et Av0 ≤ v0.
Supposons que A est compact et P soit normal et minihedral.
Alors, A admet un point fixe maximal x∗ et un point fixe minimal x∗ dans
[u0, v0].

Théorème 2.1.5([2], page 81)

Soient u0, v0 ∈ E avec u0 < v0 et A : [u0, v0] → E un opérateur croissant
tel que u0 ≤ Au0 et Av0 ≤ v0.
Si P est régulier, alors A a au moins un point fixe dans [u0, v0].
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Démonstration

Posons D = [u0, v0], on a A(D) ⊂ D. Soit F = {x ∈ D : Ax ≥ x}. On
a u0 ∈ F d’où F ̸= ∅. Soit H un sous-ensemble totalement ordonné de F.
Comme P est régulier, par le lemme (1.4.2), z∗ = supH existe et évidement
z∗ ∈ D. Puisque x ≤ z∗, ∀x ∈ H, alors x ≤ Ax ≤ Az∗ , ∀x ∈ H.
Par suite z∗ ≤ Az∗ et z∗ ∈ F et donc H a un majorant z∗ ∈ F .
D’aprés le lemme de Zorn, F a un élément maximal v∗.
De A(A(v∗)) ≥ Av∗, il s’ensuit que Av∗ ∈ F .
Puisque v∗ est maximal, on a Av∗ = v∗

Lemme 2.1.1([2], page 87)

Supposons que P est normal, v > θ et A : [θ, v] → E est un opérateur
croissant concave. S’il existe 0 < ε < 1 tel que Aθ ≥ εv et Av ≤ v, alors A a
un point fixe minimal u∗ avec u∗ > θ.
De plus, si u0 = θ et un = Aun−1 pour n ∈ N∗, alors

∥un − u∗∥ → 0(n → +∞),

∥un − u∗∥ ≤ N∥Aθ∥ε−2(1− ε)n (n ∈ N∗)

(2.10)

où N est la constante normale de P.

(Théorème)([2], page 89)

Soit P un cône normal, u0, v0 ∈ E avec u0 < v0
Supposons que A : [u0, v0] → E est un opérateur croissant, soit h0 = v0−u0.
Supposons que l’une des conditions suivantes soit satisfaite :

(i) A est concave, Au0 ≥ u0 + εh0 et Av0 ≤ v0, où ε est un nombre positif
avec 0 ≤ ε ≤ 1,

(ii) A est convexe, Au0 ≥ u0 et Av0 ≤ v0 − εh0, où ε est un nombre positif
avec 0 ≤ ε ≤ 1.

Alors A a un point fixe unique x∗ dans A : [u0, v0].
De plus, si xn = Axn−1, n ∈ N∗, pour tout x0 ∈ [u0, v0], on a

∥xn − x∗∥ → 0 n → +∞
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∥xn − x∗∥ ≤ M(1− ε)n n ∈ N∗, (2.11)

où M est une constante positive qui ne dépend pas de x0.

Démonstration

Premiérement, on suppose que la condition (i) est satisfaite.
Soit Bx = A(x+u0)−u0. On a B : [θ, h0] → E est un opérateur croissant

concave, Bθ ≥ εh0 et Bh0 ≤ h0.
Alors, par le lemme précédent, B a un point fixe u∗ dans [θ, h0] et

∥un − u∗∥ ≤ M0(1− ε)n n ∈ N∗, (2.12)

où u0 = θ, un = Bun−1, ∀n ∈ N∗ et M0 > 0 est une constante.
Si on a hn = Bhn−1, ∀n ∈ N∗,on aura

h0 ≥ h1 ≥ ... ≥ hn ≥ ... ≥ u∗.

Soit tn = sup{t > 0 : u∗ ≥ thn}. Puisque u∗ = Bu∗ ≥ Bθ ≥ εh0 ≥ εhn, on a

0 ≤ ε ≤ t1 ≤ ... ≤ tn ≤ ... ≤ 1, u∗ ≥ tnhn,

u∗ = Bu∗ ≥ B(tnhn) ≥ (1− tn)Bθ + tnBhn,

≥ (1− tn)εh0 + tnhn+1 ≥ [(1− tn)ε+ tn]hn+1.

Ainsi, à partire de la définition de tn+1, on obtient tn+1 ≥ (1 − tn)ε + tn et
donc

1− tn+1 ≤ (1− tn)(1− ε) n ∈ N∗,

ce qui implique que

1− tn ≤ (1− t1)(1− ε)n−1 ≤ (1− ε)n n ∈ N∗.

Puisque on a

θ ≤ hn − u∗ ≤ hn − tnhn ≤ (1− tn)h0 ≤ (1− ε)nh0,
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il s’ensuit que

∥hn − u∗∥ ≤ N∥h0∥(1− ε)n n ∈ N∗. (2.13)

Maintenant, pour y0 ∈ [θ, h0], soit la suite (yn) définie par yn = Byn−1 pour
n ∈ N∗.
Alors par récurrence on obtient que un ≤ yn ≤ hn pour n ∈ N∗. De
(1.12)et(1.13), il vient que

∥yn − u∗∥ ≤ ∥yn − un∥+ ∥un − u∗∥ (2.14)
≤ N∥hn − un∥+ ∥un − u∗∥ (2.15)
≤ N∥hn − u∗∥+ (N + 1)∥un − u∗∥
≤ M(1− ε)nn ∈ N∗,

où M = N2∥h0∥+ (N + 1)M0 est une constante, ce qui implique que B a un
point fixe unique dans [θ, h0].
En fait, supposons que x ∈ [θ, h0] tel que x = Bx. En choisissant y0 = x,
puis Byn−1 = x, ∀n ∈ N∗.
Ensuite, de (2.14), on obtient

∥x− u∗∥ ≤ M(1− ε)n −−−−→
n→+∞

0

d’où x = u∗.
Enfin, pour terminer la preuve, il suffit de poser

x∗ = u∗ + u0etxn = yn + u0pourn ∈ N∗

.
On suppose que la condition (ii) est satisfaite et soit B = v0 −A(v0 − x).
Alors B : [θ, h0] → E est un opérateur croissant concave et satisfaisant

Bθ ≥ εh0 ,Bh0 ≤ h0.
Par une preuve similaire de (i) et par le lemme (2.1.1), on peut prouver que
les résultats du théorème sont vérifiées. Ceci complète la preuve.

Corollaire 2.1.3

Soient u0, v0 ∈ E où u0 < v0, P un cône solide normal et A : [u0, v0] → E
un opérateur croissant.

Supposons que l’une des conditions suivantes est satisfaite :
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(i) A est un opérateur concave, Au0 ≫ u0 et Av0 ≤ v0,

(ii) A est un opérateur convexe, Au0 ≥ u0 et Av0 ≪ v0,

Alors A a un point fixe unique x∗ dans [u0, v0].
De plus, si xn = Axn−1 pour n ∈ N∗, alors ∀x0 ∈ [u0, v0], on a

∥xn − x∗∥ −→ 0n−→+∞et ∥xn − x∗∥ ≤ Mrn n ∈ N∗, (2.16)

où 0 < r < 1 et M > 0 sont des constantes.

Démonstration

Soit h0 = v0 − u0. De Au0 ≫ u0 (ou Av0 ≪ v0), nous savons qu’il existe
0 < ε < 1 suffisamment petit tel que Au0 ≥ u0 + εh0 (ou Av0 ≤ v0 − εh0),
puis du théorème (2.1.6), on peut obtenire la conclusion(où r = 1− ε).

Corollaire 2.1.4

Soient u0, v0 ∈ E où u0 < v0, P un cône solide normal et A : [u0, v0] → E
un opérateur fortement croissant c’est-à-dire

∀x, y ∈ [u0, v0], x < y ⇒ Ax ≪ Ay.

Supposons que l’une des conditions suivantes est satisfaite :
(i) A est un opérateur concave, Au0 > u0 et Av0 ≤ v0,

(ii) A est un opérateur convexe, Au0 ≥ u0 et Av0 < v0,

Alors A a un point fixe unique x∗ dans [u0, v0].
De plus, si xn = Axn−1, ∀n ∈ N∗, alors, ∀x0 ∈ [u0, v0], on a

∥xn − x∗∥ −−−−→
n→+∞

0 et ∥xn − x∗∥ ≤ Mrn n ∈ N∗,

où 0 < r < 1 et M > 0 sont des constantes.
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Démonstration

Supposons que la condition (i) est satisfaite, (si la condition (ii) est satis-
faite, la preuve est similaire). Soit u1 = Au0, puis u1 > u0.

Comme A est fortement croissant, nous obtenons Au1 ≫ Au0 = u1.
Alors, en appliquant le corollaire (2.1.3), pour l’intevalle [u1, v0] on ob-

tient que A a un pont fixe unique x∗, et ∀x0 ∈ [u1, v0], la suite définie par
xn = Axn−1, ∀n ∈ N∗ vérifie (2.6).

Soit x un point fixe de A dans [u0, v0]. Alors x = Ax ≫ Au0 = u1.
Donc A n’a pas de point fixe dans [u0, u1]. De plus, ∀x0 ∈ [u0, v0] on aura

x1 ∈ [u1, v0].
Par conséquent, (2.16) est vérifiée, ∀x0 ∈ [u0, v0]. Ceci complète la preuve.

2.2 Existence et unicité du point fixe pour les
opérateurs décroissants

Soit P un cône dans l’éspace de Banach réel E et ” ≤ ” l’ordre partiel
dans E introduit par P.

Remarque

l’opérateur décroissant A : D −→ E est définit par :

∀x1;x2 ∈ D;x1 ≤ x2 =⇒ Ax1 ≥ Ax2

— On dit que A est strictement décroissant si

∀x1, x2 ∈ D;x1 ≤ x2 =⇒ Ax1 > Ax2

— On dit que A est fortement décroissant si

∀x1, x2 ∈ D;x1 ≤ x2 =⇒ Ax1 ≫ Ax2

(si P ̸= ∅ )
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Théorème 2.2.1([1], page 47)

On suppose que :
(i) P est normal et l’opérateur A : P −→ P est complétement continu

décroissant ;
(ii) Aθ > θ et A2θ > ε0Aθ , où ε0 > 0 et θ désigne le zéro de l’espace E ;
(iii) pour tout x ≥ αA(α = α(x) > 0) et 0 < t < 1 , ∃η = η(x; t) > 0 tel

que

A(tx) ≤ [t(1 + η)]−1Ax. (2.17)

Alors, A admet un unique point fixe positif ∀x∗ > θ . De plus, on peut
construire successivement la suite xn = Axn−1, n ∈ N∗, telle que pour tout
point initial x0 ∈ P , On a :

∥ xn − x∗ ∥−→ 0 quand n −→ +∞

démonstration

On definit la suite récurrente u0 = θ;un = Aun−1n ∈ N . Puisque A est
un opérateur décroissant, on peut montrer par récurrence :

θ = u0 ≤ u2 ≤ ... ≤ u2n ≤ ... ≤ u2n−1 ≤ u3 ≤ u1 = Aθ : (2.18)

u2n = A2u2n−2;u2n+1 = A2u2n−1, n ∈ N∗ (2.19)

et

u2n = Au2n−1;u2n+1 = Au2n, n ∈ N∗ (2.20)

comme P est un cône normal, l’intervalle ordonné [θ;Aθ] est borné. De
(2.18 ), on obtient que u2n−2 ∈ [θ;Aθ] pour n ∈ N∗ et comme A2 est un
opérateur complétement continu, la suite (u2n) contient donc une sous-suite
convergente (u2nk

). Il existe donc

u∗ ∈ [θ;Aθ] ;u2nk
−→ u∗ quand k −→ +∞.
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Daprès (2.18) , on obtient θ ≤ u2nk
≤ u2n ≤ u∗;∀n > nk.

Comme P est un cône normal , alors il existe une constante N > 0 telle
que :

∥u2n − u2nk
∥ ≤ N∥u∗ − u2nk

∥k;∀n > nk :

donc

∥u− u2n∥ ≤ N ′∥u∗ − u2nk
∥ ; ∀n > nk avec N ′ = N + 1 ;

ce qui montre que u2n −→ u∗ quand n −→ +∞. De la même manière,
on montre que la suite (u2n+1) est une suite convergente , il existe donc
υ ∈ [θ, Aθ] : υ2n+1 −→ υ quand n −→ +∞ : L’hypothèse (ii) et lassertion
entraînent que

θ < ε0AθA
2θ = u2 ≤ u2n ≤ u∗ ≤ ε∗ ≤ u2n−1n ∈ N∗ (2.21)

par passage a la limite dans (2.19)et (2.20),on aura :

u∗ = A2u∗; υ∗ = A2υ∗; υ∗ = Au∗;u∗ = Aυ∗ (2.22)

Daprès (2.21), on vois que u∗ ≥ ε0Aθ = ε0u1 ≥ ε0υ
∗. Donc, si on pose

t0 = sup{t > 0 : u∗ ≥ tε∗} , on trouve 0 < ε0 ≤ t0 < ∞ et u∗ ≥ t0υ
∗ avec

t0 ≤ 1 car u∗ ≤ v∗.

On montre , maintenant que t0 = 1 ; par labsurde, on suppose 0 < t0 < 1 ;
dans ce cas l’hypothèse (iii) entraîne qu’il existe η0 > 0 tel que :

υ∗ = Au∗ ≤ A(t0υ
∗) ≤ [t0(1 + η0)]

−1Aυ∗ = [t0(1 + η0)]
−1u∗ :
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Daprès (2.21) et la décroissance de A. On obtient donc u∗ ≥ t0(1+ η0)υ
∗,

ce qui contredit la dénition de t0 ; d’où t0 = 1 c’est à dire u∗ ≥ υ∗. Ensuite,
de (2.21), on obtient :

u∗ = υ∗ (2.23)

Par conséquent , de ( 2.22 ), on en déduit que u est un point fixe positif
de A.

Finalement, on montre que A admet un unique point fixe. En fait, si on
suppose qu’il existe deux points fixes de A,x∗

1etx
∗
2 ; ( 2.17 ) entraîne que :

∥x∗
1 − x∗

2∥ ≤∥ x∗
1 − x∗

n ∥ + ∥ x∗
n − x∗

2 ∥−→ 0;n −→ +∞

Donc x∗
1 = x∗

2, d’où l’unicité du point fixe de A. Maintenant on note
l’unique point fixe de A par x

On montre qu’on peut construire successivement une suite (xn) dénie par :
xn = Axn−1n ∈ N∗ telle que :

∀x0 ∈ P ; ∥xn − x∗∥ −→ 0n−→+∞ :

Comme A est décroissant, x0 ≥ θ implique que θAx0 ≤ Aθ.donc u0 ≤
x1 ≤ u1. Appliquons l’inégalité précédente A, On trouve que :

u2 ≤ x2 ≤ u1

En continuant ce processus, nous obtenons plus généralement :

u2n ≤ x2n ≤ u2n−1etu2n ≤ x2n+1 ≤ u2n+1 ≤ u2n−1, n ∈ N∗ : (2.24)
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De la même façon, nous obtenons que :

u2n ≤ x∗ ≤ u2n−1 (2.25)

Par suite, comme P est un cône normal, ( 2.24 ) et ( 2.25 ) entraînent
que :

∥xn − x∗∥ ≤ ∥x2n − u2n∥+ ∥u2n − x∗∥
≤ N∥u2n−1 − u2n∥+N∥u2n−1 − u2n∥
= 2N∥u2n−1 − u2n∥
≤ 2N(∥u2n − u∗∥+ ∥u2n−1 − u∗∥) −→ 0quandn −→ +∞

(car u2n −→ u∗;u2n+1 −→ υ∗ = u∗;n −→ +∞)

Et de la même faÃ§on, on déduit que ∥xn − x∗∥ −→ 0 quand n −→ +∞. La
relation (2.16 ) est donc vraie pour toute la suite (xn)n et la preuve est donc
complète.

corollaire 2.2.1

Lorsque P est solide, le théorème précédent est encore vrai si l’on rem-
place lhypothèse (iii) par la condition suivante :

(*) Pour tout x ≥ αAθ(α = α(x) > 0) et 0 < t < 1, on a :

A(tx) ≪ t−1Ax (2.26)
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Démonstration

alors il existe un ε suffisamment petit (0 < ε < 1) tel que

t−1Ax− A(tx)− εt−1Ax ≥ θ ,

ce qui implique

A(tx) ≤ t−1(1− ε)Ax = [t(1 + η)]−1Ax,

où η = ε \ (1− ε) > 0, Ainsi (*) implique (iii). Il est facile de voir que l’hy-
pothèse (iii) du théorème précédent est équivalente à la condition :

(vi) Pour tout x ≥ αAθ(α = α(x) > 0) et t > 1, il existe un η = η(x; t), 0 <
η < 1, tel que :

A(tx) ≥ [t(1− η)]−1Ax, (2.27)

De même, la condition (*) est équivalente à la condition :

(**) Pour tout x ≥ αAθ(α = α(x) > 0) et t > 1, on a,

A(tx) ≫ t−1Ax (2.28)

Théorème 2.2.2([1], page 50)

Supposons que

(i) P est un cône normal, solide et l’opérateur A :P −→ P complétement
continu et fortement décroissant

(ii) Aθ > θetA2θ ≥ ε0Aθ, où ε0 > 0
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(ii) Pour tout x ≥ αAθ(α = α(x) > 0) et 0 < t < 1, on a

A(tx) < t−1Ax (2.29)

Alors , A admet exactement un point fixe positif x > θ et ( 2.16 ) est
vérifiée

Démonstration.

on pose t0 = sup{t > 0|u∗ ≥ tv∗}, et on doit prouver que t0 = 1. Suppo-
sons par l’absurde que 0 < t0 < 1, par l’hypothèse (iii) on a,

v∗ = Au∗ ≤ A(t0v
∗) < t−1

0 Av∗ = t−1
0 u∗.

Puisque A est fortement décroissant, il résulte de u∗ > t0v
∗ que

v∗ = Au∗ ≪ A(t0v
∗) < t−1

0 u∗,

et donc il existe un δ0 > 0, suffisamment petit tel que :

t−1
0 u∗ − v∗ − δ0v ≥ Θ,

c’est-à-dire :

u∗ ≥ t0(1 + δ0)v
∗

ce qui contredit la dénition de t0.
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CHAPITRE 3

LES MÉTHODES ITÉRATIVES

3.1 Les méthodes itératives du point fixe
Itération de Picard

Définition
Soit (X ; d) un espace métrique, K ⊂ X un sous ensemble fermé de X et
T : K −→ K une application possédant au moins un point fixe p ∈ FT avec
FT est l’ensemble des points fixes .
Pour toutx0 ∈ X donné, la suite d’itérations {xn}∞n=0 donné par :

xn = T (xn−1) = Tn(x0), n = 1, 2, ...

est dite suite itérative de Picard.
Nous sommes intéréssés par l’obtention des conditions (supplémentaires)

sur T, K et X aussi général que possible, et qui devrait garantir la convergence
(forte) des itérations {xn}∞n=0 au point fixe de T en K .

Itération de Krasnoselskii

On la définit dans un espace normé réel (X, ∥.∥)
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Définition
Soit T : X −→ X une application, x0 ∈ X et λ ∈ [0, 1] La suite {xn}∞n=0

donnée par :

xn+1 = (1− λ)xn + λTxn;n = 0, 1, 2, ... (*)

est appelée l’itération de Krasnoselskii. Elle est notée par Kn(x0, λ, T )
à partir de l’égalité (*) lorsque λ = 1, l’itération de Krasnoselskii se réduit

à l’itération de Picard.

Itération de Mann

Pour obtenir des points fixes pour certaines cas pour les quelles l’itération
de Picard échoue, un nombre de procédures d’itération de point fixe ont été
développé, comme la méthode itérative de Mann .

définition :
Pour x0 ∈ K,(an)n la suite qui vérifie les conditions suivantes :

— a0 = 1

— 0 ≤ an < 1,∀n ∈ N∗

—
∑

n an = +∞

la suite {xn}∞n=0 telle que :

xn+1 = (1− an)xn + anT (xn)n = 0, 1, 2, ... (3.1)

est appelée itération de Mann.

Remarque :
Si la suite an = λ(const), alors la procédure itérative de Mann se réduit
évidemment à l’itération de Krasnoselskii

Itération d’Ishikawa

Ishikawa a développé une autre méthode d’itération en 1974.
Définition Pour x0 ∈ K, la suite {xn}∞n=0 définie par
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xn+1 = (1− an)xn + anT [(1− bn)xn + bn.Txn] n ∈ N (3.2)

où {an}∞n=0 et {bn}∞n=0 sont des suites réels satisfaisants 0 ≤ an, bn ≤ 1, est
appelée itération d’Ishikawa. Elle est notée par I(x0, an, bn, T ).

L’équation (1) peut être réécrite sous forme d’un systéme


yn = (1− bn)xn + bn.Txn n ∈ N

xn+1 = (1− an)xn + an.T yn n ∈ N
(3.3)

3.2 Itération de Mann modifiée et Itération d’Ishi-
kawa modifiée

certains auteurs ont considéré d’autres types de schémas itératifs soidi-
sant itération de Mann modifié, en remplaçant l’opérateur T par T n avec ce
changement dans le schéma d’ishikawa, on obtient :

xn+1 = (1− an)xn + anT
n(yn), n ∈ N∗ (3.4)

yn = (1− bn)xn + bnT
n(xn), n ∈ N∗ (3.5)

où (an)n et (bn)n est une suite réelle positives satisfait les conditions sui-
vantes

— 0 ≤ an, bn < 1∀n
— lim

n→+∞
bn = 0

—
∑

n anbn = +∞

et x0 ∈ X est arbitraire. elle est appelé la procédure d’Ishikawa modifié. Pour
obtenir l’itérattion de Mann modifié il suffit de prendre bn = 0.
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3.3 Itération de Mann avec erreur et Itération
d’Ishikawa avec erreur

Les deux schémas de Mann et d’Ishikawa ont connu aussi un autre chan-
gement et autres appelations , procédure itérative de Mann avec erreur et
procedure itérative d’Ishikawa avec erreur. Elle étaient introduites comme
suit :

(i) Man avec erreur
Soit K un sous ensemble non vide d’un espace de Banach E et T :
K −→ E un opérateur. La suite (xn)n définie par :

xn+1 = (1− an)xn + anT (yn) + un, n ∈ N∗ (3.6)
yn = (1− bn)xn + bnT (xn) + vn, n ∈ N∗ (3.7)

où (an)n et (bn)n deux suites réelles positives satisfaient les conditions
suivantes :

— 0 ≤ an, bn < 1∀n

— lim
n→+∞

bn = 0

—
∑

n anbn = +∞

et x0 ∈ X est arbitraire, (un)n, (vn)n des suite définie sur K avec :∑
∥ un ∥< ∞,

∑
∥ vn ∥< ∞,

(ii) Ishikawa avec erreur
Soit K un sous ensemble non vide convexe de E et T : K −→ E est
une application. ∀x0 ∈ K, la suite itérative (xn)n est définie par :

xn+1 = anxn + bnT (yn) + cnun, n ∈ N∗ (3.8)
yn = a′nxn + b′nT (yn) + c′nun, n ∈ N∗ (3.9)

où (un)n et (vn)n sont des suites bornées sur K et (an), (bn), (cn), (a′n), (b′n), (c′n)
des suites définies sur [0, 1].
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Algorithme de Mann

Définition ([3]page 89)

Soit E un espace vectoriel normé, C un ensemble convexe de E et T :
C −→ C une application et x1 ∈ C une valeur arbitraire. Soit A = [anj] une
matrice réelle qui satisfait les conditions suivantes :

— (A1) anj ≥ 0,∀n, jetanj = 0, j > n

— (A2)
∑n

j=1 anj = 1,∀n ≥ 1

— (A3) lim
n→+∞

anj = 0,∀j ≥ 1

la suite définit par :

xn+1 = T (vn)

où

vn =
∑n

j=1 anjxj

est dite le processus itératif de Mann notée M(x1, A, T ).
Remarque Il existe une littérature trés riche sur la convergence de l’itéra-
tion de Mann pour différentes classes d’opérateurs considérées dans différents
espaces. On commence par le premier théorème donné par Mann puis géné-
ralisé par Dotson.

3.4 Itération normale de Mann
Définition

Soit (X; d) un espace métrique. L’opérateur f : X → X est appelé opéra-
teur de Zamfirescu s’il existe des nombres réels α, β, γ satisfaisant 0 < α < 1
, 0 < β < 1 , 0 < γ < 1

2
tels que pour tout x, y ∈ X, l’une des conditions

suivantes est vérifiée

(Z1)d(f(x), f(y)) ⩽ αd(x, y),
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(Z2)d(f(x), f(y)) ⩽ β[d(x, f(x)) + d(y, f(y))],

(Z3)d(f(x), f(y) ⩽ γ[[d(x, f(y)) + d(y + f(x))]).

Théorème([3]page 100)

Soit K un sous ensemble fermée convexe d’un espace de Banach uniformé-
ment convexe E et f : K → K un opérateur de Zamfirescu. Alors le schéma
itératif de Mann (xn)n défini par

xn+1 = (1− an)xn + anf(xn), n ∈ N

Où (an)n satisfait les conditions suivantes :

(1) a1 = 1,

(2) 0 ≤ an < 1,∀n > 1,

(3)
∑

an(1− an) = ∞

converge vers l’unique point fixe de T .

Remarque

On note par M(x1, an, T ) le schéma itératif défini dans ce théorème, il
est dit schéma itératif normal de Mann associé à une application T avec une
valeur initiale x1 et une suite de paramètre an.

3.5 Itération de Mann avec erreur
La construction du schéma itératif de Mann avec erreur ou d’Ishikawa

avec erreur vient de calcul numérique.
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Théorème

Soit H un espace de Hilbert réel, K un sous ensemble compact convexe de
H et T : K → K une application continue hemicontractive. Soit (an)n, (bn)n, (cn)n
des suites réelles dans [0,1] qui satisfaient les conditions suivantes :

(1) an + bn + cn = 1,

(2) lim
n→+∞

bn = 0,

(3)
∑∞

n=0 bn = 0,

(4) 0 ≤ bn + cn < 1.

Alors le schéma itératif de Mann avec erreur converge fortement vers le point
fixe de T .
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APPLICATION

Exemple 1 :

On considère la fonction :

f :]0,+∞[−→ R

donnée par : f(x) = 1√
x2+1

complètement continue et fortement décroissante
et

P = {x ∈ R, x > 0}

un cône normal , solide .
(1) f(0) = 1 > 0 ;
(2) f(f(0)) = 1√

2
;

(3) Pour x ≥ α(α > 0) et 0 < t < 1 :

f(tx) < t−1f(x)

car :
On a : f(xt) = 1√

(tx)2+1

et
(tx)2 + t2 < (tx)2 + 1 =⇒

√
t2((tx)2 + 1) <

√
(tx)2 + 1

d’où
1

t
√
x2 + 1

>
1√

(tx)2 + 1
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alors d’après le le corollaire (2.2.1) f admet un unique point fixe positif x∗ > 0,
de plus on peut construire successivement la suite xn = f(xn−1), ∀n ∈ N∗,
telle que pour tout point initial x0 ∈ P , on a :

∥ xn − x∗ ∥→ 0 quand n → +∞

nous avons f(x) = x ⇒ x∗ =
√

−1+
√
5

2

Programmes d’applications sous logiciel Matlab

1.Itération de Picard

function [X] = picard(n,x0)

X(1)=1/sqrt(1+x0^2) ;
for i=1 :n+1

X(i+1)=1/sqrt(1+X(i)^2) ;
end
end

2.Itération de Mann

function [X] = mannnn(n,x0)

for i=1 :n+1
a=1/(i+1) ;
X(1)=1/sqrt(1+x0^2) ;
X(i+1)=(1-a)*X(i)+a*(1/sqrt(1+X(i)^2)) ;
end
end
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1.Iteration de Picard

n xn |xn − x∗| |xn − x∗|
xn

1 0.4472 0.3389 0.4311
3 0.7385 0.0476 0.0605
6 0.7888 0.0027 0.0034
9 0.7860 0.001 0.0012

2.Iteration de Mann

n xn |xn − x∗| |xn − x∗|
xn

10 0.7761 0.01 0.0127
50 0.7850 0.0011 0.0013
100 0.7857 0.0004 0.0005
167 0.7860 0.0001 0.00012

Commentaire
La procédure itérative de Picard se rapproche du point fixe et
donne x9 = 0.7860 , alors que les procédures itératives de Mann
donne x167 = 0.7860 ; la convergence de la procédure d’itération
de Mann est trés lente dans ce cas .

Exemple 2 :

On considère la fonction croissante f définie par :f(x) =
1

2
x+1

sur [0,+∞[, qui admet un point fixe unique x∗ tel que x∗ = 2
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Programmes d’applications sous logiciel Matlab

1.Itération de Picard

function [X] = Picard(n,x0)

X(1)=(1/2)*x0+1 ;
for i=1 :n+1
X(i+1)=(1/2)*X(i)+1 ;
end
title(Itération de Picard)
end

2.Itération de Mann

function [X] = Mann(n,x0)
for i=1 :n+1
a=1/(i+1) ;
X(1)=(1/2)*x0+1 ;
X(i+1)=(1-a)*X(i)+a*((1/2)*X(i)+1) ;
end
title(Itération de Mann)
end
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1.Iteration de Picard

n xn |xn − x∗| |xn − x∗|
xn

1 1,5000 0,5 0,25
4 1,9375 0,0625 0,0312
8 1,9961 0,0039 0,00195
12 1,9998 0,0002 0,0001

1.Iteration de Mann

n xn |xn − x∗| |xn − x∗|
xn

1 1,5000 0,5 0,25
6 1,7744 0,2256 0,1128
12 1,8388 0,1612 0,0806
17 1,8642 0,1358 0,0679
83711 1.9981 0,0019 0,00095

Commentaire
La procédure itérative de Picard se rapproche du point fixe et
donne x12 = 1.9998 , alors que les procédures itératives de Mann
donne x83711 = 1.9981 ; la convergence de la procédure d’itération
de Mann est trés lente dans ce cas .

Exemple 3 :

Soit X = [0; 1] et f : X −→ X donné par f(x) = (1− x)6

alors f admet deux points fixes p1 et p2 où p1 = 0, 2219 et p2 =
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2, 1347

Programmes d’applications sous logiciel Matlab

1.Itération de Krasnoselskii

function [X] = Krasnoselskii(n,λ, x0)

for i =1 :n
X(1) = (1-λ) * x0 + λ * (1-x0)^6 ;
X(i + 1) = (1-λ)* X(i) + λ *(1-X(i))^6 ;
end
end

2.Itération de Mann

function [X]= Mann(n,x0)

for i=1 :1+n
a = 1/(i+1) ;
X(1)=(1-x0)^6 ;
X(i+1)=(1-a)*X(i)+a*(1-X(i))^6 ;
end
end
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1.Iteration de Krasnoselskii

n xn |xn − x∗| |xn − x∗|
xn

1 1.5 1.2781 5.7598
3 0.379 0.1571 0.7079
5 0.2322 0.0103 0.0464
6 0.2214 0.0005 0.0022

2.Iteration de Mann

n xn |xn − x∗| |xn − x∗|
xn

1 1 0.7781 3.5065
20 0.2224 0.0005 0.0022
30 0.2221 0.0002 0.0009
48 0.2219 0 0

Commentaire
La procédure itérative de Krasneselskii se rapproche du point fixe
p1 et donne x6 = 0.2214 , alors que les procédures itératives de
Mann donne x6 = 0.2378 ; la convergence de la procédure d’ité-
ration de Mann est trés lente dans ce cas après 48 itérations on
obtient x48 = 0.2219.
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CONCLUSION

Le développement de la théorie du point fixe a permis à l’ana-
lyse non linéaire de faire un grand bond , Dans notre travail, on a
présenté quelques théorèmes du point fixe pour les opérateurs mo-
notones (les opérateurs croissants et les opérateurs décroissants).
nous avons aussi appliqué les méthodes itératives (Mann , Picard
et Krasnoselskii) , ce qui nous donne l’avantage immédiate de
chaque méthode .
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Résumé 

Dans ce mémoire on a présenté quelques théorème du point fixe 

pour les opérateurs monotones puis on a appliqué les méthodes 

itératives (Man , Picard et Krasnoselskii ) pour l’approximation des 

points fixes . 

 

Abstract 

  In this work we Presented some fixed point theorems for monotonic 

operators and then we applied the iterative methods (Man , 

Picard,krasnoselskii ) to approximate the fixed point 

 

 

 ملخص

 

ل االهدف من هذه المذكرة هو تقريب نقطة ثابتة للعوامل الرتيبة باستعم    

 ، و كراسنوزلسكي" "picardبيكار" "، Mann" خوارزميات التقريب لمان

Krasneselskii "   وذلك بإثبات التقارب بواسطة نظريات تقريب نقطة

 ثابتة.
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