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Introduction

L’histoire du calcule stochastique a débuté avec le mouvement Brownien avec les travaux
de L.Bachelier a Paris qui a crée un modéle de ce mouvement en étudiant le comportement dy-
namique de la bourse Parisienne dans les années 1900. Un modéle du mouvement Brownien a
été aussi proposé par Einstein en 1905, décrivent le mouvement de particule suspendue dans un
liquide, malgré I'influence de son article, Einstein n’a pas pu prouver mathématiquement I’exis-
tence d’un tel objet, il a fallut attendre le développement de la théorie de la mesure par Borel et
Lebesgue pour pouvoir avoir les outille nécessaire a une telle construction.

C’est N.Wiener qui en 1923 a donné la premiére construction rigoureuse du mouvement Brow-
nien qui est définit comme un processus stochastique a trajectoires continue et suivant la loi
normale, et a donné par la suite beaucoup de ses propriétés, deux des plus notables :les trajec-
toires du mouvement Brownien on une variation quadratique non nul, les variation totales de ses
trajectoires est infinie. Il a aussi définit une sorte d’intégrale par rapport au mouvement Brow-

nien : I'intégrale de Wiener.

Une avance importante dans le domaine du calcule stochastique a été apporté par Kolmogo-
rov par son développement rigoureux de la théorie des probabilité en utilisant la théorie de la

mesure,et ces travaux sur le processus de Markov.

Un peut étre des plus importante figure dans le domaine de I'intégration stochastique est
sans doute Kiyosi Itd, non seulement par ces nombreuse contributions a la théorie des processus
stochastique en générale mais aussi comme pionnier du domaine de I'intégration stochastique et
conséquemment la théorie des équations différentielles stochastiques, It6 avait réussit en 1944 a
généraliser 'intégrale de Wiener pour inclure des intégrante stochastique, par la suite, il a donné
dans un article daté de 1951, sa premiére démonstration d’'une formule qui est analogue aux
développement de Taylor d’une fonction de classe C> composée avec un processus stochastique,

cette formule est souvent appelé formule d’It6. Le développement de la théorie a continuer avec



Doob qui a généralisé la classe d’intégrants des intégrales stochastique, et qui donne son premier
théoréme de décomposition de sous-martingale a temps discret,puis vient P.A Meyer, qui a donné
une décomposition des sous-martingale a temps continue en utilisant la théorie du potentielle,
généralisant ainsi celle de Doob, Meyer a aussi fait une étude approfondie des L?-martingale qui
est étre importante par la suite

La théorie des équations différentielle stochastique s’est vite développée depuis les travaux
d’It6 en raison de son utilité dans différent domaines comme la biologie, la physique, les fi-
nances..., le traitement des équations différentielles partielles stochastiques a commencé bien
apres et a été motivé par les mémes applications, le premier traitement de ces équations a com-
mencé avec Baklan, qui a donné un théoréme d’existence de solution d’EDPs stochastiques pa-
raboliques dans les espaces de Hilbert, sa méthode a consister a réécrire ’équation en question

sous forme intégrale avec I’aide des fonctions de Green.

En réécrivant ces équations sous forme intégrale par rapport a la variable temporelle, on
donne une formulation variationnelle du probléme associe a cette équation, I’existence et unicité
de ces solutions variationnel a été abordé pour la premiére fois par Bensoussan et Temam, puis

par Pardoux,Krylov et Rozonvskii et bien d’autres.

En contraste aux EDPs classique, la théorie des EDPs stochastiques a trés vite eu une transi-
tion de I’étude de probléemes concrets a une théorie générale, la plus part de ces équation traité
comme des équations d’évolution dans un espace de Hilbert ou de Banach n’ont pas de connec-
tions spécifique aux équations trouvé dans les domaines d’applications.

Ce mémoire a pour objectif de donner une introduction a la théorie du calcule stochastique,
le premier chapitre introduit certain aspect de la théorie des probabilité, le deuxieme aborde le
calcule stochastique, et pour finir dans le troisiéme chapitre on étudie une équation différentielle

stochastique de type parabolique : ’équation de la chaleur.



Chapitre 1

Notions sur la théorie des probabilités

1.1 Rappel sur la théorie générale de la mesure

1.1.1 Notion de Tribus

On donnera dans cette section un petit sur la théorie de la mesure, qui sera utile par la suite

pour introduire la théorie des probabilités.

Définition 1.1 (o-algébre, Tribu). soit X un ensemble non vide et P(X) 'ensemble de ces
parties,on dit que A C P(X) est une o-algébre ou tribu si :

(1. X € A.

(2).siAc A = A°c A

(3). pour toutes (A;);e; C A avec I dénombrable nous avons U A e A
les éléments de A sont appelées les parties mesurable de X ,on Zci{c que (X, .A) est un espace

mesurable.

Remarque 1.1. D’aprés la définitions d’une tribu, on peut montrer facilement les propriétés
suivante

1. ) € A, en effet par la propriété (1) et (2) X e A = X°=0ec A

2. Si (Ap)nen C A alors (), oy An € A, en effet d’apres (2) on a (45)pen € A =

UnEN Ay = (ﬂnEN A)c €A

Exemple 1.1. Donnons certaine exemples de tribus :
1. P(X) est trivialement une tribu sur X.
2. Si B € P(X) alors 'ensemble {B, B¢, (), X'} est une tribu sur X, c’est d’ailleurs la plus

petit tribu sur X contenant B



1.1. RAPPEL SUR LA THEORIE GENERALE DE LA MESURE

Définition 1.2. Soit f : X — Y une application , mon munit Y d’une tribu B, on définit

I’ensemble suivant

A= f71(B):={f(B), BeB}
c’est une tribu sur X, appelé tribu image réciproque.

Le lemme suivant donne une propriété importante portant sur I'intersection quelconque de

tribu

Lemme 1.1 ([Rud87])). Soit (A;)ic; une famille de o-algébres sur X, alors (,.; A; est aussi une

o-algebre sur X.

Démonstration : (1) Ona X € A;;i € [ donc X € ﬂAZ-, (2) Si A; € A;,i € [ alors

i€l
A¢ € Aji € I donc A° € () Ai (3) Si (Ap)ken C Ay i € Talors Ay € A, Vk € N,Vi € T
el
donc U Ay € A, Vi € I ce qui implique U A € ﬂAi.
keN keN el

Avec le lemme précédent on peut définir la notion de tribu engendré par une famille de parties :

Définition 1.3 (Tribu engendré par une famille de parties). Soit /' C P(X) on définit :

o(F) = N A

A o-algébre ,FCA
alors o(F') est une o-algébre appelé la o-algébre engendrée par I, c’est la plus petite tribu sur X

qui contient F'.

Remarque 1.2. (a) Si 9N est une tribu sur X alors on a trivialement o (9t) = M.
(b) SiA, B C P(X)alorsona A C o(B) et par définition de la tribu engendré par une partie
o(A) C o(B).
(c) Si A C 9, avec M une tribu sur X, alors o(A) C M.

On passe maintenant a définir une tribu important qui va étre utilisée dans beaucoup d’instance.

Définition 1.4. Soit 7 une topologie sur X on appelle tribu de Borel sur X la plus petite tribu

engendrée par 7 et on note : Z(X) = o(7)
On se place a présent dans le cas de R".
Définition 1.5. On définit I'’ensemble des pavés ouverts de R" par
I (R") = {lar,b1[x...x]an, by[: a;,b; e R,j =1,...,n}

7



1.1. RAPPEL SUR LA THEORIE GENERALE DE LA MESURE

Proposition 1.1 ([Sch11]). Soit _# (R") I'ensemble des pavés ouverts deR", alorsonac(_# (R")) =
PB(R™)

Proposition 1.2 ([Bal17])). L’ensemble B(R) est engendré par les familles suivante : {] — 0o, a],a € R},
{] —o00,al,a € R}, {[a, +o0[,a € R}, {]a, +o0[,a € R}

1.1.2 Applications Mesurables
On passe maintenant a la notion d’application mesurables X :

Définition 1.6 (Application mesurable). Soit (X, .A), (Y, B) deux espaces mesurables, on dit
qu’une application f : (X, A) — (Y, B) est mesurable ou (A — 3 mesurable) si :

VBeB :f'(B)e A

Définition 1.7 (Tribu engendrée par une famille d’applications). Soit X un ensemble non
vide et (Y, B) un espace mesurable, soit H = { f;,7 € I} une famille d’applications de X vers Y,

on définit la tribu o(H) comme la plus petite tribu sur X rendant tout les ¢ € H mesurables :

o(H) = ﬂ./\/lj , Mj,j € Jtribusur X etVj € J Vi€ I: f; est (M, — B mesurable)

jeJ
Exemple 1.2. Si (Y, B) est un espace mesurable, X ensemble non vide, f : X — Y une applica-

tionet H = {f} alorsona:

o(H)={f"(B)|BeB}

c’est la tribu image réciproque.

1.1.3 Mesures

Définition 1.8. Soit (XX, .A) un espace mesurable, on appelle mesure positive sur X toute appli-
cation p : X — [0, 00| vérifiant :

L (@) =0

2. Si(Ap)nen C Aavec A; N A; =D sii# jalors:

m (U An> => u(A,)

neN neN

on dit alors que (X, A, ;1) est un espace mesuré.

8



1.1. RAPPEL SUR LA THEORIE GENERALE DE LA MESURE

Proposition 1.3 (Propriété élémentaire d’'une mesure positive,[Rud87]). .

1. Monotonie:Si A,B € Aet A C B alors: u(A) < u(B)

2. Sous-additivité : Si (A,)nen C A alors: U A, ] < Z,u(An)

neN neN
3 Si(Ap)nen C AetsiA, C Ay Vn € Nalors: U An> = lirf w(Ay)
n—-—+0o0o
neN
4 Si (Aneny C Acetsi A, DO Aur Yn € N avee u(Ag) < oo alors : (ﬂ An> =
neN
i #(4n)

Exemple 1.3. Soit (X, 9t) un espace mesurable, on donne certain exemple de mesures
(1). (mesure de Dirac), Soit z € X alors I'application 0, : 9t — {0, 1} définit comme suit,

VA e M

1 sizeAd
d:(A) =
0 six¢A

est une mesure appelé mesure ou masse de Dirac.

(2.) (Mesure de contage) L’application définit sur 91 suivante

A Card(A) si A est finie

400 si A est infinie

est une mesure, appelé mesure de contage.

Définition 1.9 (Partie négligeable,Mesure compléte). Soit (X, A, ;1) un espace mesuré.

— On dit qu’une partie N C X est négligeablesi: 3D € A: N C Detu(D) =0

— On dit qu’une la mesure ;. est complete si toutes partie négligeable est mesurable

Définition 1.10. Soit (X, 91, 1) un espace mesuré, on dit que la propriété P est vrai presque-
partout (on P est vrai écrit p.p) si elle est vrai sur un ensemble mesurable A € 91 de complémen-

taire A° négligeable.

Remarque 1.3. La propriété d’égalité presque partout entre deux applications mesurables est

une relation d’équivalence sur 'espace des applications mesurables.
Proposition 1.4 (Complétion des mesures,[Rud87]]). Soit (X, A, 1) un espace mesuré,soit
A'={FCX|3JA, Be A: ACEC Betpu(BnA®) =0}

On définit alors u* : A* — [0, 40| par : pour E € A* u*(E) = u(A), ainsi A* est une tribu

sur X appelé la ;1" -complétion de A, et ;i* est une mesure compléte sur A* qui prolonge f.

9
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On énonce maintenant un théoréme fondamentale sur I'existence d’une mesure positive sur

R (plus précisément sur Z(R)).

Théoréme 1.1 (Mesure de Lebesgue,[Rud87]]). Il existe une unique mesure positive sur (R, (R)),notée
A telle que :
A(a, b)) =b—a,Va,b € R,a <b

Remarque 1.4. Cette mesure coincide avec la notion de longueur sur les intervalles bornés, en
dimension 2, la mesure de Lebesgue d’un ensemble convexe borné sera égale a la surface délimité

par la frontiére de cette ensemble, en dimension 3, cette mesure coincide avec la notion de volume.

Remarque 1.5. une question qu'on pourrait ce poser est la complétude de la tribu borélienne
A (R) par rapport a la mesure de Lebesgue \la réponse est négative, il suffit de considérer les
ensembles de Cantor C' qui est de mesure nulle :(A(C') = 0) mais qui contient des sous ensemble

qui ne sont pas mesurables (qui ne sont pas dans Z(R)).

Définition 1.11 (Tribu de Lebesgue). On appelle tribu de Lebesgue dans R noté £(R) la
tribu qui compleéte Z(R) pour la mesure . On appelle encore mesure de Lebesgue la mesure
complétée

A L(R) — [0, +o0]
On peut étendre cette définition sur R? pour la mesure et tribu de Lebesgue :

Théoréme 1.2 (Mesure de Lebesgue sur R [Rud87]). Il existe une unique mesure positive
sur (R4, L(R?)) noté \ telle que pour tout pavé ouvert P =|ay, by[x]az, ba[x - - X]ag, ba[C R? on
ait :

d

AP) =T = a)

i=1

Proposition 1.5 ([Rud87])). Pour tout A € L(R?) ona:
— MA) =inf {\(V) | V ouvert ,V D A} (régularité extérieure)
— MA) =sup{\(K) | K compact , K C A}(régularité intérieure)

— ) est invariante par translation et rotation.

10



1.1. RAPPEL SUR LA THEORIE GENERALE DE LA MESURE

1.1.4 Intégrale d’application mesurable

On va maintenant définir la notion d’intégrale d’'une application mesurable par rapport a une

mesure positive, on commence par la définition des application simple :

Définition 1.12 (Application Simple). Soit (X, A, ;1) un espace mesurée, et s : X — R On dit
que s est application simple si son image consiste en un nombre finie de point ,si on suppose que

a1, Qg - - - v, sont les valeurs que prend s et en notant A; = s~!(q;) alors :

n
§ = E a;ll 4,
i=1

Remarque 1.6. Une conséquence de la définition des applications mesurables est le fait que s

est mesurable si et seulement si les A; sont mesurables.

On notera par la suite £1(X) I’ensemble des applications simple positive

Définition 1.13 (Intégrale d’une application simple,application mesurable). soit (X, A, ;1)
un espace mesurée, et s : X — [0, +00[ une application simple mesurable, on définit I'intégrale

de s sur X comme suit :
/ sdp = Z aifi(A;)
X i=1

si f: X — [0, +00[ une application mesurable, on définit I'intégrale de f sur X comme suit :

/fdu:sup{/ sdu|3§f,s€€+(X)}
X X

on définit aussi I'intégrale de f sur une partie mesurable A C X comme suit

/AdeZ/XfllAdu

Remarque 1.7. Si f est une application mesurable quelconque (non nécessairement positive)

alors on peut I'écrire sous la forme suivante

f=f"—f avec ff:=max(f,0)et f~ :=max(—f,0)

Définition 1.14 (Application intégrable). Soit f : X — R une application mesurable, on dit

que f est intégrable si

[ 1t < o

11



1.1. RAPPEL SUR LA THEORIE GENERALE DE LA MESURE

dans ce cas on définit I'intégrale de f sur une partie A C X mesurable comme suit :

/A fu = /A [y - /A fdp = /X FLady— /X FLady

Si f : X — C est une application mesurable on dit que f est intégrable si avec la notation

f=h+ifo, fi=R(f),fo=S(f2) ona

[l <ocet [ |nldu<oc
X X

on définit 'intégrale de f sur une partie mesurable A C X comme suit

/AfdMZ/Afldqui/Afzdu

Proposition 1.6 ([Rud87]]). Soit f,g : X — C deux application intégrables, alors on a les pro-
priétés suivante :

1. Vo, € Cona(af + Bg) est intégrable de plus
[+ sgdu=a [ gau+s [ ga
X X X

/deu‘ S/le\du

3. Si f et g prennent leur valeur dans R, et f < g alors/ fdu < / gdpu
X X

2. On a la propriété suivante :

4. Si f = g presque partout alors/ fdp = / gdp
X X

Définition 1.15. Soit (X, 91, 1) un espace mesuré, p € [1, +00], on définit I'espace suivant

LP(p) := {[f], f: X — R mesurable et /|f|pdu < oo}
b

avec [f] ={g: X — R mesurable : f = g p.p}, ces espaces sont appelés espaces de Lebesgue.

Proposition 1.7 ([Rud87]). Soitp € [1,+00] alors I'espace LP(11) est un espace de Banach pour la
norme || f|l, = ([x[fPdp)?, f € LP(p).

Théoreme 1.3 ([Rud87]). Soit f,, : X — C une suite de fonction intégrable telle que :

Z/Ifn\du < 00

neN

alors la série (> fn)n converge absolument pour presque tout x € X vers une fonction f intégrable

[ tan=3 [ p

neN

de plus :

12



1.2. INTRODUCTION A LA THEORIE GENERALE DES PROBABILITES

1.2 Introduction a la théorie générale des probabilités

La théorie des probabilités a été formalisée par Kolmogorov dans les années 30,en se basant

sur la théorie de la mesure.

Définition 1.16 (Espaces de probabilité). une probabilité sur un espace mesurable (€2, .4) est

une mesure positive P : A — [0, 1] telle que P(Q2) =1

le triplet est appelé espace de probabilité,pour des raisons historiques a une terminologie
spécifique :

— Une partie A € A s’appelle un événement.

— Un point w € () s’appelle une observation,ou une expérience, quand w € A on dit que w
est une réalisation de I’événement A.

— L’ensemble vide () est I’événement impossible,et 'ensemble € est I'événement certain.

— Si A € Aest événement on dit que :
— A est presque impossible si P(A) = 0.
— A est presque certain ou presque sur si P(A) = 1.

— Le terme "presque partout” (pour la mesure P) se traduit par 'expression presque sur-
ement, abrégé (p.s.)

Dans tout ce qui suit on prend F un espace topologique, on choisira souvent £ = R?

Définition 1.17 (Variables aléatoires). On appelle variable aléatoire (abrégé : v.a) toutes ap-
plication X : (2, A) — (F, Z(F)) qui soit A — %(E) mesurable ,si £ = R on appelle X un
vecteur aléatoire.

pour d = 1, on dit variable aléatoire réelle (v.a.r)

d
Dans tout ce qui suit on note pour x € R?: |z|* = E 77 la norme Euclidienne du vecteur z.
i=1

Définition 1.18 (Espérance,Variance,Covariance). Soit ({2, A, P) un espace de probabilité on

appelé Espérance de la vaa.r X : {2 — R la quantité :

E[X] = /Q XdP = /Q X (w)P(dw)

dans le cas ou X = (X, Xy, ..., Xy) est un vecteur aléatoire on définit 'espérance de X comme

E[X] = (/QdeIED,/QXQdP,...,/QXde)

13

suit :



1.2. INTRODUCTION A LA THEORIE GENERALE DES PROBABILITES

On appelle la variance du vecteur aléatoire X la quantité :

Var[X] = /Q|X — E[X]|?dP = E[(X — E[X])?]
On appelle covariance de deux variables aléatoires réels X, Y la quantité :

Cov[X,Y] = E[XY]| — E[X]|E]Y]
Proposition 1.8. On a la propriété que
VarlX] = BIX? — (B[X])?
Démonstration En notant mx = E[X] on développe Var[X] :
E[(X — E[X])?] = E[X? 4+ (mx)® — 2mx E[X]]
= E[X* + m% E[lg] — 2mx E[X] = E[X?] +m5 — 2m% = E[X?] — m%

Définition 1.19 (Loi d’une variable aléatoire). Soit ({2, A, P) un espace probabilisé, et X une

v.a, on appelle loi ou distribution d’une variable aléatoire X la mesure image de [P par X.

On la note 1 x, on dit alors que X suit la loi ytx,et I'on note X ~ px.

Par définition donc on a :
VB € B(RY) ux(B) =P(X € B) =P(X }(B))

de plus : pux(R?) = 1 donc p1x est une probabilité sur R%.
On passe maintenant a un théoreme important nous permettons de calculer les intégrales de

fonction dépendant d’une variable aléatoire X en ne connaissant que la loi que suit X :

Théoréme 1.4 (Théoréme de transfert,[Kry02]). Soit X : Q — R? une v.a, ux la loi de X
Alors pour une fonction o : (R? B(R?)) — (R, B(R)) on a la propriété suivante : ¢ est jix-

intégrable si et seulement si p o X est IP- intégrable de plus on a la formule

/Rd@(x)ﬂx(dx) :/sa(X(w))]P(dw)

Q

Remarque 1.8. On remarque que l'on peut reformuler le théoréme précédant en utilisant la

fonction F :

Plpo X] = Elp(X)] = | ¢(X(@)P() = [ plo)ux(da)

R4
en particulier pour une v.ar X ona:

PIX) = [ aps(do) et BLX?) = [ sl

14



1.2. INTRODUCTION A LA THEORIE GENERALE DES PROBABILITES

on a précédemment vu dans la premiére partie que certain mesure peuvent étre définit comme
une intégrale d’une certaine fonction (mesurable) positive par rapport a une autre mesure,en

supposant que fx soit une mesure possédant une densité fx on peut écrire :

px = fx. A = VB € B[R ona:ux(B) = / fxdA
B

Avec )\ la mesure de Lebesgue, on dit alors que fx est la densité la v.a X, ou que X est a densité

f
Iexpression de 1y peut s’écrire sous la forme suivant : dux = fxdA.

En supposant que ¢ : R? — R mesurable on aura I'expression de I'espérance de la v.a o(X) :

Plo(X)] = [ pla) fs(a)da

en particulier si on travaille sur R :

E[X] :/xfx(x)dx
R
Définition 1.20 (Moment d’ordre |a|). soit X : Q — R une v.a suivant la loi py, et o =

(a1, an, ..., aq) € N? un multi-indice on dit que X est a moment d’ordre || si : /

r*ux(dr) <
R4

00, et est a moment absolu d’ordre « si :/ |z|“px (dr) < oo avec la notation 2 = x7".25°.. 25"
Rd

d
et |a] = Zai.
i=1

Définition 1.21 (Fonction de distribution). Soit (2,4, P) un espace de probabilité, et X :

Q — R? une v.a,pour tout x = (2, 22, ..., 7q),y = (Y1, %2, .., ya) € R%, on note
x <yvoulantdire : x; <y; Vi=1,....d
avec cette notation on définie la fonction F : RY — [0, 1] comme suit :
Fx(z) :=P(X < z) Vz € R?

Remarque 1.9. Silava X esta densité fx : R? — R, on aura alors 'expression de la fonction

de distribution de X comme suit :

T1 T4
F(.CU) = F<xlax27"'7xd) :/ / fX(y17y27"'7yd)dy1---dyd

On va maintenant s’intéresser a un certain type de variable aléatoire suivant une lois a densité

particuliere appelé lois Gaussienne :

15



1.2. INTRODUCTION A LA THEORIE GENERALE DES PROBABILITES

Définition 1.22 (Variable Gaussienne). Soit X une v.a.r, on dit que X est Gaussienne de

paramétres m et 02, (avec m € R, o > 0) si X est a densité px : R — R, avec

px(x) = . 6_%<x _Um>2

oV 21

et on écrit X ~ A (m, 0?)

1.2.1 Indépendance

La notion d’indépendance est fondamentale en théorie de probabilité, et c’est ce qui qui la

distingue comme entant bien plus qu'une simple modification de la théorie de la mesure.

Définition 1.23 (Indépendance de v.a). Les X1, Xs, ..., X, des v.a prenant leur valeurs dans les
espace mesurables (E1, &), (F2, &3), ..., (E,, &,) respectivement, sont dites indépendante si:VA; €
éal, AQ € gQ, ceey A, € &,

P(X; € A, Xo€ Ay, ... X, € A,) =P(X; € A4)).P(X, € A)..P(X,, € A,)
ou plus explicitement :
P <ﬂ X_I(Ai)> = H P(X7H(4))
i=1 i=1
Définition 1.24 (Indépendance d’événements). Les événements Ay, A, ..., A, € Z sont dit

indépendant sipourtout 1 <[/ <netl <y <z <...<iy<n

i i
((14) - TTrtan
k=1 k=1
Définition 1.25 (Indépendance de sous tribus). Soit %, %5, ..., %, des tribus incluse dans la

méme tribu .%, on dit que les .%;,1 < i < n sont indépendantes si pour tout A; € F;,A; €

yl, ...,Al S yl ona
P (ﬂ Ai> =[P4
i=1 i=1

Remarque 1.10. On peut facilement démontrer que les v.a X, X», .., X,, sont indépendantes si

et seulement si les tribus 0(X1), 0(X5), ..., 0(X,,) sont indépendantes.

Définition 1.26. Soit X une v.a, et Z une tribu, on dit que X est indépendante de ¥ si les deux

tribus 0 (X ) est Z sont indépendantes.

Remarque 1.11. Il est facile de monter que X est indépendante de ¥ si et seulement si X est

indépendante de toutes Z-mesurable v.a W.

16



1.2. INTRODUCTION A LA THEORIE GENERALE DES PROBABILITES

Théoréme 1.5. Soit X, Y deux variable Indépendantes aléatoires prenant leur valeur dans (E, (E))
et (G,B(Q)) respectivement,soit aussi p : (E,B(E)) — (F,B(E")), ¢ : (G,B(G)) —
(G', B(G")) deux fonctions mesurables, alors les variables aléatoires ¢(X) et 1(Y') sont indépen-

dantes.

Démonstration Pour ' € B(E'), D' € B(G')onaC = o }(C') € B(E)et D =y~ 1(D') €
A(G) et donc on a

Plp(X)eC',9(Y)e D)=P(X e C,Y € D)

P(X € O)P(Y € D)
P

(e(X) € C)P((Y) € D)

1.2.2 Fonction caractéristique

On introduira dans cette bref section une fonction importante dans le domaine des probabi-

lités, la fonction caractéristique associé a un vecteur aléatoire :

Définition 1.27 (Fonction caractéristique). Soit X :  — R? un vecteur aléatoire on définit

la fonction ¢ x comme suit :
ox(0) = E[e"®X)] (9 € RY, ()est le produit scalaire usuelle de R?)

qu’on appelle fonction caractéristique de X.

Remarque 1.12. Puisque || < 1V r € R alors px existe pour tout vecteur aléatoire X, de
plus par continuité de la fonction exponentielle sur les complexe, on aura par le théoréme de

convergence dominée : la continuité de .

Théoréme 1.6 ([Kry94]). Soit i1, v des mesure finie sur Z8(R?), on suppose de plus que pour tout
6 € R?

/e"w’@u(dx):/ ey (da)
R4 Rd

alors : = v sur B(R?), en particulier si y(dz) = g(x)dx et v(dx) = h(x)dx alors g = h presque

partout pour la mesure de Lebesgue.

Ce dernier théoreme est ce qui justifie le nom de fonction "caractéristique” : la loi d’une v.a est
détermine par sa fonction caractéristique.

On passe maintenant a un théoréme sur la dérivation de la fonction caractéristique

17



1.2. INTRODUCTION A LA THEORIE GENERALE DES PROBABILITES

Proposition 1.9 ([Kun19]])). Soit n € N, si le vecteur aléatoire X suivant la loi jux a un moment
d

d’ordren = |a| aveca = (ay, g, ..., aq) € N et |a| = Z o, alors sa fonction caractéristique o x
i=1
est de classe C"(R?), de plus pour tout j € N¢, |j| <nona

Dox(0) =il [ &0y (da) (11)

Rd

avee &’ f = Oxl' .0l ..0x% ouj =z, ja) € Noet |j] = gjk

Remarque 1.13. Si X est une variable aléatoire réel suivant la loi ;1x et admet un moment

d’ordre 2 alors :

P (0) = iB[X] et 9 (0) = —E[X7]

Théoreme 1.7 ([Kry94]). Soit Xy, Xs, ..., X,, des vecteurs aléatoires de dimension dy,ds, ..., d,,

respectivement définit sur (2, .7, IP),alors

X1, X, ..., X,,, Sont indépendante <= V0; € R% Elexp ZZ 6, X;))] = Hgoxj(ﬁj)
Jj=1 j

Remarque 1.14. Le théoréme précédent est équivalent a dire que les vecteurs aléatoires X7, ..., X,
sont indépendant si es seulement si la fonction caractéristique du vecteur X = (X7, ..., X,,,) € R?

avec d = Z;n:l d; est égale au produit des fonctions caractéristique des vecteurs aléatoire X;.

On énoncera certains propriétés des variables Gaussienne réels en utilisant la fonction caracté-

ristique :

Proposition 1.10. Soit X : Q — R une variable Gaussienne telle que X ~ A (m,c?) (o > 0)

alorson a

ox(0) = exp(ifm — %(726’2) (1.2)

et par conséquent : E[X| = m et Var[X]| = o*

1(z—m)?
Démonstration. Puisque la v.ar X admet comme densité px(z) = —= 2(*5")" on aura :
Yx (0) = E[@ZQX] = / €Zeme(l’>dl’ 5 elexe_ﬁdx
R T

en mettant

oo 22
ere 22 dx

u(®)

1
B oV 21 Jr

18



1.2. INTRODUCTION A LA THEORIE GENERALE DES PROBABILITES

nous auromns :

/(0) 1 / . _10x _id 1 ( . 2) 0z L e 029 / 0 _id
U =—F—— [ we e 207ar = —107)e" e 207 — e’e 202dx
ovV2m Jr oV 2T oo 2o Jr
= —o20u(0)
donc v/ (f) = —o20u(f) = u(0) = c.e 2% ¢ € R en remarquons que u(0) = 1 on aura

¢ =1douu(f) = e 2% et par conséquent :
: [rye
ox(0) = exp(im — o4 0%)

on a donc :

1
o' (0) = (im — ) exp(ihm — 50202)

et aussi :

1 1
% (0) = —o? exp(ifhm — 50202) + (im — 0*0)* exp(ifm — 50292)
donc d’apres la remarque ona:
Ov(0) =im = E[X]=m

et par conséquent
o5 (0) = —0® —m? = E[X* —m?=0? cad Var[X] = o>

1.2.3 Vecteurs Gaussiens

On a déja rencontré la notion de variable aléatoire réel Gaussienne, on maintenant définir ce

qu’est un vecteur Gaussien, pour cela on va utiliser la fonction caractéristique :

Définition 1.28 (Vecteur Gaussien). Soit X : 0 — R? un vecteur aléatoire, soit m € R% et R
une d X d matrice symétrique définit positive, on dit alors que X est normalement distribué avec

les paramétres (m, R) si

, 1
vx(0) = exp(i(m, 0) — §(R9, 6))
on dira par la suite que le vecteur X est Gaussien et on écrit X ~ A4 (m, R).
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On énoncera un théoréme qui porte sur la fonction densité de la loi d’'un vecteur Gaussien :

Théoréme 1.8 ([Gal16]]). Soit X : Q — R? un vecteur Gaussien telle que X ~ .4 (m, R) alors

X suit une loi j1x a densité p avec

1
p(x) = (27?)_%(det R)_% exp (—§<R_1(a: —m),x — m))
On énonce a présent u théoreme fondamentale sur les vecteurs Gaussiens

Théoréme 1.9. Soit X : Q) — R? un vecteur Gaussien, k € N*, v € R¥ et Q une k x d-matrice,

alors v + QX est un vecteur Gaussien de dimension k.

Démonstration On va montrer que la fonction caractéristique de la nouvelle variable aléatoire

n = v+ QX est de la forme présenté dans|1.28] on a d’une part pour tout ¢t € R” :

E[ei(n,t)] _ E[ei<v,t)ei<QX,t)] _ ei(v,t)E[ei<QX,t)]

En utilisant le fait que pour toute matrice carré A on a la propriété : (AU, V) = (U, A*V') ou A*

est la matrice transposé de A et U,V sont des vecteur du méme espace, on aura

€i<v’t>E[6i<QX’t>] _ ei(v,t>E[ei<X,Q*t>] _ ei(v,t>ng<Q*t) — Qpn(t) _ €i<v’t><,0x(Q*t)
en supposant que X ~ A4 (m, R) on aura

(t) = /v eilmQ™0) o —3(RQ™1Q™)

SOT] — ’ — ei<v7t> 61<Qm7t>67%<QRQ*vt> — eZ<U+vat>67%<QRQ*7t>

il est facile de montrer que la matrice Q RQ)* avec R symétrique définit positive est aussi sy-
métrique définit positive, d’oll on a l'existence de m’ = v + @m € R* et ' = QRQ* une
(k x k)-matrice définit positive, d’ou 1) est un vecteur Gaussien.

On dit alors que toutes transformation affine de vecteur Gaussien et aussi un vecteur Gaussien,

on passe maintenant a un théoréme concernant la convergence de suite de vecteurs Gaussien.

Théoréme 1.10 ([Kry94]). Soit X,, : Q — R? une suite de vecteurs Gaussiens telle que lim X,, =

n—oo

X (p.s) alors X est aussi un vecteur Gaussien, de plus on a lim E[X,| = F[X]

n—oo

Avant d’énoncer le théoréme sur la non-corrélation des vecteurs Gaussien, on définit la notion

de non-corrélation :
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Définition 1.29 (Non-corrélation). On dit que deux vecteurs aléatoire X, Y (possiblement de
dimension différente) sont non-corrélés si E[|X|*] < oo, E[|Y]*] < oo et Cov[X;Y;] = 0 pour

tout les 7, j possible.

Théoréme 1.11 (Non corrélation Normale,[Kry94]). Soitd; € N* et X; : O — R% j =

1,....k des vecteurs Gaussien, soit alors X = (X1, Xo, ..., Xz) un R? vecteur Gaussien avec d =
k

g d; alors

Jj=1

Les vecteurs Xy, Xs, ..., X sont indépendants <= Ils sont deux a deux non-corrélées

On passe maintenant au dernier théoréeme de cette section

Théoreme 1.12 ([Kry94]). Soit X1, Xs, ..., X,, des vecteurs Gaussiens indépendants (possiblement

de dimension déférente). Alors le vecteur (X1, Xo, ..., X,,) est aussi un vecteur Gaussien

1.2.4 Espérance conditionnel

La notion d’espérance conditionnel joue un role important dans la théorie des probabilité,
une de ces application les plus importante est son utilisation dans la théorie de martingales qu’on

verra dans le prochain chapitre.

Définition 1.30 (Espérance conditionnel). Soit 2 C .# une tribu X, Z deux v.a.r, tell que Z

soit Z-mesurable, on suppose que F[|X|] < 0o, E[|Z|] < oo, et que :

/Xsz/Zd[P’VAE@
A A

on dit alors que Z est une espérance conditionnel de X sachant .

On définira lespérance conditionnel de X sachant & comme le classe d’équivalence [Z] (avec

la relation = (p.s.)) et on écrit :

E[X|2] = [Z] avec: E[X14]| = E[Z14|VA€ @

Remarque 1.15. On associera trés souvent la classe d’équivalence F[X|%] a un de ces repré-

sentant.

Remarque 1.16. Si A € .F et X = 14 on dit que E[1 4|Z] est la probabilité conditionnel de A
sachant Z et on écrit : E[14|2] = P(A|2)
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Théoréeme 1.13 (Existence). Si E[| X || < oo alors E[X| )] existe.

Démonstration. On considere sur (2, 2, P) la mesure u(A) = E[Xt14] A € Z,0n remarque
que i1 > 0 et que u(2) < oo de plus u << P alors d’aprés le théoréeme de Radon-Nikodym il
existe une fonction Z-mesurable Z; > 0 telle que : E[X "1 4] = E[Z;14] VA€ 2

Le méme raisonnement se fera sur X _ pour trouver 'existence d’une fonction 7 Z-mesurable

telle que : E[X_]IA] = E[ZQ]IA] VAe 9

On aura donc 3 Z = Z; — Z; une fonction Z-mesurable telle que :

/Xd]P’:/ZdIP’ VAe g
A A

Théoréme 1.14 (Unicité). Si Z; et Z, sont des espérances conditionnels (Z,, Zy € E[X|2]) alors
Zy = Zy (p.s.)

Démonstration. Par définition de 'espérance conditionnel on a pour tout A € 7 :

E[Zl]lA] = E[ZQ]lA] — E[(Zl — ZQ)]].A] =0

Puisque Z; — Z5 est Z-mesurable alors on peut prendre A = {w € Q : (Z; — Z5)(w) > 0}

on aura alors P(A) = 0 d’ou Z; < Z5 (p.s.), de la méme maniére on montre que Zy < Z; (p.s.).

Proposition 1.11 ([Kry02]). Soit X une v.a.r telle que E[|X|] < oo alorson a :
1. Pour tout constance ¢ on a E[cX|2] = cE[X|Y)] (p.s.)
Ona E[E[X|2]] = E[X].
Si B[| X1]], E[|X2|] < o0 alors E[ X + X2| 2] = E[X1|2] + E[X2]|2] (p.s.)
Si X est Z-mesurable alors E[X|%] = X (p.s.)
Si X est indépendante de la tribu 9 alors E[X|9] = E[X]

S

Si¥Y C 9 est une tribu alors :
E[E[X|9]|7] = E[E[X|2]|9] = E[X|9] (p-s.)

Nous allons énoncer maintenant des propretés de 'espérance conditionnel pourtant sur des

inégalités et des limites analogue a celle trouvée en théorie de I'intégration classique.

Proposition 1.12 ([Kry02]). 1. Si B[|Xq|], E[| X2|] < o0 et Xy < X (p.s.) alors E[X|2] <
E[X2| 2] (ps.)
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2. (Théoréme de convergence monotone) Si E[|X|] < oo et (X,,), une suite de v.a.r telle que

El|IX,|] <00, X, < Xpi1(p.s.) Vn € N avec lim X,, = X (p.s.) alors :
n—oo
li_>m EX,|2]) = E[X|Z] (p.s.)

3. (Théoréme de Fatou) Si X,, > 0, E[X,,] < 0o, Vn € N etliminf X,, < oo alors :

n—oo

Elliminf X,,|2] < liminf F[X,|2] (p.s.)

n—0o0 n—oo

4. (Théoréme de convergence dominée) Si | X,,| < ZVn € N,E[Z] < o0 etona lim X, = X

n—oo

alors :

lim E[X,|2] = E[X|2] (p.s.)

n—oo
5. (Inégalité de Jensen) Si @ : R — R est une fonction convexe, et E[| X|] + E[|®(X)|] < oo
alors :

O(E[X]Z]) < E[@(X)[Z] (p-s.)
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Chapitre 2

Calcule Stochastique

Dans ce chapitre on va définira la notion importante de processus stochastique, ensuite on
introduit les temps d’arréts et les différentes propriétés de ces derniers, ensuite on introduit la no-
tion de martingales,puis la variation quadratique des martingales, aprés on donne une construc-

tion du processus de Wiener et pour finir on introduit les champs aléatoire stochastique.

2.1 Processus Stochastiques

Un processus stochastique est un objet mathématique qui sert a modéliser I’évolution d’un

phénomene aléatoire a travers le temps, on commence donc a donner sa définition :

Définition 2.1 (Processus Stochastiques). Soit (€2,.%, P) un espace probabilisé, (£, &) un es-
pace mesurable, et I une famille d’indices quelconque, un processus stochastique (indexé par I)

(X})ier est une famille de v.a qui prennent leur valeurs sur E. plus explicitement :
(Xi)ier ={Xi: (Q, F,P) = (E,&) : X, est F — & mesurable Vt € [}
le plus souvent on prend / = R, ou un autre intervalle de Ret (£, &) = (R, Z(R))

Définition 2.2 (Trajectoires d’'un processus stochastique). Soit / C R, un intervalle, et
X = (X)ier un processus stochastique,les trajectoires de X sont les applications ¢t — X;(w)
obtenu en fixant w. Les trajectoires constituent donc une famille indexée par w € €2 d’applications
de T dans E,on dira par la suite que X est continue si les applications t — 7, (t) = X;(w) sont

continuent pour tout w € 2.

Remarque 2.1. Les notions de continuité a droite et de continuité (p.s.) se définissent de la méme

maniére en considerent les trajectoire de processus stochastique.
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On s’intéressera par la suite aux trajectoires continue, mais avant cela commencant par cer-

tains définitions :

Définition 2.3 (Modification). Soit X = (X);er et X = (X);er deux processus stochastiques,

on dit que X est une modification de X si :
VieT P(X,=X;) =1

Définition 2.4 (Indistinguabilité). les deux processus X et X sont dit indistinguables si il existe

un sous ensemble négligeable N C () :
Vwe Q\N VteT Xi(w) = X(w)
ou bien d’une maniére un peut différente : X et X sont indistinguables si :
P(Vte T, X, = X,) =1

Deux processus indistinguables sont nécessairement des modification de I'un de I'autre, mais

I'inverse n’est pas toujours vrai,en effet si on prend par exemple : (2, #, P) = ([0, 1], A([0, 1]), dx)
Xi(w)=0 et Xy(w) =Tyt

il est clair que X est une modification de X car {X; # X} = {t} mais les deux processus ne sont

pas indistinguables, car {w, X,(w) = X;(w),Vt} =

Définition 2.5 (Processus Gaussien). Un processus stochastique X;,¢ > 0 est dit Gaussien si
pour tout n € N* et tout 0 < t; < ty < ... < t,, le vecteur I' = (X;,, Xy, , ..., X}, ) est un vecteur

Gaussien.

On peut se poser des question de mesurabilité sur un processus X, ces prochaine définitions

abordent ce sujet :

Définition 2.6 (Filtration). Une filtration sur (2,.7,P) est une collections (:%;):>( de tribus
telle que : %, C F Vit € |0, +o0o[ et F; C F; pour tout s < t,on définit .7, := o (Utzo 9}) on

aura par la suite pour tout s < ¢ :
FC Fs CFC T CF

on dit alors que (2, %, (#;), P) est un espace de probabilité filré.
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Définition 2.7 (Filtration Canonique, Filtration compléte). Si X est un processus stochas-

tique indexée sur R, la filtration canonique de X est définit comme .ZX = o{X,,0 < s < ¢}

,on va aussi définir certaine tribus d’intérét : .%,- = o (U ﬁs> et o = ﬂ F 1, on dit alors

s<t e>0

que :
— (%) est continue a droite si %+ = F; YVt >0
— (%) est continue a gauche si F- = %, ¥Vt >0
Pour (%), une filtration,et soit A/ 'ensemble des partie négligeable de (.-#.,, P), la filtration

(F); est dite compléte si N C .

Définition 2.8. Soit (X;);>¢ un processus stochastique, la tribu suivant
FX = (Xt >0)

est appelé historique globale du processus (X;);>o-

Définition 2.9 (Indépendance des processus stochastique). On dit que les deux processus
stochastiques (X¢)¢>0 et (Y;)¢>0 a valeurs dans (E, &) et (E', &) respectivement , sont indépen-

dants si les tribus .Z* et .#Y son indépendantes.

Définition 2.10 (Filtration admissible). Soit (X});>( un processus stochastique, une filtration
(:Z)i>0 est dite admissible si

(a). ZX C Z pourtoutt > 0.

(b). pour tout 0 < s < t le processus X; — X est indépendant de la tribu .%; dans le sens ou

pour tout 0 < s < tles tribus %, = o(X; — X,,0 < s < r) et %, sont indépendantes.

Définition 2.11 (Processus mesurable). On dit que que X = (X});>( est adapté si pour tout
t > 0 X, est #,-mesurable.

Le processus stochastique X = (X;);>¢ est dit mesurable si I'application :
(t,w) = Xy(w) : (Ry x QL BR,)®.F) — (E,B(E))

est mesurable.
On dit que X est progressif ou bien progressivement mesurable par rapport a la filtration (%), si

pour tout ¢ > 0 'application :
(s,w) — Xs(w) : ([0,t] x Q, B([0,t]) @ %) — (E,B(E))

est mesurable.
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Remarque 2.2. Si un processus stochastique (X;);>o est adapté a la filtration (.%#;);>¢ alors pour
tous s < t on a X, est .#;-mesurable car %, C .%; ,par conséquent .%; contient nécessairement

0(X,,s<t)=FXcad:Vtc R, .F* C.Z.

Proposition 2.1 ( [Mey66] ). Soit X un processus stochastique, si X est mesurable et adapté a la

filtration (%;)¢>0 alors X a une modification progressivement mesurable.

Proposition 2.2. Soit X un processus stochastique a valeurs dans un espace métrique (E, (E)),on
suppose que X est adapté a une filtration (.%;);>¢ et a trajectoires continue a droite (resp a gauche)

alors X est progressive.

Démonstration. Fixons ¢ > 0, pour tout entier n > 1 et tout s € [0, t] définissons une variable

aléatoire X' en posant :

X (w) si @§s<% Jke{l,...,n}
Xi(w) si s=t

la continuité a droite des trajectoires assure que pour tout s € [0, ] etw € €2 :

X(w) = lim X}(w)

n—-+o0o

Pour A € #(E)ona:

{(s,w) € [0,4]xQ: X['(w) € A} = ({t}x{X, € A} (U ({w kt{ {Xu € A}>>

n

k=1
qui est dans la tribu #([0,t]) ® %;,donc Vn > 1, I'application (s,w) — X!'(w) est mesurable
pour la tribu #([0, t]) ® ., puisque (s,w) — X (w) est la limite simple de la suite d’application
(X2(w))n, cette applications est aussi mesurable pour A([0,t]) ® .%;, d’ou X est un processus

progressif.

On passe a la définition d’une classe de processus important, celle des processus simples :

Définition 2.12 (Processus simple sur R ). Soit (%,),cn une suite strictement croissante de
réels positive, telle que ¢y = 0 et lim,,_,, ¢, = 400, soit aussi (£, ),en une suite de variables
aléatoires telle que 3C' > 0 Vw € Q sup,,cylén(w)| < C,on suppose aussi que V n € N &, est

Z:,-mesurable, on dit que le processus X; est simple si il est écrit sous la forme

Xy (w) = &o(w) Loy (t +Z@ Wy, 4, (1) > 0,0 € Q
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Lemme 2.1 ([Toa91]). Soit X un processus bornée (31 > 0 Nw € Q sup,cp+ | Xi(w)| < 1), mesu-

rable et (.F,),-adaptéalors il existe une suite (X ™)),, de processus simple telle que :

sup lim E U X - Xt]2dt} -0
0

a>0 n—oo

2.2 Temps d’arrét

Définition 2.13 (Temps aléatoire). Une application 7" : {2 — [0, +00] est un temps aléatoire si

T est % -mesurable.

Définition 2.14. Soit X un processus stochastique, et 7" un temps aléatoire, on définit la fonction
Xrsur {T' < oo} par:
Xr(w) = Xr(w) ,w e

on s’intéressera maintenant a un type trés important de temps aléatoire , les temps d’arrét :

Définition 2.15 (Temps d’arrét). un temps aléatoire 1" est un temps d’arrét pour la filtration

(F:)e sipour toutt > 0, {T' <t} € .%

Définition 2.16 (Temps optionnel). Un temps aléatoire 7 est un temps optionnel pour la filtra-

tion (ﬁt)t si Vit Z 0 {T < t} € gt'

on remarque que {7 = oo} = (U, {7 < n})" € Fus

Proposition 2.3. Tout temps d’arrét est optionnel et les concepts coincides si la filtration en question

est continue a droite.
Démonstration. Soit 7" un temps d’arrét on a alors pour t > 0 : {T < t} = [J,on {7 <

—1}eZ,_1 C.F VneN,douT estuntemps optionnel.

pour le deuxiéme point on suppose que 7" est optionnel pour la filtration continue a droite (%),
ona{l <t} = (.o{T < t+e}, donc {T <t} € F . pourtoutt > Oete > 0 dou

{T <t} € Noag Ft4e Vt > 0 qui se traduit par : {T' < t} € Fy = F Vt >0

Lemme 2.2. SiT est un temps optionnel et C' une constante positive, alors T+ C' est un temps d’arrét.
Démonstration Si0 <t < Calors {t+ C <t} =0 € F,sit > C alors:
{T—i-CSt}:{TSt—O}Gﬁ(t_CV C %

28



2.2. TEMPS D’ARRET

Lemme 2.3. SiT, S sont des temps d’arrét, alorsT NS = min(T,S), TV S = max(T,S) etT + S

sont aussi des temps d’arreét.
Démonstration On a d’un coté, pour ¢t > 0:
{SAT <t} ={S <t}U{T <t} € F#
{SvVT <t} ={S<t}n{T <t} € #
pour la troisieme assertion on utilise le fait que temps Temps aléatoire égale a une constante po-

sitive est un temps d’arrét donc pour t = Qonaura: {7+ S <0} ={T' =0} N{S =0} € %

pourt >0ona:

{T+S >t} = ({T =0}n{S > tHUu({T > t}n{S = 0HU{T > t}n{S > 0HU({0 < T < t}nN{T+S > t})

les trois premier événements a droite sont dans .%#; , pour le quatriéme nous avons pour ¢ > 0:

{o<T<t}n{T+S>t})= |J {r<T<t}n{S>t-r})

reQt,0<r<t

nous avons a droite de I’égalité une réunion dénombrable d’événement qui appartiennent a .%;

donc I’événement a gauche lui aussi est dans .%;.

Définition 2.17 (Tribu associé a un temps d’arrét). Soit 7" un temps d’arrét de la filtration

(:Z;); on définit la tribu du passé avant T' comme suit :
Fr={Ae€ Fo YVt >0, AN{T <t} € %}

Lemme 2.4. Soit T, S deux temps d’arrét, alors pour tout A € Fgona: AN{S <T} € Fr, en

particulier si S < T alors 5 C Fr.

Démonstration On a pour tout ¢ > 0 les applications 7' A t et S A t sont .%;-mesurable, de plus

pour tout A € Fgona:

AnN{S <TIN{T <t} =(An{S<tHhnN{T <t} n{SAt<T At}

les événements a droite sont dans .%;.
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Lemme 2.5. Soit T, S des temps d’arrét, alors Frpns = Fr N Fg, de plus chacun des événement :

(T <SY{S<T}{T <8 {S<T}{S=T)

sont tous dans ¥ N Fs.

Démonstration On a d’apres la lemme précédente que Frp s C FrNFg,onvamontrer 'autre

inclusion, soit A € %1 N #¢ on observe que pour toutt > 0 :

AN{SAT <t} =AN{S<t}u{T <t})
= (AN{S <tHUAN{T <t}) € Z.

d’ou A € Frps.

pour les événement on a pour tout ¢t > 0 :

{S<TIN{T <t} ={S<t}nN{T <t} N{SAt<T ANt} € F#
{S<TIN{S<t}={SAt<TAt}N{S<t}e.F
on obtiendra donc {S < T'} € s N Zr en permutant S et T dans les égalités plus haut nous

aurons {T' < S} € FsN.Zr etpar conséquent aussi {S > T} € FsNFr , {T > S} € FsNFr
et{S:T} EgggﬂfT.

Théoreme 2.1. Soit T" un temps d’arrét, alors on peut définir une suite de temps d’arrét T,, qui est

décroissante et convergente simplement vers T’

Démonstration. Pour tout n € N on prend :

1 1
mrl G0 <™t e
ro=J 2 o0 o
00 si T =o0

Par suite on aura pour toutw € €2 :

RXm+1 m m+ 1
T (w) = Z 5 1p,, (w) + 0.1y avec D, = {w: on < T < o }
m=0

on vérifiera que (7},),, est bien une suite décroissante de temps d’arrét qui converge simplement

vers 1.
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Proposition 2.4 (Processus arrété). Soit X un processus mesurable par rapport a la filtration
(Z); et T un temps d’arrét pour la la méme filtration, alors la variable aléatoire X1 définit sur
{T < +o0} est Fr-mesurable, et le processus X, est progressivement mesurable par rapport a la

filtration ().

Démonstration. Pour montrer que X7 est .#p-mesurable,on doit montrer que pour tout B €

B(E)ett > 0{Xyr € B}nN{T <t} € Fmaisona{Xr € B} N{T < t} = {Xpn €

B} N{T < t},donc il suffira de prouver que le processus X7 est progressivement mesurable.
Pour cela on observe que [ : (s,w) — (T'(w) A s,w) : ([0,t] x ) — [0,¢] x Q)) est

A(]0,t]) ® F;-mesurable, et par hypothése, 'application

(s,w) — Xy(w): ([0,¢] x Q,%8(]0,t]) @ #) — (E,B(E))

est mesurable, alors la composée avec f est aussi mesurable :

(5,w) = Xpns(@) : ([0,4] x 2, B([0, 1) @ F2) — (B, B(E)).

d’ou le résultat.

2.3 Martingales

Dans cette partie on donnera une idée générale sur la notion de martingales qui ont étés
introduit en 1939 par J.Ville.

Soit (€2,.7,P) un espace probabilité, I C R, et Soit (.%;)ics une filtration sur .# si X =
(X1)ier est un processus stochastique, on notera par X = ((X;)es,-Z, (% )ier) le processus

stochastique adapté a la filtration (.%;)c;.

Définition 2.18 ( Martingale). Soit M = ((M;)icr, %, (:%4)ier) un processus stochastique réel
cadlag, on dit que M est une :

— martingale siVt € I : E[|M;|] < oo et E[M|.%5]| = M, ¥V s <t

— sur-martingale siVt € I : E[|M,|] < oo et E[M;|Fs] < M Vs <t

— sous-martingale siVt € I : E[|M;|] < co et E[M|.Z] > M,V s <t

Proposition 2.5. L’ensemble des martingale sur I adapté a une filtration (%), forme un R espace

vectorielle.
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Démonstration Soit a,b € Ret {M;,t € I},{N;,t € I} deux martingale adapté a la filtration

(%) on a pour tout s < ¢
E[CLMt + bNt|gS] = aE[Mtlgs] + bE[N”?S] = GMS + bNS

de plus du fait que L' soit lui méme un espace vectorielle alors V¢ € I on a E[|aM;+bN;|] < oc.

On commence par traiter le cas discret / = N*:

Proposition 2.6 ([Kun19].). Soit X = ((X,,)nen, Z#, (ZFn)nen+ ) une martingale, et T, S des temps
d’arrét alors :
1. Le processus arrétée {Y, = Xrn,n € N*} est aussi un martingale.

2. Ona E[X,\r|-Zs] = Xuaras (p-s.) pour tout n € N*.

Proposition 2.7. Soit X = ((X,)nen+, Z#, (Fn)nen+) une martingale et N € N* alors pour tout

a>0:

aP(A,) < / | Xn|dP  avec A, = {w : sup| X, (w)| > a}
Ao

n<N
Démonstration. Pour o > 0 donné on prend : 7' = inf{n € N* : | X,,| > a} (avec la convention

inf{...} = ocosi{...} =0) ,alors T est un temps d’arrét, en effet on a {T" < k} = U{|XZ\ >
i<k
a} € . pour tout k € N* alors par la proposition précédente , on a E[|Xy||.-Z1] > | Xna7|

d’ou:

aP(T < N) g/

T<N

\XNAT\dIP’g/ | Xy |dP

T<N
Puisque {T" < N} = A,, on aura I'inégalité voulue.
Proposition 2.8 (Inégalité de Doob-version discréte). Soit X = ((X,,)nen+,Z, (Fn)nen-)
une LP- martingale avec p > 1, en prenant ¢ = ﬁ alorson a :

E[31<12|Xn|7’] < ¢PE[|XN|P] YN € N*

Démonstration. On prend Y = sup,,« y| X, | et F(A) =P(Y > \) alorsona:

A

—+o0

E[Y?"] = — /O " NAF(\) = /O m FNAOW) = lim VF(\)| < /O +O° FO) (NP

0

Puisque AP(Y > \) < / | X v |dP alors par la proposition précédente on a :
{Y>\}
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ElY?) < /;OO% (/{M}\XNWP) A7) = /|XN| (/OY %dw)) dP

< ]% / Xy VP71 < gB[| Xy [)r B[y #-D9)3

1 1
< ¢B[| XN []r E[Y?]s

1
En divisant par F[Y?]« des deux coté nous aurons :

E[Y?]""s < qB[|Xn|"]?

et puisque ¢ = -5 onaura 1 — % = Il), d’ou résultat voulut.

On va passer maintenant au cas continue (i.e. / C R est un intervalle) et montrer des résul-
tats analogues a ceux présenté précédemment, les démonstrations du cas continue reposent en

grande partie sur les propriétés des martingales sur N*

Théoréme 2.2 ([Kun19)]). Soit X = ((X¢)ier,,-F, (Fi)icr, ) une martingale alors nous avons
les propriétés suivantes :
1. SiT est un temps d’arrét pour (F;)icr, alors le processus arrété {Y, = Xyapt € Ry} est
aussi une martingale.

2. SiT, S sont deux temps d’arrét alorson a : ¥Vt € R, E[Xins|-Z1| = Xinrns (0.5.)-

Théoreme 2.3 (Inégalité de Doob). Soit X est une LP-martingale continue avec p > 1 alors en
prenant q = S5 alorson a:
E[sup | X, ] < ¢"E[|X,|"] Vt € R} (2.1)
0<r<t
Démonstration.On fixe ¢ > 0 et considére un ensemble D dénombrable dense de R, telle

que 0 € Dett € D (par exemple Q; U {t}) alorsona: D NJ[0,t] = U D,,, avec D,, =

meN*
{to t7, ..., th} avec : 0 = t7" < 1" < ... < ¢! = t, en appliquant I'inégalité de Doob dans le cas

discret (Proposition 2.8) on obtiendra :

E[sup | Xs|"] < ¢°E[| X:|P] Vm € N~ (2.2)
s€Dp,
En effet : si on prend X;» = Y,,n € {1,2,...,m} nous aurons alors sup | X[’ = supl|Y,|’
s€D, n<m
avec Y,, = Xy, on remarque ensuite que la suite d’application mesurables Z,, = sup|Y, |’ qui
n<m
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est positive et croissante, en appliquant le théoréme de convergence monotone a (Z,,),, nous

aurons :

E[ sup [X.["] < ¢"E[|X:["] (2.3)

s€DN[0,t]

et puisque la continuité a droite des trajectoires et le fait que ¢ € D nous aurons
sup | X,| = sup | X}
s€DN[0,t] s€(0,t]

d’ou le résultat souhaité.

Définition 2.19 (Martingale locale). Si X = ((X})icr, ,-#, (%1)icr, ) un processus cadlag, on
dit que X est une martingale locale (resp une LP martingale locale) si il existe une suite croissante
(T},),, de temps d’arréts telle que :

1. Ve > OnETooP({T" <e})=0et

2. Chaque processus arrété {Xt(n) := Xinr,,t € Ry, n € N} est une martingales (resp une

L? martingale)

Remarque 2.3. D’apres le théoréme précédent, on déduit que tout martingale (resp LP-martingale)

est une martingale locale (resp LP-martingale locale) .

Proposition 2.9. L’ensemble des martingales locale adapté a une filtration (%), est un R-espace

vectorielle.

Démonstration Soit a,b € Ret {X;,t € R, },{V;,t € R} deux martingale locales on a
alors l'existence de deux suite de temps d’arrét croissante (T,&”)n, (T, TEQ))n telle que { X, .m),t €

AT
Ry,n € N}et{Y, ,o»,t € Ry,n € N} soit des martingales avec Ve > 0lim,, ;oo IP’({TT(Li) <

AT
e}) =0 i =1,2 ennotant 7, = aX; + bY;,t € R, nous allons montrer qu’il existe une suite de
temps d’arrét (S, ), telle que Z;ng, , t € R soit une martingale, et Ve > 0lim,,_, . o P({S, < ¢}) =

0, il suffit de prendre S,, = T, él) AT, 752), en effet nous aurons Z;\g, = aX AT(2) —l—bY(

A7) AT ATY

en utilisant|2.5/et 2.2/ nous obtiendrons que Z;,s,,t € R, est une martingale, de plus du fait que
{S, < e} c{TV < 3 U{T? < &}, > 0, nous aurons Ve > 0lim,_, o P({S, < }) = 0,

d’ou le résultat.

Définition 2.20 (Variation bornée). Soit ¢ > 0, f : [0, ] — R une fonction, et IT = {0 = t; <

ty < ... < t, = c} une partition de [0, ¢| on définit la variation de f sur II comme la quantité :

Vf<H7 [O’ C]) = Z|f(tz) - f(ti—1)|
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Si on note par & I'ensemble des partitions de [0, ¢| alors on dit que f est a variation bornée
sur [0, ¢] si :

sup V¢(I1, [0, ¢]) < +o0
e

Par la suite pour une fonction f : R, — R on dira qu’elle est a variation bornée sur R si elle est

a variation bornée sur tout intervalle de la forme [0, ¢|,c > 0

Théoréme 2.4. [Bar76] Soit f : R, — R une fonction, alors on :
fest a variation bornée <= dfi, fo : R, — R monotones croissantes : f = f; — [,

On passe maintenant la la définition d’une classe trés importantes de martingales, celle des

semi-martingales sur les quelles se base la théorie de I'intégration stochastique.

Définition 2.21 (Processus croissant). Soit A = ((A;)icr, , Z, (#1)icr, ) un processus cadlag,
on dit que :

1. A est un processus croissant sit — A, est croissante (p.s.) est Ag = 0 (p.s.).

2. A est a variation bornée si { A, = A} — A2t € R, } avec A', A? des processus croissants.
Side plus le processus A est continue on dit que A est un processus croissant continue,(respectivement

processus a variation bornée continue si le A', A% sont continues).

Définition 2.22 (Semi-martingale). Soit M = ((M,)icr, , #, (Ft)icr, ) une martingale locale,
et A= ((A)ier,,F, (F1)icr, ) un processus continue a variation bornée, si {X; = M, + A, t €
R, } alors le presseuse X = (X;);cr, est appelé semi-martingale.

Si de plus le processus M = (M), est continue alors X = (X}); est dit semi-martingale continue.

Remarque 2.4. En utilisant toujours les notations de la définition précédente, si {X; = M, +

A;,t € R}, est une semi-martingale, on appelle la martingale locale M la partie martingale de

X.

2.3.1 Quelque propriétés topologique

Pour tout ce qui suit on travaille sur un intervalle I = [0, a], les notion se filtration et de

temps d’arrét se définissent de la méme maniére que dans le cas de R, .

On s’intéresse maintenant aux aspects topologiques des certains espaces et les relations entre

eux, ces propriétés nous serons utiles par la suite :
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On définit 'espace vectorielle suivant :

<. = {X, : X; un processus stochastique réel (.%;);-adapté continue }

sup, | X; — Y;[?

1+ sup, | X; — Y3
la topologie induite par cette distance est équivalente a la topologie de la convergence uniforme

On introduit la distance suivante sur .%, : pour X, Y € Z. onprend p(X,Y) = FE

en probabilité :

Une suite (Xt(n))n de %, est de Cauchy <= Ve >0 lim P(sup\Xt(") — Xt(m)| >e)=0
t

7,1 —+00

On introduit une norme sur 'espace .. définit comme : | X|| = E[sup|Xt|2]% et par suite on
t

définit un sous espace vectorielle de .Z.. :

L= (X € £ |X|| < 0}

On dit que la topologie de £ est celle de la convergence uniforme dans L?, puisque p(X) < || X||
on peut montrer que I’espace £ est dense dans ...

On définit 'espace vectorielle suivant :

M, = {Mt : M, est une L2-martingales continue avec M, = 0}

on remarque en utilisant I'inégalité de Doob que .7, C .£>.
On introduit un autre sous espace vectorielle de .Z, :

!¢ = { M, : M,est une martingale locale continue avec My = 0}

On donnera un théoreme qui regroupe les propriétés topologiques de ses espaces :

Théoréme 2.5 ([Kun97)). ., est fermé dans (£72,||.
M, est dense dans M.

), A est un fermé de (£, p), de plus

On donne maintenant certaines définition de convergence

Définition 2.23. Soit (Xt(n))n, t € I une suite de processus réels .#;-adapté on dit que

1. (Xt(n))n converge uniformément en ¢ en probabilité vers un processus X, si

Ve > 0 lim P(sup|X™ — X,| > ¢) =0
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n . , .
2. (Xt( ))n converge uniformément en ¢ en norme L? vers un processus X; si

n—oo tel

1
lim £ [sup\Xt(") - Xt]2] =0

2.4 Variation quadratique

Dans cette section on travaillera sur les semi-martingales définies sur un intervalle I = [0, o]
de R, les notion de filtration et de temps d’arrét se définissent de la méme maniére comme dans
le cas de I = R, dans tout ce qui suit on utilisera la notation {X;,¢ € I} se référant aux pro-

cessus stochastique X = ((X})ier, Z, (%1)ier), avec I = [0, .

On commence par la définition de la variation quadratique d’un processus cadlag X = (X;) :

Définition 2.24 (Variation quadratique). SoitIT = {0 = t; < #; < ... < t,, = a} une partition
de I = [0, o] et soit la quantité |II| = Jmax |tm — tm_1]-
On appelle la variation quadratique du processus { X;, ¢ € '} associée a la partition IT la famille :

n

(X)} = Z(Xtmm — Xint, )2t €1 (2.4)

m=1
On s’intéresse par la suite la limite de variation quadratique (X)I' quand |TI| — 0, si la conver-
gence a lieu uniformément en ¢ en probabilité vers un processus stochastique, sa la limite noté
par (X);,t € I est appelé la variation quadratique de {X,,t € I}.

On va montrer par la suite que si {X;,¢ € I} est une semi-martingale continue, la variation

quadratique existe.

Proposition 2.10 ( [Kun19]). Soit { X;,t € I} est une L*>-martingale, alors
1. E[(X; — X,)?| %] = E[X} — X2|.Z] pourtout 0 < s <t < «
2. Bl[(X, — Xu) (Xt — X,)|Zs] =0pourtout0 < s<t<u<v<a

3. Pourtout0 <s<t<aona

E((X: — X.)*|7] = BE[(X))' — (X){|.7] (2.5)

) (n)

Pour tout n € N* on définie une partition IT,, = {0 = t(()n < tén) < ... < tm, = a} delintervalle

I = [0, a,on dira par la suite que (I1,,),, est réguliére si II,, C I, 1, Vn € N*

Lemme 2.6 ( [Kun19]). Soit {X;,t € I} une L*-martingale, Soit {(X);"",t € I} la variation

quadratique de { X;,t € 1} associé a la partition11,,.Si (I1,,),, est réguliére et que lim,,_, - |I1,,| = 0
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alors la séquence {(X)"",t € I} converge uniformément ent dans L? vers un processus croissant

X))y, t € I},de plus le processus { X2 — (X);,t € I} est une L?>-martingale.
p p t 8

Théoréeme 2.6 ( [Kun19)]). Si{X;,t € I} une martingale locale continue, alors sa variation qua-
dratique {(X);,t € I} existe, elle est un processus croissant, de plus le processus { X} — (X );,t € I'}

est aussi une martingale locale.

Corollaire 2.1 ( [Kun19]). Soit {X;,t € I} une martingale locale continue, alors sa variation
quadratique {(X):,t € I} est un processus crossant continue, de plus si {A;,t € 1} est un autre

processus croissant telle que { X? — A, t € I} soit une martingale locale, alors on a
On passe a la définition de la covariation quadratique

Définition 2.25 (Covariation quadratique associé a une partition). Soit { X;,¢ € I},{Y;,t €
I} deux processus cadlag, soit IT une partition de 7, on définit alors la covariation de XY par le

processus suivant

n

<X7 Y>P - Z(Xt'm/\t - Xtmfl/\t)(}/;’m/\t - }/tmfl/\t) ’t E I (26)

m=1
On donne maintenant les propriétés principale de la covariation quadratique de martingales

locales :

Théoréeme 2.7. Soit {X;,t € I},{Y,,t € I} deux martingales locale continuent, alors la covaria-
tion quadratique {(X,Y){',t € I} converge vers un processus {(X,Y);,t € I} quand |TI| — 0

uniformément ent en probabilité, de plus { X;Y; — (X, Y ), t € I} est une martingale locale.

Le processus {(X,Y ), t € I'} est appelé covariation quadratique de {X;,t € I} et {Y;,t € I'}.

Démonstration Si X; = Y, ¢t € [ le résultat est équivalent a I’existence de la variation quadra-
tique, on considére le cas ou X; # Y;, on remarque de la définition de la covariation quadratique
associée a une partition que c’est une sorte de produit scalaire, il n’est pas difficile de montrer

alors que

(X = 1 (X4 — (X =)l

en tendant |II| vers 0 on obtiendra la convergence du terme a droite de I’équation précédente

vers 1 ((X +Y); — (X — Y);), la convergence étant uniforme en ¢ en probabilité, on aura alors
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’existence de la limite du terme a gauche, on notera cette limite par (X, Y),, c’est un processus

a variation bornée car il est la différence de de processus croissant, puisque ce processus satisfait

(X)) =—((X+Y) —(X-Y)) ,tel

AN

on aura donc pour tout ¢ € [

XY~ (X V)= 1 [(X0 4 Y — (X ¥ ) — (X = Y = (X = V)]

en utilisant le théorémel2.6let la proposition[2.9 on obtiendra que le processus { X;Y;— (X, Y), t €
I'} est une martingale locale.

on passe maintenant au cas des semi-martingales :

Théoréme 2.8 (Covariation quadratique de semi-martingales). Soit {X;,t € I} une semi-
martingale continue, et {Y;,t € I} une semi-martingale continue, telle que X, = M; + A; et
Y: = N; + B; avec les My, N, sont des martingales locales et les A;, B; sont des processus continue
a variation bornée, alors pour tout partition I1 de I le processus {(X,Y )1t € I} converge vers un
processus continue a variation bornée {(X,Y);,t € I} quand |I1| cette convergence est uniforme en

t en probabilité de plus
lim (X, Y)' = (X,Y)y, = (M,N), ,tcl (2.7)
|TI|—0

Démonstration On a du fait que (X, Y')I est un produit scalaire :

(X, V)i = (M, N),' + (M, B)i' + (A, N);' + (A, B),'

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a
(AN < ((A))2 (Vi) (2.8)

-0 . i -
Puisque (A)}', (B)}! M=% uniformément en ¢ en probabilité (ce sont des processus a variation

t
|TI]—0

bornée) et que (M, N)I' —— (M, N), aussi uniformément en ¢ en probabilité on aura

2.5 Processus de Wiener

Dans cette section, on étudie un exemple particulier de processus stochastique : le processus

de Wiener, aussi appelé mouvement Brownien, du botaniste anglais R.Brown qui a été le premier a
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avoir observé que des particules microscopiques suspendues sur un liquide suivez un mouvement
aléatoire, il a été découvert par la suite que ce mouvement est causé par les collisions entre les
molécules de pollen et celles d’eau.

Le mouvement Brownien a été étudié par Einstein,Smolukhovskii et Bachelier, mais aucun
n’a réussi a donner une description exacte du phénomeéne, cela devait attendre le développement
des mathématique,plus précisément I'invention de la théorie de la mesure. La construction d’'un
modele mathématique rigoureux du mouvement Brownien a été réalisé en 1923 par Wiener, c’est
de cette construction que 'on tire le Processus stochastique qui suit le nom de son inventeur : le
processus de Wiener.

On commence avec le processus de Wiener en dimension 1 :

Définition 2.26. Soit (£2,.%,P) un espace probabilisé, Soit v € R* posons I = [0,a] ou I =
[0, +00[,0On dit que le processus stochastique (w;);e; est de Wiener si :
1. Vn € Netty,ts,....t, € I le vecteur (wy,, ..., wy, ) est Gaussien (processus Gaussien) et
Elw;] = 0,E[w,ws] =t A s pour tout t, s € 1.

2. Le processus w; est continue (a trajectoire continue) et wy = 0.

Théoreme 2.9. la condition (1) de la définition est équivalente a :
— Pour toutn € Nettoutt; < to < ... < t,,t; € I les variables aléatoires wy,,wy, —
Wiy y ooy Wy, — Wy, _, sont Gaussiens et indépendantes de plus

— wy —wg ~ N (0, |t — s|) pourtoutt,s € I etwy =0 (p.s).

Démonstration On commence par I'implication directe

—

On suppose que le vecteur (wy,, ..., w, ) est Gaussien alors par et en prenant pour tout 1 <

i<n: m;=00Q; = (Q§Z)>T§j§n avec Qi(J)

=1sij=i¢” =-1sij=i—1etg? =0

si(j #iouj # i+ 1) on aura donc wy,, wy; — wy;_,, 2 < j < nsont des vecteurs Gaussiens,

pour montrer I'indépendance de ces dernier on va transformer le vecteur X = (wy,, ..., w, ) en

un vecteur Y = (wy,, wy, — Wy, , ..., Wy, — Wy, _,) par la transformation affine suivante :
1 0 0 . 0 Wy,
-1 1 0 . 0 Wy,
Y=(0 -11. 0 Wy,

0O 0 0 —1 1) \wy
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on aura donc toujours parque (Wi, Wy, — Wy, ..., Wy, —wy, ) est un vecteur Gaussien, mainte-
nant pour montrer I'indépendance il suffit de montrer la non-corrélation entres les composantes
du vecteurs précédant (d’apres , soit donc 1 < 4,5 < m avec ¢ < j on aura du fait que
Elw] = 0,et Elwyws] =t As t,s €

COUKwtiH - wti)(wtj+1 - wt]‘)] = E[<wti+1 - wti)(wtj+1 - wt]‘)]

= E[wti+1wtj+l = Wiy Wy — W Wiy + wtiwtj]
(2.9)
=tiy1 —tiyn —ti+ 1t
=0
de pluspour1 <i<mona
C’ov[wtl (wti+1 - wt7)] - E[wtl (wti+1 - wtz)]
(2.10)
= E[wtlwtiﬂ - wtlwti] - tl - tl =0
on obtient donc la non-corrélation des variables aléatoires réels wy, , wy, — wy,, ..., wy, — Wy, _,,

d’ou d’apres ces variables sont indépendantes.
Il reste a montrer que w; — wg ~ A (0, |t — s|) pour tout ¢, s € I et que wy = 0, d’apreés ce qui
précede pour s < ¢ la variable aléatoire w; — wy est Gaussien, son espérance F[w; — ws] = 0 (par

linéarité de I'espérance), il reste a calculer sa variance :

Varlw, — ws) = E[(w; — w,)?] = E[w? + w? — 2ww,)
= E[w?] + E[w?] — 2E[w,w;]
=t+s—2s=t—s
on a donc montré que w; —w; est une v.a Gaussienne de plus E|w;—w,| = 0 et Var|w,—w;] = t—s
sis < tdoww, —ws ~ A(0,]t —s|) t,s € I, pour montrer que wy = 0 (p.s) il suffit de

remarquer que E[w?] = t ce qui implique que E[wi] =0 = wy =0 (p.s).

Passant maintenant a I'implication inverse :

<

Par hypothése les variables aléatoires réels wy,, wy, — wy,, ..., w;, — wy, , sont Gaussiennes

n

indépendantes, donc par le vecteur X = (wy,, wy, — wy,, ..., w;, — wy, ) est Gaussien, par

n

une transformation affine du vecteur X on obtiendra un vecteur Y avec
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100 ...0 wy,
110 ... 0 Wiy, — Wyy
Y = 1 11 ... 0 wtg_th

111 1 1 Wy, — Wy,
donc d’apres[1.9le vecteur Y = (wy,, wy,, ..., w, ) est Gaussien, et puisque w; — ws ~ A (0, |t —
s|) t,s € I etwy =0 (p.s) on aura d’une part w; ~ A (0,t) = FElw] = 0 et Var{w,] =
Ew} =t tel

Il reste a montrer que pour s,t € I Elw,ws] =t A s, pour cela calculons la variance de w; — w;

pour s < t:

Var[w, — ws] = Ew?] + Ew?] — 2E[w,w,)
=1+ s — 2E[wywy]

par hypothése on a Varjw, —w,| = t—sdonct+s—2F[wws| =t—s = Elwws| = s =1tAs

On va passer maintenant a la construction du processus de Wiener, pour cela nous allons

commencer par une lemme :

Lemme 2.7 ([Kry94]]). Il existe sur ([0, 1], ([0, 1]),\) une suite de (n,), variables aléatoires
indépendantes telle que : ¥n € N n, ~ .47(0,1).

On va procéder a la construction du processus de Wiener sur I'intervalle [0, 1], aprés cela on
faire une extension sur R .
On va commencer par choisir une base Hilbertienne de L?([0, 1]) adéquate, nous allons prendre

la suite de fonctions (¢ )ren définit comme suit :
wo(t) =1 si0<t<1

Pour n € N*, si 2" < k < 2"*! on prend :

n . k—9n k—2n41
28 i B2 << PR
n . _ony 1 _on
pr(t) =< —25 i & 22n+2 <t< % (2.11)
0 sinon
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Ce sont les fonctions de Haar (ou bien les ondelette de Haar) qui forment un systéme orthonormée

complet de L?([0, 1]) (voire [Pin01]), nous définissons aussi la suite de fonctions (15, )ren+ avec :

¢
welt) = [ eno)ds = (Lo, o0 212
0
1
nous avons de plus ||¢x||« = sup | (t)] < pyss)

te(0,1]
Nous allons maintenant énoncer le théoréme d’existence du processus de Wiener :

Théoréme 2.10 (Construction du processus de Wiener). Soit (1,,),, une suite de variable aléa-

toires indépendante Gaussienne ~ .4 (0, 1).On définit la suite aléatoire (wt(k))k comme suit :

w” =" () (2.13)
k=1

Alors cette suite converge uniformément ent (p.s) vers un processus Gaussien w, de plus on a

— Efw] =0, Elw,w] =t A s pour tout t, s € [0, 1]

Démonstration On a d’une part sup ]w,gn) — wt("fl)\ < ||Yn|loo|nn| de cela on aura pour tout
te(0,1]
N e N~
N N N
n n—1
Bl sup [0 ="V} < 3l Eliml] < €Dl
n=1 €l n=1 n=1

ou la derniére inégalité est obtenue en utilisant le théoréme sur les variables Gaussienne

1 o2
i, k € N*ie E[|nk|] = =— [ |x|e” 2dx < 0o,k € N*, en tendant N vers co on aura
21 Jr

> Elsup [uy™ —w" V) < 0o
=1 tel0,1]

en utilisant le théoréme [1.3] on obtient

oo
sup |wi" — w(" V| < 0o (p.s)
n—1 t€[0,1]
n
« _ (k) . (k=1)\ p__ . L .
Pour n € N* on prend s,, = Z(wt wy ), d’aprés le résultat précédent cette suite converge
k=1

uniformément en ¢ (p.s), et puisque s,, = wﬁ”) ,n € N* on obtiendra la convergence uniforme en

t (p-s) de la suite (wt(n))n, puisque cette convergence est (p.s) on aura l'existence de €)' € .7 telle

que P(Y') = 1 et la suite (w§"))n converge uniformément en t Vw € ) on définit w; comme suit :

lim w™(w) si we Y

wt(w) — n—r00

0 stweg
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La continuité de w; découle de la convergence uniforme et ¢ de suite de fonctions continue en ¢ (la
continuité des 1, est une conséquence de sa définition comme intégrale de fonction localement
intégrable ), il reste a montrer que c’est un processus Gaussien, pour cela on commence par

observer que pour n € N* et ty,o,...,t, € [ avect; <ty < --- < t, onapour tout m € N*

Gi(h) Galt) oo wml(t)\ [m wi™
Ui(ta) ha(ty) ... Yw(ta) 72 wy

(0 (tn) (> (tn) ce ¢m(tn) m wt(;n)
puisque les variables aléatoires 1, k = 1...m sont Gaussiens indépendantes alors le vecteur
(M1,M2, - - -, Mm) est Gaussien( par , donc le vecteur X,,, = (wgn), w,gn), . ,wt(:””)) Gaussien

comme transformation affine de vecteurs Gaussiens (par [1.9), en fessant tendre m vers co on

aura lim X, = (wy,wy,, ..., w;, ) est un vecteur Gaussien par|1.10} il reste donc a montrer que
m—00

Elw] =0, Flwyws] =tAs,t,s € I lapremiére propriété est facile car on a pour tout m € N* on

a E[w\™] = 0 et en utilisant le théoréme de convergence dominée on aura E[w;] = 0, montrons

doc que Elw,ws| =t A s,onapour s, t € [

El(w” —w™)] = E (Zwk(w - ¢k<s>>m>

k=1

=E| Y (ilt) = i) (w(t) — %(3))772'77]']

[ 1<i,j<n

= S W(0) — )R] (e~ A (0,1))

k=1
=D (We(t) = tu(s))”
En passant a la limite on aura !
lim Ef(w;” —w)*] = El(w, —w,)] = Y (4u(t) —vu(s))’
k=1

= Z(<]1[O,t]7¢k> (Ljo,5, k) Z Loy — Lo, ¢r)°
k=1 k=1
1
= / (Ljo) — Ljog)°dx  (Parseval)
0
1
=t+s— 2/ 1[0’t]m[078]dx
0
1
En prenant s = 0 on aura F[w?] = ¢ on obtiendra donc pour s, t € [ Elwyw,] = / L10,4np0,5d,
0
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on pourra facilement vérifier que cette intégrale est égale a t A s, d’ou E|w,w,| =t A s.

On énonce un théoréme qui assure I'existence du processus de Wiener sur I'intervalle [0, +00|

Théoréme 2.11 ([loa91]). Soit (Bt(k))keN, t € [0, 1] une suite de processus de Wiener indépendants

définit sur le méme espace probabilisé, alors le processus

)
BY. telo,1]

w =4 B+ BY  re1,2 (2.14)

SPIBY 4+ BY,, telkk+1[k>2
\
est un processus de Wiener indexé sur I = [0, +oo.

On peut étendre la définition du processus de Wiener en dimension d, on se place toujours
sur un espace probabilisé (2, .7, P)
(2)

Définition 2.27 (Processus de Wiener dans R?). Un processus stochastique X; = (Xt(l), X7

t > 0 avec Xt(j), 1 <5 <d, t > 0des processus réels est un processus de Wiener si il vérifie les
propriétés suivantes

(@). Xo=0 (p.s)

(b). Pourtoutn € N*ettout0 < t; <ty < ... <t,lesvecteurs Xy, X3, — Xy, ..., X4, — X4, ,

sont indépendants.
(c). Pourtoutt,s > 0ettout 1 < j <don aXt(j) —x9 ~ (0, |t — s|)
(d). L’application ¢ — X;(w) est continue pour tout w € €2
Proposition 2.11 ([loa91]]). Un processus stochastique X; = (Xt(l),Xt(Q), ...,Xt(d)), t > 0 avec
Xt(j), 1 <35 <d, t > 0desprocessus réels, est de Wiener si et seulement si les composante Xt(j) 1<

J < d sont des processus de Wiener réels indépendants.

Proposition 2.12. Soit (w;);>o un processus de Wiener d-dimensionnel, et (.%;):> est une filtration

admissible par rapport a ce processus, alors (w;);>o est une L*>-martingale par rapport a (F;)i>o-

Démonstration D’un coté on a pour tout ¢ > 0 E[w?] =t < oo, de plus pour 0 < s < tona
aussi

Elw|F] = Elwy — w|.F,] + E|ws|.Z]

puisque la filtration (.%; ):>¢ est admissible alors E|w;—w;|.Zs] = E[w;—w;], et puisque wy—wy ~

N (0,t — s), et w, est ., mesurable alors
Elw| Fs] = ws
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2.5.1 Variation du processus de Wiener

Avant d’aborder la variation du processus de Wiener, nous allons introduire certaines nota-

tions,

Définition 2.28 (Variation d’ordre p par rapport a une partition). Soitp > 0, f : [0, +00[—
R? une fonction, et I1 = {t; = 0 < t; < ... < t,, = t} une partition de I'intervalle [0, ], on

définit la variation d’ordre p de la fonction f la somme
Sy (f.10.4) = D _IF(ty) = fti)lP (2.15)
j=1

Définition 2.29 (Variation totale). Soit p > 0, on définit la p-variation totale de la fonction

f 1[0, +0o[— RY sur I'intervalle [0, t] la quantité
VAR,(f,10,t]) := sup{S}'(f,[0,]),1I partition de [0, ]} (2.16)

Sill = {t) =0 <t < .. <ty = t} est une partition de I'intervalle [0, ¢] on définira le

module de cette partition noté |II| par |II| := max (t; —t;_1)
1<j<m

Définition 2.30 (Variation d’ordre p, par rapport a une suite de partitions). Soit p > 0,
(I1,,),, une suite de partitions de l'intervalle [0, t], telle que lim,,,; |II|, = 0, on définira la
Variation d’ordre p, par rapport a une suite de partitions (I1,,),, de la fonction f sur I'intervalle
[0, ¢] la quantité

vary(f,[0,t]) :== lim S}'"(f,[0,t]) (2.17)

n—-+o0o
Théoréme 2.12. Soit (w;);>o un processus de Wiener réel, et (11,,),, une suite de partitions telle que

lim,,_,  o|I1,,| = O alors

vary(w, [0,¢]) = lim Sy™(w,[0,t]) =t en norme L? (2.18)

n—-+o0o

2.6 Champs aléatoires

On généralise la notion de processus stochastique en considérant une cette fois des processus

dépendant d’un paramétre additionnelle appartenant a R? appelé paramétre spatiale.

Définition 2.31 (Champ aléatoire). Soit ® : (z,¢,w) — ®(z,t,w), t € I,z € RY, w € Q une
application qui prend ces valeurs dans un espace (F, %(F)) on dit que ® est un champ aléatoire
stochastique ou plus simplement un champ aléatoire si V(z,t) € I x R? ®(x,t) est une variable

aléatoire a valeurs dans (£, Z(F)).
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Définition 2.32. Soit (.%#,); une filtration de .#, et & un champ aléatoire, on dit que
— ® est dite .#;-adapté si Vo € R? ®(x,.) est un processus .%;-adapté.
— @ est dite une martingale (respct martingale locale,semi-martingale) dépendante de para-
métres spatiale si Vo € R? le processus ®(x,.) est une une martingale (respct martingale

locale,semi-martingale).

On considere par la suite un exemple important celui de champ de Wiener,mais avant cela on

introduit 'opérateur R : H — H avec H un espace de Hilbert et R définit comme suit

(Ry)(x) = /D r(@,y)p(y)dy =€ D

en supposant que 7(z,y) = r(y,z)Vz,y € D et que / / |7(z,y)|*drdy < oo alors R est un
pJp
opérateur de Hilbert-Schmidt compact auto-adjoint avec la propriété que les valeurs propres s

de R sont positives et vérifie
oo
2
St <o
k=1

Dans le cas ou les valeurs propres tends plus rapidement vers 0 dans le sens ou

oo
Z#k <00
k=1

on dit que R est un opérateur trace, la norme d’un telle opérateur est donné par :

|Rllr, = Tr(R) =3 i = / r(z, 2)de
k=1 D

Définition 2.33 (Champ aléatoire de Wiener). Soit (w,gk)) 1 une suite de processus de Wiener
standard unidimensionnel indépendants identiquement distribué, on suppose que 'opérateur R
est du type trace sur H, et soit e;, k = 1,2, ... les vecteurs propres associé aux valeurs propres

tr, k =1,2,... de R, on définit le champ aléatoire

n

Wi =Wt =3 iy (219)

k=1
On obtiendra alors que W™ (z,t) est un champ aléatoire Gaussien dans le sens o1 V 2 € R? le

processus W (z,.) est un processus Gaussien d’espérance E[W ™ (z,t)] = 0 et de covariance

EW®™ (2, W™ (y, 5)] = ru(z,9)(E A ) (2.20)
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avec
Tn<x7y) = Zukek(x>ek(y) xr,y € D
k=1
On remarque aussi que pourn >m > lona

n

k
W = w2 = 3 pwg)?
k=m+1
donc le processus a droite est sous-martingale alors , en appliquant I'inégalité on aura

I'existence de C' > 0 telle que

B[ sup W, = W] < CEW = WM T = aC 37
0<t<
BSOS k=m+1

la quantité a gauche tend vers 0 quand n, m — 00, on aura alors la convergence de la suite

(Wt(n)) des processus de Wiener a valeur dans H en norme L? vers une limite noté W, donné par

oo

— 1 (n) _ (k)
Wy = Jggo Wi = Z VW~ Ck
k=1
On aura de plus la convergence de la suite R,, de noyau r,, vers un opérateur R en norme

|||z On dit alors que le W; est un R processus de Wiener.

Théoréme 2.13 ([Cho14]]). Le R processus de Wiener W est continue a valeur dans H avec W =
0 telle que

1. pourtoutt,s > 0etg,h € H
E[(Wy, )] =0,  E[(W, g)(Ws, )] = (t A s)(Rg. h)

2. W, a des incrément stationnaire indépendant

3. W, est une L?-martingale a valeur dans H et il existe une constante C' > 0 telle que
E[ sup ||[Wi|]*] € aC(Tr(R)) Va>0
0<t<a

4. W (x,t) est un champ aléatoire continue pour x € D,t > 0 si la fonction covariance r(x,y)

est continue sur D x D.

2.7 Intégration stochastique

2.7.1 L’intégrale Stochastique d’Ito

Soit (€2,.%,P) un espace probabilisé, soit (.#;):c; une filtration de .# avec I = [0, o, avant

de définir 'intégrale au sens d’It6, on va introduire la notion de tribu prédictive :
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Définition 2.34 (Tribu prévisible, Processus prévisible). Une tribu prévisible P par rapport
a la filtration (% )cs est la tribu sur I x ) engendré par les processus continues a gauche et qui
son (%} )cr-adapté.

un processus ; est dit prévisible si I'application (¢, w) — ¢;(w) est P-mesurable sur I x ).
Remarque 2.5. 1l est claire que tout processus continue a gauche (.%,;);-adapté est prévisible

Définition 2.35. Soit A;, ¢ € I un processus continue croissant, p > 1, on définit 'ensemble

ILP(A) = {Xt prévisible : E [/ |Xs|pdAs} < 00 }
0

Dans ce qui suit on utilisera deux notation différente pour les processus stochastique ,celle
ou le processus est considérée comme fonction de la variable ¢ (p(t)) et celle vu précédant ou le

t est écrit comme indice (y;).

Définition 2.36 (Processus prévisible simple). Soit [l = {0 =, < t; < ... < t, = o} une
partition de I, (¢.,)o<m<n une suite de variable aléatoire réel telle que V0 < m < n : ¢, est
ZF4,,_,-mesurable et 3 > 0 : Vw € Q supy<,,<,|¥m(w)| < 1, On dit que le processus () est un

processus simple prévisible si il est il de la forme :

o(t) = ol oy + Z Lt 1t () (2.21)

m=1

Remarque 2.6. 1l est claire que tout processus prévisible simple est un processus simple.

Soit X; une L? martingale adapté a la filtration (.%,),, et soit (X); sa variation quadratique,
on va donner une lemme sur 'approximation des processus prévisible par des processus simple

prévisible

Lemme 2.8 ([Kun19]]). Pour tout ¢ € L2((X)) il existe une suite (¢,,), de processus prévisible

simple telle que :

lim B [ ot - so<t>|2d<x>t] 0 (222

Remarque 2.7. On définira par la suite la norme d’un processus prévisible par

el =& [ W)d(m];

On va définir maintenant l'intégrale d’un processus simple prévisible
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Définition 2.37 (Intégrale d’un processus simple prévisible). Soit ¢(¢) un processus simple

prévisible, et soit X; une L? martingale, on définit le processus

M; = Z O Xepnt — Xtp_int), t €T (2.23)

m=1
t
ce processus est appelé 'intégrale de (t) par d.X; et on le note : / o(s)dXs.
0

Lemme 2.9. Soit ©(t) un processus prévisible simple, M, son intégrale, c’est une est une L*> martin-

gale et sa variation quadratique est égale a

(M), = / () Pd(X), (2.24)

([ eax) = [1eorac.

Démonstration On prend comme précédant II = {0 = ¢y < t; < ... < t,, = a} une partition

de I, et

doncon a

M, = Z Om(Xpont — Xty ant), t €T

m=1

Nous aurons alors pour ¢, s € I avec s < t: E[M; — M,|.%#,.] = 0 (p.s), pour la bornitude on a du
fait que () est un processus simple (donc bornée) et que X; est une L? martingale, nous aurons
M, comme la somme de processus dans L?, cela impliquera que M, est une L?-martingale.

Soit s,t € I avec s < t on a alors :

E[(M, = M?|F) = Y E[(My— My_1)*|7]

= Z E[gpan[(Xtm — Xtm_1)2|ftm_1]|y5]

m (2.25)
= ZE[SO;EKX%M - <X>tm 1’975,11_1”?5]
= B[ (X — (X )7

50



2.7. INTEGRATION STOCHASTIQUE

Puisque I’égalité précédente est vrai pour tout s < t on en déduit que le processus M?— f; O (r)d{X),

est une martingale, alors par la proposition [2.1| la variation quadratique de M; est le processus

fot wz(r)d<X)r,on a ainsi montré que :

</0tso(r)dxr> Z/OthQ(r)d(X>r (p.5) (2.26)

On va maintenant définir 'intégrale d’un processus prévisible :

Définition 2.38 (Intégrale par rapport a une L? martingale). Soit ¢ () un processus prévi-
sible telle que ||| < oo, d’aprés la lemme [2.8]on aura I'existence d’une suite de processus simple

prévisible (¢, (1)), telle que ||, — @|| == 0, en utilisant I'inégalité de Doob (pour p = 2), on

|

aura pour n,m € N

2

E |sup <A4FE

tel

[ entnax — [ eutriax,

/O C(alr) — n(r)dX,)

En prenant s = 0 dans on aura pour tout 0 < ¢ < a:

/0 t p(r)dX,

2

: o[/ t ¢2<r>d<x>r] < ol

n—oo

2
E |sup ] < 4on = pml* —=0

tel

/0 ()X, - /0 ()X,

alors la suite fot ©n(r)dX, est de Cauchy dans I'espace .#, qui est un fermé de I’espace complet
£? d’ou elle converge vers un un processus de ce méme espace, on définit cette limite comme

Uintégrale de p(t) par dX;, cette limite est une L? martingale est vérifie
On va maintenant étendre la classe d’intégrante pour inclure les martingales locales continues :

Définition 2.39 (Intégrale par rapport a une martingale locale continue). Soit X; une mar-
tingale locale continue, (X); sa variation quadratique, soit aussi ¢ € I.?((X)),pour N € N* on

définit la suite de temps d’arrét suivant :
t
Ty — inf{t € I |X| +/ A(r)d(X), > N}
0
=oosi{.}=10

Aoz (N : . ,
alors le processus arrété Xt( ) = X1y est une martingale continue bornée, et on aura (X)), =

(X)iaTy puisque par hypothese E| fot ©?(r)d(XM),] < oo la suite d’intégrales stochastique
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Mt(N) = f(f gp(r)dXﬁN) sont des L? martingales continues. Soit N’ > N et considéreront la

martingale Mt(N/) = fot go(r)dXﬁNl) alors on aura M) = Mt(N), on obtiendra de cela I'exis-

tATN

tence d’une martingale locale continue M; telle que :
t
Mynry, = / o(r)ydX™ N e N*
0

On prendra alors cette martingale locale continue M; est définir :

t
M, = / o(r)dX,
0

Et1'on appelle lintégrale d’It6 de ¢(t) par d X;, on a de plus I'égalité <f(f gp(s)dXS> = fot O (s)d(X)4

pour tout 0 < ¢ < a.

On passe maintenant a la définition de 'intégrale stochastique par rapport a une semi-martingale

continue

Définition 2.40 (Intégrale stochastique par rapport a une semi-martingale continue). Soit
©(t) un processus prévisible ,X; = M;+A; une semi-martingale continue, avec X, une martingale
locale continue, et A; un processus continue a variation bornée, en notant |A|t sa variation totale,
eten supposant que E[ [;* ©?(t)d(X),] < coet [;*|¢(t)|d|A]; < oo (p.s) on définit alors I'intégrale

stochastique ou d’'It6 de X par d X; comme suit

t t t
/ o(8)dX, = / o(s)dM; +/ o(s)dA
0 0 0
ou fot ©(s)dA; est 'intégrale de Lebesgue-Stieltjes

Proposition 2.13 ([Kun97|]). On a les propriétés suivants sur les intégrales stochastiques

(1). Pour p,v) € L2({X)) eta,b € Rona

[ ot s mwinax,=a [ omax, +o [vax,

(2). Soit M, une martingale locale continue et ¢ € L2((M)) alors [ pdM est aussi une martin-

gale locale continue et satisfait

t
</g0dM,N> :/ o(r)d{M, N), VYN martingale locale continue
¢ 0

(3). Soit X; = M, + A; une semi-martingale continue avec M; une martingale locale continue
et A; un processus continue a variation bornée, alors pour tout ¢, € L*((M)) NL'(|A]) et

tout a,b € R on a (ap + byp) € L2((M)) N L(|A]) de plus
[ taptny +wtmax, =a [ wmax,+o [ veax,
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(4). Soit &,t € I un processus continue F;-adapté, X, t € I une semi-martingale continue et
II={0=1t <ty <..<t,=«} une partition de I, alors le processus définit comme suit :

n—1

L{[ = Z gtAtm (Xt/\t7n+1 - Xt/\t'm)

m=0

t
converge uniformément ent en probabilité vers/ ¢-dX, quand |II| — 0.
0

2.7.2 Formule d’It6 et Applications

On dit qu’un vecteur stochastique X; = (X}, X2, ..., X¢) , ¢ € I estune d-dimensionnel semi-
martingale continue si les X/, t € I,i = 1...d sont des semi-martingales continues, avant de

donner la formule d’It6 on aura besoin d’un corollaire important que ’on va énoncer maintenant

Lemme 2.10 ([Kun97]). Soit (Xt(n))n, (Yt("))n, t € I deux suite de semi-martingale continues telle
que X = M™ + AW, v = N 1+ BM avec M, N\™ les partie martingale locale de ces
deux suites, on suppose que M(n) — M, et N(n) — Ny sur .#!°° uniformément en probabilité et

aussi que A( — Ay, B )

— By uniformément en probabilité (A;, B; sont aussi a variation bornée)
telle que sup, |A™|, + sup|B o <00 (p.s), en notant X, = M, + A, Y, = Ny + B, et &
Iensemble des partition de [, alors pour toute > 0 on a

lim sup P(sup(X™ — X)' > ) =0 et lim sup Psup(Y™ — V) >¢) =0

n—00 e » tel n—=00 [[e P tel

De plus on aussie > 0

lim sup P(sup[(X™, YT _(x y™M),| >¢)=0 (2.27)

noOMey el
Théoréme 2.14 (Formule d’It6). Soit I : R? — R une fonction de classe C? , Soit X; une d-
dimensionnel semi-martingale continue, alors F'(X,;) est une semi-martingale continue et on a pour

tout) < s<t<a

F(X,) = Z / axz )dXE + Z / o xj d(X', X7), (2.28)

Démonstration Il est suffisant de considérer le cas s = 0, Soit Il = {t, < t; < ... <t, =t} une

partition de [0, ¢], en appliquant la formule de Taylor sur F on aura
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n—1
oF , ,

d
1 PF (i) i S ,
32127 ,<f,i’”><XtM—th><Xik+l—sz>}

(2.29)

L[ oF | |
I = Z { oy (X ) (X3, — thk)}
i=1 (k=1 "
d n—1
= 5 Z]Z:; — a’L’iZ‘j (fk ! >(th+1 o th>(XthH - Xt]k)

ou les f,(f’j) sont des variables aléatoires .%;, ,, mesurable vérifiant ]f,(f’j) - X | < | Xy, —

X |, k=1,.,n—1,1<4,j <d, enlaissant tendre |II| vers 0 on aura d’une part par 4)

n—1

oF , ; LOF ‘
E — (X)) (X — X)) — X,)dX:
Pt axl< tk)( tpi1 tk.) /O‘ awz( T)d r

la convergence étant uniformément en ¢ en probabilité, donc on aura la convergence de /; vers

d t
OF ,
E X, )dX!
=1 \/0 axl ( ' ) '

Pour /5 on réécrit la somme en

1 O*F . . . ,
L=3Y {Z G, (X0 X, = XE)(XE, ng}
; k

" 5 1,7 {; <ax’IJ( * ) - 8[EZ~IL']' (th> (th+1 o th>(Xth+1 - ng>
On prend
n—1
0’F . i L i
LtH - Z axixj (th)(thH B th) et Ly = /0 8$i$j (Xr)er

Alors L{' converge vers L; uniformément en probabilité quand |II| tends vers 0 , d’aprés on

aura (LI, X7\ =0, (

L, X} ) uniformément en ¢ en probabilité de plus
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woxhy = ([ OF xaxixt) - | IF Xyax X0,

TiTj 0x;x;

Pour la deuxiéme somme nous allons montrer qu’elle tend vers 0

2
(z ) 0°F ; . .
‘Z Ox;z; xj ! axiiﬂj (th)> (thﬂ — th)(ngH X7)

{Z(sz - X:‘kf}

L (230)

N

02F (i,5) 82F

<sup (k )_&Ew(th)
ity

OL; 2 ;
J k

{z% _ Xz,f}

k
Puisque le terme du sup a droite de l’inégalité précédente tend vers 0 en probabilité quand |II| — 0

et que (X7 | — X[ )P = (X, > (XP,, — thk)Q — (X7); en probabilité, donc [2.30| tend

vers ( en probabilité, on aura donc prouvé la formule d’It6.
On va maintenant utiliser la formule d’Itd pour un cas spéciale de semi-martingale, Soit vy, (%), t €
(03 (03
I deux processus prévisible telle que / |ve|dr < oo et / ©*(r)dr < oo on considére la semi-
0 0

martingale suivante

t t
Xt:X0+/ @(T)dwr—i-/ vedr t el (2.31)
0 0

Avec wy,t € I le processus de Wiener standard.

Corollaire 2.2. Soit X; une semi-martingale continue représenté par|2.31, et f : R — R une

fonction de classe C?, alors on a par la formule d’Ito

F(X0) = F(X0) + [f’( F)duw, + / X vdr + = / X (232)

t t
Démonstration Il suffit de remarque que (X, X'); = </ o(r )dwr,/ o(r )dwr> :/ o(r)d{wy, wy),
0 0 0

et puisque (wy, w;) = t, d’ou le résultat.

Exemple 2.1. On donne certain exemples d’intégrale stochastique en utilisant la formule d’It6

— On prend X; = w; avec F'(z) = 2", n € N* on aura

(w))" = /O )", + % /0 " — 1)(w,)™2dr

pour le cas ou n = 2 on aura la formule de I'intégrale du processus de Wiener par rapport

au processus aux méme processus

¢ 2 _
/ wr dw/r — M
0 2
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— Onprend F'(z,y) = xy onadonc g;gy (r,y) =1, %(z,y) = 68275(1:, y) = 0 on aura donc

pour Xy, Y;, t € I deux semi-martingale
t t
Xt}/;f = XO}/O + / erK' + / }/T'dXT + <X, Y>t
0 0

cette formule est appelé formule d’intégration par partie pour les semi-martingales.
— On peut utilisez la formule précédente pour résoudre une équation différentielle stochas-
tique de la forme

dXt = —aXtdt + O'd'll}t tel

qui a un sens en utilisant la définition de I'intégrale stochastique, en d’autre termes le

processus X; vérifie
t
X, = —a/ X, dr + ow,
0
t
On considére le processus X; = Xge ™ + aeat/ e’ dw,, en notant Y, = e 7, =
0

t
/ e dw, on aura donc X; = Xoe * + Y, Z,, en appliquant maintenant la formule d’in-
0

tégration par partie

dX, = d(Xoe ™) + d(Y,Z,) = —aXoe ™ + Y,dZ, + Z,dY; + d{Z,Y),

a

puisque la fonction ¢ — oe~* est monotone elle est a variation bornée donc on aura

(Z,Y), = 0 dou
¢
dX; = —aXpe ™ + g (e dwy) — aae_“t/ e dw,
0
¢
= —a(Xpe ™ + ae“t/ e’ dw,) + odw,
0

= —aX; + odwy

Le processus X; vérifiant I’équation précédente est appelé processus de Ornstein—Uhlenbeck.
Théoreme 2.15 (Inégalité de Burkholder,[Kun97|]). Pour tout p > 2 il existe des constantes
C1(p), C2(p) positive telle que pour tout martingale continue M, avec My = 0 et E[|M,|P] < oo on

a

CLE[(M)?] < E[|M,P]) < CoE[(M)?]
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Chapitre 3

Etude de ’équation de la chaleur

stochastique

3.1 Les équations différentielle stochastique

Avant d’aborder le théme de ce chapitre on donnera un rappel sur la théorie des EDS (les équa-
tions différentielle stochastique), fixons 'espace de probabilité associé a une filtration complété

(0, Z,(F)i>0, P) et le processus de Wiener d-dimensionnel w; = (w}, w?, ..., w?).

Définition 3.1. Soit d,m € N*, My.,»(R) I'ensemble des matrices réelles d x m ,Soit aussi
o: Ry xRE— Mgm(R), b: Ry x R? — RY deux fonctions mesurables, On appelle équation

différentielle stochastique (EDS) une équation de la forme
dXt = O'(t, Xt)dU)t + b(t, Xt)dt
On notera cet équation par E(o, b).

Remarque 3.1. 'équation E(o, b) n’a de sens que sous forme intégrale :
t t
X = X +/ o(r, X,)dw, —i—/ b(r, X, )dr
0 0

ou plus explicitement pour 0 = (0; ;)1<i<d,1<j<m, b = (bi)1<i<a et I'équation E(c,b) est équi-

Syl x>

valent a

m t t
X} =XS+Z/ ai,j(an)dwfiJr/ bi(r, X )dr
j=170 ’
Aveci € {1,...,d}.
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On introduit grace aux définition précédente le probléme de valeur initiale associé a E(o,b)

comme suit

dXt = U(t, Xt)dwt ‘I— b(t, Xt)dt
(3.1)
XO =X

Avec x € R% on notera se probléme par E,(c,b).

Il existe plusieurs notion de solutions d’EDS, on va les donner dans la définition suivante

Définition 3.2. Pour I’équation E(c,b) on dit qu’il y a
— Existence faible si pour tout z € R? il existe une solution de E,(c,b).
— Existence et unicité faible si de plus toute les solution de (o, ) ont la méme loi.
— Unicité trajectorielle si en prenant deux solutions X et X’ de E(0,b) telle X = X, on
aura X' et X indistinguables.
On dit que X est une solution de F,(o,b) est une solution forte si X est adapté a la filtration
canonique de w; ,si de plus toutes les solutions fortes sont indistinguables on dit qu’il ya unicité

de solution forte de E(o,b).
on donnera un théoréme qui relie les différentes notions d’existence et d’unicité

Théoreme 3.1 (Yamada-Watanabe,[Ioa91]). Existence faible et unicité trajectorielle impliquent

unicité faible, De plus dans ce cas il existe pour chaque x € R une unique solution forte de E,(c,b).
On énonce un théoreme d’existence et d’unicité

Théoréme 3.2 ([Gal16]]). On considére I’équation E(o,b) vue précédemment on suppose cette fois
ci que o etb sont des fonctions continues sur R, x R? et satisfait les conditions de Lipschitz suivantes :

il existe deux constantes L, K > 0 telle que pour toutt € [0,T] et tout v,y € R? on a

16Ct, ) = bt y)lla + llo(t, 2) = ot y) Mo, < Kl = ylla
16, 2)lla + [lo(t; @) [ My, < L(L+ [[2]]a)
alors il ya unicité trajectorielle pour E(o,b),de plus pour tout v € R® il existe une unique solution

forte de E.(0,b)

Exemple 3.1. On reprend I'exemple du processus d’Ornstein-Uhlenbeck, qui est solution de

I’EDS suivante
dXt = det — aXtdt

Xo = g
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On a montré grace a la formule d’intégration par partie que on a une solution de la forme
t
X; = zpe ™ + 0/ e~
0

Puisque o(t,x) = o et b(t,z) = —ax sont continues et lipschitzienne, alors grace aux théoréme

précédent 3.2/ on déduit que la solution trouvé est unique.

3.2 Equation Parabolique classique

On donne dans cette section un rappel sur la théorie des EDP parabolique

Définition 3.3. Soit D un ouvert bornée de R%, 9D sa frontiére que I'on supposera de classe C,

et H = L?(D) on définie le probléme aux valeur initiale suivant associé a I’équation parabolique

(

g—t +Lu = fsi(z,t) € DX]0,q]
u(x,t) = 0si(z,t) € dDx]0,q] (3.2)
u(z,0) = h(x)
Avec \
ou i ou
; 3o, a®l( t)a_xj) + ; bl(x,t)a—xi + c(x, t)u (3.3)

On supposera par la suite que V 1 < 4,5 < d,a” = a’' Uopérateur L est elliptique dans le sens

ou 36 > 0 tel que
d
Z (z,0)&& > 0|]*V(x,t) € D x [0,a] et& € RY (3.4)
On suppose de plus que foit que V1 < 4,5 < d,a" b, c € L>(D x [0,a]), h € L*(D) et que
f € L*(0,a; H}(D)) , on définira par la suite la notion de solution faible de

Définition 3.4. Une fonction u : [0, o] — H}(D) est une solution faible de 3.2]si
(1) u € L*(0,c; HY(D)) et 2 € L*(0,; H(D))

(2) pour toutv € H}(D)

(OU0),0) + atult), v:0) = (1) v)

pour presque tout ¢ € [0, | avec a définit comme suit

Jv
a(u,v;t) Z/ xtax, )axj()dx

+Zl/ljbj(x,t)g—gj(x)v(x)dx+/Dc(x,t)u(x)v(x)dx
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(3) u(0) = h

Théoréme 3.3 ([Eva10] ). Pour tout f € L*(0,c; H *(D)) et h € H}(D) il existe une unique
solution u € L2(0,o; H3 (D)) N C(0, «v; L*(D)) de[3.9 dans le sens de la définition|[3.4

3.2.1 Equation de la chaleur stochastique

Soit D un ouvert bornée de R?, 0D sa frontiére que I’on supposera de classe C2, et H = L?(D)

on considere le probléme aux valeur initiale pour I’équation de la chaleur perturbée :

% = (KA —n)u+ W(x,t) si(z,t) € Dx]0, ]
u(z,t) =0si(z,t) € 0Dx]0,qa] (3.6)
\u(x,O) = h(x)

ou A = Z?:o 8‘9—;2 est 'opérateur de Laplace,x et 1 sont des constantes positive, h est une
fonction de L?(D), le bruit blanc spatiale W est définit comme la dérive temporelle du champ de
Wiener.

Avant de procéder a I’étude de ce probleme on va énoncer un théoréme important pour la suite

Théoréme 3.4 ([Eval0]). Soit A : H) — H ™' un opérateur différentielle définit comme suit

Au = i(aij(x) g;i

)+ c(x)u

On considére le probléme de valeurs propres suivant :

Au = - u €D
(3.7)

U =0 ze€0D

On suppose de plus que A est coercive, alors il existe une suite de valeurs propres (A du probléme

de multiplicité finie telle que
—0 < A < <. <\ <

avec A\, — oo quand k — oo, et correspondant a chaque valeur propre )\, il existe une fonction
propre ey, telle que I’ensemble {ex, k € N*} forment une base orthonormale compléte de H, si de

plus les coefficient de A sont de classe C* alors les fonctions propres sont aussi de classe C*.

Construction d’une solution faible du probléme 3.6
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Soit W (., t) un champ de Wiener a valeur dans H (H-champ de Wiener) avec une espérance

égale a zéro et une fonction de covariance r(z, y) telle que

EW(z,t)] =0, EW(z,t)W(y,s)] = ({As)r(x,y), (x,t)€ D x]0,qa]

On suppose de plus que 'opérateur R associé a la covariance, de noyau r(z, y) est de trace finie :

Tr(R) = /Dr(x,x)dx < 00

Pour construire une solution, on applique la méthode d’expansion des fonctions propres. Soit
donc (A la suite des valeurs propres associée a I'opérateur (kA — 7)) avec des conditions aux

bords homogénes, et soit (e ) les fonctions propres associée a ces valeurs propres telle que

(KA —n)er, = Mer, exlop=10, k =1,2... (3.8)

Ces fonctions propres forment une base orthonormale de H de plus d’apres ce qui précede, on a
n <A <A <.\ < ...et Ay — 00,k — oo par le théoréme 3.4 on sait que ces valeurs propres

sont de multiplicité géométrique finie et que les e¢; sont de classe C*°.

On cherche une solution de la forme suivante :

u(z,t) = iugk)ek(x) (3.9)
k=1

avec (ugk))k une suite de processus aléatoire a déterminer, pour cela soit 8 = (W(.,t),ex),

on supposera de plus que I'opérateur de covariance satisfait la condition (Re;, e;) = d;,07 avec
ok, k = 1,2... des constantes positives et J;;, la fonction indicatrice de Kronecker,alors il est
facile de vérifier que (Bt(k)) est formée de processus de Wiener indépendants de dimension 1 avec

E[BM] = 0et E[gF Y] = k02 (t A s), on donc écrire B = orwk et

W(z,t) = i@(k)ek(w) = iakwt(k)ek(ﬂf) (3.10)
k=1 k=1

avec (wlgk)) une suite de processus de Wiener standard de dimension 1, aprés substitution de
et[3.9)dans 3.6/ on obtient un systéme infinie d’équations d’It6 :

dugk) = —)\kugk)dt + akdw,gk)
(3.11)
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avec hy = (h,ey), h € H, la solution de[3.11] est donné par :
t
M = hye M+ oy / e M)k =1,2, ... (3.12)
0

qui sont des processus de Ornstein-Uhlenbeck indépendant avec une espérance

i = Eul™] = hye ¥ (3.13)
et de covariance
*® o
Covlu,” uy’| = Mﬁ(e"\k“_sl — e Mt (3.14)
k

On veut montrer la convergence de la série (3.9 on sépare le coté stochastique et déterministe

des termes de cette série, et montrer leurs convergences séparément, on écrit donc

u(z,t) = u(z, t) + v(z,t)

avec le termes non stochastique égale a

(e, t) =Y ex(x) (3.15)
k=1
et le terme stochastique
v(z,t) = ngk)ek(:c) (3.16)
k=1
ou
t
Uik) = ak/ e_)"“(t_s)dwt(k) (3.17)
0

On peut facilement montrer que la série converge en norme L?(D) et est solution de
probléme [3.6] sans les perturbation aléatoire.Il reste a montrer donc que la série converge

dans un certain sens a une solution de[3.6|avec i = 0, pour cela on considére les somme partielle

o™ (x,t) = th(k)ek(x) (3.18)
k=1

d’apres la définition des U,fk) on aura du fait que les ex, k = 1,2, ... forment une base

Hilbertienne de L?(D) et en utilisant la formule de Pythagore :

62



3.2. EQUATION PARABOLIQUE CLASSIQUE

n n 9
n g B
B0 (07 = 30 Bl = 3 53 (1= )
k=1 1

k=

. (3.19)
o
< Zk
<o
k=1
En se rappelant que \; > 7 et que o7 = (Rey, e;) on aura de ce qui précéde
(n) 2 1 - 2 1
sup E[[o™ (, ))IF] < o ) ox < 5-Tr(R) (3.20)
t<a 20— 2n
puisque la trace est finie par hypothése on aura :
2 1« 9
sup E[|[v(.,t) — o™ (1) < Z —~ — 0 quandn — o0 (3.21)
tsa a k=n+1 2)\k

et v(.,t) est un processus (%;)-adapté a valeurs dans H, de plus on peut méme montrer que le

processus composée avec la norme N : G — R, définit par

1
N(f) = E[IfI)?
est continue par rapport ¢, ou G est 'espace des des applications f(z,w),x € H,w € {2 a valeurs
dans H.

En effet on calcule

k
Ello(,t) — (., 8)[2 = > Eflo” — o (3.22)
k=1
Pour0<s<t<a«a

t s
ng) _ vgk) — o} (/ ef)\k(tfr)dwﬁk) _/ ekk(sr)dwﬁk))
0 0
s t
= 0y (/ [eﬂ\k(tﬂ") — e*/\k(sfr)]dwﬁk) +/ e/\k(tr‘)dwﬁk)>
0 s

En prenant I'espérance des deux cotés, et considérant I'indépendance des intégrales précédents
s 2 t 2
E[Jol® — v®)?] = 52 <E [/ (e7Melt=r) e_)"“(s_r))dwﬁk)] +E {/ e_’\’“(t_")dw,(,k)} >
0 s

s t
— 0,13 (/ (ef)\k(tfr) . efAk(sfr))er +/ 62/\k(tr)dr>
0 s

i —2p(t—s) 2
[l —e | <205(t —s)
Ak

(3.23)

<
(3.24)
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On aura donc d’aprés on aura
Efl[v(.,t) = o(s)IIP) < Y oi(t —5) = 2Tr(R)(t — s) (3.25)

d’ou le résultat voulue.
On va maintenant montrer que [3.6| admet une solution faible dans le sens ou u(., ) est un
processus .%;-adapté a valeur dans H telle que pour tout ¢ € CZ° et pour tout ¢t € [0,a] on a

37 . .
I’équation suivante

(u(,1),0) = (h, ) + /;(M-J),Aw)ds + W 1),0) (ps) (3.26)

n
On va montrer que la suite u'™ (z,t) = Z ugk)ek(:r) converge vers cette solution faible.
k=1

En intégrant par partie et en prenant compte de3.11} et en notant A = (kA — 7)) on obtient

n n t
WM, = u er0) = (hk — / ulflds + akwﬁ’“) (ers )
k=1 1 0

k= (3.27)

— (™, ) + / (W, 5), Ag)ds + (W (., 1), o)

avec h(™ et W les n-iéme approximation de h et W respectivement, puisque avec 1"
converge fortement pour la norme N et en passant a la limite des deux coté, on obtient
On vérifie que cette solution est unique, on suppose que u; et u; sont toute deux des solutions

vérifiant [3.26] alors v = u; — uy vérifie

(1ot ) = / (1., 5) Ag)ds

En choisissant ¢ = ¢ et ") = (7(.,t), ex) on aura d’apreés ce qui précéde

t
7 Z—Ak/ s k=1,2...
0

ce qui implique d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz
t
(PP < a [ (©)ds
0

En utilisant I'inégalité de Gronwall (version intégrale) on obtiendra (7\") = (uy(.,t)—ua(., 1), ) =
0 pour tout k£ € N*,puisque '’ensemble des fonction propres ¢, est complet on aura : u(.,t) =

us(.,t) (p.s) sur H, on résume les résultats précédent dans le théoréme suivant

Théoréme 3.5. Soit le développement en fonctions propres de u(x, t) donné par[3.9} alors u(.,t) est

un processus .7 -adapté Gaussien a valeur dans H ,qui est I'unique solution faible du probléme[3.4

satisfaisant [’équation
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Conclusion

Dans ce travail on a abordé les notions fondamentale du calcule stochastique plus particuliere-
ment l'intégrale stochastique qui a permit de donner un sens aux équations différentielle stochas-
tique, plus particulierement cela nous a permet d’étudier ’équation de la chaleur stochastique et

donner un résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible.
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