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Introduction

L’histoire du calcule stochastique a débuté avec le mouvement Brownien avec les travaux

de L.Bachelier a Paris qui a crée un modèle de ce mouvement en étudiant le comportement dy-

namique de la bourse Parisienne dans les années 1900. Un modèle du mouvement Brownien a

été aussi proposé par Einstein en 1905, décrivent le mouvement de particule suspendue dans un

liquide, malgré l’in�uence de son article, Einstein n’a pas pu prouver mathématiquement l’exis-

tence d’un tel objet, il a fallut attendre le développement de la théorie de la mesure par Borel et

Lebesgue pour pouvoir avoir les outille nécessaire a une telle construction.

C’est N.Wiener qui en 1923 a donné la première construction rigoureuse du mouvement Brow-

nien qui est dé�nit comme un processus stochastique a trajectoires continue et suivant la loi

normale, et a donné par la suite beaucoup de ses propriétés, deux des plus notables :les trajec-

toires du mouvement Brownien on une variation quadratique non nul, les variation totales de ses

trajectoires est in�nie. Il a aussi dé�nit une sorte d’intégrale par rapport au mouvement Brow-

nien : l’intégrale de Wiener.

Une avance importante dans le domaine du calcule stochastique a été apporté par Kolmogo-

rov par son développement rigoureux de la théorie des probabilité en utilisant la théorie de la

mesure,et ces travaux sur le processus de Markov.

Un peut être des plus importante �gure dans le domaine de l’intégration stochastique est

sans doute Kiyosi Itô, non seulement par ces nombreuse contributions a la théorie des processus

stochastique en générale mais aussi comme pionnier du domaine de l’intégration stochastique et

conséquemment la théorie des équations di�érentielles stochastiques, Itô avait réussit en 1944 à

généraliser l’intégrale de Wiener pour inclure des intégrante stochastique, par la suite, il a donné

dans un article daté de 1951, sa première démonstration d’une formule qui est analogue aux

développement de Taylor d’une fonction de classe C2
composée avec un processus stochastique,

cette formule est souvent appelé formule d’Itô. Le développement de la théorie a continuer avec



Doob qui a généralisé la classe d’intégrants des intégrales stochastique, et qui donne son premier

théorème de décomposition de sous-martingale a temps discret,puis vient P.A Meyer, qui a donné

une décomposition des sous-martingale a temps continue en utilisant la théorie du potentielle,

généralisant ainsi celle de Doob, Meyer a aussi fait une étude approfondie des L2
-martingale qui

est être importante par la suite

La théorie des équations di�érentielle stochastique s’est vite développée depuis les travaux

d’Itô en raison de son utilité dans di�érent domaines comme la biologie, la physique, les �-

nances..., le traitement des équations di�érentielles partielles stochastiques a commencé bien

après et a été motivé par les mêmes applications, le premier traitement de ces équations a com-

mencé avec Baklan, qui a donné un théorème d’existence de solution d’EDPs stochastiques pa-

raboliques dans les espaces de Hilbert, sa méthode a consister a réécrire l’équation en question

sous forme intégrale avec l’aide des fonctions de Green.

En réécrivant ces équations sous forme intégrale par rapport a la variable temporelle, on

donne une formulation variationnelle du problème associe a cette équation, l’existence et unicité

de ces solutions variationnel a été abordé pour la première fois par Bensoussan et Temam, puis

par Pardoux,Krylov et Rozonvskii et bien d’autres.

En contraste aux EDPs classique, la théorie des EDPs stochastiques a très vite eu une transi-

tion de l’étude de problèmes concrets a une théorie générale, la plus part de ces équation traité

comme des équations d’évolution dans un espace de Hilbert ou de Banach n’ont pas de connec-

tions spéci�que aux équations trouvé dans les domaines d’applications.

Ce mémoire a pour objectif de donner une introduction à la théorie du calcule stochastique,

le premier chapitre introduit certain aspect de la théorie des probabilité, le deuxième aborde le

calcule stochastique, et pour �nir dans le troisième chapitre on étudie une équation di�érentielle

stochastique de type parabolique : l’équation de la chaleur.
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Chapitre 1

Notions sur la théorie des probabilités

1.1 Rappel sur la théorie générale de la mesure

1.1.1 Notion de Tribus

On donnera dans cette section un petit sur la théorie de la mesure, qui sera utile par la suite

pour introduire la théorie des probabilités.

Dé�nition 1.1 (σ-algèbre, Tribu). soit X un ensemble non vide et P(X) l’ensemble de ces

parties,on dit que A ⊂ P(X) est une σ-algèbre ou tribu si :

(1). X ∈ A.

(2). si A ∈ A =⇒ Ac ∈ A.

(3). pour toutes (Ai)i∈I ⊂ A avec I dénombrable nous avons

⋃
i∈I

Ai ∈ A.

les éléments de A sont appelées les parties mesurable de X ,on dit que (X,A) est un espace

mesurable.

Remarque 1.1. D’après la dé�nitions d’une tribu, on peut montrer facilement les propriétés

suivante

1. ∅ ∈ A, en e�et par la propriété (1) et (2) X ∈ A =⇒ Xc = ∅ ∈ A

2. Si (An)n∈N ⊂ A alors

⋂
n∈NAn ∈ A, en e�et d’après (2) on a (Acn)n∈N ⊂ A =⇒⋃

n∈NA
c
n =

(⋂
n∈NA

)c ∈ A.

Exemple 1.1. Donnons certaine exemples de tribus :

1. P(X) est trivialement une tribu sur X .

2. Si B ∈ P(X) alors l’ensemble {B,Bc, ∅, X} est une tribu sur X , c’est d’ailleurs la plus

petit tribu sur X contenant B

6



1.1. RAPPEL SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DE LA MESURE

Dé�nition 1.2. Soit f : X → Y une application , mon munit Y d’une tribu B, on dé�nit

l’ensemble suivant

A := f−1(B) :=
{
f−1(B), B ∈ B

}
c’est une tribu sur X , appelé tribu image réciproque.

Le lemme suivant donne une propriété importante portant sur l’intersection quelconque de

tribu

Lemme 1.1 ([Rud87]). Soit (Ai)i∈I une famille de σ-algèbres sur X , alors
⋂
i∈I Ai est aussi une

σ-algèbre sur X .

Démonstration : (1) On a X ∈ Ai, i ∈ I donc X ∈
⋂
i∈I

Ai, (2) Si Ai ∈ Ai, i ∈ I alors

Ac ∈ Ai, i ∈ I ,donc Ac ∈
⋂
i∈I

Ai, (3) Si (Ak)k∈N ⊂ Ai, i ∈ I alors Ak ∈ Ai,∀k ∈ N,∀i ∈ I

donc

⋃
k∈N

Ak ∈ Ai,∀i ∈ I ce qui implique

⋃
k∈N

Ak ∈
⋂
i∈I

Ai.

Avec le lemme précédent on peut dé�nir la notion de tribu engendré par une famille de parties :

Dé�nition 1.3 (Tribu engendré par une famille de parties). Soit F ⊂ P(X) on dé�nit :

σ(F ) =
⋂

A σ-algèbre ,F⊂A

A

alors σ(F ) est une σ-algèbre appelé la σ-algèbre engendrée par F , c’est la plus petite tribu sur X

qui contient F .

Remarque 1.2. (a) Si M est une tribu sur X alors on a trivialement σ(M) = M.

(b) SiA,B ⊂ P(X) alors on aA ⊂ σ(B) et par dé�nition de la tribu engendré par une partie

σ(A) ⊂ σ(B).

(c) Si A ⊂M, avec M une tribu sur X , alors σ(A) ⊂M.

On passe maintenant a dé�nir une tribu important qui va être utilisée dans beaucoup d’instance.

Dé�nition 1.4. Soit τ une topologie sur X on appelle tribu de Borel sur X la plus petite tribu

engendrée par τ et on note : B(X) = σ(τ)

On se place à présent dans le cas de Rn
.

Dé�nition 1.5. On dé�nit l’ensemble des pavés ouverts de Rn
par

J (Rn) = {]a1, b1[×...×]an, bn[: aj, bj ∈ R, j = 1, ..., n}
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1.1. RAPPEL SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DE LA MESURE

Proposition 1.1 ([Sch11]). SoitJ (Rn) l’ensemble des pavés ouverts deRn, alors on aσ(J (Rn)) =

B(Rn)

Proposition 1.2 ([Bal17]). L’ensembleB(R) est engendré par les familles suivante : {]−∞, a], a ∈ R},

{]−∞, a[, a ∈ R}, {[a,+∞[, a ∈ R}, {]a,+∞[, a ∈ R}

1.1.2 Applications Mesurables

On passe maintenant a la notion d’application mesurables X :

Dé�nition 1.6 (Application mesurable). Soit (X,A), (Y,B) deux espaces mesurables, on dit

qu’une application f : (X,A)→ (Y,B) est mesurable ou (A− B mesurable) si :

∀B ∈ B : f−1(B) ∈ A

Dé�nition 1.7 (Tribu engendrée par une famille d’applications). Soit X un ensemble non

vide et (Y,B) un espace mesurable, soit H = {fi, i ∈ I} une famille d’applications de X vers Y ,

on dé�nit la tribu σ(H) comme la plus petite tribu sur X rendant tout les ξ ∈ H mesurables :

σ(H) =
⋂
j∈J

Mj , Mj, j ∈ J tribu sur X et ∀j ∈ J,∀i ∈ I : fi est (Mj − B mesurable)

Exemple 1.2. Si (Y,B) est un espace mesurable, X ensemble non vide, f : X → Y une applica-

tion et H = {f} alors on a :

σ(H) =
{
f−1(B)|B ∈ B

}
c’est la tribu image réciproque.

1.1.3 Mesures

Dé�nition 1.8. Soit (X,A) un espace mesurable, on appelle mesure positive sur X toute appli-

cation µ : X → [0,+∞] véri�ant :

1. µ(∅) = 0

2. Si (An)n∈N ⊂ A avec Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j alors :

µ

(⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An)

on dit alors que (X,A, µ) est un espace mesuré.
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1.1. RAPPEL SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DE LA MESURE

Proposition 1.3 (Propriété élémentaire d’une mesure positive,[Rud87]). .

1. Monotonie : Si A,B ∈ A et A ⊂ B alors : µ(A) ≤ µ(B)

2. Sous-additivité : Si (An)n∈N ⊂ A alors : µ

(⋃
n∈N

An

)
≤
∑
n∈N

µ(An)

3. Si (An)n∈N ⊂ A et si An ⊂ An+1 ∀n ∈ N alors : µ

(⋃
n∈N

An

)
= lim

n→+∞
µ(An)

4. Si (An)n∈N ⊂ A et si An ⊃ An+1 ∀n ∈ N avec µ(A0) < ∞ alors : µ

(⋂
n∈N

An

)
=

lim
n→+∞

µ(An)

Exemple 1.3. Soit (X,M) un espace mesurable, on donne certain exemple de mesures

(1). (mesure de Dirac) , Soit x ∈ X alors l’application δx : M→ {0, 1} dé�nit comme suit ,

∀A ∈M

δx(A) :=

1 si x ∈ A

0 si x /∈ A

est une mesure appelé mesure ou masse de Dirac.

(2.) (Mesure de contage) L’application dé�nit sur M suivante

|A| :=

Card(A) si A est �nie

+∞ si A est in�nie

est une mesure, appelé mesure de contage.

Dé�nition 1.9 (Partie négligeable,Mesure complète). Soit (X,A, µ) un espace mesuré.

— On dit qu’une partie N ⊂ X est négligeable si : ∃D ∈ A : N ⊂ D et µ(D) = 0

— On dit qu’une la mesure µ est complète si toutes partie négligeable est mesurable

Dé�nition 1.10. Soit (X,M, µ) un espace mesuré, on dit que la propriété P est vrai presque-

partout (on P est vrai écrit p.p) si elle est vrai sur un ensemble mesurableA ∈M de complémen-

taire Ac négligeable.

Remarque 1.3. La propriété d’égalité presque partout entre deux applications mesurables est

une relation d’équivalence sur l’espace des applications mesurables.

Proposition 1.4 (Complétion des mesures,[Rud87]). Soit (X,A, µ) un espace mesuré,soit

A∗ = {E ⊂ X | ∃A,B ∈ A : A ⊂ E ⊂ B et µ(B ∩ Ac) = 0}

On dé�nit alors µ∗ : A∗ → [0,+∞] par : pour E ∈ A∗ µ∗(E) = µ(A), ainsi A∗ est une tribu

sur X appelé la µ∗-complétion de A, et µ∗ est une mesure complète sur A∗ qui prolonge µ.
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1.1. RAPPEL SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DE LA MESURE

On énonce maintenant un théorème fondamentale sur l’existence d’une mesure positive sur

R (plus précisément sur B(R)).

Théorème 1.1 (Mesure de Lebesgue,[Rud87]). Il existe uneuniquemesure positive sur (R,B(R)),notée

λ telle que :

λ(]a, b[) = b− a,∀a, b ∈ R, a < b

Remarque 1.4. Cette mesure coïncide avec la notion de longueur sur les intervalles bornés, en

dimension 2, la mesure de Lebesgue d’un ensemble convexe borné sera égale a la surface délimité

par la frontière de cette ensemble, en dimension 3, cette mesure coïncide avec la notion de volume.

Remarque 1.5. une question qu’on pourrait ce poser est la complétude de la tribu borélienne

B(R) par rapport a la mesure de Lebesgue λ,la réponse est négative, il su�t de considérer les

ensembles de Cantor C qui est de mesure nulle :(λ(C) = 0) mais qui contient des sous ensemble

qui ne sont pas mesurables (qui ne sont pas dans B(R)).

Dé�nition 1.11 (Tribu de Lebesgue). On appelle tribu de Lebesgue dans R noté L(R) la

tribu qui complète B(R) pour la mesure λ. On appelle encore mesure de Lebesgue la mesure

complétée

λ : L(R)→ [0,+∞]

On peut étendre cette dé�nition sur Rd
pour la mesure et tribu de Lebesgue :

Théorème 1.2 (Mesure de Lebesgue sur Rd,[Rud87]). Il existe une unique mesure positive

sur (Rd,L(Rd)) noté λ telle que pour tout pavé ouvert P =]a1, b1[×]a2, b2[× · · ·×]ad, bd[⊂ Rd on

ait :

λ(P ) =
d∏
i=1

(bi − ai)

Proposition 1.5 ([Rud87]). Pour tout A ∈ L(Rd) on a :

— λ(A) = inf {λ(V ) | V ouvert , V ⊃ A} (régularité extérieure)

— λ(A) = sup {λ(K) | K compact , K ⊂ A}(régularité intérieure)

— λ est invariante par translation et rotation.
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1.1. RAPPEL SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DE LA MESURE

1.1.4 Intégrale d’application mesurable

On va maintenant dé�nir la notion d’intégrale d’une application mesurable par rapport a une

mesure positive, on commence par la dé�nition des application simple :

Dé�nition 1.12 (Application Simple). Soit (X,A, µ) un espace mesurée, et s : X → R On dit

que s est application simple si son image consiste en un nombre �nie de point ,si on suppose que

α1, α2 · · ·αn sont les valeurs que prend s et en notant Ai = s−1(αi) alors :

s =
n∑
i=1

αi1Ai

Remarque 1.6. Une conséquence de la dé�nition des applications mesurables est le fait que s

est mesurable si et seulement si les Ai sont mesurables.

On notera par la suite E+(X) l’ensemble des applications simple positive

Dé�nition 1.13 (Intégrale d’une application simple,applicationmesurable). soit (X,A, µ)

un espace mesurée, et s : X → [0,+∞[ une application simple mesurable, on dé�nit l’intégrale

de s sur X comme suit : ∫
X

sdµ =
n∑
i=1

αiµ(Ai)

si f : X → [0,+∞[ une application mesurable, on dé�nit l’intégrale de f sur X comme suit :∫
X

fdµ = sup

{∫
X

sdµ | s ≤ f, s ∈ E+(X)

}
on dé�nit aussi l’intégrale de f sur une partie mesurable A ⊂ X comme suit∫

A

fdµ =

∫
X

f1Adµ

Remarque 1.7. Si f est une application mesurable quelconque (non nécessairement positive)

alors on peut l’écrire sous la forme suivante

f = f+ − f− avec f+ := max(f, 0) et f− := max(−f, 0)

Dé�nition 1.14 (Application intégrable). Soit f : X → R une application mesurable, on dit

que f est intégrable si ∫
X

|f |dµ <∞

11



1.1. RAPPEL SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DE LA MESURE

dans ce cas on dé�nit l’intégrale de f sur une partie A ⊂ X mesurable comme suit :∫
A

fdµ =

∫
A

f+dµ−
∫
A

f−dµ =

∫
X

f+1Adµ−
∫
X

f−1Adµ

Si f : X → C est une application mesurable on dit que f est intégrable si avec la notation

f = f1 + if2, f1 = <(f), f2 = =(f2) on a∫
X

|f1|dµ <∞ et

∫
X

|f2|dµ <∞

on dé�nit l’intégrale de f sur une partie mesurable A ⊂ X comme suit∫
A

fdµ =

∫
A

f1dµ+ i

∫
A

f2dµ

Proposition 1.6 ([Rud87]). Soit f, g : X → C deux application intégrables, alors on a les pro-

priétés suivante :

1. ∀α, β ∈ C on a (αf + βg) est intégrable de plus∫
X

(αf + βg)dµ = α

∫
X

fdµ+ β

∫
X

gdµ

2. On a la propriété suivante :
∣∣∣∣∫
X

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f |dµ

3. Si f et g prennent leur valeur dans R, et f ≤ g alors
∫
X

fdµ ≤
∫
X

gdµ

4. Si f = g presque partout alors
∫
X

fdµ =

∫
X

gdµ

Dé�nition 1.15. Soit (X,M, µ) un espace mesuré, p ∈ [1,+∞], on dé�nit l’espace suivant

Lp(µ) :=

{
[f ], f : X → R mesurable et

∫
X

|f |pdµ <∞
}

avec [f ] = {g : X → R mesurable : f = g p.p}, ces espaces sont appelés espaces de Lebesgue.

Proposition 1.7 ([Rud87]). Soit p ∈ [1,+∞] alors l’espace Lp(µ) est un espace de Banach pour la

norme ‖f‖p = (
∫
X
|f |pdµ)

1
p , f ∈ Lp(µ).

Théorème 1.3 ([Rud87]). Soit fn : X → C une suite de fonction intégrable telle que :∑
n∈N

∫
|fn|dµ <∞

alors la série (
∑
fn)n converge absolument pour presque tout x ∈ X vers une fonction f intégrable

de plus : ∫
X

fdµ =
∑
n∈N

∫
X

fndµ

12



1.2. INTRODUCTION A LA THÉORIE GÉNÉRALE DES PROBABILITÉS

1.2 Introduction a la théorie générale des probabilités

La théorie des probabilités a été formalisée par Kolmogorov dans les années 30,en se basant

sur la théorie de la mesure.

Dé�nition 1.16 (Espaces de probabilité). une probabilité sur un espace mesurable (Ω,A) est

une mesure positive P : A → [0, 1] telle que P(Ω) = 1

le triplet est appelé espace de probabilité,pour des raisons historiques a une terminologie

spéci�que :

— Une partie A ∈ A s’appelle un événement.

— Un point ω ∈ Ω s’appelle une observation,ou une expérience, quand ω ∈ A on dit que ω

est une réalisation de l’événement A.

— L’ensemble vide ∅ est l’événement impossible,et l’ensemble Ω est l’événement certain.

— Si A ∈ A est événement on dit que :

— A est presque impossible si P(A) = 0.

— A est presque certain ou presque sur si P(A) = 1.

— Le terme "presque partout" (pour la mesure P) se traduit par l’expression presque sur-

ement, abrégé (p.s.)

Dans tout ce qui suit on prend E un espace topologique, on choisira souvent E = Rd

Dé�nition 1.17 (Variables aléatoires). On appelle variable aléatoire (abrégé : v.a) toutes ap-

plication X : (Ω,A) → (E,B(E)) qui soit A −B(E) mesurable ,si E = Rd
on appelle X un

vecteur aléatoire.

pour d = 1, on dit variable aléatoire réelle (v.a.r)

Dans tout ce qui suit on note pour x ∈ Rd
: |x|2 =

d∑
i=1

x2
i la norme Euclidienne du vecteur x.

Dé�nition 1.18 (Espérance,Variance,Covariance). Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité on

appelé Espérance de la v.a.r X : Ω→ R la quantité :

E[X] =

∫
Ω

XdP =

∫
Ω

X(ω)P(dω)

dans le cas ou X = (X1, X2, ..., Xd) est un vecteur aléatoire on dé�nit l’espérance de X comme

suit :

E[X] =

(∫
Ω

X1dP,
∫

Ω

X2dP, ...,
∫

Ω

XpdP
)

13
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On appelle la variance du vecteur aléatoire X la quantité :

V ar[X] =

∫
Ω

|X − E[X]|2dP = E[(X − E[X])2]

On appelle covariance de deux variables aléatoires réels X, Y la quantité :

Cov[X, Y ] = E[XY ]− E[X]E[Y ]

Proposition 1.8. On a la propriété que

V ar[X] = E[X2]− (E[X])2

Démonstration En notant mX = E[X] on développe V ar[X] :

E[(X − E[X])2] = E[X2 + (mX)2 − 2mXE[X]]

= E[X2] +m2
XE[1Ω]− 2mXE[X] = E[X2] +m2

X − 2m2
X = E[X2]−m2

X

Dé�nition 1.19 (Loi d’une variable aléatoire). Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, et X une

v.a, on appelle loi ou distribution d’une variable aléatoire X la mesure image de P par X .

On la note µX , on dit alors que X suit la loi µX ,et l’on note X ∼ µX .

Par dé�nition donc on a :

∀B ∈ B(Rd) µX(B) = P(X ∈ B) = P(X−1(B))

de plus : µX(Rd) = 1 donc µX est une probabilité sur Rd
.

On passe maintenant a un théorème important nous permettons de calculer les intégrales de

fonction dépendant d’une variable aléatoire X en ne connaissant que la loi que suit X :

Théorème 1.4 (Théorème de transfert,[Kry02]). Soit X : Ω→ Rd une v.a, µX la loi de X

Alors pour une fonction ϕ : (Rd,B(Rd)) → (R,B(R)) on a la propriété suivante : ϕ est µX-

intégrable si et seulement si ϕ ◦X est P- intégrable de plus on a la formule

∫
Rd
ϕ(x)µX(dx) =

∫
Ω

ϕ(X(ω))P(dω)

Remarque 1.8. On remarque que l’on peut reformuler le théorème précédant en utilisant la

fonction E :

E[ϕ ◦X] = E[ϕ(X)] =

∫
Ω

ϕ(X(ω))P(dω) =

∫
Rd
ϕ(x)µX(dx)

en particulier pour une v.a.r X on a :

E[X] =

∫
R
xµX(dx) et E[X2] =

∫
R
x2µX(dx)

14
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on a précédemment vu dans la première partie que certain mesure peuvent être dé�nit comme

une intégrale d’une certaine fonction (mesurable) positive par rapport a une autre mesure,en

supposant que µX soit une mesure possédant une densité fX on peut écrire :

µX = fX .λ =⇒ ∀B ∈ B(Rd) on a : µX(B) =

∫
B

fXdλ

Avec λ la mesure de Lebesgue, on dit alors que fX est la densité la v.a X , ou que X est a densité

f .

l’expression de µX peut s’écrire sous la forme suivant : dµX = fXdλ.

En supposant que ϕ : Rd → R mesurable on aura l’expression de l’espérance de la v.a ϕ(X) :

E[ϕ(X)] =

∫
Rd
ϕ(x)fX(x)dx

en particulier si on travaille sur R :

E[X] =

∫
R
xfX(x)dx

Dé�nition 1.20 (Moment d’ordre |α|). soit X : Ω → Rd
une v.a suivant la loi µX , et α =

(α1, α2, ..., αd) ∈ Nd
un multi-indice on dit que X est a moment d’ordre |α| si :

∫
Rd
xαµX(dx) <

∞, et est a moment absolu d’ordre α si :

∫
Rd
|x|αµX(dx) <∞ avec la notation xα = xα1

1 .x
α2
2 ...x

αd
d

et |α| =
d∑
i=1

αi.

Dé�nition 1.21 (Fonction de distribution). Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité, et X :

Ω→ Rd
une v.a,pour tout x = (x1, x2, ..., xd), y = (y1, y2, ..., yd) ∈ Rd

, on note

x ≤ y voulant dire : xi ≤ yi ∀i = 1, ..., d

avec cette notation on dé�nie la fonction FX : Rd → [0, 1] comme suit :

FX(x) := P(X ≤ x) ∀x ∈ Rd

Remarque 1.9. Si la v.a X est a densité fX : Rd → R+ on aura alors l’expression de la fonction

de distribution de X comme suit :

F (x) = F (x1, x2, ..., xd) =

∫ x1

−∞
...

∫ xd

−∞
fX(y1, y2, ..., yd)dy1...dyd

0n va maintenant s’intéresser a un certain type de variable aléatoire suivant une lois a densité

particulière appelé lois Gaussienne :
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Dé�nition 1.22 (Variable Gaussienne). Soit X une v.a.r, on dit que X est Gaussienne de

paramètres m et σ2
, (avec m ∈ R, σ > 0) si X est a densité pX : R→ R+ avec

pX(x) =
1

σ
√

2π
e
−

1

2

(x−m
σ

)2

et on écrit X ∼ N (m,σ2)

1.2.1 Indépendance

La notion d’indépendance est fondamentale en théorie de probabilité, et c’est ce qui qui la

distingue comme entant bien plus qu’une simple modi�cation de la théorie de la mesure.

Dé�nition 1.23 (Indépendance de v.a). LesX1, X2, ..., Xn des v.a prenant leur valeurs dans les

espace mesurables (E1,E1), (E2,E2), ..., (En,En) respectivement, sont dites indépendante si :∀A1 ∈

E1, A2 ∈ E2, ..., An ∈ En

P(X1 ∈ A1, X2 ∈ A2, ..., Xn ∈ An) = P(X1 ∈ A1).P(X2 ∈ A2)...P(Xn ∈ An)

ou plus explicitement :

P

(
n⋂
i=1

X−1(Ai)

)
=

n∏
i=1

P
(
X−1(Ai)

)
Dé�nition 1.24 (Indépendance d’événements). Les événements A1, A2, ..., An ∈ F sont dit

indépendant si pour tout 1 ≤ l ≤ n et 1 ≤ i1 < i2 < .... < il ≤ n

P

(
il⋂
k=1

Aik

)
=

il∏
k=1

P(Aik)

Dé�nition 1.25 (Indépendance de sous tribus). Soit F1,F2, ...,Fn des tribus incluse dans la

même tribu F , on dit que les Fi, 1 ≤ i ≤ n sont indépendantes si pour tout A1 ∈ F1, A1 ∈

F1, ..., A1 ∈ F1 on a

P

(
n⋂
i=1

Ai

)
=

n∏
i=1

P(Ai)

Remarque 1.10. On peut facilement démontrer que les v.a X1, X2, .., Xn sont indépendantes si

et seulement si les tribus σ(X1), σ(X2), ..., σ(Xn) sont indépendantes.

Dé�nition 1.26. Soit X une v.a, et D une tribu, on dit que X est indépendante de D si les deux

tribus σ(X) est D sont indépendantes.

Remarque 1.11. Il est facile de monter que X est indépendante de D si et seulement si X est

indépendante de toutes D-mesurable v.a W .
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Théorème 1.5. SoitX, Y deux variable Indépendantes aléatoires prenant leur valeur dans (E,B(E))

et (G,B(G)) respectivement,soit aussi ϕ : (E,B(E)) → (E ′,B(E ′)) , ψ : (G,B(G)) →

(G′,B(G′)) deux fonctions mesurables, alors les variables aléatoires ϕ(X) et ψ(Y ) sont indépen-

dantes.

Démonstration Pour C ′ ∈ B(E ′), D′ ∈ B(G′) on a C = ϕ−1(C ′) ∈ B(E) et D = ψ−1(D′) ∈

B(G) et donc on a

P(ϕ(X) ∈ C ′, ψ(Y ) ∈ D′) = P(X ∈ C, Y ∈ D)

= P(X ∈ C)P(Y ∈ D)

= P(ϕ(X) ∈ C ′)P(ψ(Y ) ∈ D′)

1.2.2 Fonction caractéristique

On introduira dans cette bref section une fonction importante dans le domaine des probabi-

lités, la fonction caractéristique associé a un vecteur aléatoire :

Dé�nition 1.27 (Fonction caractéristique). Soit X : Ω → Rd
un vecteur aléatoire on dé�nit

la fonction ϕX comme suit :

ϕX(θ) = E[ei〈θ,X〉] (θ ∈ Rd , 〈.〉est le produit scalaire usuelle de Rd)

qu’on appelle fonction caractéristique de X .

Remarque 1.12. Puisque |eir| ≤ 1 ∀ r ∈ R alors ϕX existe pour tout vecteur aléatoire X , de

plus par continuité de la fonction exponentielle sur les complexe, on aura par le théorème de

convergence dominée : la continuité de ϕX .

Théorème 1.6 ([Kry94]). Soit µ, ν des mesure �nie sur B(Rd), on suppose de plus que pour tout

θ ∈ Rd

∫
Rd
ei〈θ,x〉µ(dx) =

∫
Rd
ei〈θ,x〉ν(dx)

alors : µ = ν sur B(Rd), en particulier si µ(dx) = g(x)dx et ν(dx) = h(x)dx alors g = h presque

partout pour la mesure de Lebesgue.

Ce dernier théorème est ce qui justi�e le nom de fonction "caractéristique" : la loi d’une v.a est

détermine par sa fonction caractéristique.

On passe maintenant a un théorème sur la dérivation de la fonction caractéristique
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Proposition 1.9 ([Kun19]). Soit n ∈ N, si le vecteur aléatoire X suivant la loi µX a un moment

d’ordre n = |α| avec α = (α1, α2, ..., αd) ∈ Nd et |α| =
d∑
i=1

αi, alors sa fonction caractéristique ϕX

est de classe Cn(Rd), de plus pour tout j ∈ Nd, |j| ≤ n on a

∂jϕX(θ) = i|j|
∫
Rd
ei〈θ,x〉xjµX(dx) (1.1)

avec ∂jf =
∂|j|f

∂xj11 .∂x
j2
2 ...∂x

jd
d

ou j = (j1, j2, ..., jd) ∈ Nd et |j| =
d∑

k=1

jk

Remarque 1.13. Si X est une variable aléatoire réel suivant la loi µX et admet un moment

d’ordre 2 alors :

ϕ′X(0) = iE[X] et ϕ′′X(0) = −E[X2]

Théorème 1.7 ([Kry94]). Soit X1, X2, ..., Xm des vecteurs aléatoires de dimension d1, d2, ..., dm

respectivement dé�nit sur (Ω,F ,P),alors

X1, X2, ..., Xm Sont indépendante ⇐⇒ ∀θj ∈ Rdj E[exp(i
m∑
j=1

〈θj, Xj〉)] =
m∏
j=1

ϕXj(θj)

Remarque 1.14. Le théorème précédent est équivalent a dire que les vecteurs aléatoiresX1, ..., Xm

sont indépendant si es seulement si la fonction caractéristique du vecteurX = (X1, ..., Xm) ∈ Rd

avec d =
∑m

j=1 dj est égale au produit des fonctions caractéristique des vecteurs aléatoire Xj .

On énoncera certains propriétés des variables Gaussienne réels en utilisant la fonction caracté-

ristique :

Proposition 1.10. Soit X : Ω → R une variable Gaussienne telle que X ∼ N (m,σ2) (σ > 0)

alors on a

ϕX(θ) = exp(iθm− 1

2
σ2θ2) (1.2)

et par conséquent : E[X] = m et V ar[X] = σ2

Démonstration. Puisque la v.a.r X admet comme densité pX(x) = 1
σ
√

2π
e−

1
2(x−mσ )

2

on aura :

ϕX(θ) = E[eiθX ] =

∫
R
eiθxpX(x)dx =

eiθm

σ
√

2π

∫
R
eiθxe−

x2

2σ2 dx

en mettant

u(θ) =
1

σ
√

2π

∫
R
eiθxe−

x2

2σ2 dx

18
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nous aurons :

u′(θ) =
1

σ
√

2π

∫
R
ixeiθxe−

x2

2σ2 dx =
1

σ
√

2π
(−iσ2)eiθxe−

x2

2σ2

∣∣∣∣+∞
−∞
− σ2θ√

2πσ

∫
R
eiθxe−

x2

2σ2 dx

= −σ2θu(θ)

donc u′(θ) = −σ2θu(θ) =⇒ u(θ) = c.e−
1
2
σ2θ2 c ∈ R en remarquons que u(0) = 1 on aura

c = 1 d’où u(θ) = e−
1
2
σ2θ2

et par conséquent :

ϕX(θ) = exp(iθm− 1

2
σ2θ2)

on a donc :

ϕ′X(θ) = (im− σ2θ) exp(iθm− 1

2
σ2θ2)

et aussi :

ϕ′′X(θ) = −σ2 exp(iθm− 1

2
σ2θ2) + (im− σ2θ)2 exp(iθm− 1

2
σ2θ2)

donc d’après la remarque 1.13 on a :

ϕ′X(0) = im =⇒ E[X] = m

et par conséquent

ϕ′′X(0) = −σ2 −m2 =⇒ E[X2]−m2 = σ2 c.a.d V ar[X] = σ2

1.2.3 Vecteurs Gaussiens

On a déjà rencontré la notion de variable aléatoire réel Gaussienne, on maintenant dé�nir ce

qu’est un vecteur Gaussien, pour cela on va utiliser la fonction caractéristique :

Dé�nition 1.28 (Vecteur Gaussien). Soit X : Ω → Rd
un vecteur aléatoire, soit m ∈ Rd

et R

une d× d matrice symétrique dé�nit positive, on dit alors que X est normalement distribué avec

les paramètres (m,R) si

ϕX(θ) = exp(i〈m, θ〉 − 1

2
〈Rθ, θ〉)

on dira par la suite que le vecteur X est Gaussien et on écrit X ∼ N (m,R).
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On énoncera un théorème qui porte sur la fonction densité de la loi d’un vecteur Gaussien :

Théorème 1.8 ([Gal16]). Soit X : Ω → Rd un vecteur Gaussien telle que X ∼ N (m,R) alors

X suit une loi µX a densité p avec

p(x) = (2π)−
d
2 (detR)−

1
2 exp

(
−1

2
〈R−1(x−m), x−m〉

)
On énonce a présent u théorème fondamentale sur les vecteurs Gaussiens

Théorème 1.9. Soit X : Ω → Rd un vecteur Gaussien, k ∈ N∗, v ∈ Rk et Q une k × d-matrice,

alors v +QX est un vecteur Gaussien de dimension k.

Démonstration On va montrer que la fonction caractéristique de la nouvelle variable aléatoire

η = v +QX est de la forme présenté dans 1.28, on a d’une part pour tout t ∈ Rk
:

E[ei〈η,t〉] = E[ei〈v,t〉ei〈QX,t〉] = ei〈v,t〉E[ei〈QX,t〉]

En utilisant le fait que pour toute matrice carré A on a la propriété : 〈AU, V 〉 = 〈U,A∗V 〉 où A∗

est la matrice transposé de A et U, V sont des vecteur du même espace, on aura

ei〈v,t〉E[ei〈QX,t〉] = ei〈v,t〉E[ei〈X,Q
∗t〉] = ei〈v,t〉ϕX(Q∗t) =⇒ ϕη(t) = ei〈v,t〉ϕX(Q∗t)

en supposant que X ∼ N (m,R) on aura

ϕη(t) = ei〈v,t〉ei〈m,Q
∗t〉e−

1
2
〈RQ∗t,Q∗t〉 = ei〈v,t〉ei〈Qm,t〉e−

1
2
〈QRQ∗,t〉 = ei〈v+Qm,t〉e−

1
2
〈QRQ∗,t〉

il est facile de montrer que la matrice QRQ∗ avec R symétrique dé�nit positive est aussi sy-

métrique dé�nit positive, d’où on a l’existence de m′ = v + Qm ∈ Rk
et R′ = QRQ∗ une

(k × k)-matrice dé�nit positive, d’où η est un vecteur Gaussien.

On dit alors que toutes transformation a�ne de vecteur Gaussien et aussi un vecteur Gaussien,

on passe maintenant a un théorème concernant la convergence de suite de vecteurs Gaussien.

Théorème 1.10 ([Kry94]). SoitXn : Ω→ Rd une suite de vecteurs Gaussiens telle que lim
n→∞

Xn =

X (p.s) alors X est aussi un vecteur Gaussien, de plus on a lim
n→∞

E[Xn] = E[X]

Avant d’énoncer le théorème sur la non-corrélation des vecteurs Gaussien, on dé�nit la notion

de non-corrélation :
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Dé�nition 1.29 (Non-corrélation). On dit que deux vecteurs aléatoire X, Y (possiblement de

dimension di�érente) sont non-corrélés si E[|X|2] < ∞, E[|Y |2] < ∞ et Cov[XiYj] = 0 pour

tout les i, j possible.

Théorème 1.11 (Non corrélation Normale,[Kry94]). Soit dj ∈ N∗ et Xj : Ω → Rdj j =

1, ..., k des vecteurs Gaussien, soit alors X = (X1, X2, ..., Xk) un Rd vecteur Gaussien avec d =
k∑
j=1

dj alors

Les vecteurs X1, X2, ..., Xk sont indépendants ⇐⇒ Ils sont deux a deux non-corrélées

On passe maintenant au dernier théorème de cette section

Théorème 1.12 ([Kry94]). SoitX1, X2, ..., Xn des vecteurs Gaussiens indépendants (possiblement

de dimension déférente). Alors le vecteur (X1, X2, ..., Xn) est aussi un vecteur Gaussien

1.2.4 Espérance conditionnel

La notion d’espérance conditionnel joue un rôle important dans la théorie des probabilité,

une de ces application les plus importante est son utilisation dans la théorie de martingales qu’on

verra dans le prochain chapitre.

Dé�nition 1.30 (Espérance conditionnel). Soit D ⊂ F une tribu X,Z deux v.a.r, tell que Z

soit D-mesurable, on suppose que E[|X|] <∞ , E[|Z|] <∞, et que :∫
A

XdP =

∫
A

ZdP ∀A ∈ D

on dit alors que Z est une espérance conditionnel de X sachant D .

On dé�nira l’espérance conditionnel de X sachant D comme le classe d’équivalence [Z] (avec

la relation = (p.s.)) et on écrit :

E[X|D ] = [Z] avec : E[X1A] = E[Z1A] ∀A ∈ D

Remarque 1.15. On associera très souvent la classe d’équivalence E[X|D ] a un de ces repré-

sentant.

Remarque 1.16. Si A ∈ F et X = 1A on dit que E[1A|D ] est la probabilité conditionnel de A

sachant D et on écrit : E[1A|D ] = P(A|D)
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Théorème 1.13 (Existence). Si E[|X|] <∞ alors E[X|D ] existe.

Démonstration. On considère sur (Ω,D ,P) la mesure µ(A) = E[X+1A] A ∈ D ,on remarque

que µ ≥ 0 et que µ(Ω) < ∞ de plus µ << P alors d’après le théorème de Radon-Nikodým il

existe une fonction D-mesurable Z1 ≥ 0 telle que : E[X+1A] = E[Z11A] ∀A ∈ D

Le même raisonnement se fera surX− pour trouver l’existence d’une fonctionZ2 D-mesurable

telle que : E[X−1A] = E[Z21A] ∀A ∈ D

On aura donc ∃ Z = Z1 − Z2 une fonction D-mesurable telle que :∫
A

XdP =

∫
A

ZdP ∀A ∈ D

Théorème 1.14 (Unicité). Si Z1 et Z2 sont des espérances conditionnels (Z1, Z2 ∈ E[X|D ]) alors

Z1 = Z2 (p.s.)

Démonstration. Par dé�nition de l’espérance conditionnel on a pour tout A ∈ D :

E[Z11A] = E[Z21A] =⇒ E[(Z1 − Z2)1A] = 0

Puisque Z1 − Z2 est D-mesurable alors on peut prendre A = {ω ∈ Ω : (Z1 − Z2)(ω) > 0}

on aura alors P(A) = 0 d’où Z1 ≤ Z2 (p.s.), de la même manière on montre que Z2 ≤ Z1 (p.s.).

Proposition 1.11 ([Kry02]). Soit X une v.a.r telle que E[|X|] <∞ alors on a :

1. Pour tout constance c on a E[cX|D ] = cE[X|D ] (p.s.)

2. On a E[E[X|D ]] = E[X].

3. Si E[|X1|], E[|X2|] <∞ alors E[X1 +X2|D ] = E[X1|D ] + E[X2|D ] (p.s.)

4. Si X est D-mesurable alors E[X|D ] = X (p.s.)

5. Si X est indépendante de la tribu D alors E[X|D ] = E[X]

6. Si G ⊂ D est une tribu alors :

E[E[X|G ]|D ] = E[E[X|D ]|G ] = E[X|G ] (p.s.)

Nous allons énoncer maintenant des propretés de l’espérance conditionnel pourtant sur des

inégalités et des limites analogue a celle trouvée en théorie de l’intégration classique.

Proposition 1.12 ([Kry02]). 1. Si E[|X1|], E[|X2|] < ∞ et X1 ≤ X2 (p.s.) alors E[X1|D ] ≤

E[X2|D ] (p.s.)
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2. (Théorème de convergence monotone) Si E[|X|] < ∞ et (Xn)n une suite de v.a.r telle que

E[|Xn|] <∞ , Xn ≤ Xn+1(p.s.) ∀n ∈ N avec lim
n→∞

Xn = X (p.s.) alors :

lim
n→∞

E[Xn|D ] = E[X|D ] (p.s.)

3. (Théorème de Fatou) Si Xn ≥ 0, E[Xn] <∞, ∀n ∈ N et lim inf
n→∞

Xn <∞ alors :

E[lim inf
n→∞

Xn|D ] ≤ lim inf
n→∞

E[Xn|D ] (p.s.)

4. (Théorème de convergence dominée) Si |Xn| ≤ Z ∀n ∈ N ,E[Z] <∞ et on a lim
n→∞

Xn = X

alors :

lim
n→∞

E[Xn|D ] = E[X|D ] (p.s.)

5. (Inégalité de Jensen) Si Φ : R → R est une fonction convexe, et E[|X|] + E[|Φ(X)|] < ∞

alors :

Φ(E[X|D ]) ≤ E[Φ(X)|D ] (p.s.)
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Chapitre 2

Calcule Stochastique

Dans ce chapitre on va dé�nira la notion importante de processus stochastique, ensuite on

introduit les temps d’arrêts et les di�érentes propriétés de ces derniers , ensuite on introduit la no-

tion de martingales,puis la variation quadratique des martingales, après on donne une construc-

tion du processus de Wiener et pour �nir on introduit les champs aléatoire stochastique.

2.1 Processus Stochastiques

Un processus stochastique est un objet mathématique qui sert a modéliser l’évolution d’un

phénomène aléatoire a travers le temps, on commence donc a donner sa dé�nition :

Dé�nition 2.1 (Processus Stochastiques). Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, (E,E ) un es-

pace mesurable, et I une famille d’indices quelconque, un processus stochastique (indexé par I)

(Xt)t∈I est une famille de v.a qui prennent leur valeurs sur E. plus explicitement :

(Xt)t∈I = {Xt : (Ω,F ,P)→ (E,E ) : Xt est F − E mesurable ∀t ∈ I}

le plus souvent on prend I = R+ ou un autre intervalle de R et (E,E ) = (R,B(R))

Dé�nition 2.2 (Trajectoires d’un processus stochastique). Soit I ⊂ R+ un intervalle, et

X = (X)t∈I un processus stochastique,les trajectoires de X sont les applications t 7→ Xt(ω)

obtenu en �xant ω. Les trajectoires constituent donc une famille indexée par ω ∈ Ω d’applications

de T dans E,on dira par la suite que X est continue si les applications t 7→ γω(t) = Xt(ω) sont

continuent pour tout ω ∈ Ω.

Remarque 2.1. Les notions de continuité a droite et de continuité (p.s.) se dé�nissent de la même

manière en considèrent les trajectoire de processus stochastique.
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2.1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

On s’intéressera par la suite aux trajectoires continue, mais avant cela commençant par cer-

tains dé�nitions :

Dé�nition 2.3 (Modi�cation). Soit X = (X)t∈T et X̃ = (X̃)t∈T deux processus stochastiques,

on dit que X̃ est une modi�cation de X si :

∀t ∈ T P(Xt = X̃t) = 1

Dé�nition 2.4 (Indistinguabilité). les deux processusX et X̃ sont dit indistinguables si il existe

un sous ensemble négligeable N ⊂ Ω :

∀ω ∈ Ω\N ∀t ∈ T Xt(ω) = X̃t(ω)

ou bien d’une manière un peut di�érente : X et X̃ sont indistinguables si :

P(∀t ∈ T,Xt = X̃t) = 1

Deux processus indistinguables sont nécessairement des modi�cation de l’un de l’autre, mais

l’inverse n’est pas toujours vrai,en e�et si on prend par exemple : (Ω,F ,P) = ([0, 1],B([0, 1]), dx)

Xt(ω) = 0 et X̃t(ω) = 1{ω}(t)

il est clair que X̃ est une modi�cation deX car {Xt 6= X̃} = {t}mais les deux processus ne sont

pas indistinguables, car {ω,Xt(ω) = X̃t(ω),∀t} = ∅

Dé�nition 2.5 (Processus Gaussien). Un processus stochastique Xt, t ≥ 0 est dit Gaussien si

pour tout n ∈ N∗ et tout 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn le vecteur Γ = (Xt1 , Xt1 , ..., Xtn) est un vecteur

Gaussien.

On peut se poser des question de mesurabilité sur un processus X , ces prochaine dé�nitions

abordent ce sujet :

Dé�nition 2.6 (Filtration). Une �ltration sur (Ω,F ,P) est une collections (Ft)t≥0 de tribus

telle que : Ft ⊂ F ∀t ∈ [0,+∞[ et Fs ⊂ Ft pour tout s ≤ t,on dé�nit F∞ := σ
(⋃

t≥0 Ft

)
on

aura par la suite pour tout s ≤ t :

F0 ⊂ Fs ⊂ Ft ⊂ F∞ ⊂ F

on dit alors que (Ω,F , (Ft),P) est un espace de probabilité �ltré.
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2.1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

Dé�nition 2.7 (Filtration Canonique, Filtration complète). Si X est un processus stochas-

tique indexée sur R+ la �ltration canonique de X est dé�nit comme FX
t = σ{Xs, 0 ≤ s ≤ t}

,on va aussi dé�nir certaine tribus d’intérêt : Ft− = σ

(⋃
s<t

Fs

)
et Ft+ =

⋂
ε>0

Ft+ε, on dit alors

que :

— (Ft) est continue a droite si Ft+ = Ft ∀t ≥ 0

— (Ft) est continue a gauche si Ft− = Ft ∀t ≥ 0

Pour (F )t une �ltration,et soit N l’ensemble des partie négligeable de (F∞,P), la �ltration

(Ft)t est dite complète si N ⊂ F0.

Dé�nition 2.8. Soit (Xt)t≥0 un processus stochastique, la tribu suivant

FX = σ(Xt, t ≥ 0)

est appelé historique globale du processus (Xt)t≥0.

Dé�nition 2.9 (Indépendance des processus stochastique). On dit que les deux processus

stochastiques (Xt)t≥0 et (Yt)t≥0 à valeurs dans (E,E ) et (E ′,E ′) respectivement , sont indépen-

dants si les tribus FX
et F Y

son indépendantes.

Dé�nition 2.10 (Filtration admissible). Soit (Xt)t≥0 un processus stochastique, une �ltration

(Ft)t≥0 est dite admissible si

(a). FX
t ⊂ Ft pour tout t ≥ 0.

(b). pour tout 0 ≤ s ≤ t le processus Xt −Xs est indépendant de la tribu Ft dans le sens ou

pour tout 0 ≤ s ≤ t les tribus Gt = σ(Xt −Xr, 0 ≤ s ≤ r) et Fs sont indépendantes.

Dé�nition 2.11 (Processus mesurable). On dit que que X = (Xt)t≥0 est adapté si pour tout

t ≥ 0 Xt est Ft-mesurable.

Le processus stochastique X = (Xt)t≥0 est dit mesurable si l’application :

(t, ω) 7→ Xt(ω) : (R+ × Ω,B(R+)⊗F )→ (E,B(E))

est mesurable.

On dit que X est progressif ou bien progressivement mesurable par rapport a la �ltration (Ft)t si

pour tout t ≥ 0 l’application :

(s, ω) 7→ Xs(ω) : ([0, t]× Ω,B([0, t])⊗Ft)→ (E,B(E))

est mesurable.
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Remarque 2.2. Si un processus stochastique (Xt)t≥0 est adapté a la �ltration (Ft)t≥0 alors pour

tous s ≤ t on a Xs est Ft-mesurable car Fs ⊂ Ft ,par conséquent Ft contient nécessairement

σ(Xs, s ≤ t) = FX
t c.a.d : ∀ t ∈ R+ FX

t ⊂ Ft.

Proposition 2.1 ( [Mey66] ). Soit X un processus stochastique, si X est mesurable et adapté a la

�ltration (Ft)t≥0 alors X a une modi�cation progressivement mesurable.

Proposition 2.2. SoitX un processus stochastique a valeurs dans un espacemétrique (E,B(E)),on

suppose que X est adapté a une �ltration (Ft)t≥0 et a trajectoires continue a droite (resp a gauche)

alors X est progressive.

Démonstration. Fixons t > 0, pour tout entier n ≥ 1 et tout s ∈ [0, t] dé�nissons une variable

aléatoire Xn
s en posant :

Xn
s (ω) =

X kt
n

(ω) si
(k−1)t
n
≤ s < kt

n
, k ∈ {1, ..., n}

Xt(ω) si s = t

la continuité a droite des trajectoires assure que pour tout s ∈ [0, t] et ω ∈ Ω :

Xs(ω) = lim
n→+∞

Xn
s (ω)

Pour A ∈ B(E) on a :

{(s, ω) ∈ [0, t]×Ω : Xn
s (ω) ∈ A} = ({t}×{Xt ∈ A})

⋃(
n⋃
k=1

([
(k − 1)t

n
,
kt

n

[
× {X kt

n
∈ A}

))
qui est dans la tribu B([0, t]) ⊗ Ft,donc ∀n ≥ 1, l’application (s, ω) 7→ Xn

s (ω) est mesurable

pour la tribu B([0, t])⊗Ft, puisque (s, ω) 7→ Xs(ω) est la limite simple de la suite d’application

(Xn
s (ω))n, cette applications est aussi mesurable pour B([0, t]) ⊗Ft, d’où X est un processus

progressif.

On passe a la dé�nition d’une classe de processus important, celle des processus simples :

Dé�nition 2.12 (Processus simple sur R+). Soit (tn)n∈N une suite strictement croissante de

réels positive, telle que t0 = 0 et limn→∞ tn = +∞, soit aussi (ξn)n∈N une suite de variables

aléatoires telle que ∃C > 0 :∀ω ∈ Ω supn∈N|ξn(ω)| ≤ C ,on suppose aussi que ∀ n ∈ N ξn est

Ftn-mesurable, on dit que le processus Xt est simple si il est écrit sous la forme

Xt(ω) = ξ0(ω)1{0}(t) +
∞∑
i=0

ξi(ω)1]ti,ti+1](t) t ≥ 0, ω ∈ Ω
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Lemme 2.1 ([Ioa91]). Soit X un processus bornée (∃l > 0 :∀ω ∈ Ω supt∈R+|Xt(ω)| ≤ l), mesu-

rable et (Ft)t-adapté,alors il existe une suite (X(n))n de processus simple telle que :

sup
α>0

lim
n→∞

E

[∫ α

0

|X(n)
t −Xt|2dt

]
= 0

2.2 Temps d’arrêt

Dé�nition 2.13 (Temps aléatoire). Une application T : Ω→ [0,+∞] est un temps aléatoire si

T est F -mesurable.

Dé�nition 2.14. SoitX un processus stochastique, et T un temps aléatoire, on dé�nit la fonction

XT sur {T <∞} par :

XT (ω) = XT (ω)(ω) , ω ∈ Ω

on s’intéressera maintenant a un type très important de temps aléatoire , les temps d’arrêt :

Dé�nition 2.15 (Temps d’arrêt). un temps aléatoire T est un temps d’arrêt pour la �ltration

(Ft)t si pour tout t ≥ 0, {T ≤ t} ∈ Ft

Dé�nition 2.16 (Temps optionnel). Un temps aléatoire τ est un temps optionnel pour la �ltra-

tion (Ft)t si ∀t ≥ 0 {τ < t} ∈ Ft.

on remarque que {T =∞} =
(⋃

n∈N{T ≤ n}
)c ∈ F∞

Proposition 2.3. Tout temps d’arrêt est optionnel et les concepts coïncides si la �ltration en question

est continue a droite.

Démonstration. Soit T un temps d’arrêt on a alors pour t ≥ 0 : {T < t} =
⋃
n∈N∗{T ≤

t− 1
n
} ∈ Ft− 1

n
⊆ Ft ∀ n ∈ N∗, d’où T est un temps optionnel.

pour le deuxième point on suppose que T est optionnel pour la �ltration continue a droite (Ft)t,

on a {T ≤ t} =
⋂
ε>0{T < t + ε}, donc {T ≤ t} ∈ Ft+ε pour tout t ≥ 0 et ε > 0 d’où

{T ≤ t} ∈
⋂
ε>0 Ft+ε ∀t ≥ 0 qui se traduit par : {T ≤ t} ∈ Ft+ = Ft ∀t ≥ 0

Lemme 2.2. Si τ est un temps optionnel etC une constante positive, alors τ+C est un temps d’arrêt.

Démonstration Si 0 ≤ t < C alors {τ + C ≤ t} = ∅ ∈ Ft, si t ≥ C alors :

{τ + C ≤ t} = {τ ≤ t− C} ∈ F(t−C)+ ⊂ Ft
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Lemme 2.3. Si T, S sont des temps d’arrêt, alors T ∧S = min(T, S), T ∨S = max(T, S) et T +S

sont aussi des temps d’arrêt.

Démonstration On a d’un coté, pour t ≥ 0 :

{S ∧ T ≤ t} = {S ≤ t} ∪ {T ≤ t} ∈ Ft

{S ∨ T ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft

pour la troisième assertion on utilise le fait que temps Temps aléatoire égale a une constante po-

sitive est un temps d’arrêt donc pour t = 0 on aura : {T + S ≤ 0} = {T = 0} ∩ {S = 0} ∈ F0

pour t > 0 on a :

{T+S > t} = ({T = 0}∩{S > t})∪({T > t}∩{S = 0})∪({T ≥ t}∩{S > 0})∪({0 < T < t}∩{T+S > t})

les trois premier événements a droite sont dans Ft , pour le quatrième nous avons pour t > 0 :

({0 < T < t} ∩ {T + S > t}) =
⋃

r∈Q+,0<r<t

({r < T < t} ∩ {S > t− r})

nous avons a droite de l’égalité une réunion dénombrable d’événement qui appartiennent a Ft

donc l’événement a gauche lui aussi est dans Ft.

Dé�nition 2.17 (Tribu associé a un temps d’arrêt). Soit T un temps d’arrêt de la �ltration

(Ft)t on dé�nit la tribu du passé avant T comme suit :

FT = {A ∈ F∞ : ∀t ≥ 0, A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}

Lemme 2.4. Soit T, S deux temps d’arrêt, alors pour tout A ∈ FS on a : A ∩ {S ≤ T} ∈ FT , en

particulier si S ≤ T alors FS ⊂ FT .

Démonstration On a pour tout t ≥ 0 les applications T ∧ t et S ∧ t sont Ft-mesurable, de plus

pour tout A ∈ FS on a :

A ∩ {S ≤ T} ∩ {T ≤ t} = (A ∩ {S ≤ t}) ∩ {T ≤ t} ∩ {S ∧ t ≤ T ∧ t}

les événements a droite sont dans Ft.
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Lemme 2.5. Soit T, S des temps d’arrêt, alors FT∧S = FT ∩FS , de plus chacun des événement :

{T < S}, {S < T}, {T ≤ S}, {S ≤ T}, {S = T}

sont tous dans FT ∩FS .

Démonstration On a d’après la lemme précédente que FT∧S ⊂ FT ∩FS , on va montrer l’autre

inclusion, soit A ∈ FT ∩FS on observe que pour tout t ≥ 0 :

A ∩ {S ∧ T ≤ t} = A ∩ ({S ≤ t} ∪ {T ≤ t})

= (A ∩ {S ≤ t}) ∪ (A ∩ {T ≤ t}) ∈ Ft.

d’où A ∈ FT∧S .

pour les événement on a pour tout t ≥ 0 :

{S ≤ T} ∩ {T ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∩ {S ∧ t ≤ T ∧ t} ∈ Ft

{S ≤ T} ∩ {S ≤ t} = {S ∧ t ≤ T ∧ t} ∩ {S ≤ t} ∈ Ft

on obtiendra donc {S ≤ T} ∈ FS ∩FT en permutant S et T dans les égalités plus haut nous

aurons {T ≤ S} ∈ FS∩FT et par conséquent aussi {S > T} ∈ FS∩FT , {T > S} ∈ FS∩FT

et {S = T} ∈ FS ∩FT .

Théorème 2.1. Soit T un temps d’arrêt, alors on peut dé�nir une suite de temps d’arrêt Tn qui est

décroissante et convergente simplement vers T

Démonstration. Pour tout n ∈ N on prend :

Tn =


m+ 1

2n
si

m

2n
< T ≤ m+ 1

2n
(m ∈ N)

∞ si T =∞

Par suite on aura pour tout ω ∈ Ω :

Tn(ω) =
+∞∑
m=0

m+ 1

2n
1Dm(ω) +∞.1∞ avec Dm = {ω :

m

2n
< T ≤ m+ 1

2n
}

on véri�era que (Tn)n est bien une suite décroissante de temps d’arrêt qui converge simplement

vers T .
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Proposition 2.4 (Processus arrêté). Soit X un processus mesurable par rapport a la �ltration

(Ft)t et T un temps d’arrêt pour la la même �ltration, alors la variable aléatoire XT dé�nit sur

{T < +∞} est FT -mesurable, et le processusXT∧t est progressivement mesurable par rapport a la

�ltration (Ft)t.

Démonstration. Pour montrer que XT est FT -mesurable,on doit montrer que pour tout B ∈

B(E) et t ≥ 0 {XT ∈ B} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft mais on a {XT ∈ B} ∩ {T ≤ t} = {XT∧t ∈

B} ∩ {T ≤ t},donc il su�ra de prouver que le processus XT est progressivement mesurable.

Pour cela on observe que f : (s, ω) 7→ (T (ω) ∧ s, ω) : ([0, t] × Ω) → [0, t] × Ω)) est

B([0, t])⊗Ft-mesurable, et par hypothèse, l’application

(s, ω) 7→ Xs(ω) : ([0, t]× Ω,B([0, t])⊗Ft)→ (E,B(E))

est mesurable, alors la composée avec f est aussi mesurable :

(s, ω) 7→ XT (ω)∧s(ω) : ([0, t]× Ω,B([0, t])⊗Ft)→ (E,B(E)).

d’où le résultat.

2.3 Martingales

Dans cette partie on donnera une idée générale sur la notion de martingales qui ont étés

introduit en 1939 par J.Ville.

Soit (Ω,F ,P) un espace probabilité, I ⊂ R+ ,et Soit (Ft)t∈I une �ltration sur F ,si X =

(Xt)t∈I est un processus stochastique, on notera par X = ((Xt)t∈I ,F , (Ft)t∈I) le processus

stochastique adapté a la �ltration (Ft)t∈I .

Dé�nition 2.18 ( Martingale). Soit M = ((Mt)t∈I ,F , (Ft)t∈I) un processus stochastique réel

càdlàg, on dit que M est une :

— martingale si ∀t ∈ I : E[|Mt|] <∞ et E[Mt|Fs] = Ms ∀ s ≤ t

— sur-martingale si ∀t ∈ I : E[|Mt|] <∞ et E[Mt|Fs] ≤Ms ∀ s ≤ t

— sous-martingale si ∀t ∈ I : E[|Mt|] <∞ et E[Mt|Fs] ≥Ms ∀ s ≤ t

Proposition 2.5. L’ensemble des martingale sur I adapté a une �ltration (Ft)t forme un R espace

vectorielle.
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Démonstration Soit a, b ∈ R et {Mt, t ∈ I}, {Nt, t ∈ I} deux martingale adapté a la �ltration

(Ft)t on a pour tout s ≤ t

E[aMt + bNt|Fs] = aE[Mt|Fs] + bE[Nt|Fs] = aMs + bNs

de plus du fait que L1
soit lui même un espace vectorielle alors ∀ t ∈ I on a E[|aMt+bNt|] <∞.

On commence par traiter le cas discret I = N∗ :

Proposition 2.6 ([Kun19].). SoitX = ((Xn)n∈N∗ ,F , (Fn)n∈N∗) unemartingale, et T, S des temps

d’arrêt alors :

1. Le processus arrêtée {Yn = XT∧n, n ∈ N∗} est aussi un martingale.

2. On a E[Xn∧T |FS] = Xn∧T∧S (p.s.) pour tout n ∈ N∗.

Proposition 2.7. Soit X = ((Xn)n∈N∗ ,F , (Fn)n∈N∗) une martingale et N ∈ N∗ alors pour tout

α > 0 :

αP(Aα) ≤
∫
Aα

|XN |dP avec Aα = {ω : sup
n≤N
|Xn(ω)| > α}

Démonstration. Pour α > 0 donné on prend : T = inf{n ∈ N∗ : |Xn| > α} (avec la convention

inf{...} = ∞ si {...} = ∅) ,alors T est un temps d’arrêt, en e�et on a {T ≤ k} =
⋃
i≤k

{|Xi| >

α} ∈ Fk pour tout k ∈ N∗, alors par la proposition précédente , on a E[|XN ||FT ] ≥ |XN∧T |

d’où :

αP(T ≤ N) ≤
∫
T≤N
|XN∧T |dP ≤

∫
T≤N
|XN |dP

Puisque {T ≤ N} = Aα, on aura l’inégalité voulue.

Proposition 2.8 (Inégalité de Doob-version discrète). Soit X = ((Xn)n∈N∗ ,F , (Fn)n∈N∗)

une Lp- martingale avec p > 1, en prenant q = p
p−1

alors on a :

E[sup
n≤N
|Xn|p] ≤ qpE[|XN |p] ∀N ∈ N∗

Démonstration. On prend Y = supn≤N |Xn| et F (λ) = P(Y > λ) alors on a :

E[Y p] = −
∫ +∞

0

λpdF (λ) =

∫ +∞

0

F (λ)d(λp)− lim
λ→+∞

λpF (λ)

∣∣∣∣λ
0

≤
∫ +∞

0

F (λ)d(λp)

Puisque λP(Y > λ) ≤
∫
{Y >λ}

|XN |dP alors par la proposition précédente on a :
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E[Y p] ≤
∫ +∞

0

1

λ

(∫
{Y >λ}

|XN |dP
)
d(λp) =

∫
|XN |

(∫ Y

0

1

λ
d(λp)

)
dP

≤ p

p− 1

∫
|XN |Y p−1dP ≤ qE[|XN |p]

1
pE[Y (p−1)q]

1
q

≤ qE[|XN |p]
1
pE[Y p]

1
q

En divisant par E[Y p]
1
q des deux coté nous aurons :

E[Y p]1−
1
q ≤ qE[|XN |p]

1
p

et puisque q = p
p−1

on aura 1− 1
q

= 1
p
, d’où résultat voulut.

On va passer maintenant au cas continue (i.e. I ⊆ R+ est un intervalle) et montrer des résul-

tats analogues a ceux présenté précédemment, les démonstrations du cas continue reposent en

grande partie sur les propriétés des martingales sur N∗

Théorème 2.2 ([Kun19]). Soit X = ((Xt)t∈R+ ,F , (Ft)t∈R+) une martingale alors nous avons

les propriétés suivantes :

1. Si T est un temps d’arrêt pour (Ft)t∈R+ alors le processus arrêté {Yt = Xt∧T,t ∈ R+} est

aussi une martingale.

2. Si T, S sont deux temps d’arrêt alors on a : ∀ t ∈ R+ E[Xt∧S|FT ] = Xt∧T∧S (p.s.).

Théorème 2.3 (Inégalité de Doob). Soit X est une Lp-martingale continue avec p > 1 alors en

prenant q = p
p−1

alors on a :

E[ sup
0≤r≤t

|Xr|p] ≤ qpE[|Xt|p] ∀t ∈ R∗+ (2.1)

Démonstration.On �xe t > 0 et considère un ensemble D dénombrable dense de R+ telle

que 0 ∈ D et t ∈ D (par exemple Q+ ∪ {t}) alors on a : D ∩ [0, t] =
⋃
m∈N∗

Dm, avec Dm =

{tm0 , tm1 , ..., tmm} avec : 0 = tm0 < tm1 < ... < tmm = t, en appliquant l’inégalité de Doob dans le cas

discret (Proposition 2.8) on obtiendra :

E[ sup
s∈Dm
|Xs|p] ≤ qpE[|Xt|p] ∀m ∈ N∗ (2.2)

En e�et : si on prend Xtmn = Yn, n ∈ {1, 2, ...,m} nous aurons alors sup
s∈Dm
|Xs|p = sup

n≤m
|Yn|p

avec Ym = Xt, on remarque ensuite que la suite d’application mesurables Zm = sup
n≤m
|Yn|p qui
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est positive et croissante, en appliquant le théorème de convergence monotone a (Zm)m nous

aurons :

E[ sup
s∈D∩[0,t]

|Xs|p] ≤ qpE[|Xt|p] (2.3)

et puisque la continuité a droite des trajectoires et le fait que t ∈ D nous aurons

sup
s∈D∩[0,t]

|Xs| = sup
s∈[0,t]

|Xs|

d’où le résultat souhaité.

Dé�nition 2.19 (Martingale locale). Si X = ((Xt)t∈R+ ,F , (Ft)t∈R+) un processus càdlàg, on

dit que X est une martingale locale (resp une Lp martingale locale) si il existe une suite croissante

(Tn)n de temps d’arrêts telle que :

1. ∀ε > 0 lim
n→+∞

P({Tn < ε}) = 0 et

2. Chaque processus arrêté {X(n)
t := Xt∧Tn , t ∈ R+, n ∈ N} est une martingales (resp une

Lp martingale)

Remarque 2.3. D’après le théorème précédent, on déduit que tout martingale (respLp-martingale)

est une martingale locale (resp Lp-martingale locale) .

Proposition 2.9. L’ensemble des martingales locale adapté a une �ltration (Ft)t est un R-espace

vectorielle.

Démonstration Soit a, b ∈ R et {Xt, t ∈ R+}, {Yt, t ∈ R+} deux martingale locales on a

alors l’existence de deux suite de temps d’arrêt croissante (T
(1)
n )n, (T

(2)
n )n telle que {X

t∧T (1)
n
, t ∈

R+, n ∈ N} et {Y
t∧T (2)

n
, t ∈ R+, n ∈ N} soit des martingales avec ∀ε > 0 limn→∞ P({T (i)

n <

ε}) = 0 i = 1, 2 en notant Zt = aXt + bYt, t ∈ R+ nous allons montrer qu’il existe une suite de

temps d’arrêt (Sn)n telle queZt∧Sn , t ∈ R soit une martingale, et ∀ε > 0 limn→+∞ P({Sn < ε}) =

0, il su�t de prendreSn = T
(1)
n ∧T (2)

n , en e�et nous auronsZt∧Sn = aX
(t∧T (1)

n )∧T (2)
n

+bY
(t∧T (2)

n )∧T (1)
n

en utilisant 2.5 et 2.2 nous obtiendrons que Zt∧Ss , t ∈ R+ est une martingale, de plus du fait que

{Sn < ε} ⊂ {T (1)
n < ε} ∪ {T (2)

n < ε}, ε > 0, nous aurons ∀ε > 0 limn→+∞ P({Sn < ε}) = 0,

d’où le résultat.

Dé�nition 2.20 (Variation bornée). Soit c > 0, f : [0, c]→ R une fonction, et Π = {0 = t0 <

t1 < ... < tn = c} une partition de [0, c] on dé�nit la variation de f sur Π comme la quantité :

Vf (Π, [0, c]) =
n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|
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Si on note par P l’ensemble des partitions de [0, c] alors on dit que f est a variation bornée

sur [0, c] si :

sup
Π∈P

Vf (Π, [0, c]) < +∞

Par la suite pour une fonction f : R+ → R on dira qu’elle est a variation bornée sur R si elle est

a variation bornée sur tout intervalle de la forme [0, c], c > 0

Théorème 2.4. [Bar76] Soit f : R+ → R une fonction, alors on :

fest a variation bornée ⇐⇒ ∃f1, f2 : R+ → R monotones croissantes : f = f1 − f2,

On passe maintenant la la dé�nition d’une classe très importantes de martingales, celle des

semi-martingales sur les quelles se base la théorie de l’intégration stochastique.

Dé�nition 2.21 (Processus croissant). SoitA = ((At)t∈R+ ,F , (Ft)t∈R+) un processus càdlàg,

on dit que :

1. A est un processus croissant si t 7→ At est croissante (p.s.) est A0 = 0 (p.s.).

2. A est a variation bornée si {At = A1
t − A2

t , t ∈ R+} avec A1, A2
des processus croissants.

Si de plus le processusA est continue on dit queA est un processus croissant continue,(respectivement

processus a variation bornée continue si le A1, A2
sont continues).

Dé�nition 2.22 (Semi-martingale). SoitM = ((Mt)t∈R+ ,F , (Ft)t∈R+) une martingale locale,

etA = ((At)t∈R+ ,F , (Ft)t∈R+) un processus continue a variation bornée, si {Xt = Mt+At, t ∈

R+} alors le presseuse X = (Xt)t∈R+ est appelé semi-martingale.

Si de plus le processus M = (Mt)t est continue alors X = (Xt)t est dit semi-martingale continue.

Remarque 2.4. En utilisant toujours les notations de la dé�nition précédente, si {Xt = Mt +

At, t ∈ R+}, est une semi-martingale, on appelle la martingale locale M la partie martingale de

X .

2.3.1 Quelque propriétés topologique

Pour tout ce qui suit on travaille sur un intervalle I = [0, α], les notion se �ltration et de

temps d’arrêt se dé�nissent de la même manière que dans le cas de R+.

On s’intéresse maintenant aux aspects topologiques des certains espaces et les relations entre

eux, ces propriétés nous serons utiles par la suite :
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On dé�nit l’espace vectorielle suivant :

Lc = {Xt : Xt un processus stochastique réel (Ft)t-adapté continue }

On introduit la distance suivante sur Lc : pourX, Y ∈ Lc on prend ρ(X, Y ) = E

[
supt|Xt − Yt|2

1 + supt|Xt − Yt|2

] 1
2

la topologie induite par cette distance est équivalente a la topologie de la convergence uniforme

en probabilité :

Une suite (X
(n)
t )n de Lc est de Cauchy ⇐⇒ ∀ε > 0 lim

n,m→∞
P(sup

t
|X(n)

t −X
(m)
t | > ε) = 0

On introduit une norme sur l’espace Lc dé�nit comme : ‖X‖ = E[sup
t
|Xt|2]

1
2 et par suite on

dé�nit un sous espace vectorielle de Lc :

L 2
c = {X ∈ Lc : ‖X‖ <∞}

On dit que la topologie de L 2
c est celle de la convergence uniforme dansL2

, puisque ρ(X) ≤ ‖X‖

on peut montrer que l’espace L 2
c est dense dans Lc.

On dé�nit l’espace vectorielle suivant :

Mc =
{
Mt : Mt est une L2

-martingales continue avec M0 = 0
}

on remarque en utilisant l’inégalité de Doob que Mc ⊂ L 2
c .

On introduit un autre sous espace vectorielle de Lc :

M loc
c = {Mt : Mtest une martingale locale continue avec M0 = 0}

On donnera un théorème qui regroupe les propriétés topologiques de ses espaces :

Théorème 2.5 ([Kun97]). Mc est fermé dans (L 2
c , ‖.‖), M loc

c est un fermé de (Lc, ρ), de plus

Mc est dense dans M loc
c .

On donne maintenant certaines dé�nition de convergence

Dé�nition 2.23. Soit (X
(n)
t )n, t ∈ I une suite de processus réels Ft-adapté on dit que

1. (X
(n)
t )n converge uniformément en t en probabilité vers un processus Xt si

∀ε > 0 lim
n→∞

P(sup
t∈I
|X(n)

t −Xt| > ε) = 0
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2. (X
(n)
t )n converge uniformément en t en norme L2

vers un processus Xt si

lim
n→∞

E

[
sup
t∈I
|X(n)

t −Xt|2
] 1

2

= 0

2.4 Variation quadratique

Dans cette section on travaillera sur les semi-martingales dé�nies sur un intervalle I = [0, α]

de R+, les notion de �ltration et de temps d’arrêt se dé�nissent de la même manière comme dans

le cas de I = R+, dans tout ce qui suit on utilisera la notation {Xt, t ∈ I} se référant aux pro-

cessus stochastique X = ((Xt)t∈I ,F , (Ft)t∈I), avec I = [0, α].

On commence par la dé�nition de la variation quadratique d’un processus càdlàg X = (Xt) :

Dé�nition 2.24 (Variation quadratique). Soit Π = {0 = t0 < t1 < ... < tn = α} une partition

de I = [0, α] et soit la quantité |Π| = max
0≤m≤n

|tm − tm−1|.

On appelle la variation quadratique du processus {Xt, t ∈ I} associée a la partition Π la famille :

〈X〉Πt =
n∑

m=1

(Xt∧tm −Xt∧tm−1)
2, t ∈ I (2.4)

On s’intéresse par la suite la limite de variation quadratique 〈X〉Πt quand |Π| → 0, si la conver-

gence a lieu uniformément en t en probabilité vers un processus stochastique, sa la limite noté

par 〈X〉t, t ∈ I est appelé la variation quadratique de {Xt, t ∈ I}.

On va montrer par la suite que si {Xt, t ∈ I} est une semi-martingale continue, la variation

quadratique existe.

Proposition 2.10 ( [Kun19]). Soit {Xt, t ∈ I} est une L2-martingale, alors

1. E[(Xt −Xs)
2|Fs] = E[X2

t −X2
s |Fs] pour tout 0 ≤ s < t ≤ α

2. E[(Xv −Xu)(Xt −Xs)|Fs] = 0 pour tout 0 ≤ s < t ≤ u < v ≤ α

3. Pour tout 0 ≤ s < t ≤ α on a

E[(Xt −Xs)
2|Fs] = E[〈X〉Πt − 〈X〉Πs |Fs] (2.5)

Pour tout n ∈ N∗ on dé�nie une partition Πn = {0 = t
(n)
0 < t

(n)
2 < ... < t

(n)
mn = α} de l’intervalle

I = [0, α],on dira par la suite que (Πn)n est régulière si Πn ⊂ Πn+1,∀n ∈ N∗

Lemme 2.6 ( [Kun19]). Soit {Xt, t ∈ I} une L4-martingale, Soit {〈X〉Πnt , t ∈ I} la variation

quadratique de {Xt, t ∈ I} associé a la partition Πn.Si (Πn)n est régulière et que limn→+∞|Πn| = 0
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alors la séquence {〈X〉Πnt , t ∈ I} converge uniformément en t dans L2 vers un processus croissant

{〈X〉t, t ∈ I},de plus le processus {X2
t − 〈X〉t, t ∈ I} est une L2-martingale.

Théorème 2.6 ( [Kun19]). Si {Xt, t ∈ I} une martingale locale continue, alors sa variation qua-

dratique {〈X〉t, t ∈ I} existe, elle est un processus croissant, de plus le processus {X2
t −〈X〉t, t ∈ I}

est aussi une martingale locale.

Corollaire 2.1 ( [Kun19]). Soit {Xt, t ∈ I} une martingale locale continue, alors sa variation

quadratique {〈X〉t, t ∈ I} est un processus crossant continue, de plus si {At, t ∈ I} est un autre

processus croissant telle que {X2
t − At, t ∈ I} soit une martingale locale, alors on a

At = 〈X〉t ∀t ∈ I (p.s.)

On passe a la dé�nition de la covariation quadratique

Dé�nition 2.25 (Covariation quadratique associé a une partition). Soit {Xt, t ∈ I}, {Yt, t ∈

I} deux processus càdlàg, soit Π une partition de I , on dé�nit alors la covariation de X, Y par le

processus suivant

〈X, Y 〉Πt =
n∑

m=1

(Xtm∧t −Xtm−1∧t)(Ytm∧t − Ytm−1∧t) , t ∈ I (2.6)

On donne maintenant les propriétés principale de la covariation quadratique de martingales

locales :

Théorème 2.7. Soit {Xt, t ∈ I}, {Yt, t ∈ I} deux martingales locale continuent, alors la covaria-

tion quadratique {〈X, Y 〉Πt , t ∈ I} converge vers un processus {〈X, Y 〉t, t ∈ I} quand |Π| → 0

uniformément en t en probabilité, de plus {XtYt − 〈X, Y 〉t, t ∈ I} est une martingale locale.

Le processus {〈X, Y 〉t, t ∈ I} est appelé covariation quadratique de {Xt, t ∈ I} et {Yt, t ∈ I}.

Démonstration Si Xt = Yt, t ∈ I le résultat est équivalent a l’existence de la variation quadra-

tique, on considère le cas où Xt 6= Yt, on remarque de la dé�nition de la covariation quadratique

associée a une partition que c’est une sorte de produit scalaire, il n’est pas di�cile de montrer

alors que

〈X, Y 〉Πt =
1

4

(
〈X + Y 〉Πt − 〈X − Y 〉Πt

)
en tendant |Π| vers 0 on obtiendra la convergence du terme a droite de l’équation précédente

vers
1
4

(〈X + Y 〉t − 〈X − Y 〉t), la convergence étant uniforme en t en probabilité, on aura alors
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l’existence de la limite du terme a gauche, on notera cette limite par 〈X, Y 〉t, c’est un processus

a variation bornée car il est la di�érence de de processus croissant, puisque ce processus satisfait

〈X, Y 〉t =
1

4
(〈X + Y 〉t − 〈X − Y 〉t) , t ∈ I

on aura donc pour tout t ∈ I

XtYt − 〈X, Y 〉t =
1

4

[
(Xt + Yt)

2 − 〈X + Y 〉t −
(
(Xt − Yt)2 − 〈X − Y 〉t

)]
en utilisant le théorème 2.6 et la proposition 2.9 on obtiendra que le processus {XtYt−〈X, Y 〉t, t ∈

I} est une martingale locale.

on passe maintenant au cas des semi-martingales :

Théorème 2.8 (Covariation quadratique de semi-martingales). Soit {Xt, t ∈ I} une semi-

martingale continue, et {Yt, t ∈ I} une semi-martingale continue, telle que Xt = Mt + At et

Yt = Nt + Bt avec lesMt, Nt sont des martingales locales et les At, Bt sont des processus continue

a variation bornée, alors pour tout partition Π de I le processus {〈X, Y 〉Πt , t ∈ I} converge vers un

processus continue a variation bornée {〈X, Y 〉t, t ∈ I} quand |Π| cette convergence est uniforme en

t en probabilité de plus

lim
|Π|→0
〈X, Y 〉Πt = 〈X, Y 〉t = 〈M,N〉t , t ∈ I (2.7)

Démonstration On a du fait que 〈X, Y 〉Πt est un produit scalaire :

〈X, Y 〉Πt = 〈M,N〉Πt + 〈M,B〉Πt + 〈A,N〉Πt + 〈A,B〉Πt

De l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

|〈M,B〉Πt | ≤ (〈M〉Πt )
1
2 (〈B〉Πt )

1
2

|〈A,N〉Πt | ≤ (〈A〉Πt )
1
2 (〈N〉Πt )

1
2

|〈A,B〉Πt | ≤ (〈A〉Πt )
1
2 (〈B〉Πt )

1
2

(2.8)

Puisque 〈A〉Πt , 〈B〉Πt
|Π|→0−−−→ 0 uniformément en t en probabilité (ce sont des processus a variation

bornée) et que 〈M,N〉Πt
|Π|→0−−−→ 〈M,N〉t aussi uniformément en t en probabilité on aura 2.7.

2.5 Processus de Wiener

Dans cette section, on étudie un exemple particulier de processus stochastique : le processus

de Wiener, aussi appelé mouvement Brownien, du botaniste anglais R.Brown qui a été le premier a
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avoir observé que des particules microscopiques suspendues sur un liquide suivez un mouvement

aléatoire, il a été découvert par la suite que ce mouvement est causé par les collisions entre les

molécules de pollen et celles d’eau.

Le mouvement Brownien a été étudié par Einstein,Smolukhovskii et Bachelier, mais aucun

n’a réussi a donner une description exacte du phénomène, cela devait attendre le développement

des mathématique,plus précisément l’invention de la théorie de la mesure. La construction d’un

modèle mathématique rigoureux du mouvement Brownien a été réalisé en 1923 par Wiener, c’est

de cette construction que l’on tire le Processus stochastique qui suit le nom de son inventeur : le

processus de Wiener.

On commence avec le processus de Wiener en dimension 1 :

Dé�nition 2.26. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, Soit α ∈ R∗+ posons I = [0, α] ou I =

[0,+∞[,On dit que le processus stochastique (wt)t∈I est de Wiener si :

1. ∀n ∈ N et t1, t2, ..., tn ∈ I le vecteur (wt1 , ..., wtn) est Gaussien (processus Gaussien) et

E[wt] = 0,E[wtws] = t ∧ s pour tout t, s ∈ I .

2. Le processus wt est continue (a trajectoire continue) et w0 = 0.

Théorème 2.9. la condition (1) de la dé�nition est équivalente a :

— Pour tout n ∈ N et tout t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn, ti ∈ I les variables aléatoires wt1 , wt2 −

wt1 , ..., wtn − wtn−1 sont Gaussiens et indépendantes de plus

— wt − ws ∼ N (0, |t− s|) pour tout t, s ∈ I et w0 = 0 (p.s).

Démonstration On commence par l’implication directe

=⇒ :

On suppose que le vecteur (wt1 , ..., wtn) est Gaussien alors par 1.9 et en prenant pour tout 1 ≤

i ≤ n : mi = 0, Qi = (q
(i)
j )∗1≤j≤n avec q

(j)
i = 1 si j = i, q

(j)
i = −1 si j = i − 1 et q

(j)
i = 0

si (j 6= i ou j 6= i + 1) on aura donc wt1 , wtj − wtj−1
, 2 ≤ j ≤ n sont des vecteurs Gaussiens,

pour montrer l’indépendance de ces dernier on va transformer le vecteur X = (wt1 , ..., wtn) en

un vecteur Y = (wt1 , wt2 − wt1 , ..., wtn − wtn−1) par la transformation a�ne suivante :

Y =



1 0 0 . . . 0

−1 1 0 . . . 0

0 −1 1 . . . 0
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

0 0 0 −1 1





wt1

wt2

wt3
.
.
.

wtn


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on aura donc toujours par 1.9 que (wt1 , wt2−wt1 , ..., wtn−wtn−1) est un vecteur Gaussien, mainte-

nant pour montrer l’indépendance il su�t de montrer la non-corrélation entres les composantes

du vecteurs précédant (d’après 1.11), soit donc 1 ≤ i, j ≤ n avec i < j on aura du fait que

E[wt] = 0,et E[wtws] = t ∧ s t, s ∈ I :

Cov[(wti+1
− wti)(wtj+1

− wtj)] = E[(wti+1
− wti)(wtj+1

− wtj)]

= E[wti+1
wtj+1

− wti+1
wtj − wtiwtj+1

+ wtiwtj ]

= ti+1 − ti+1 − ti + ti

= 0

(2.9)

de plus pour 1 ≤ i ≤ n on a

Cov[wt1(wti+1
− wti)] = E[wt1(wti+1

− wti)]

= E[wt1wti+1
− wt1wti ] = t1 − t1 = 0

(2.10)

on obtient donc la non-corrélation des variables aléatoires réels wt1 , wt2 − wt1 , ..., wtn − wtn−1 ,

d’où d’après 1.11 ces variables sont indépendantes.

Il reste a montrer que wt − ws ∼ N (0, |t − s|) pour tout t, s ∈ I et que w0 = 0, d’après ce qui

précède pour s ≤ t la variable aléatoire wt−ws est Gaussien, son espérance E[wt−ws] = 0 (par

linéarité de l’espérance), il reste a calculer sa variance :

V ar[wt − ws] = E[(wt − ws)2] = E[w2
t + w2

s − 2wtws]

= E[w2
t ] + E[w2

s ]− 2E[wtws]

= t+ s− 2s = t− s

on a donc montré quewt−ws est une v.a Gaussienne de plusE[wt−ws] = 0 etV ar[wt−ws] = t−s

si s ≤ t d’où wt − ws ∼ N (0, |t − s|) t, s ∈ I , pour montrer que w0 = 0 (p.s) il su�t de

remarquer que E[w2
t ] = t ce qui implique que E[w2

0] = 0 =⇒ w0 = 0 (p.s).

Passant maintenant a l’implication inverse :

⇐= :

Par hypothèse les variables aléatoires réels wt1 , wt2 − wt1 , . . . , wtn − wtn−1 sont Gaussiennes

indépendantes, donc par 1.12 le vecteur X = (wt1 , wt2 −wt1 , . . . , wtn −wtn−1) est Gaussien, par

une transformation a�ne du vecteur X on obtiendra un vecteur Y avec

41



2.5. PROCESSUS DE WIENER

Y =



1 0 0 . . . 0

1 1 0 . . . 0

1 1 1 . . . 0
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

1 1 1 1 1





wt1

wt2 − wt1
wt3 − wt2

.

.

.

wtn − wtn−1


donc d’après 1.9 le vecteur Y = (wt1 , wt2 , . . . , wtn) est Gaussien, et puisque wt−ws ∼ N (0, |t−

s|) t, s ∈ I et w0 = 0 (p.s) on aura d’une part wt ∼ N (0, t) =⇒ E[wt] = 0 et V ar[wt] =

E[w2
t ] = t, t ∈ I.

Il reste a montrer que pour s, t ∈ I E[wtws] = t ∧ s, pour cela calculons la variance de wt − ws
pour s ≤ t :

V ar[wt − ws] = E[w2
t ] + E[w2

s ]− 2E[wtws]

= t+ s− 2E[wtws]

par hypothèse on a V ar[wt−ws] = t−s donc t+s−2E[wtws] = t−s =⇒ E[wtws] = s = t∧s

On va passer maintenant a la construction du processus de Wiener, pour cela nous allons

commencer par une lemme :

Lemme 2.7 ([Kry94]). Il existe sur ([0, 1],B([0, 1]), λ) une suite de (ηn)n variables aléatoires

indépendantes telle que : ∀n ∈ N ηn ∼ N (0, 1).

On va procéder a la construction du processus de Wiener sur l’intervalle [0, 1], après cela on

faire une extension sur R+.

On va commencer par choisir une base Hilbertienne deL2([0, 1]) adéquate, nous allons prendre

la suite de fonctions (ϕk)k∈N dé�nit comme suit :

ϕ0(t) = 1 si 0 ≤ t ≤ 1

Pour n ∈ N∗, si 2n ≤ k < 2n+1
on prend :

ϕk(t) =


2
n
2 si

k−2n

2n
≤ t ≤ k−2n+ 1

2

2n

−2
n
2 si

k−2n+ 1
2

2n
< t ≤ k−2n+1

2n

0 sinon

(2.11)
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Ce sont les fonctions de Haar (ou bien les ondelette de Haar) qui forment un système orthonormée

complet de L2([0, 1]) (voire [Pin01]), nous dé�nissons aussi la suite de fonctions (ψk)k∈N∗ avec :

ψk(t) =

∫ t

0

ϕk(s)ds = 〈1[0,t], ϕk〉 (2.12)

nous avons de plus ‖ψk‖∞ = sup
t∈[0,1]

|ψk(t)| ≤
1

2k+1

Nous allons maintenant énoncer le théorème d’existence du processus de Wiener :

Théorème 2.10 (Construction du processus deWiener). Soit (ηn)n une suite de variable aléa-

toires indépendante Gaussienne ∼ N (0, 1).On dé�nit la suite aléatoire (w
(k)
t )k comme suit :

w
(n)
t =

n∑
k=1

ψk(t)ηk (2.13)

Alors cette suite converge uniformément en t (p.s) vers un processus Gaussien wt de plus on a

— E[wt] = 0, E[wtws] = t ∧ s pour tout t, s ∈ [0, 1]

Démonstration On a d’une part sup
t∈[0,1]

|w(n)
t − w

(n−1)
t | ≤ ‖ψn‖∞|ηn| de cela on aura pour tout

N ∈ N∗

N∑
n=1

E[ sup
t∈[0,1]

|w(n)
t − w

(n−1)
t |] ≤

N∑
n=1

‖ψn‖∞E[|ηn|] ≤ C
N∑
n=1

‖ψn‖∞

où la dernière inégalité est obtenue en utilisant le théorème 1.4 sur les variables Gaussienne

ηk, k ∈ N∗ ie E[|ηk|] =
1

2π

∫
R
|x|e−

x2

2 dx <∞ , k ∈ N∗, en tendant N vers∞ on aura

∞∑
n=1

E[ sup
t∈[0,1]

|w(n)
t − w

(n−1)
t |] <∞

en utilisant le théorème 1.3 on obtient

∞∑
n=1

sup
t∈[0,1]

|w(n)
t − w

(n−1)
t | <∞ (p.s)

Pour n ∈ N∗ on prend sn =
n∑
k=1

(w
(k)
t −w

(k−1)
t ), d’après le résultat précédent cette suite converge

uniformément en t (p.s), et puisque sn = w
(n)
t , n ∈ N∗ on obtiendra la convergence uniforme en

t (p.s) de la suite (w
(n)
t )n, puisque cette convergence est (p.s) on aura l’existence de Ω′ ∈ F telle

que P(Ω′) = 1 et la suite (w
(n)
t )n converge uniformément en t ∀ω ∈ Ω′ on dé�nit wt comme suit :

wt(ω) =


lim
n→∞

w
(n)
t (ω) si ω ∈ Ω′

0 si ω /∈ Ω′

43



2.5. PROCESSUS DE WIENER

La continuité dewt découle de la convergence uniforme et t de suite de fonctions continue en t (la

continuité des ψk est une conséquence de sa dé�nition comme intégrale de fonction localement

intégrable ), il reste a montrer que c’est un processus Gaussien, pour cela on commence par

observer que pour n ∈ N∗ et t1, t2, . . . , tn ∈ I avec t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn on a pour tout m ∈ N∗
ψ1(t1) ψ2(t1) . . . ψm(t1)

ψ1(t2) ψ2(t2) . . . ψm(t2)
.
.
.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

ψ1(tn) ψ2(tn) . . . ψm(tn)




η1

η2

.

.

.

ηm

 =


w

(m)
t1

w
(m)
t2

. . .

w
(m)
tn


puisque les variables aléatoires ηk k = 1 . . .m sont Gaussiens indépendantes alors le vecteur

(η1, η2, . . . , ηm) est Gaussien( par 1.12), donc le vecteur Xm = (w
(m)
t1 , w

(m)
t2 , . . . , w

(m)
tn ) Gaussien

comme transformation a�ne de vecteurs Gaussiens (par 1.9), en fessant tendre m vers ∞ on

aura lim
m→∞

Xm = (wt1 , wt2 , . . . , wtn) est un vecteur Gaussien par 1.10, il reste donc a montrer que

E[wt] = 0, E[wtws] = t∧s , t, s ∈ I la première propriété est facile car on a pour toutm ∈ N∗ on

a E[w
(m)
t ] = 0 et en utilisant le théorème de convergence dominée on aura E[wt] = 0, montrons

doc que E[wtws] = t ∧ s, on a pour s, t ∈ I

E[(w
(n)
t − w(n)

s )2] = E

( n∑
k=1

(ψk(t)− ψk(s))ηk

)2


= E

[ ∑
1≤i,j≤n

(ψi(t)− ψi(s))(ψj(t)− ψj(s))ηiηj

]

=
n∑
k=1

(ψk(t)− ψk(s))2E[η2
k] , (ηk ∼ N (0, 1))

=
n∑
k=1

(ψk(t)− ψk(s))2

En passant a la limite on aura

lim
n→∞

E[(w
(n)
t − w(n)

s )2] = E[(wt − ws)2] =
∞∑
k=1

(ψk(t)− ψk(s))2

=
∞∑
k=1

(〈1[0,t], ϕk〉 − 〈1[0,s], ϕk〉)2 =
∞∑
k=1

〈1[0,t] − 1[0,s], ϕk〉2

=

∫ 1

0

(1[0,t] − 1[0,s])
2dx (Parseval)

= t+ s− 2

∫ 1

0

1[0,t]∩[0,s]dx

En prenant s = 0 on aura E[w2
t ] = t on obtiendra donc pour s, t ∈ I E[wtws] =

∫ 1

0

1[0,t]∩[0,s]dx,
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2.5. PROCESSUS DE WIENER

on pourra facilement véri�er que cette intégrale est égale a t ∧ s, d’où E[wtws] = t ∧ s.

On énonce un théorème qui assure l’existence du processus de Wiener sur l’intervalle [0,+∞[

Théorème 2.11 ([Ioa91]). Soit (B
(k)
t )k∈N, t ∈ [0, 1] une suite de processus de Wiener indépendants

dé�nit sur le même espace probabilisé, alors le processus

wt :=


B

(0)
t , t ∈ [0, 1[

B
(0)
1 +B

(1)
t−1, t ∈ [1, 2[∑k−1

j=1 B
(j)
1 +B

(k)
t−k, t ∈ [k, k + 1[, k ≥ 2

(2.14)

est un processus de Wiener indexé sur I = [0,+∞[.

On peut étendre la dé�nition du processus de Wiener en dimension d, on se place toujours

sur un espace probabilisé (Ω,F ,P)

Dé�nition 2.27 (Processus deWiener dansRd
). Un processus stochastiqueXt = (X

(1)
t , X

(2)
t , ..., X

(d)
t ),

t ≥ 0 avec X
(j)
t , 1 ≤ j ≤ d, t ≥ 0 des processus réels est un processus de Wiener si il véri�e les

propriétés suivantes

(a). X0 = 0 (p.s)

(b). Pour tout n ∈ N∗ et tout 0 < t1 < t2 < ... < tn les vecteursXt1 , Xt2−Xt1 , ..., Xtn−Xtn−1

sont indépendants.

(c). Pour tout t, s ≥ 0 et tout 1 ≤ j ≤ d on a X
(j)
t −X

(j)
s ∼ N (0, |t− s|)

(d). L’application t→ Xt(ω) est continue pour tout ω ∈ Ω

Proposition 2.11 ([Ioa91]). Un processus stochastique Xt = (X
(1)
t , X

(2)
t , ..., X

(d)
t ), t ≥ 0 avec

X
(j)
t , 1 ≤ j ≤ d, t ≥ 0 des processus réels, est de Wiener si et seulement si les composanteX(j)

t , 1 ≤

j ≤ d sont des processus de Wiener réels indépendants.

Proposition 2.12. Soit (wt)t≥0 un processus deWiener d-dimensionnel, et (Ft)t≥0 est une �ltration

admissible par rapport a ce processus, alors (wt)t≥0 est une L2-martingale par rapport a (Ft)t≥0.

Démonstration D’un coté on a pour tout t ≥ 0 E[w2
t ] = t < ∞, de plus pour 0 ≤ s ≤ t on a

aussi

E[wt|Fs] = E[wt − ws|Fs] + E[ws|Fs]

puisque la �ltration (Ft)t≥0 est admissible alorsE[wt−ws|Fs] = E[wt−ws], et puisquewt−ws ∼

N (0, t− s), et ws est Fs mesurable alors

E[wt|Fs] = ws
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2.5.1 Variation du processus de Wiener

Avant d’aborder la variation du processus de Wiener, nous allons introduire certaines nota-

tions,

Dé�nition 2.28 (Variation d’ordre p par rapport a une partition). Soit p > 0, f : [0,+∞[→

Rd
une fonction, et Π = {t0 = 0 < t1 < ... < tm = t} une partition de l’intervalle [0, t], on

dé�nit la variation d’ordre p de la fonction f la somme

SΠ
p (f, [0, t]) =

m∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)|p (2.15)

Dé�nition 2.29 (Variation totale). Soit p > 0, on dé�nit la p-variation totale de la fonction

f : [0,+∞[→ Rd
sur l’intervalle [0, t] la quantité

V ARp(f, [0, t]) := sup{SΠ
p (f, [0, t]),Π partition de [0, t]} (2.16)

Si Π = {t0 = 0 < t1 < ... < tm = t} est une partition de l’intervalle [0, t] on dé�nira le

module de cette partition noté |Π| par |Π| := max
1≤j≤m

(tj − tj−1)

Dé�nition 2.30 (Variation d’ordre p, par rapport a une suite de partitions). Soit p > 0,

(Πn)n une suite de partitions de l’intervalle [0, t], telle que limn→+∞|Π|n = 0, on dé�nira la

Variation d’ordre p, par rapport a une suite de partitions (Πn)n de la fonction f sur l’intervalle

[0, t] la quantité

varp(f, [0, t]) := lim
n→+∞

SΠn
p (f, [0, t]) (2.17)

Théorème 2.12. Soit (wt)t≥0 un processus de Wiener réel, et (Πn)n une suite de partitions telle que

limn→+∞|Πn| = 0 alors

var2(w, [0, t]) = lim
n→+∞

SΠn
2 (w, [0, t]) = t en norme L2

(2.18)

2.6 Champs aléatoires

On généralise la notion de processus stochastique en considérant une cette fois des processus

dépendant d’un paramètre additionnelle appartenant a Rd
appelé paramètre spatiale.

Dé�nition 2.31 (Champ aléatoire). Soit Φ : (x, t, ω) 7→ Φ(x, t, ω), t ∈ I, x ∈ Rd, ω ∈ Ω une

application qui prend ces valeurs dans un espace (E,B(E)) on dit que Φ est un champ aléatoire

stochastique ou plus simplement un champ aléatoire si ∀(x, t) ∈ I ×Rd Φ(x, t) est une variable

aléatoire a valeurs dans (E,B(E)).
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Dé�nition 2.32. Soit (Ft)t une �ltration de F , et Φ un champ aléatoire, on dit que

— Φ est dite Ft-adapté si ∀x ∈ Rd Φ(x, .) est un processus Ft-adapté.

— Φ est dite une martingale (respct martingale locale,semi-martingale) dépendante de para-

mètres spatiale si ∀x ∈ Rd
le processus Φ(x, .) est une une martingale (respct martingale

locale,semi-martingale).

On considère par la suite un exemple important celui de champ de Wiener,mais avant cela on

introduit l’opérateur R : H → H avec H un espace de Hilbert et R dé�nit comme suit

(Rϕ)(x) =

∫
D

r(x, y)ϕ(y)dy x ∈ D

en supposant que r(x, y) = r(y, x)∀x, y ∈ D et que

∫
D

∫
D

|r(x, y)|2dxdy < ∞ alors R est un

opérateur de Hilbert-Schmidt compact auto-adjoint avec la propriété que les valeurs propres µk

de R sont positives et véri�e

∞∑
k=1

µ2
k <∞

Dans le cas ou les valeurs propres tends plus rapidement vers 0 dans le sens où

∞∑
k=1

µk <∞

on dit que R est un opérateur trace, la norme d’un telle opérateur est donné par :

‖R‖Tr = Tr(R) =
∞∑
k=1

µk =

∫
D

r(x, x)dx

Dé�nition 2.33 (Champ aléatoire de Wiener). Soit (w
(k)
t )k une suite de processus de Wiener

standard unidimensionnel indépendants identiquement distribué, on suppose que l’opérateur R

est du type trace sur H , et soit ek, k = 1, 2, ... les vecteurs propres associé aux valeurs propres

µk, k = 1, 2, ... de R, on dé�nit le champ aléatoire

W
(n)
t = W (n)(., t) =

n∑
k=1

√
µkw

(k)
t ek (2.19)

On obtiendra alors que W (n)(x, t) est un champ aléatoire Gaussien dans le sens où ∀ x ∈ Rd
le

processus W (x, .) est un processus Gaussien d’espérance E[W (n)(x, t)] = 0 et de covariance

E[W (n)(x, t)W (n)(y, s)] = rn(x, y)(t ∧ s) (2.20)
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avec

rn(x, y) =
n∑
k=1

µkek(x)ek(y) x, y ∈ D

On remarque aussi que pour n > m ≥ 1 on a

‖W (n)
t −W (m)

t ‖2 =
n∑

k=m+1

µk(w
(k)
t )2

donc le processus a droite est sous-martingale alors , en appliquant l’inégalité 2.15 on aura

l’existence de C > 0 telle que

E[ sup
0≤t≤α

‖W (n)
t −W (m)

t ‖2] ≤ CE[‖W (n)
α −W (m)

α ‖2] = αC
n∑

k=m+1

µk

la quantité a gauche tend vers 0 quand n,m → ∞, on aura alors la convergence de la suite

(W
(n)
t ) des processus de Wiener a valeur dansH en norme L2

vers une limite notéWt donné par

Wt = lim
n→∞

W
(n)
t =

∞∑
k=1

√
µkw

(k)
t ek

On aura de plus la convergence de la suite Rn de noyau rn vers un opérateur R en norme

‖.‖Tr. On dit alors que le Wt est un R processus de Wiener.

Théorème 2.13 ([Cho14]). LeR processus de WienerWt est continue a valeur dansH avecW0 =

0 telle que

1. pour tout t, s ≥ 0 et g, h ∈ H

E[〈Wt, g〉] = 0, E[〈Wt, g〉〈Ws, h〉] = (t ∧ s)〈Rg, h〉

2. Wt a des incrément stationnaire indépendant

3. Wt est une L2-martingale a valeur dans H et il existe une constante C > 0 telle que

E[ sup
0≤t≤α

‖Wt‖2] ≤ αC(Tr(R)) ∀ α > 0

4. W (x, t) est un champ aléatoire continue pour x ∈ D, t ≥ 0 si la fonction covariance r(x, y)

est continue sur D ×D.

2.7 Intégration stochastique

2.7.1 L’intégrale Stochastique d’Itô

Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, soit (Ft)t∈I une �ltration de F avec I = [0, α], avant

de dé�nir l’intégrale au sens d’Itô, on va introduire la notion de tribu prédictive :
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Dé�nition 2.34 (Tribu prévisible, Processus prévisible). Une tribu prévisible P par rapport

a la �ltration (Ft)t∈I est la tribu sur I × Ω engendré par les processus continues a gauche et qui

son (Ft)t∈I-adapté.

un processus ϕt est dit prévisible si l’application (t, ω) 7→ ϕt(ω) est P-mesurable sur I × Ω.

Remarque 2.5. Il est claire que tout processus continue a gauche (Ft)t-adapté est prévisible

Dé�nition 2.35. Soit At, t ∈ I un processus continue croissant, p ≥ 1 , on dé�nit l’ensemble

Lp(A) =

{
Xt prévisible : E

[∫ α

0

|Xs|pdAs
]
<∞

}
Dans ce qui suit on utilisera deux notation di�érente pour les processus stochastique ,celle

où le processus est considérée comme fonction de la variable t (ϕ(t)) et celle vu précédant ou le

t est écrit comme indice (ϕt).

Dé�nition 2.36 (Processus prévisible simple). Soit Π = {0 = t0 < t1 < ... < tn = α} une

partition de I , (ϕm)0≤m≤n une suite de variable aléatoire réel telle que ∀ 0 ≤ m ≤ n : ϕm est

Ftm−1-mesurable et ∃l > 0 : ∀ω ∈ Ω sup0≤m≤n|ϕm(ω)| ≤ l, On dit que le processus ϕ(t) est un

processus simple prévisible si il est il de la forme :

ϕ(t) = ϕ01{0} +
n∑

m=1

ϕm1]tm−1,tm](t) (2.21)

Remarque 2.6. Il est claire que tout processus prévisible simple est un processus simple.

Soit Xt une L2
martingale adapté a la �ltration (Ft)t, et soit 〈X〉t sa variation quadratique,

on va donner une lemme sur l’approximation des processus prévisible par des processus simple

prévisible

Lemme 2.8 ([Kun19]). Pour tout ϕ ∈ L2(〈X〉) il existe une suite (ϕn)n de processus prévisible

simple telle que :

lim
n→∞

E

[∫ α

0

|ϕn(t)− ϕ(t)|2d〈X〉t
]

= 0 (2.22)

Remarque 2.7. On dé�nira par la suite la norme d’un processus prévisible par

‖ϕ‖ = E

[∫ α

0

ϕ2(t)d〈X〉t
] 1

2

On va dé�nir maintenant l’intégrale d’un processus simple prévisible
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Dé�nition 2.37 (Intégrale d’un processus simple prévisible). Soit ϕ(t) un processus simple

prévisible, et soit Xt une L2
martingale, on dé�nit le processus

Mt =
n∑

m=1

ϕm(Xtm∧t −Xtm−1∧t), t ∈ I (2.23)

ce processus est appelé l’intégrale de ϕ(t) par dXt et on le note :

∫ t

0

ϕ(s)dXs.

Lemme 2.9. Soit ϕ(t) un processus prévisible simple,Mt son intégrale, c’est une est une L2 martin-

gale et sa variation quadratique est égale a

〈M〉t =

∫ t

0

|ϕ(s)|2d〈X〉s (2.24)

donc on a 〈∫ t

0

ϕ(s)dXs

〉
=

∫ t

0

|ϕ(s)|2d〈X〉s

Démonstration On prend comme précédant Π = {0 = t0 < t1 < ... < tn = α} une partition

de I , et

Mt =
n∑

m=1

ϕm(Xtm∧t −Xtm−1∧t), t ∈ I

Nous aurons alors pour t, s ∈ I avec s < t : E[Mt −Ms|Fr] = 0 (p.s), pour la bornitude on a du

fait que ϕ(t) est un processus simple (donc bornée) et que Xt est une L2
martingale, nous aurons

Mt comme la somme de processus dans L2
, cela impliquera que Mt est une L2

-martingale.

Soit s, t ∈ I avec s < t on a alors :

E[(Mt −Ms)
2|Fs] =

∑
m:tm−1≥s

E[(Mm −Mm−1)2|Fs]

= E[
∑
m

ϕ2
m(Xtm −Xtm−1)

2|Fs]

=
∑
m

E[ϕ2
mE[(Xtm −Xtm−1)

2|Ftm−1 ]|Fs]

=
∑
m

E[ϕ2
mE[〈X〉tm − 〈X〉tm−1|Ftm−1 ]|Fs]

= E[
∑
m

ϕ2
m(〈X〉tm − 〈X〉tm−1)|Fs]

= E

[∫ t

s

ϕ(r)2d〈X〉r|Fs

]
(p.s)

(2.25)
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Puisque l’égalité précédente est vrai pour tout s < t on en déduit que le processusM2
t −
∫ t

0
ϕ2(r)d〈X〉r

est une martingale, alors par la proposition 2.1 la variation quadratique de Mt est le processus∫ t
0
ϕ2(r)d〈X〉r,on a ainsi montré que :〈∫ t

0

ϕ(r)dXr

〉
=

∫ t

0

ϕ2(r)d〈X〉r (p.s) (2.26)

On va maintenant dé�nir l’intégrale d’un processus prévisible :

Dé�nition 2.38 (Intégrale par rapport a une L2 martingale). Soit ϕ(t) un processus prévi-

sible telle que ‖ϕ‖ <∞, d’après la lemme 2.8 on aura l’existence d’une suite de processus simple

prévisible (ϕn(t))n telle que ‖ϕn − ϕ‖
n→∞−−−→ 0, en utilisant l’inégalité de Doob (pour p = 2), on

aura pour n,m ∈ N

E

[
sup
t∈I

∣∣∣∣∫ t

0

ϕn(r)dXr −
∫ t

0

ϕm(r)dXr

∣∣∣∣2
]
≤ 4E

[∣∣∣∣∫ α

0

(ϕn(r)− ϕm(r))dXr)

∣∣∣∣2
]

En prenant s = 0 dans 2.25 on aura pour tout 0 < t ≤ α :

E

[∣∣∣∣∫ t

0

ϕ(r)dXr

∣∣∣∣2
]

= E

[∫ t

0

ϕ2(r)d〈X〉r
]
≤ ‖ϕ‖2

d’où

E

[
sup
t∈I

∣∣∣∣∫ t

0

ϕn(r)dXr −
∫ t

0

ϕm(r)dXr

∣∣∣∣2
]
≤ 4‖ϕn − ϕm‖2 n→∞−−−→ 0

alors la suite

∫ t
0
ϕn(r)dXr est de Cauchy dans l’espace Mc qui est un fermé de l’espace complet

L 2
c ,d’où elle converge vers un un processus de ce même espace, on dé�nit cette limite comme

l’intégrale de ϕ(t) par dXt, cette limite est une L2
martingale est véri�e 2.26.

On va maintenant étendre la classe d’intégrante pour inclure les martingales locales continues :

Dé�nition 2.39 (Intégrale par rapport a unemartingale locale continue). SoitXt une mar-

tingale locale continue, 〈X〉t sa variation quadratique, soit aussi ϕ ∈ L2(〈X〉),pour N ∈ N∗ on

dé�nit la suite de temps d’arrêt suivant :

TN = inf{t ∈ I : |Xt|+
∫ t

0

ϕ2(r)d〈X〉r > N}

=∞ si {...} = ∅

alors le processus arrêtéX
(N)
t = Xt∧TN est une martingale continue bornée, et on aura 〈X(N)〉t =

〈X〉t∧TN ,puisque par hypothèse E[
∫ t

0
ϕ2(r)d〈X(N)〉r] < ∞ la suite d’intégrales stochastique
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M
(N)
t :=

∫ t
0
ϕ(r)dX

(N)
r sont des L2

martingales continues. Soit N ′ > N et considéreront la

martingale M
(N ′)
t :=

∫ t
0
ϕ(r)dX

(N ′)
r alors on aura M

(N ′)
t∧TN = M

(N)
t , on obtiendra de cela l’exis-

tence d’une martingale locale continue Mt telle que :

Mt∧TN =

∫ t

0

ϕ(r)dX(N)
r , N ∈ N∗

On prendra alors cette martingale locale continue Mt est dé�nir :

Mt =

∫ t

0

ϕ(r)dXr

Et l’on appelle l’intégrale d’Itô deϕ(t) par dXt, on a de plus l’égalité

〈∫ t
0
ϕ(s)dXs

〉
=
∫ t

0
ϕ2(s)d〈X〉s

pour tout 0 < t ≤ α.

On passe maintenant a la dé�nition de l’intégrale stochastique par rapport a une semi-martingale

continue

Dé�nition 2.40 (Intégrale stochastique par rapport a une semi-martingale continue). Soit

ϕ(t) un processus prévisible ,Xt = Mt+At une semi-martingale continue, avecXt une martingale

locale continue, etAt un processus continue a variation bornée, en notant |A|t sa variation totale,

et en supposant queE[
∫ α

0
ϕ2(t)d〈X〉t] <∞ et

∫ α
0
|ϕ(t)|d|A|t <∞ (p.s) on dé�nit alors l’intégrale

stochastique où d’Itô de Xt par dXt comme suit∫ t

0

ϕ(s)dXs :=

∫ t

0

ϕ(s)dMs +

∫ t

0

ϕ(s)dAs

où

∫ t
0
ϕ(s)dAs est l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes

Proposition 2.13 ([Kun97]). On a les propriétés suivants sur les intégrales stochastiques

(1). Pour ϕ, ψ ∈ L2(〈X〉) et a, b ∈ R on a∫ t

0

(aϕ(r) + bψ(r)) dXr = a

∫ t

0

ϕ(r)dXr + b

∫ t

0

ψ(r)dXr

(2). SoitMt une martingale locale continue et ϕ ∈ L2(〈M〉) alors
∫
ϕdM est aussi une martin-

gale locale continue et satisfait〈∫
ϕdM,N

〉
t

=

∫ t

0

ϕ(r)d〈M,N〉r ∀Nmartingale locale continue

(3). Soit Xt = Mt + At une semi-martingale continue avecMt une martingale locale continue

et At un processus continue a variation bornée, alors pour tout ϕ, ψ ∈ L2(〈M〉)∩L1(|A|) et

tout a, b ∈ R on a (aϕ+ bψ) ∈ L2(〈M〉) ∩ L1(|A|) de plus∫ t

0

(aϕ(r) + bψ(r))dXr = a

∫ t

0

ϕ(r)dXr + b

∫ t

0

ψ(r)dXr
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(4). Soit ξt, t ∈ I un processus continue Ft-adapté,Xt, t ∈ I une semi-martingale continue et

Π = {0 = t1 < t2 < ... < tn = α} une partition de I , alors le processus dé�nit comme suit :

LΠ
t =

n−1∑
m=0

ξt∧tm(Xt∧tm+1 −Xt∧tm)

converge uniformément en t en probabilité vers
∫ t

0

ξrdXr quand |Π| → 0.

2.7.2 Formule d’Itô et Applications

On dit qu’un vecteur stochastiqueXt = (X1
t , X

2
t , ..., X

d
t ) , t ∈ I est une d-dimensionnel semi-

martingale continue si les X i
t , t ∈ I, i = 1...d sont des semi-martingales continues, avant de

donner la formule d’Itô on aura besoin d’un corollaire important que l’on va énoncer maintenant

Lemme 2.10 ([Kun97]). Soit (X
(n)
t )n, (Y

(n)
t )n, t ∈ I deux suite de semi-martingale continues telle

que X(n)
t = M

(n)
t + A

(n)
t , Y (n)

t = N
(n)
t + B

(n)
t , avecM (n)

t , N
(n)
t les partie martingale locale de ces

deux suites, on suppose que M (n)
t → Mt et N

(n)
t → Nt sur M loc

c uniformément en probabilité et

aussi queA(n)
t → At,B

(n)
t → Bt uniformément en probabilité (At, Bt sont aussi a variation bornée)

telle que supn|A(n)|α + sup
n
|B(n)|α < ∞ (p.s), en notant Xt = Mt + At, Yt = Nt + Bt et P

l’ensemble des partition de I , alors pour tout ε > 0 on a

lim
n→∞

sup
Π∈P

P(sup
t∈I
〈X(n) −X〉Πt > ε) = 0 et lim

n→∞
sup
Π∈P

P(sup
t∈I
〈Y (n) − Y 〉Πt > ε) = 0

De plus on aussi ε > 0

lim
n→∞

sup
Π∈P

P(sup
t∈I
|〈X(n), Y (n)〉Πt − 〈X, Y Π〉t| > ε) = 0 (2.27)

Théorème 2.14 (Formule d’Itô). Soit F : Rd → R une fonction de classe C2 , Soit Xt une d-

dimensionnel semi-martingale continue, alors F (Xt) est une semi-martingale continue et on a pour

tout 0 ≤ s < t ≤ α

F (Xt) = F (Xs) +
d∑
i=1

∫ t

s

∂F

∂xi
(Xr)dX

i
r +

1

2

d∑
i,j=1

∫ t

s

∂2F

∂xixj
(Xr)d〈X i, Xj〉r (2.28)

Démonstration Il est su�sant de considérer le cas s = 0, Soit Π = {t0 < t1 < ... < tn = t} une

partition de [0, t], en appliquant la formule de Taylor sur F on aura
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F (Xt)− F (X0) =
n−1∑
k=0

(F (Xtk+1
)− F (Xtk))

=
d∑
i=1

{
n−1∑
k=1

∂F

∂xi
(Xtk)(X

i
tk+1
−X i

tk
)

}

+
1

2

d∑
i,j=1

{
n−1∑
k=1

∂2F

∂xixj
(ξ

(i,j)
k )(X i

tk+1
−X i

tk
)(Xj

tk+1
−Xj

tk
)

}

= I1 + I2

(2.29)

Avec les sommes

I1 =
d∑
i=1

{
n−1∑
k=1

∂F

∂xi
(Xtk)(X

i
tk+1
−X i

tk
)

}

I2 =
1

2

d∑
i,j=1

{
n−1∑
k=1

∂2F

∂xixj
(ξ

(i,j)
k )(X i

tk+1
−X i

tk
)(Xj

tk+1
−Xj

tk
)

}

où les ξ
(i,j)
k sont des variables aléatoires Ftk+1

mesurable véri�ant |ξ(i,j)
k − Xtk | ≤ |Xtk+1

−

Xtk |, k = 1, .., n− 1, 1 ≤ i, j ≤ d, en laissant tendre |Π| vers 0 on aura d’une part par 2.13-(4)

n−1∑
k=1

∂F

∂xi
(Xtk)(X

i
tk+1
−X i

tk
) −→

∫ t

0

∂F

∂xi
(Xr)dX

i
r

la convergence étant uniformément en t en probabilité, donc on aura la convergence de I1 vers

d∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(Xr)dX

i
r

Pour I2 on réécrit la somme en

I2 =
1

2

∑
i,j

{∑
k

∂2F

∂xixj
(Xtk)(X

i
tk+1
−X i

tk
)(Xj

tk+1
−Xj

tk
)

}

+
1

2

∑
i,j

{∑
k

(
∂2F

∂xixj
(ξ

(i,j)
k )− ∂2F

∂xixj
(Xtk)

)
(X i

tk+1
−X i

tk
)(Xj

tk+1
−Xj

tk
)

}

On prend

LΠ
t =

n−1∑
k=1

∂2F

∂xixj
(Xtk)(X

i
tk+1
−X i

tk
) et Lt =

∫ t

0

∂2F

∂xixj
(Xr)dX

i
r

Alors LΠ
t converge vers Lt uniformément en probabilité quand |Π| tends vers 0 , d’après 2.10 on

aura 〈LΠ
t , X

j
t 〉Π

|Π|→0−−−→ 〈Lt, Xj
t 〉 uniformément en t en probabilité de plus
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〈Lt, Xj
t 〉 =

〈∫ t

0

∂2F

∂xixj
(Xr)dX

i
r, X

j
t

〉
=

∫ t

0

∂2F

∂xixj
(Xr)d〈X i, Xj〉r

Pour la deuxième somme nous allons montrer qu’elle tend vers 0

∣∣∣∣∣∑
k

(
∂2F

∂xixj
(ξ

(i,j)
k )− ∂2F

∂xixj
(Xtk)

)
(X i

tk+1
−X i

tk
)(Xj

tk+1
−Xj

tk
)

∣∣∣∣∣
≤ sup

k

∣∣∣∣ ∂2F

∂xixj
(ξ

(i,j)
k )− ∂2F

∂xixj
(Xtk)

∣∣∣∣
{∑

k

(X i
tk+1
−X i

tk
)2

} 1
2
{∑

k

(Xj
tk+1
−Xj

tk
)2

} 1
2

(2.30)

Puisque le terme du sup a droite de l’inégalité précédente tend vers 0 en probabilité quand |Π| → 0

et que

∑
k(X

i
tk+1
− X i

tk
)2 → 〈X i〉t,

∑
k(X

j
tk+1
− Xj

tk
)2 → 〈Xj〉t en probabilité, donc 2.30 tend

vers 0 en probabilité, on aura donc prouvé la formule d’Itô.

On va maintenant utiliser la formule d’Itô pour un cas spéciale de semi-martingale, Soit vt, ϕ(t), t ∈

I deux processus prévisible telle que

∫ α

0

|vr|dr < ∞ et

∫ α

0

ϕ2(r)dr < ∞ on considère la semi-

martingale suivante

Xt = X0 +

∫ t

0

ϕ(r)dwr +

∫ t

0

vrdr t ∈ I (2.31)

Avec wt, t ∈ I le processus de Wiener standard.

Corollaire 2.2. Soit Xt une semi-martingale continue représenté par 2.31, et f : R → R une

fonction de classe C2, alors on a par la formule d’Itô

f(Xt) = f(Xs) +

∫ t

s

f ′(Xr)ϕ(r)dwr +

∫ t

s

f ′(Xr)vrdr +
1

2

∫ t

s

f ′′(Xr)ϕ
2(r)dr (2.32)

Démonstration Il su�t de remarque que 〈X,X〉t =

〈∫ t

0

ϕ(r)dwr,

∫ t

0

ϕ(r)dwr

〉
=

∫ t

0

ϕ(r)d〈wt, wt〉,

et puisque 〈wt, wt〉 = t, d’où le résultat.

Exemple 2.1. On donne certain exemples d’intégrale stochastique en utilisant la formule d’Itô

— On prend Xt = wt avec F (x) = xn, n ∈ N∗ on aura

(wt)
n =

∫ t

0

n(wr)
n−1dwr +

1

2

∫ t

0

n(n− 1)(wr)
n−2dr

pour le cas où n = 2 on aura la formule de l’intégrale du processus de Wiener par rapport

au processus aux même processus∫ t

0

wrdwr =
(wt)

2 − t
2
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— On prend F (x, y) = xy on a donc
∂2F
∂x∂y

(x, y) = 1 , ∂
2F
∂x2

(x, y) = ∂2F
∂y2

(x, y) = 0 on aura donc

pour Xt, Yt, t ∈ I deux semi-martingale

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XrdYr +

∫ t

0

YrdXr + 〈X, Y 〉t

cette formule est appelé formule d’intégration par partie pour les semi-martingales.

— On peut utilisez la formule précédente pour résoudre une équation di�érentielle stochas-

tique de la forme

dXt = −aXtdt+ σdwt t ∈ I

qui a un sens en utilisant la dé�nition de l’intégrale stochastique, en d’autre termes le

processus Xt véri�e

Xt = −a
∫ t

0

Xrdr + σwt

On considère le processus Xt = X0e
−at + σe−at

∫ t

0

eardwr, en notant Yt = e−at, Zt =∫ t

0

eardwr on aura donc Xt = X0e
−at + YtZt, en appliquant maintenant la formule d’in-

tégration par partie

dXt = d(X0e
−at) + d(YtZt) = −aX0e

−at + YtdZt + ZtdYt + d〈Z, Y 〉t

puisque la fonction t 7→ σe−at est monotone elle est a variation bornée donc on aura

〈Z, Y 〉t = 0 d’où

dXt = −aX0e
−at + σe−at(eatdwt)− aσe−at

∫ t

0

eardwr

= −a(X0e
−at + σe−at

∫ t

0

eardwr) + σdwt

= −aXt + σdwt

Le processusXt véri�ant l’équation précédente est appelé processus de Ornstein–Uhlenbeck.

Théorème 2.15 (Inégalité de Burkholder,[Kun97]). Pour tout p ≥ 2 il existe des constantes

C1(p), C2(p) positive telle que pour tout martingale continueMt avecM0 = 0 et E[|Mα|p] <∞ on

a

C1E[〈M〉
p
2
t ] ≤ E[|Mt|p] ≤ C2E[〈M〉

p
2
t ]
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Chapitre 3

Étude de l’équation de la chaleur

stochastique

3.1 Les équations di�érentielle stochastique

Avant d’aborder le thème de ce chapitre on donnera un rappel sur la théorie des EDS (les équa-

tions di�érentielle stochastique), �xons l’espace de probabilité associé a une �ltration complété

(Ω,F , (Ft)t≥0,P) et le processus de Wiener d-dimensionnel wt = (w1
t , w

2
t , ..., w

d
t ).

Dé�nition 3.1. Soit d,m ∈ N∗, Md×m(R) l’ensemble des matrices réelles d × m ,Soit aussi

σ : R+ × Rd →Md×m(R), b : R+ × Rd → Rd
deux fonctions mesurables, On appelle équation

di�érentielle stochastique (EDS) une équation de la forme

dXt = σ(t,Xt)dwt + b(t,Xt)dt

On notera cet équation par E(σ, b).

Remarque 3.1. l’équation E(σ, b) n’a de sens que sous forme intégrale :

Xt = X0 +

∫ t

0

σ(r,Xr)dwr +

∫ t

0

b(r,Xr)dr

ou plus explicitement pour σ = (σi,j)1≤i≤d,1≤j≤m, b = (bi)1≤i≤d et l’équation E(σ, b) est équi-

valent à

X i
t = X i

0 +
m∑
j=1

∫ t

0

σi,j(r,Xr)dw
j
r +

∫ t

0

bi(r,Xr)dr

Avec i ∈ {1, ..., d}.
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On introduit grâce aux dé�nition précédente le problème de valeur initiale associé a E(σ, b)

comme suit dXt = σ(t,Xt)dwt + b(t,Xt)dt

X0 = x

(3.1)

Avec x ∈ Rd
, on notera se problème par Ex(σ, b).

Il existe plusieurs notion de solutions d’EDS, on va les donner dans la dé�nition suivante

Dé�nition 3.2. Pour l’équation E(σ, b) on dit qu’il y a

— Existence faible si pour tout x ∈ Rd
il existe une solution de Ex(σ, b).

— Existence et unicité faible si de plus toute les solution de Ex(σ, b) ont la même loi.

— Unicité trajectorielle si en prenant deux solutions X et X ′ de E(σ, b) telle X ′0 = X0 on

aura X ′ et X indistinguables.

On dit que X est une solution de Ex(σ, b) est une solution forte si X est adapté à la �ltration

canonique de wt ,si de plus toutes les solutions fortes sont indistinguables on dit qu’il ya unicité

de solution forte de E(σ, b).

on donnera un théorème qui relie les di�érentes notions d’existence et d’unicité

Théorème 3.1 (Yamada-Watanabe,[Ioa91]). Existence faible et unicité trajectorielle impliquent

unicité faible, De plus dans ce cas il existe pour chaque x ∈ Rd une unique solution forte deEx(σ, b).

On énonce un théorème d’existence et d’unicité

Théorème 3.2 ([Gal16]). On considère l’équation E(σ, b) vue précédemment on suppose cette fois

ci que σ et b sont des fonctions continues surR+×Rd et satisfait les conditions de Lipschitz suivantes :

il existe deux constantes L,K ≥ 0 telle que pour tout t ∈ [0, T ] et tout x, y ∈ Rd on a

‖b(t, x)− b(t, y)‖d + ‖σ(t, x)− σ(t, y)‖Md×m ≤ K‖x− y‖d

‖b(t, x)‖d + ‖σ(t, x)‖Md×m ≤ L(1 + ‖x‖d)

alors il ya unicité trajectorielle pour E(σ, b),de plus pour tout x ∈ Rd il existe une unique solution

forte de Ex(σ, b)

Exemple 3.1. On reprend l’exemple du processus d’Ornstein-Uhlenbeck, qui est solution de

l’EDS suivante dXt = σdwt − aXtdt

X0 = x0
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3.2. ÉQUATION PARABOLIQUE CLASSIQUE

On a montré grâce a la formule d’intégration par partie que on a une solution de la forme

Xt = x0e
−at + σ

∫ t

0

e−a(t−s)dws

Puisque σ(t, x) = σ et b(t, x) = −ax sont continues et lipschitzienne, alors grâce aux théorème

précédent 3.2 on déduit que la solution trouvé est unique.

3.2 Équation Parabolique classique

On donne dans cette section un rappel sur la théorie des EDP parabolique

Dé�nition 3.3. Soit D un ouvert bornée de Rd
, ∂D sa frontière que l’on supposera de classe C2

,

et H = L2(D) on dé�nie le problème aux valeur initiale suivant associé a l’équation parabolique

∂u

∂t
+ Lu = f si (x, t) ∈ D×]0, α[

u(x, t) = 0 si (x, t) ∈ ∂D×]0, α[

u(x, 0) = h(x)

(3.2)

Avec

Lu = −
d∑

i,j=1

∂

∂xi
(ai,j(x, t)

∂u

∂xj
) +

d∑
i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ c(x, t)u (3.3)

On supposera par la suite que ∀ 1 ≤ i, j ≤ d, aij = aji l’opérateur L est elliptique dans le sens

où ∃ θ > 0 tel que

d∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ θ|ξ|2 ∀(x, t) ∈ D × [0, α] et ξ ∈ Rd
(3.4)

On suppose de plus que foit que ∀1 ≤ i, j ≤ d, aij, bj, c ∈ L∞(D × [0, α]), h ∈ L2(D) et que

f ∈ L2(0, α;H−1(D)) , on dé�nira par la suite la notion de solution faible de 3.2

Dé�nition 3.4. Une fonction u : [0, α]→ H1
0 (D) est une solution faible de 3.2 si

(1) u ∈ L2(0, α;H1
0 (D)) et

∂u
∂t
∈ L2(0, α;H−1(D))

(2) pour tout v ∈ H1
0 (D)

〈∂u
∂t

(t), v〉+ a(u(t), v; t) = 〈f(t), v〉

pour presque tout t ∈ [0, α] avec a dé�nit comme suit

a(u, v; t) =
d∑

i,j=1

∫
D

aij(x, t)
∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xj
(x)dx

+
d∑
j=1

∫
D

bj(x, t)
∂u

∂xj
(x)v(x)dx+

∫
D

c(x, t)u(x)v(x)dx

(3.5)
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(3) u(0) = h

Théorème 3.3 ([Eva10] ). Pour tout f ∈ L2(0, α;H−1(D)) et h ∈ H1
0 (D) il existe une unique

solution u ∈ L2(0, α;H1
0 (D)) ∩ C(0, α;L2(D)) de 3.2 dans le sens de la dé�nition 3.4

3.2.1 Équation de la chaleur stochastique

SoitD un ouvert bornée de Rd
, ∂D sa frontière que l’on supposera de classe C2

, etH = L2(D)

on considère le problème aux valeur initiale pour l’équation de la chaleur perturbée :

∂u

∂t
= (κ∆− η)u+ Ẇ (x, t) si (x, t) ∈ D×]0, α[

u(x, t) = 0 si (x, t) ∈ ∂D×]0, α[

u(x, 0) = h(x)

(3.6)

ou ∆ =
∑d

i=0
∂2

∂x2i
est l’opérateur de Laplace,κ et η sont des constantes positive, h est une

fonction de L2(D), le bruit blanc spatiale Ẇ est dé�nit comme la dérive temporelle du champ de

Wiener.

Avant de procéder a l’étude de ce problème on va énoncer un théorème important pour la suite

Théorème 3.4 ([Eva10]). Soit A : H1
0 → H−1 un opérateur di�érentielle dé�nit comme suit

Au =
d∑

i,j=1

∂

∂xj
(aij(x)

∂u

∂xi
) + c(x)u

On considère le problème de valeurs propres suivant :Au = −λu x ∈ D

u = 0 x ∈ ∂D
(3.7)

On suppose de plus que A est coercive, alors il existe une suite de valeurs propres (λk)k du problème

3.7 de multiplicité �nie telle que

−∞ < λ1 < λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ...

avec λk → ∞ quand k → ∞, et correspondant a chaque valeur propre λk il existe une fonction

propre ek telle que l’ensemble {ek, k ∈ N∗} forment une base orthonormale complète de H , si de

plus les coe�cient de A sont de classe C∞ alors les fonctions propres sont aussi de classe C∞.

Construction d’une solution faible du problème 3.6
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Soit W (., t) un champ de Wiener a valeur dans H (H-champ de Wiener) avec une espérance

égale a zéro et une fonction de covariance r(x, y) telle que

E[W (x, t)] = 0, E[W (x, t)W (y, s)] = (t ∧ s)r(x, y), (x, t) ∈ D × [0, α]

On suppose de plus que l’opérateur R associé a la covariance, de noyau r(x, y) est de trace �nie :

Tr(R) =

∫
D

r(x, x)dx <∞

Pour construire une solution, on applique la méthode d’expansion des fonctions propres. Soit

donc (λk)k la suite des valeurs propres associée a l’opérateur (κ∆ − η) avec des conditions aux

bords homogènes, et soit (ek)k les fonctions propres associée a ces valeurs propres telle que

(κ∆− η)ek = λkek, ek|∂D= 0, k = 1, 2... (3.8)

Ces fonctions propres forment une base orthonormale de H de plus d’après ce qui précède, on a

η ≤ λ1 ≤ λ2 < ...λk < ... et λk →∞, k →∞ par le théorème 3.4 on sait que ces valeurs propres

sont de multiplicité géométrique �nie et que les ek sont de classe C∞.

On cherche une solution de la forme suivante :

u(x, t) =
∞∑
k=1

u
(k)
t ek(x) (3.9)

avec (u
(k)
t )k une suite de processus aléatoire a déterminer, pour cela soit β

(k)
t = 〈W (., t), ek〉,

on supposera de plus que l’opérateur de covariance satisfait la condition 〈Rej, ek〉 = δjkσ
2
k avec

σk, k = 1, 2... des constantes positives et δjk la fonction indicatrice de Kronecker,alors il est

facile de véri�er que (β
(k)
t ) est formée de processus de Wiener indépendants de dimension 1 avec

E[β
(k)
t ] = 0 et E[β

(k)
t β

(j)
s ] = δjkσ

2
k(t ∧ s), on donc écrire β

(k)
t = σkw

k
t et

W (x, t) =
∞∑
k=1

β
(k)
t ek(x) =

∞∑
k=1

σkw
(k)
t ek(x) (3.10)

avec (w
(k)
t ) une suite de processus de Wiener standard de dimension 1, après substitution de 3.10

et 3.9 dans 3.6 on obtient un système in�nie d’équations d’Itô :

du
(k)
t = −λku(k)

t dt+ σkdw
(k)
t

u
(k)
0 = hk

(3.11)
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avec hk = 〈h, ek〉, h ∈ H , la solution de 3.11 est donné par :

u
(k)
t = hke

−λkt + σk

∫ t

0

e−λk(t−s)dw(k)
s , k = 1, 2, ... (3.12)

qui sont des processus de Ornstein-Uhlenbeck indépendant avec une espérance

ûkt = E[u
(k)
t ] = hke

−λkt
(3.13)

et de covariance

Cov[u
(k)
t , u

(l)
t ] = δj,k

σ2
k

2λk
(e−λk|t−s| − e−λk(t+s)) (3.14)

On veut montrer la convergence de la série 3.9 on sépare le coté stochastique et déterministe

des termes de cette série, et montrer leurs convergences séparément, on écrit donc

u(x, t) = û(x, t) + v(x, t)

avec le termes non stochastique égale a

û(x, t) =
∞∑
k=1

û
(k)
t ek(x) (3.15)

et le terme stochastique

v(x, t) =
∞∑
k=1

v
(k)
t ek(x) (3.16)

où

v
(k)
t = σk

∫ t

0

e−λk(t−s)dw
(k)
t (3.17)

On peut facilement montrer que la série 3.15 converge en norme L2(D) et est solution de

problème 3.6 sans les perturbation aléatoire.Il reste a montrer donc que la série 3.16 converge

dans un certain sens a une solution de 3.6 avec h = 0, pour cela on considère les somme partielle

v(n)(x, t) =
n∑
k=1

v
(k)
t ek(x) (3.18)

d’après la dé�nition des v
(k)
t 3.17 on aura du fait que les ek, k = 1, 2, ... forment une base

Hilbertienne de L2(D) et en utilisant la formule de Pythagore :
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E[‖v(n)(., t)‖2] =
n∑
k=1

E[|v(k)
t |2] =

n∑
k=1

σ2
k

2λk
(1− e−2λkt)

≤
n∑
k=1

σ2
k

2λk

(3.19)

En se rappelant que λk ≥ η et que σ2
k = 〈Rek, ek〉 on aura de ce qui précède

sup
t≤α

E[‖v(n)(., t)‖2] ≤ 1

2η

n∑
k=1

σ2
k ≤

1

2η
Tr(R) (3.20)

puisque la trace est �nie par hypothèse on aura :

sup
t≤α

E[‖v(., t)− v(n)(., t)‖2] ≤ 1

α

∞∑
k=n+1

σ2
k

2λk
→ 0 quand n→∞ (3.21)

et v(., t) est un processus (Ft)-adapté a valeurs dans H , de plus on peut même montrer que le

processus composée avec la norme N : G→ R+ dé�nit par

N(f) = E[‖f‖2]
1
2

est continue par rapport t, où G est l’espace des des applications f(x, ω), x ∈ H,ω ∈ Ω a valeurs

dans H .

En e�et on calcule

E[‖v(., t)− v(., s)‖2] =
∞∑
k=1

E[|v(k)
t − v(k)

s |2] (3.22)

Pour 0 ≤ s < t ≤ α

v
(k)
t − v(k)

s = σk

(∫ t

0

e−λk(t−r)dw(k)
r −

∫ s

0

e−λk(s−r)dw(k)
r

)
= σk

(∫ s

0

[e−λk(t−r) − e−λk(s−r)]dw(k)
r +

∫ t

s

e−λk(t−r)dw(k)
r

) (3.23)

En prenant l’espérance des deux cotés, et considérant l’indépendance des intégrales précédents

E[|v(k)
t − v(k)

s |2] = σ2
k

(
E

[∫ s

0

(e−λk(t−r) − e−λk(s−r))dw(k)
r

]2

+ E

[∫ t

s

e−λk(t−r)dw(k)
r

]2
)

= σ2
k

(∫ s

0

(e−λk(t−r) − e−λk(s−r))2dr +

∫ t

s

e−2λk(t−r)dr

)
≤ σ2

k

λk
[1− e−2λk(t−s)] ≤ 2σ2

k(t− s)

(3.24)
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On aura donc d’après 3.22 on aura

E[‖v(., t)− v(., s)‖2] ≤
∞∑
k=1

σ2
k(t− s) = 2Tr(R)(t− s) (3.25)

d’où le résultat voulue.

On va maintenant montrer que 3.6 admet une solution faible dans le sens où u(., t) est un

processus Ft-adapté a valeur dans H telle que pour tout ϕ ∈ C∞c et pour tout t ∈ [0, α] on a

l’équation suivante

〈u(., t), ϕ〉 = 〈h, ϕ〉+

∫ t

0

〈u(., t), Aϕ〉ds+ 〈W (., t), ϕ〉 (p.s) (3.26)

On va montrer que la suite u(n)(x, t) =
n∑
k=1

u
(k)
t ek(x) converge vers cette solution faible.

En intégrant par partie et en prenant compte de 3.11, et en notant A = (κ∆− η) on obtient

〈u(n)(., t), ϕ〉 =
n∑
k=1

u
(k)
t 〈ek, ϕ〉 =

n∑
k=1

(
hk − λk

∫ t

0

u(k)
s ds+ σkw

(k)
t

)
〈ek, ϕ〉

= 〈h(n), ϕ〉+

∫ t

0

〈u(n)(., s), Aϕ〉ds+ 〈W (n)(., t), ϕ〉
(3.27)

avec h(n)
et W (n)

les n-iéme approximation de h et W respectivement, puisque avec u(n)

converge fortement pour la norme N et en passant à la limite des deux coté, on obtient 3.26.

On véri�e que cette solution est unique, on suppose que u1 et u2 sont toute deux des solutions

véri�ant 3.26, alors γ = u1 − u2 véri�e

〈γ(., t), ϕ〉 =

∫ t

0

〈γ(., s)Aϕ〉ds

En choisissant ϕ = ek et γ
(k)
t = 〈γ(., t), ek〉 on aura d’après ce qui précède

γ
(k)
t = −λk

∫ t

0

γ(k)
s ds k = 1, 2 . . .

ce qui implique d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

(γ
(k)
t )2 ≤ λ2

kα

∫ t

0

(γ(k)
s )2ds

En utilisant l’inégalité de Gronwall (version intégrale) on obtiendra (γ
(k)
t ) = 〈u1(., t)−u2(., t), ek〉 =

0 pour tout k ∈ N∗,puisque l’ensemble des fonction propres ek est complet on aura : u1(., t) =

u2(., t) (p.s) sur H , on résume les résultats précédent dans le théorème suivant

Théorème 3.5. Soit le développement en fonctions propres de u(x, t) donné par 3.9, alors u(., t) est

un processus F -adapté Gaussien a valeur dans H ,qui est l’unique solution faible du problème 3.6

satisfaisant l’équation 3.26.
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Conclusion
Dans ce travail on a abordé les notions fondamentale du calcule stochastique plus particulière-

ment l’intégrale stochastique qui a permit de donner un sens aux équations di�érentielle stochas-

tique, plus particulièrement cela nous a permet d’étudier l’équation de la chaleur stochastique et

donner un résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible.
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