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Introduction générale

Les files d’attente jouent un role important dans la modélisation des problemes de la vie
quotidienne. Les modeles de files d’attente sont largement utilisés dans divers domaines tels que
I'informatique, les services d’urgence, les télécommunications, la logistique militaire etc. Cette
théorie tire son origine des recherches de 'ingénieur Danois Agner Krarup Erlang sur la gestion
des réseaux téléphonique de Copenhague entre (1909-1920). En 1909, Erlang a publié son pre-
mier article intitulé "The theory of probabilities on Telephone conversations” et au début des
années 1920, il a développé le fameux modele d’Erlang pour évaluer les probabilités de perte des
conversations. C’est grace aux apports des mathématiciens Khintchine, Palm, Kendall, Pollaczek

et Kolmogrov que ce domaine de recherche s’est vraiment développé.

Le modele classique des files d’attente est utilisé dans de nombreux domaines, tels que la
planification des capacités, I'optimisation des opérations, la gestion des files d’attente dans les
systemes de transport, les centres d’appels, les services bancaires, les restaurants, et plus encore.
Il permet d’optimiser les ressources, de réduire les temps d’attente et d’améliorer la satisfaction

des clients en fournissant des prévisions et des mesures quantitatives.

Le modele de file d’attente avec vacances de serveurs (absences de serveurs) a été étudié
au cours des quatres dernieres décennies et appliqué avec succes dans de nombreux domaines
tels que les systemes de fabrication, les systemes et réseaux informatiques et les systemes de
télécommunication. D’excelentes études sur les travaux antérieurs des modeles de vacances ont été
rapportés par Doshi (1986) [10], Takagi (1991) [20], Tian et Zhang (2006) [21].

L’impatience des clients a été traitée dans le passé, voir les travaux de Palm [17, 18] et de
Barrer [6], principalement dans le contexte de 1’abandon de la file d’attente par les clients en
raison d’une longue attente déja vécue, ou une longue attente prévue a 'arrivée. Le phénomene
d’abandons et son importance par rapport a la stabilité des ”"centres d’appel” a été étudié par
plusieurs auteurs [2]. Le lecteur peut étre orienté a l'article de synthese de Gans et al.(2003) [11].
Cependant, il existe des situations ou 'impatience des clients est diie a ’absence de serveurs a
I’arrivée, en particulier, si un client arrivant ne voit aucun serveur présent dans le systeme, il peut
abandonner la file d’attente si aucun serveur ne se présente au bout d’'un certain temps. Comme
conséquence, plusieurs travaux dans la littérateure concernent I’analyse des systemes d’attente avec

vacances des serveurs et impatience des clients (voir [14]).
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Les systemes d’attente avec vacances du serveur et impatience des clients font partie des exten-
sions du modele classique des files d’attente qui prennent en compte des éléments supplémentaires
pour mieux représenter la réalité de certaines situations. Dans ces systemes, le serveur peut prendre
des vacances ou des pauses pendant lesquelles il n’est pas disponible pour servir les clients. Au
centre d’appels, les agents peuvent prendre des pauses régulieres ou des pauses déjeuner. En plus
des vacances du serveur, les systemes d’attente peuvent également prendre en compte I'impatience
des clients. Cela signifie que certains clients peuvent ne pas étre disposés a attendre indéfiniment
et peuvent abandonner la file d’attente si leur attente dépasse une certaine limite. L’impatience

des clients peut étre modélisée de différentes manieres.

Dans la pratique, plusieurs situations peuvent étre modélisées par les modele d’attente avec
impatiences et vacances du serveur [9] :
Supposons que nous ayons un systeme stochastique de production et d’inventaire a pleusieurs
machines. Une fois que I'inventaire a atteint le niveau cible (c’est-a- dire lorsque les serveurs sont
inactifs), tous les serveurs peuvent étre assignés a une période de vacances consécutivement jusqu’a
ce qu’ils trouvent des unités en attente a la fin d’'une vacance. Supposons que le systeme suive un
mode de production (fabrication a partir du stock). La longueur de la file d’attente dans notre
modele correspond donc au nombre des produits en dessous du niveau de stock cible. Les demandes
unitaires sont bloquées lorsque le systeme est plein et peuvent se mettre dans une file d’attente
inobservable pendant la période de travail, tandis que pendant la période de vacances, elles décident
de rejoindre la file d’attente ou non en fonction de la taille de celle-ci. Lorsqu’un client entrant dans
le systeme, s’il trouve au moins un serveur inactif, il est immédiatement pris en charge. Dans le cas
contraire, il attend dans la file, peut s’impatienter et abandonner le systeme sans service apres un
long temps d’attente, qui peut étre dia a des délais de mise en place. Le comportement impatient
des clients a un impact tres négatif sur la génération des activités du revenu. Il sera donc intéressant
d’envisager certaines stratégies pour retenir les clients et ne pas abandoner. Un client impatient
peut étre persuadé de rester dans le systeme en utilisant certains mécanismes convaincants, tels
que 'augmentation du taux de service ou 'ajout de canaux de services supplémentaires dans le

systeme.

Le régime transitoire du systeme M/M/1 avec impatience des clients et vacance du serveur a

été étudié par Ammar dans plusieurs travaux (voir [3], [4] et [5]).

L’objectif de notre travail concerne I’analyse du régime stationnaire du systeme d’attente mar-
koviens M/M/1 avec impatience des clients et vacances de travail du serveur. Nous considérons
deux modeles relativement aux type de vacances du serveur a savoir vacance unique (Single Vaca-
tion Policy) (S.V.P) et vacances multilpes (Multiple Vacation Policy) (M.V.P). En se basant sur
I'article de Yue et al. (2016) [22], nous déterminons les fonctions génératrices du nombre de clients

dans le systeme et nous calculons ainsi quelques mesures de performances.

Ce mémoire est composé de deux chapitres.

e Dans le premier chapitre, nous présentons le concept des fonctions génératrices de probabilités,
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nous décrivons quelques processus aléatoires importants et tres utilisés dans la modélisation des
problémes pratiques et nous analysons des systemes de files d’attente simples, tels que M/M/1,
M/M/1/K, M/M/s et M/M/oc.

e Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les résultats analytiques du modele M/M/1 avec
impatience et politique de vacances multiples et unique. En utilisant la méthode des fonctions
génératrices, nous calculons quelques mesures de performances importantes. Une étude numérique,
concernant 'effet du taux d’impatience et du taux de vacances sur les caractéristiques du systeme
est réalisée.

e Le mémoire s’acheve avec une conclusion et quelques prespectives de recherche et une bibliogra-

phie.



— Chapitre 1

Processus aléatoires et phénomenes
d’attente

Introduction

La théorie des files d’attente, ou des queues, constitue un outil théorique et pratique pour la

modélisation des systeme réels. Voir par exemple [7], [13] et [15].

Cette théorie a pour objet I’étude des systemes ou des entités, appelés clients qui réclament un
service. L’analyse mathématique de ces systemes nécessite I’étude des différents processus aléatoires
tels que le processus des arrivées, processus de service, le processus comptant le nombre de clients

dans le systeme, etc ...

Ce chapitre comporte deux parties relatives a la théorie des files d’attente. Dans la premiere
partie, nous présentons le concept des fonctions génératrices de probabilités et nous décrivons
quelques processus aléatoires importants et tres utilisés dans la modélisation des probléemes pra-

tiques. La deuxiéeme partie sera consacrée a l’analyse des systemes d’attente simples.

1.1 Fonctions génératrices de probabilités

Les fonctions génératrices sont largement utilisées en mathématiques et jouent un role impor-

tant en théorie des probabilités.

1.1.1 Définitions et propriétés

Considérons une variable aléatoire discrete a valeurs non négatives de loi de probabilité
P, =P(X =k), VkeN.

La fonction génératrice de X est définie par
Gx(z) =) P2 =E(zY).
k=0
Notons que Gx(1) = 1, donc la série converge absolument pour |z| < 1. Aussi Gx(0) = F.

4
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1.1.2 Exemples de fonctions génératrices de probabilités

(i) Si X ~ B(p) (Bernoulli de parametre 0 < p < 1)

Py =pH(1—p)'~* k€ {0,1}, Gx(z) = q+pzavec g=1—p
(ii) Si X ~» B(n,p) (Binomiale de parametre p)

P, = CrpFgn=* VE€{0,1,...,n}, Gx(2) = (¢ +pz)"

(iii) Si X ~» Geo(p) (Géométrique de parametre p).

- x z pz
Pk:quIVk€N> le_qza |Z’§%

(iv) Si X ~» P(A) (Poisson de parametre \)

AZE
Py=e?—, Gx(z)= A,
z!

1.1.3 Propriétés

1. Si X et Y sont deux variables aléatoires de fonctions génératrices Gx, Gy respectivement,
Alors
Vz, Gx(2) = Gy(z) <= P(X = k) =P(Y = k).

2. Si X, Y sont deux variables aléatoires indépendantes et Z = X + Y alors,
Gz<2) = GX(Z)Gy(Z)

3. Soit X une variable aléatoire discrete admettant les moment d’ordre £, c-a-d
pi (X)) =EX(X -1)(X =2)...(X —k+1)) existe (k> 0). Alors,
drzF

(1) = = = (X)),

En particulier G’y (1) = E(X).

1.2 Processus aléatoires

Un processus stochastique (ou aléatoire) décrit 1’évolution de tout phénomene produit au
hasard dans le temps.

Mathématiquement, un processus aléatoire noté {X;,t € T'} est une famille de variables
aléatoires indicées par le parametre ¢ et définies sur un méme espace de probabilié (€2, A, P).
Pour chaque instant t € T C R™, la variable aléatoires X, représente ’état du processus.

On peut classifier les processus stochastiques comme suit :
(a) Processus & temps discret et a espace d’états discret.
(b) Processus a temps continu et a espace d’états discret.

(c) Processus a temps discret et a espace d’états continu.
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(d) Processus a temps continu et a espace d’états continu.

On peut distinguer les processus stochastiques selon les relations de dépendance entre les

variables aléatoires X, citons par exemple [16] :

(a) Processus homogene.
(b

) Processus a accroissements indépendants.
(c) Processus a accroisssement stationnaire.

(d) Processus markoviens qui sont caractérisés par la propriété que I’état futur ne dépend

que du présent (ou du passé récent) et non pas du passé.

1.3 Chaine de Markov

Les premiers processus étudiés sont les suites de variables aléatoires indépendantes, ce qui
a conduit a la loi des grands nombres et au théoreme central limite. Le mathématicien
Russe Andrei Markov (1856-1922) poussé par la théorie des probabilités par son maitre
Tchebychev, qui démontrera, sous des conditions assez générales, le théoreme central
limite, chercha a généraliser ce théoreme a des suites de variables aléatoires dépendantes.
Il est amené ainsi a considérer des variables aléatoires faiblement indépendantes, c.a.d que
I’évolution future ne dépend que de 1’état présent, fondemement de la théorie des processus
auxquels fat donné son nom.

Pationné de littérature, il developpa en 1912 une application des chaines de Markov a
I’étude statistique des textes : il montre que 'occurence d’une voyelle immédiatement apres
une consonne est un processus de Markov en étudiant 20 000 premiere lettres du roman

Pouchkine de Eugene Onéguine.

Propriété de Markov

Définition 1.3.1. Une suite de variables aléatoires (X,,),>0 définies sur (€2, .4, P) a valeurs
dans un espace E discret est appelé Chaine de Markov(C.M) si, pour tout n > 0, pour
toute suite (ig, 71, .. .,%n_1,1,,7) €léments de E telle que P(Xy = ig,..., X, = i) > 0, nous

avons
]P)(Xn—l—l :]’Xn = Z.van—l = Z‘n—la"'wXVO = ZO) :P(Xn—i—l :]’Xn = Z)

L’indice de la variable étant simulé au temps, X,, : 'observation du processus a I'instant n.
L’indice 0 étant initial, I'état X : I’état initial.

L’état j du processus a l'instant n + 1 ne dépend pas du passé, ig, i1, ..., i,_1, mais seul de
I’état présent ¢. Cette propriété est appelé propriété de Markov.

Probabilités et matrice de transitions
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Définition 1.3.2. Soit (X,,),>0 une C.M. a valeurs dans E, on appelle probabilités de

transition, la donnée, pour tout n > 0, pour tout (i,5) € E? :
P (X1 = jIX, = i) = Py(n).
Une C.M. est dite homogene si P;;(n) ne dépend pas de I'instant n :
Vn >0, V(i,j) € E* Pj(n) = Py

c.a.d la probabilité de transition de I'état ¢ a I’état 5 ne dépend pas de I'instant auquel la
transition se fait.

Définition 1.3.3. On appelle Matrice de transition associée a la C.M (X,,),>0 la ma-
trice stochastique P = (P;;); jeg, carrée d’ordre Card(E) si E est fini, infinie si E est

dénombrable, telle que > P,; = 1.
jEE
Graphe de transition
Définition 1.3.4. Le graphe est construit a partir de la matrice de transition ainsi, les

sommets, sont les états et les arrétes orientées représentent les F;; > 0.

1.4 Processus de Poisson

C’est un processus a temps continu a espace d’états discret, markovien. Il décrit la réalisation
dans le temps d’événements d’un type donné.

Exemples :

e [’arrivée des clients vers un guichet de banque.

e [’apparition des pannes dans un atelier de machines

e L’arrivée des taches dans l'unité centrale d’un ordinateur.

1.4.1 Processus de Comptage

Définition 1.4.1. Soit N(¢) le nombre d’événements s’y produisant dans l'intervalle [0, ¢].

Le processus stochastique {N(t),t > 0} est appelé processus de comptage.

Propriétés

(a) N(0)=0.

(b) Le processus de comptage {N(t),t > 0} est a valeurs entieres et postives.

(c) La fonction t — N(t) est croissante : N(t +s) — N(t) > 0,1 0 <t < t+s. De plus
N(t+ s) — N(t) réprésente le nombre d’événements survenus dans Uintervalle [t,t + s].

(d) Les trajectoires t — Ni(w),w € Q sont continues a droite et ademettent une limite &

gauche.
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1.4.2 Processus de Poisson

Définition 1.4.2. Un processus de comptage {N(t),t > 0}, homogene dans le temps, a accrois-
sements indépendants et pour lequel N(¢) suit une loi de Poisson de parametre At, est appelé

processus de Poisson de parametre A.

Théoreme 1.4.1. Les temps séparant deux évenements consécutifs d’un processus de Poisson de

paramétre A sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramétre \.[19]

1.5 Processus de naissance et de mort

Les phénomenes de naissance et de mort interviennent dans la modélisation des systemes de
files d’attente, et permettent de fagon générale de décrire 1’évolution temporelle de la taille d'une
population d'un type donné (Biologie, Démographie, Sociologie).

Les processus de naissance et de mort (N-M) sont des processus stochastiques a temps continu
et & espace d’états discret. Il sont markoviens (sans mémoire) et a partir d'un état n donné, les
transitions ne sont possibles que vers I'un ou l'autre des états voisins. On parle alors de naissance

et de mort.

Définition 1.5.1. Soit {X(¢),t > 0} un processus stochastique, a espace d’états N = {0,1,...}
et homogene dans le temps : P(X (¢ +s) = j | X(s) =) = P,;(t), ne dépend pas de s.

{X(t),t > 0} est dit processus de naissance et de mort (N-M) si les conditions suivantes sont
satisfaites.
o P i(At) =P(X(t+At) =i+ 1| X(t) =1) = At +0o(At), i>0.
o P 1(At)=P(X(t+At) =i —1| X(t) =1i) = wAt +o(At), > 1.
o P i(At) =P(X(t+At) =i | X(t)=1) =1— (N + pwi)At +o(At), i>0.
Ou \; >0, p; > 0 sont les taux de transitions.
A; : taux de naissance.
Wi : taux de mort.
Le générateur infinitésimal du processus est donc une matrice dite tridiagonale A = (a;;)ijen
vérifaint a;; =0, |i—j[> 2.

Apn+1 = )\na Anpn—1 = Hn, n Z L ((101 - )\O)

—Xo Ao 0 0 O

J251 —<>\1 + ,ul) /\1 0 0

A= 0 H2 —()\2 + Mg) A 0
0 0 B ()

Remarque 1.5.1. Les files d’attente de type markovien sont des cas particuliers tres importants
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de processus de naissance et de mort. Leur étude complete sera effectuée dans la sous-section
(1.6.4).

1.5.1 Régime transitoire

On cherche les probabilité d’état P, (t) = P(X(t) = n).

D’aprés la formule des probabilités totales, on a pour n > 1,
P,(t+At) = IP( (t + At) =n),

:ZIP (t+At) =n| X(t) = )P(X(t) = 1),

= ZP P, (At),

= Puct() Pacani(AL) + Po(t) Pan(A8) + Por (1) Pas1n(At) + > Pi(t)Pu(A).

i=n—+2
P, (t+ A)t — Py(t) o(At)
At B At
quand At — 0 on aura

_(/\n + /Ln)Pn(t) + )\n—lpn—1<t> + /Ln+1pn+1(t) +

Pé(t) = _(/\n + /Jln)Pn@) + )\nflpnfla) + /JJnJranJrl(t)’ n Z 17

de la méme maniere, on obtient pour n =0

Py(t) = —AoPo(t) + pa Pu(t).

Les équations

Pt) = —(n+pn)Pu(t) + A1 Pooa(t) + pins1 Poga(t), n > 1.
Pé(t) = _)\OPO(t) + ,ulpl(t), n = 0.
Sont appelés les équations différentielles de Chapmann Kolmogorov.

Si de plus, on connait les conditions initiales c-a-d ¢; = P(X(0) = ), on détermine ainsi le régime
transitoire du processus.

0
=0

Remarque 1.5.2. En général, ces équations sont difficiles a résoudre, on ne considere alors que

le régime stationnaire du processus.

P, = tlgglo P,(t) = lim P(X(t) =n) =P(X =n).

t—o00
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1.5.2 Régime stationnaire

Dans ce cas les équations de Kolmogorov deviennent : tlim P(t)=0, Yn=0,1,2,...
— 00
wmbP = AP, n=0
APt + pn 1 Poyr = (A + )Py, n > 1

Pour résoudre ce systeme d’équations linéaires, on additionne les (n 4 1) premieres équations, on

trouve A\, P, = ptins1 i1, ¥n > 0, en ademettant \y > 0 :

DYS YD W
p, = 2L nlp vy >,
M2 - - o

n

i1

%

F.

=1

Comme Y P, =1= P+ (H A“)Pozl,d’ofl

n=0 n=1 \i=1 "

1
oo n Aot :
s ()

Pour que le régime stationnaire existe, il faut que la somme ci-dessus converge.

Py =

Remarque 1.5.3. Si 'espace des états est fini, cette somme converge et le régime stationnaire

existe.

Graphe de transition

An

Hn+1

FIGURE 1.1 — Le graphe de transition du processus de naissance et de mort.

Remarque 1.5.4. Le taux de variation P/ (t) de la masse attribuée a I'état n est égale a la
différence du flux d’entrée et le flux de sortie de cet état, ce qui nous fournit directement les

équations de Kolmogorov.

Pé(t) = —(An+ ) Pu(t) + A1 Poci () + png1 P (), n> 1.
Pi(t) = —XoPo(t) + i Pi(t), n=0.
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1.6 Phénomenes d’attente

1.6.1 La description d’un phénomene d’attente simple

Un phénomene d’attente peut étre décrit comme un systeme stochastique composé d'un
certain nombre de places d’attente, d’'une ou plusieures stations de service. Le serveur peut étre
un serveur humain, un central téléphonique, un serveur informatique... Les clients arrivent de la
source a des instants aléatoires, ils attendent, se font servir selon des regles spécifiées et quittent
le systeme, quand les serveurs sont tous occupés, les clients doivent alors patienter dans une file

d’attente jusqu’a ce qu’'un serveur soit disponible. Comme illustré par la figure (1.2).

Arrivée file d'attente Départ des

clients clients
Y Serveur
) —_—

FIGURE 1.2 — Structure d’un systeme de files d’attente.

systéme d'attente

1.6.2 Notation de Kendall

Une notation symbolique a été développée par David George Kendall pour représenter les files
d’attente simples, en 1953. La notation de Kendall nous permet de décrire un syteme d’attente,

sous la forme suivante :

A/B/C/D/EJF

1. A : décrit la nature du processus des arrivées. Les codes utilsés sont :
M : Loi exponentielle (processus de poisson).
G : Loi générale.
GI : Loi générale indépendante.
D : Loi déterministe.
E. : Loi d’Erlang d’ordre k.
2. B : Distribution de service (les codes sont les méme que A).

3. C: Le nombre de serveurs (montés en parallele).
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4. D : Capacité de la file.
5. E : Population des usagers (taille de la source).
6. F : Discipline de service. Les disciplines utilisées sont les suivantes :

FIFO (First In, First Out) ou FCFS (First Come, First Served) : C’est la file standard dans
laquelle les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée. Notons que les disciplines FIFO et
FCF'S ne sont pas équivalentes lorsque la file contient plusieurs serveurs. Dans la premiere, le
premier client arrivé sera le premier a quitter la file alors que la deuxieme, il sera le premier
a commencer son service. Rien n’empéche alors q’un client qui commence son service apres

lui, dans un autre serveur, termine avant lui.

LIFO (Last In, First Out) ou LCFS (Last Come, First Served) : Cela correspond & une pile,
dans laquelle le dernier client arrivé sera le premier traité (retiré de la pile). A nouveau, les

displines LIFO et LCFS ne sont équivalentes que pour une file monoserveur.
SIRO (Served In Random Order) : Les clients sont servis aléatoirement.
PS (Processor Sharing) : Les clients sont servis de maniére égale. La capacité du systeme est

partagée entre les clients.

Remarque 1.6.1. Lorsque les trois derniers éléments de la notation de Kendall ne sont pas
précisés, il est sous entendu que D = +o0, E = +o00 et F=FIFO ( First In, First Out).

1.6.3 Analyse opérationnelle des systemes de file d’attente

Cette analyse consiste au calcul des caractéristiques de performance d'un systeme d’attente,
cette opération souhaite connaitre les performances d’un systeme réel et que I'on ne peut effectuer
de mesure directe sur celui ci.

Les mesures de performance

1. L : Nombre moyen de clients dans le systeme.

2. L, : Nombre moyen de clients dans la file d’attente.

3. W : Temps moyen de séjour d'un client dans le systeme.
4. W, : Temps moyen d’attente d'un client dans la file.

Ces caractéristiques sont liées par les relations suivantes :

o L=)\W.

o L, =AW,
Ae

o L=L,+—.
]

oW =W, + .

Les deux premieres formules sont appelées formules de little ot A\, < A est le taux d’entrée dans le

systeme.
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1.6.4 Files d’attente markoviennes

Les modeles markoviens sont caractérisés par des interarrivées ainsi que les durées de service

exponentielles. Nous présentons quelques modeles de files d’attente markoviennes.

1.6.4.1 Modele M/M/1

M/M/1 est la file d’attente markovienne la plus simple, composé d’un seul serveur et la
discipline de service FIFO. Ce systeme est caractérisé par des arrivées poissonienne de taux A
et des durées de service exponentielles de taux p. Le processus (X (t));>o décrivant le nombre de

clients a l'instant t est un processus de naissance et de mort de taux de transitions :

A=A YVn>0 et p,=p, Yn>1.

Graphe de transitions

A A A A A A
O=nmm QMG nC)mm G

FIGURE 1.3 — Graphe de transitions du modele M/M/1.

Régime stationnaire du systeme
On peut montrer que tlim P,(t) = P, existent et sont indépendantes de 1’état initial du processus
—00
et que lim P/(t) =0,Vn > 0.
t—ro0

En appliquant la formule de la distribution stationnaire d’un processus de naissance et de mort on
n—1
A
im0 \H

Pn:Po(é) ., Yn>0.
L

a
D’ou

oo
Comme on a Y P, =1, on trouve
n=0

1

A n
Pnzpo(—) et POI—n-
[

A A
Si — < 1lalors Py =1— —, d’ou la distribution stationnaire de M /M /1 est
u 7

P (1-2) (3)n Vn € N (1.1)

p\
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A
En posant p = —, I’équation (1.1) devient
1
P,=(1-p)p", VneN.

Mesures de performance

1. Le nombre moyen de clients dans le systeme :

L=-"-_
1—p
2. Le nombre moyen de clients dans la file d’attente :
by 2
L,=L-2=-"_
po l—p
3. Le temps moyen de séjour d’un client dans le systeme :
1
W=——7.
= A
4. Le temps moyen d’attente dans la file :
1 A
W. = —I —
! Toulp =)

1.6.4.2 Modele M/M/1/K

Ce systeme est identique au systeme M/M/1 excepté que la capacité de la file d’attente est

finie. Le processus des arrivées est poissonien de taux A, la durée de service est exp(u). La capacité

du systeme est K, c-a-d il y a K — 1 places d’attente. Un client qui arrive et trouve K clients déja

dans le systeme, il est perdu.

Ce systeme est modélisé par le processus de naissance et de mort d’espace d’états S = {0,1,..., K}

dont les taux de transition sont

10 < : 11 <n<K;
)\n:{/\, si0<n<K; un:{u, sil<n<K,;

0, sinon.

Graphe de transition

A A A A A
OSnEnE) NG e
I I yZ /2 I

0, sinon.

A

yii

(0

FIGURE 1.4 — Graphe de transitions du modele M/M/1/K.

La distribution stationnaire est donnée par

Pn:H)\ilpo:(é) Py, 0<n<K

i1 M H
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1—-p )
1 T SAF
avecPozﬁ: 1
E: <}5> }E———I, si A = L.
n=0 \ M +

Quand K — oo, on retrouve les résultats de M/M/1.

Le taux d’entrée effectif dans le systeme est

1 — K
Ae = P(file non pleine aux instants d’arrivée)\ = A\(1 — Pg) = 1_—10'?@1)\.
1—pk
Taux d’utilisation du serveur est U =1 — Py = p—————
1 — pK+1

Ae : :
U=——psip<lettendverslsip>1, quand K — oo.
1

Mesures de performance

1. Le nombre moyen de clients L :

= (1-p)
L= > nPi=q—e ) "
n=0 n=0

K
_ p(l1—p) Z n—1
o 1— pK+1 np )
n=1

p(1—p) 1—(K+1)p"+ KptH!

= X
1 — pi+t (1—p)?

o p L (Bt 4 KptT

o 1—p 1 — pK+1 ’

2. Le nombre moyen de clients dans la file d’attente :
Ly=)» (n=1)P,=L—-(1-P).
n=1

3. Temps moyen de séjour dans tout le systeme :

L
W = 3 avee Ae = A1 — Pg) = u(l — Ry).

4. Temps moyen d’attente dans la file :

Wq:)\—.

1.6.4.3 Modele M/M/s

Ce systeme comprend s stations de service en parallele. Les durées de service sont exponen-
tielles de parametre p. Les inter-arrivées sont des variable aléatoire indépendantes de loi exp(\),

la discipline de service et FIFO, la capacité de la file est illimitée.
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Soit X () : "Le nombre de client dans le systeme a l'instant ¢”
{X(t),t > 0} est un P.N.M dont les taux de transitions sont

nu, sil<n<s;

A=A n>0 et un:min(nu,su):{ s sin > s

A
s est appelé taux de service global du systeme. On appelle p = — l'intensité du trafic global.
sf

Graphe de transition

i A ] Il A A

K 2u I sp s s

FIGURE 1.5 — Graphe de transistions du modele M/M/s.

Distribution stationnaire du systéme

Pour n < s,on a:

i M n!
Pour n > s, on a:
A
)\PSZSMPS+1 — PS+1:_PS
S
)\ n—s -
P, =(— P, =p" P avec p=—
Spt St
oy )
P, = (—) *_p,
S s!
()
o
b= s”—ss!PO
Enfin, en posant p = ﬁ
P p, 0<n<s;
P 0, M=
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ou bien, en posant p = ﬁ

. G 0 <n<s,
n — ’VTLR
ps PQ, n Z S.
s!
Avec .
SOEESGRAY
1 1
Fo= n! * Z snss!
n=0 s+1
si p=— < 1 on aura
Sp »
. (A " <A)S+1
P, = b A\n
— n! (s — 3)3'
e P(attente) =P(X > s) = ZP"
= 2 "R
00 ' PS
= R = 1—p
=0
Mesures de perforamance
e Le nombre moyen de clients dans la file :
L,=E(X,) = > (n—s)P,
n=s+1
= Z (n—s)p" P
n=s+1
= Pspszj_l
j=1
1 A
= sP(l )2, avec pZJ.
e Le nombre de clients dans le systeme :
A 1
L=L,+—=sp+ Pp——
T =y

e A Daide des formules de Little, on trouve le temps moyen d’attente et le temps moyen de

séjour

Py
W,=——" et W=—w=" 4~
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1.6.4.4 Modele M /M /oo

C’est un systeme comprenant une infinité de stations de service identiques. Donc aucune file
d’attente ne se forme, chaque client est servi des son entrée dans le systeme.
Ce systeme possede un intérét non seulement théorique, mais il permet des études approximatives
de phénomenes d’attente de type M/M/s comprenant un grand nombre de stations en parallele.
Le processus {X(t),t > 0} décrivant le nombre de clients dans ce systéme est un processus de

naissance et de mort de taux de transitions
A=A, VYn>0, et p, =nu, Yn>1.
La distribution stationnaire est donnée par :

()

' Py, avec Py=e M+
n!

P, =

Donc la distribution stationnaire du systeme M /M /oo est une distribution de Poisson de

A
parametre —, ce qui donne les caractéristiques suivantes :

A
L:E(X):;,Lq:quoetW:l/u.

Remarque 1.6.2. La distribution du temps de séjour de M /M /oo est identique & la distribution

de service exp(u).

Conclusion

Dans ce chapitre, on a passé en revue ’analyse stochastique des systeme de file d’attente, en

passant par la description des chaine de Markov et quelques nouveaux processus particuliers.

Dans le prochain chapitre, nous analysons les systemes avec impatience des clients diie aux

vacances du serveur (absences du serveur).



— Chapitre 2

Analyse du syteme M/M/1 avec vacances
et impatience dépendant de I'état du
serveur

Introduction

Les systemes de file d’attente avec des clients impatients se produisent dans de nombreuses si-
tuations pratiques. Parmi les exemples réels de systemes de file d’attente avec des clients impatients,
on cite les systemes et les réseaux de télécommunication dans lesquels les abonnés abandonnent
par impatience. D’autres exemples peuvent étre trouvés dans les centres d’appel, les systemes de
production, voir par exemple [12], [11], [8]. D’autre part, les modeles avec vacances de serveur ont
été introduits dans la littérature des files d’attente pour modéliser les situations ou le serveur peut
étre non disponible pour servir les clients pendant certains intervalles de temps. Les vacances de
serveurs peuvent étre diies a un manque de travail, a une défaillance du serveur ou a une autre

tache assignée au serveur.

Dans ce chapitre, en se basant sur les articles de Altman (2006) [1] et Yue et al. (2016) [22],
nous analysons le systeme M/M/1 avec impatience des clients et vacances du serveur. Deux cas
de vacances seront considérés a savoir les vacances multiples et vacance unique. L’objectif est de
calculer quelques mesures de performances importantes de ce systéme et faire une étude numérique

sur l'effet des parametres d’impatience et de vacance sur les caractéristiques des modeles considérés.

19
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2.1 Modele A : M/M/1 (Multiple Vacation Policy)
(M.V.P)

Nous considérons un systeme de file d’attente M/M/1 avec des clients impatients et une

politique de vacances multiples (M.V.P).

2.1.1 Description du modele A

Les clients arrivent selon un processus de Poisson de parametre \. Les durées de service sont
indépendantes identiquement distribuées selon une loi exponentielle de parametre pu. A la fin de
service d’'un client, si la file est vide, le serveur part en vacances selon une loi exponentielle de
parametre . S’il y a des clients dans la file d’attente a la fin des vacances, le serveur commence
immédiatement une période d’activité. Sinon, le serveur prend immédiatement une autre vacance
et continue de la méme maniere jusqu’a ce qu’il trouve au moins un client dans la file. Il s’agit
d’une politiques de vacance multiples. Chaque fois qu'un client arrive dans le systeme et constate
que le serveur est en vacances, il active un "muniteur d’impatience Ty” qui est distribué de maniere
exponentielle avec un parametre &,. S’il découvre que le serveur est occupé, il active un ”muniteur
d’impatience T” qui est distribué de maniere exponentielle avec un parametre &;. Si le muniteur
expire, sans compléter le service, le client abandonne le systeme. Notons que ce systeme est stable
pour \/u < 1.

Le diagramme du modele A est présenté a la figure (2.1).

Les abandons durant
La période d'activité &, Serveur (i)

Occupé

Systéme Fin de

Les clients arrivent lg] vide Vacance(y) |~ Finde service

Vacances

Les abandons durant
La période de vacances &

FI1GURE 2.1 — Un modele de file d’attente avec des vacances multiples et clients impatients.
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2.1.2 Les équations de balance et les fonctions génératrices

Soit L(t) le nombre de clients dans le systeme a l'instant ¢ et J(t) I’état du serveur a 'instant

t, défini par :

J(t) = 0, sile serveur est en vacance a l'instant t.
| 1, sile serveur est occupé a l'instant t.

Le processus {(L(t), J(t)),t > 0} est un processus de Markov a temps continu d’espace d’états
Q={(n,0):n=0,1,..} U{(n,1) : n=1,2,...}. Le diagramme des transitions est présenté a la
figure (2.2).

Soit P,; = tliglo P{L(t) = n,J(t) = j}, n=0,1,..., j=0,1, (n,j) € Q, désignant les probabilités
d’état du systeme (état stable).

u+ 28 B+ 34 ptndy pt (ntl)g
(1,1) d2,1)€ e Jqn1) e
A A A A
H+& |y ¥ ¥
$o P 2&p _ 3% néy (n+1)§
(0, 11,0)€ Z(2,0F e € —(n, 0)€ R
i - 1 - 2 i i

FIGURE 2.2 — Graphe des transitions du M/M/1 avec M.V.P.

D’apres le graphe de transition, les équations de balance sont données par :

APoo = &oPro + (1 + &) P, (2.1)

()\ + 'Y + nfo)Pno == )\P(n,1)0 + (n + 1)§0P(n+1)07 n — 1, 2, ceey (22)

A+ p+&) P = (p+ 2&) Por + 7P, (2.3)

()\ -+ o —+ nﬁl)Pnl = /\P(n—l)l + [,u + (n + 1)51]P(n+1)1 + ’}/Pno, n = 2, 3, (24)

Et la condition de normalisation :

an0+zpn1:1
n=0 n=1

Nous définisons les fonctions génératrices du nombre de clients dans le systeme durant les périodes

de vacances et d’activité du serveur (respectivement) par :

Go(Z) = angzn, Gl(Z) = Zsz", Vz € [0, 1]
n=0 n=1
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En multipliant les équations (2.1) et (2.2) par 2™ et en sommant sur n = 0, 00, nous obtenons :

(1 — 2)Gh(2) — (1 = 2) +1]Gol2) = —[1Poo + (s + )P, (25)
ou Gy(z) = %Go(z). De la méme maniere, nous obtenons a partir des équations (2.3) et (2.4) :
21 —2)G(2) — Az — p)(1 — 2)G1(2) = —y2Go(2) + [YPoo + (1 + &) Pr] 2, (2.6)
ou G(z) = %Gl(z).

2.1.3 Solutions des équations différentielles

On pose A = vPy + (p+ &) Pi1. Alors, pour z # 1, 'équation (2.5) peut étre réécrite comme
suit :

AP A B L S
Gy(2) L()Jr&)(l_z)}Go() ai-2) (2.7)

Sa solution est obtenue par Altaman et Yechiali [1], en multipliant les deux membres de 1’équation

(2.7) par eiéz(l — 2)%, on aura :

d 1 _x, 3 A 3
% [e (1 — z)%GO(Z)} = ——Oe (1 —z)0 (2.8)
puis en intégrant de 0 a z, on a :
2, x A [* A1 Ay
e 07 (1—2)%0Gy(z) — Go(0) = —g—/ (1—2)% "¢ % ds. (2.9)
0Jo
Finalement,
A, _a A
Go(z) = et (1—2) % {GO(O) — é—Ko(z)} , (2.10)
0
Kolz) = / (1= 5)&Tea%ds. (2.11)
0

[e.e]
Puisque Go(1) = > Py < 0o et z = 1 est la racine du dénominateur du membre droit de
n=0
I'équation (2.10), nous devons conclure que z = 1 doit étre la racine du numérateur du coté droit

de I’équation (2.10). Nous obtenons :

A
POO - Go(O) = é_—OKo(l), (212)
en remplacant A dans (2.12), on obtient :
Ko(1
Py — (1 + &) Ko(1)

P, (2.13)
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en substituant I’équation (2.12) dans 'équation (2.10), on obtient :

Go(z) = e%°(1 — 2) % {1 . g—gm Poo. (2.14)

pour z # 1 et z # 0, 'équation (2.6) peut étre réécrite de la fagon suivante :
A H A —1Go(2)
G’z—(———)Gz:—. 215
1) & &z 1(2) &i(1—2) ( )

Pour résoudre ’équation différentielle (2.15), nous multiplions les deux membres de I’équation par

A 7
A, on .
e & z&  on obtient alors :

A, B
d [eiﬁZZﬁGl(Z)] _ [A_’YGO(Z)]G o128

dz &(1—2) ’
en intégrant de 0 a z, nous obtenons :
y2, —n[A v [F I QY A Ny
Gi(z)=e @z & | =Ki(2) —— [ (1—s) " stre & Gy(s)ds|, (2.16)
51 51 0
ou ;
B
Ki(z) :/ (1—s) tstie  a’ds, (2.17)
0
en utilisant ’équation (2.12) et en substituant I’équation (2.14) dans I’équation (2.16), on obtient :
2. e [GEi(2)  vKa(2)
G = et &1 - F 2.18
1(2) =ea”z [flKo(l) 5 00> (2.18)
ou . "
Ky(z) = /0 {1 - ngiﬂ sﬁ(l - S)(%H)e(%_é)sd& (2.19)

D’apres les équations (2.14) et (2.18), Go(z) et G1(z) sont exprimées en termes de Pyy. Ainsi,

une fois que Py est calculées, Go(z) et G1(z) sont completement déterminées.

2.1.4 Calcul de Fy, P,y et Py

oo o
On pose Py = > Py et Poy = > P,1. Ainsi, Py représente la probabilité que le serveur soit
n=0 n=1
en vacances, P,1 représente la probabilité que le serveur soit occupé et Py représente la probabilité

que le serveur est en vacances et le systeme est vide.

En appliquant la regle de ’'Hopital a I’équation (2.14) et utilisant I'équation (2.12), nous obtenons :

Py = Go(1) = ,ng—(?(DPOO- (2.20)
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Pour z = 1 I"équation (2.18), devient :

et [&K(1)
f“:G“”:E?[mﬁ>

Comme P,y + Py = 1, & partir les équations (2.20) et (2.21), on obtient :

B $o é SoKa(1) B
tho = (’YKo(l) i &1 { Ko(1) VKQ(UD . 222)

Ainsi, Py, Pe et Py sont entierement déterminées par les équations (2.20), (2.21) et (2.22).

—vmaﬂ%@ (2.21)

2.1.5 Mesures de performance
2.1.5.1 Nombre moyen de clients dans le systeme

On pose :
e [ : Le nombre de clients dans le systeme lorsque le serveur est en vacances.
e [, : Le nombre de clients dans le systeme lorsque le serveur est occupé.

D’apres I’équation (2.7), on a :
— 3 /
ElLo] = limGy(2)
D2 ]G - A

=l &o(1 - 2)
_)\PQO + F}/E[LO]

—&o '

A
BlLo] = ¢

ol P,y est donnée par I’équation (2.20). D’apres I’équation (2.15) et en utilisant la régle de I’Hopital,

Par la suite :

Py, (2.23)

on obtient

E[L] = lmG)(2)
- A5_“Gl(1)+1ag<1)
1 1
_ A 1
= S Py glIﬁz[LO], (2.24)

ou P,; est donné par 'équation (2.21) et E[Lg] est donné par 1'équation (2.23).

2.1.5.2 La proportion du nombre de clients servis

On a le nombre moyen de clients servis par unité de temps est P,;, d’ou la proportion du

nombre de clients servis est : P P
_ Her et (2.25)
A p

P
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Ol p = 2 et P, est donné par 'équation (2.21).
o

2.1.5.3 Le taux d’abandon d’un client di a ’impatience

Lorsque le systeme est dans l'état (n,0),n = 0,1,..., le taux d’abandon d'un client du a
I'impatience est n&y. Lorsque le sytéme est dans I'état (n,1),n = 1,2, ..., le taux d’abandon d’un
client a cause d’impatience est n&;. Ainsi, le taux moyen d’abandon du a l'impatience est donné
par

Ry =) né&oPu+ Y _n&iPu = &E[L] + &E[L4]. (2.26)

Ou E[Lo) et E[L,] sont donnés par les équations (2.23) et (2.24).

2.1.5.4 Temps moyen de séjour

Soit S le temps total de séjour d'un client dans le systeme, mesuré depuis 'instant d’arrivée
jusqu’au départ, soit a la complétion de service ou a l'abandon et L = Ly + Ly : nombre total de
clients dans le systeme.

Par la formule de Little, le temps moyen de séjour d’'un client dans le systeme est :
E[L] _ E[Lo] +E[L4]

E[S] = == = : . (2.27)

2.1.6 Illustration numérique

Cette sous-section est consacrée a l’étude numérique des mesures de performance associées
au modele de file d’attente M/M/1 avec clients impatients et vacances multiples du serveur.
Plus précisément, nous présentons quelques résultats numériques pour illuster l'effet de divers
parametres sur les mesures de performance de ce modele. Tous les calculs ont été réalisés avec le
logiciel Matlab.

Cas1:

Nous calculons certaines mesures de performance en utilisant les expressions obtenues dans
la sous-section 2.1.4 et la sous-section 2.1.5. Pour 'analyse, on fixe £ = 0.85 et on fait varier le
parametre £, A = 1.5, u =2 et v = 0.1, (avec p = ﬁ <1).

Les résultats numériques obtenus sont présentés dans le tableau suivant :
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60 PoO Pol ]E[LO] E[Ll} PS Ra E[S]
0.0500 | 0.6976 | 0.3024 | 6.9765 | 0.6429 | 0.4031 | 0.8953 | 5.0796
0.1000 | 0.6978 | 0.3022 | 5.2336 | 0.4380 | 0.4029 | 0.8956 | 3.7810
0.1500 | 0.6980 | 0.3020 | 4.1880 | 0.3151 | 0.4027 | 0.8960 | 3.0020
0.2000 | 0.6982 | 0.3018 | 3.4909 | 0.2332 | 0.4024 | 0.8964 | 2.4827
0.2500 | 0.6983 | 0.3017 | 2.9929 | 0.1747 | 0.4022 | 0.8967 | 2.1117
0.3000 | 0.6985 | 0.3015 | 2.6193 | 0.1308 | 0.4020 | 0.8970 | 1.8334
0.3500 | 0.6986 | 0.3014 | 2.3287 | 0.0967 | 0.4019 | 0.8972 | 1.6169
0.4000 | 0.6987 | 0.3013 | 2.0961 | 0.0694 | 0.4017 | 0.8974 | 1.4436
0.4500 | 0.6988 | 0.3012 | 1.9057 | 0.0470 | 0.4016 | 0.8975 | 1.3018
0.5000 | 0.6988 | 0.3012 | 1.7470 | 0.0284 | 0.4016 | 0.8976 | 1.1836

TABLEAU 2.1 — Mesures des performances pour différentes valeurs de &.

Réprésentations graphiques (voir les figures 2.3) illustrant les détails des résultat donnés dans
le tableau précédent

7

U | | 1 i i
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

FIGURE 2.3 — Mesures des performances pour différentes valeurs de &p.

Interprétation :
D’apres la figure (2.3) et le tableau (2.1) , on remarque que :
e Le nombre moyen de clients dans le systeme lorsque le serveur est en vacance et lorsque le
serveur est occupé décroit avec la croissance du taux d’impatience & .
e La proportion du nombre de clients servis décroit avec la croissance du taux d’imaptience &.

e le taux d’abandons des clients di a 'impatience croit avec la croissance du taux d’impatince &.
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e Le temps moyen de séjour décroit avec la croissance du taux d’impatience &.

Cas 2 :

Dans ce cas, on fixe le parametre £y = 0.1 et on fait varier le parmetre &1, les autres parametres
sont, fixés comme suit : A =15, p =2 et 7 =0.1.

Les résultats numériques obtenus dans ce cas sont présentés dans le tableau suivant :

él PoO Pol ]E[LO] E[Ll} Ps Ra E[S]
0.2000 | 0.4190 | 0.5810 | 3.1426 | 0.1188 | 0.7747 | 0.3380 | 2.1742
0.3000 | 0.4955 | 0.5045 | 3.7162 | 0.3979 | 0.6727 | 0.4910 | 2.7427
0.4000 | 0.5523 | 0.4477 | 4.1422 | 0.4759 | 0.5969 | 0.6046 | 3.0788
0.5000 | 0.5966 | 0.4034 | 4.4745 | 0.4915 | 0.5379 | 0.6932 | 3.3107
0.6000 | 0.6323 | 0.3677 | 4.7425 | 0.4840 | 0.4902 | 0.7647 | 3.4843
0.7000 | 0.6619 | 0.3381 | 4.9640 | 0.4676 | 0.4508 | 0.8237 | 3.6211
0.8000 | 0.6868 | 0.3132 | 5.1507 | 0.4481 | 0.4176 | 0.8735 | 3.7325
0.9000 | 0.7081 | 0.2919 | 5.3105 | 0.4279 | 0.3892 | 0.9161 | 3.8256
1.0000 | 0.7265 | 0.2735 | 5.4489 | 0.4082 | 0.3646 | 0.9530 | 3.9047
1.1000 | 0.7427 | 0.2573 | 5.5702 | 0.3894 | 0.3431 | 0.9854 | 3.9731

TABLEAU 2.2 — Mesures des performances pour différentes valeurs de &;.
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Réprésontations graphiques (voir les figure 2.4) illustrant les détails des résultats donnés dans

le tableau précédent

E T T T T T T T T T
— E[L0]
E[L1]
5F Ps K
Ra
— E[5]
Al i
3 - -
2 L -
1 - -

FIGURE 2.4 — Mesures des performances pour différentes valeurs de &;.

Interprétation :
D’apres la figure (2.4), on remarque que :
e Le nombre moyen de clients dans le systeme lorsque le serveur est en vacance croit avec la
croissance du taux d’impatience &; et on remarque aussi que le taux d’abandons des clients croit
avec la croissance de &;.
e Le nombre moyen de clients dans le systéeme lorsque le serveur est occupé, E[L;], n’est pas une
fonction monotone en &, c-a-d il existe une valeur £ telle que : si 0 < & < &, E[L4] croit avec la
croissance de &; et si § > &, E[L;] décroit.
e La proportion du nombre de clients servis décroit avec la croissance du taux &;.

e Le temps moyen de séjour croit avec la croissance du taux d’impatience &;.

Cas 3 :

Dans ce cas, on fixe les parametres £, = 0.1, & = 0.85, A = 1.5 et ;= 2, on fait varier le taux
du vacance y

Les résultats numériques obtenus dans ce cas sont présentés dans le tableau suivant :
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~ P | Pu | E[Ly | E[L] | P, R, | E[S]
0.0500 | 0.8221 | 0.1779 | 8.2205 | 0.3789 | 0.2373 | 1.1441 | 5.7329
0.1000 | 0.6978 | 0.3022 | 5.2336 | 0.4380 | 0.4029 | 0.8956 | 3.7810
0.1500 | 0.6061 | 0.3939 | 3.6369 | 0.4101 | 0.5251 | 0.7123 | 2.6980
0.2000 | 0.5358 | 0.4642 | 2.6783 | 0.3572 | 0.6190 | 0.5715 | 2.0240
0.2500 | 0.4800 | 0.5200 | 2.0572 | 0.2992 | 0.6933 | 0.4600 | 1.5709
0.3000 | 0.4348 | 0.5652 | 1.6304 | 0.2429 | 0.7537 | 0.3695 | 1.2489
0.3500 | 0.3973 | 0.6027 | 1.3244 | 0.1908 | 0.8036 | 0.2946 | 1.0101
0.4000 | 0.3658 | 0.6342 | 1.0974 | 0.1434 | 0.8456 | 0.2316 | 0.8272
0.4500 | 0.3389 | 0.6611 | 0.9243 | 0.1005 | 0.8814 | 0.1778 | 0.6832
0.5000 | 0.3157 | 0.6843 | 0.7893 | 0.0618 | 0.9124 | 0.1314 | 0.5674

TABLEAU 2.3 — Mesures des performances pour différents valeurs de ~.

Réprésentations graphiques (voir la figure 2.5 ) illustrant les détails des résultats données dans
le tableau précédent

——— E[LO]

U | | | i
0.05 01 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

FIGURE 2.5 — Mesures des performances pour différentes valeurs de ~.

Interprétation :
D’apres la figure (2.5), on remarque que :
e Le nombre moyen de clients dans le systeme lorsque le serveur est en vancance décroit avec la
croissance du taux de vancances v et on remarque que le taux d’abandons des clients décroit avec
la croissance du taux 7.

e Le nombre moyen de clients dans le systéeme lorsque le serveur est occupé n’est pas une fonction
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monotone en fonction du 7.
e La proportion de nombre de clients servis croit avec la croissance du taux +.

e Le temps moyen de séjour décroit avec la croissance du taux de vacance 7.

2.2 Modele B : M/M/1 (Single Vacation Policy) (S.V.P)

Dans cette section, nous considérons un sytéme de file d’attente M/M/1 avec des clients

impatients et une politique de vacances unique (S.V.P).

2.2.1 Description du modele B

On considere le systeme d’attente M/M/1 avec des clients impatients, ou le serveur ne prend
qu’'une seule vacance lorsque le systeme est vide. Si le serveur revient de la vacance a un systeme
vide, il attend jusqu’a la premiere arrivée et commence ensuite une période d’activité. Sinon, s’il
y a des clients dans la file d’attente au retour d’une vacance, le serveur démarre immédiatement
une période d’activité. Les autres hypotheses sont les mémes que dans la sous-section (2.1.1), mais

dans le cadre de la politique unique.

2.2.2 Equations de Balance et les fonctions génératrices

Le processus {(L(t), J(t)),t > 0} défini comme précédemment, un processus de Markov a
temps continu avec un nouvel espace d’états © = {(n,j) : n = 0,1,...;5 = 0,1}. Nous avons
un nouvel état (0,1) dans O, qui indique que le systeme est vide et que le serveur est libre. Le

diagramme d’état-transition est présenté a la figure (2.6).

Soit P,; = tlim P{L(t) =n,J(t) = j},(n,j) € O, les probabilités d’état du systeme.
—00

4 Bt Zé ‘fi+3‘f1 _ptnéy  pt(nil)é
(0,1}—————>(1 1] S215 e 5(n.1 T e
A A A A
m+éy ¥ 14 14
$o . 2§, 38 P néy (n+1)§
(0, 11,0/ }{z,n)( R, s 1) ——
A A A A A

FIGURE 2.6 — Graphe des transitions de M/M/1 avec S.V.P.
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D’apres, le graphe de transition, les équations de Balance sont données par :

(A+7)FPoo = &oPro + (1 + &) Puy, (2.28)

(A+9+n&) Puo = APpn-1y0 + (n + 1)é Py, n=12,..., (2.29)

)\P()l = /YPOO (230)

()\ + 2 + ngl)Pnl = )\P(n,1)1 + [:u + (n + 1)51]P(n+1)1 + PypnOa n = 17 27 SR (231>

et la condition de normalisation . .
> Pu+Y Pu=1
n=0 n=1

Définissons les fonctions génératrices

Gi(z) =) _Pyz", j=0,1, Vz€[0,1].
n=0

Ensuite, de maniere similaire a la sous-sections (2.1.2), a partir des équations (2.28) et (2.29), nous

obtenons
§o(1 = 2)Go(2) — [M1 = 2) +9]Go(2) = = (1 + &) P,

et a partir des équations (2.30) et (2.31), nous obtenons

§12(1 = 2)G1(2) = (Az = w)(1 = 2)G1(2) = =72Go(2) + p(1 = 2) Por + (n+ &) P 2.

2.2.3 Solutions des équations différentielles

En procédant de la méme maniere que la sous-section (2.1.3), on obtient

A, _a P
Go(Z) = eﬁ)g) (1 — z) o {GO(O) — %K@(Z)} )
0
A partir de 'équation (2.34), on obtient comme précédemment
+ &) Ko(1
POO _ Go(O) _ (:u 61) 0( )Pll-
€o
D’ou ¢
Pp=— 2 Py
T E)K (1)
En substituant 1’équation (2.35) dans I’équation (2.34), on obtient
A, _ k’o(Z)
Go(z) = €@ (1 —2) & |1 — —222| Py,
o(2) =i (1= 978 [1- 23

En résolvant I’équation (2.33) de la méme maniere que 'équation (2.15), on obtient :

61() = e (£ 1) Ka)Pu - L6a(e) P+ LR
&1 &1 &1

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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ou ;
B _Ag
Ks(z) = / st e w1 ds. (2.38)
0
Ki(z) et K5(z) sont définies par les équations (2.17) et (2.19).

En tenant en compte I’équation (2.30), les équations (2.36) et (2.37) permettent d’exprimer
Go(2) et G1(z) en termes de Py et Pj;. Comme Pj; est exprimée en fonction de Pyg, Go(2) et G (z)

sont completement exprimées en fonction de Fyy. Tout le probleme revient donc a déterminer Fyy.

2.2.4 Calcul de POQ, P.O et P.1

[e.9]
Posons P,; = > Ppj, j = 0,1. Alors, Py et P, représentent les probabilités que le serveur
n=0
soit en vacances et que le serveur soit occupé, respectivement.

Avec z = 1 dans I’équation (2.32), nous obtenons

_ Bkt &

Peo Py (2.39)

Avec z = 1 dans I’équation (2.37), nous obtenons

P.1 = 43é |:(£ + 1) Kl(l)PH - lKQ(l)POO + ﬁKg(l)P01:| . (240)
S| & &
D’apres 1’équation (2.30), nous avons
Py = %POO. (2.41)
En substituant 1’équation (2.41) dans I’équation (2.40), nous obtenons
Pu = et Kﬂ + 1) Ki(1)Pyy — L Ky(1) Py + ﬂKg(l)Poo} . (2.42)
&1 &1 A&

D’apres la condition de normalisation, nous avons
P.O + Pol — 1 (243)

Par conséquant, en substituant les équations (2.35) et (2.39) et (2.42) dans I’équation (2.43), nous

obetenons

A -1
€o es [&Ki(1) Y

Py = — —vKy(1) + —K3(1 : 2.44

00 (’YK()(].) 51 Ko(l) Y 2( ) + A\ 3( ) ( )
En substituant 1’équation (2.35) a I’équation (2.39), nous obtenons

€o
P = —22 Py, 2.45
0= LKD) (2.45)

ol Py est donné par I’équation (2.44). Ainsi, a partir des équations (2.43) et (2.45), nous obtenons

_en [&E(D)
g | K(D)

—7K>(1) + %Kzs(l) Foo. (2.46)
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2.2.5 Mesures de performance
2.2.5.1 Nombre moyen de clients dans le systeme

Soient
e [ : Le nombre de clients dans le systeme lorsque le serveur est en vacance.
e [; : Le nombre de clients dans le systeme lorsque le serveur est occupé.
Nous obtenons maintenant les nombres moyens de clients dans le systeme E[Lg]| et E[L].
D’apres I'équation (2.32), en utilisant la regle de I’'Hopital, nous avons

E[Lo| = lim G)(z) = lim A= 2) +7]Go(2) = (p+&) P _ —APuo + 7E[Lo]

21 &o(1—2) —&o
D’ou \
ElLy| = Pyo. 2.47
[Lo] oLl (2.47)
Ou P, est donnée par I'équation (2.45). D’apres 1'équation (2.33), en utilsant la regle de I’'Hopital,
nous avons
JR— 3 /
Bl = lmGi(2)
1 [ Az — G — P
_ o LM ,uGl(z)_’Y 0(2) — (p+&) n Hp
=1 & z 1—2z z
A—p gl Wy
= " Py 4 —E[Ly| + += Py 2.48
g gl g 248)

O Py est donné par Iéquation (2.44), Py est donné par I'équation (2.46) et E[Ly] est donné par
I'équation (2.47).

2.2.5.2 La proportion du nombre de clients servis

Comme dans les équations (2.25) et (2.26), nous pouvons obtenir P; la propostion de clients

servis comme suit : p
p, ==L (2.49)
p

Ou P,; est donné par I'équation (2.46).

2.2.5.3 Le taux d’abandon d’un client di a 'impatience

R, = Z n&oPro + Z n&1 P = &E[Lo] + HE[L]. (2.50)
n=0 n=1

Ou E[Ly] et E[L;] sont donnés par les équations (2.47) et (2.48).
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2.2.5.4 Temps moyen de séjour

Soit S le temps total de séjour d’un client dans le systeme et L = Lo + Ly : nombre total de
clients dans le systeme.
Par la formule de Little, le temps moyen de séjour d’un client dans le systeme est :
E[L]  E[Lo] + E[L]

E[S] = == = . . (2.51)

2.2.6 Illustration numérique

Cette sous-section est consacrée a ’étude numérique des différentes mesures de performance
associés au modele M/M/1 avec impatience et vacance unique. Nous présentons quelques résultats
numériques pour illuster 'effet de divers parametres sur les mesures de performance. Tous les

calculs ont été réalisés avec le logiciel Matlab

Casl :

Nous calculons certaines mesures de performance en utilisant les expressions obtenus dans
la sous-section 2.2.4 et la sous-section 2.2.5 . Pour I'analyse, on fixe &, = 0.85 et on fait varier le
parametre {y, A = 1.5, p = 1.62 et v = 0.1.

Les résultats numériques obtenus sont présentés dans le tableau suivant :

€o Py Po | E[Lo] | E[L4] P R, E[S]
0.0500 | 0.6809 | 0.3191 | 6.8085 | 0.7615 | 0.3447 | 0.9877 | 5.0467
0.1000 | 0.6803 | 0.3197 | 5.1019 | 0.5609 | 0.3453 | 0.9869 | 3.7752
0.1500 | 0.6795 | 0.3205 | 4.0773 | 0.4404 | 0.3461 | 0.9860 | 3.0118
0.2000 | 0.6786 | 0.3214 | 3.3932 | 0.3601 | 0.3471 | 0.9847 | 2.5022
0.2500 | 0.6774 | 0.3226 | 2.9032 | 0.3026 | 0.3484 | 0.9830 | 2.1372
0.3000 | 0.6758 | 0.3242 | 2.5343 | 0.2594 | 0.3501 | 0.9808 | 1.8624
0.3500 | 0.6737 | 0.3263 | 2.2458 | 0.2256 | 0.3524 | 0.9778 | 1.6476
0.4000 | 0.6712 | 0.3288 | 2.0136 | 0.1984 | 0.3551 | 0.9741 | 1.4747
0.4500 | 0.6683 | 0.3317 | 1.8225 | 0.1759 | 0.3583 | 0.9697 | 1.3323
0.5000 | 0.6649 | 0.3351 | 1.6624 | 0.1570 | 0.3619 | 0.9647 | 1.2129

TABLEAU 2.4 — Mesures des performances pour différentes valeurs de &.
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Réprésentations graphiques (voir figure 2.7 ) illustrant les détails des résultat donnés dans le
tableau précédent

U | | | |
0.05 01 015 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

FIGURE 2.7 — Mesures des performances pour différentes valeurs de &.

Interprétation :

D’apres la figure (2.7) et le tableau (2.4), on remarque que :

e Le nombre moyen de clients dans le systeme lorsque le serveur est en vacance et lorsque le
serveur est occupé décroit avec la croissance du taux d’impatience & .

e La proportion du nombre de clients servis croit avec la croissance du taux d’imaptience &j.

e Le taux d’abandons des clients dii a I'impatience décroit avec la croissance du taux d’impatince

€o-

e Le temps moyen de séjour décroit avec la croissance du taux d’impatience &.

Cas 2 :

Dans ce cas, on fixe le parametre & = 0.1 et on fait varier le parmetre &, les autres
parametres sont fixés comme suit : A = 1.5, p = 1.62 et v = 0.1.

Les résultats numériques obtenus dans ce cas sont présentés dans le tableau suivant :
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& P | Pu | E[Ly | E[L] | P, R, | E[S]
0.2000 | 0.1430 | 0.8570 | 1.0726 | 0.0272 | 0.9255 | 0.1127 | 0.7332
0.3000 | 0.4152 | 0.5848 | 3.1142 | 0.8141 | 0.6316 | 0.5557 | 2.6189
0.4000 | 0.5093 | 0.4907 | 3.8199 | 0.8169 | 0.5299 | 0.7088 | 3.0912
0.5000 | 0.5652 | 0.4348 | 4.2390 | 0.7516 | 0.4696 | 0.7997 | 3.3271
0.6000 | 0.6069 | 0.3931 | 4.5516 | 0.6873 | 0.4246 | 0.8675 | 3.4926
0.7000 | 0.6403 | 0.3597 | 4.8023 | 0.6310 | 0.3885 | 0.9219 | 3.6221
0.8000 | 0.6680 | 0.3320 | 5.0103 | 0.5825 | 0.3585 | 0.9670 | 3.7285
0.9000 | 0.6916 | 0.3084 | 5.1867 | 0.5407 | 0.3331 | 1.0053 | 3.8183
1.0000 | 0.7118 | 0.2882 | 5.3386 | 0.5044 | 0.3112 | 1.0383 | 3.8953
1.1000 | 0.7295 | 0.2705 | 5.4710 | 0.4726 | 0.2922 | 1.0670 | 3.9624

TABLEAU 2.5 — Mesures des performances pour différentes valeurs de &;.

6

— EJ[LO]
E[L1]
Ps
Ra
— E[9]

U | 1 | 1 | | 1 | 1
0z 03 04 0.5 0.6 0.y 08 0.9 1 11 12

FIGURE 2.8 — Mesures des performances pour différentes valeurs de &;.

Interprétation :
D’aprés la figure (2.8), on remarque que :
e Le nombre moyen de clients dans le systeme lorsque le serveur est en vacance croit avec la
croissance du taux d’impatience &; et on remarque aussi que le taux d’abandons des clients croit
avec la croissance de fonction &;.
e Le nombre moyen de clients dans le systeme lorsque le serveur est occupé, E[L;] n’est pas une
fonction monotone en fonction de &;.
e La proportion du nombre de clients servis décroit avec la croissance du taux &;.

e Le temps moyen de séjour croit avec la croissance du taux d’impatience &;.
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Cas 3 :

Dans ce cas, on fixe les parametres £, = 0.1, & = 0.85, A = 1.5 et p = 2, on fait varier le taux

du vacance y

Les résultats numériques obtenus dans ce cas présentés dans le tableau suivant :

v

Py

Pol

E[Lo]

E[L]

P

R,

E[5]

0.0500

0.8213

0.1787

8.2131

0.3802

0.2382

1.1445

5.7289

0.1000

0.6958

0.3042

0.2187

0.4423

0.4056

0.8979

3.7740

0.1500

0.6030

0.3970

3.6182

0.4187

0.5293

0.7177

2.6912

0.2000

0.5317

0.4683

2.6586

0.3708

0.6244

0.5811

2.0196

0.2500

0.4753

0.5247

2.0369

0.3185

0.6996

0.4744

1.5702

0.3000

0.4295

0.5705

1.6107

0.2683

0.7606

0.3891

1.2526

0.3500

0.3917

0.6083

1.3057

0.2224

0.8111

0.3197

1.0188

0.4000

0.3600

0.6400

1.0799

0.1814

0.8534

0.2622

0.8408

0.4500

0.3329

0.6671

0.9080

0.1449

0.8894

0.2139

0.7019

0.5000

0.3097

0.6903

0.7742

0.1125

0.9204

0.1730

0.5911

TABLEAU 2.6 — Mesures des performances pour différentes valeurs de ~.

Réprésentations graphiques (voir la figure 2.9 ) illustrant les détails des résultats données dans le

tableau précédent

ELD
EL1

Ra
E[3]

0
0.05

|
0.15

0.2

|
0.25
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|
0.35

|
0.4 0.45

0.5

FIGURE 2.9 — Mesures des performances pour différentes valeurs de ~.
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Interprétation :
D’apres la figure (2.9), on remarque que :
e Le nombre moyen de clients dans le systeme lorsque le serveur est en vancance décroit avec la
croissance du taux de vancances v et on remarque que le taux d’abandons des clients décroit avec
la croissance du taux 7.
e Le nombre moyen de clients dans le systéme lorsque le serveur est occupé, E[L;] n’est pas une
fonction monotone en fonction de 7.
e La proportion de nombre de clients servis croit avec la croissance du taux +.

e Le temps moyen de séjour décroit avec la croissance du taux de vancances .

2.3 Comparaison des deux politiques de vacances

Dans cette section, en se basant sur quelques mesures de performance calculées précédemment,
on compare les deux politiques de vacances a savoir la politique de vacance unique et la politique
de vacances multiples.

On montre que Py(vacances multiples) > Py(vacance wunique) et Ps(vacance unique) >
P,(vacances multiples).
Dans les formules (2.22 et 2.44), on pose

L [50[(1(1) — A K(1) + ﬂKgu)] .

B vKo(1) & | Ko(1) A
& e &R }
Y Ko(1) * &1 { Ko(1) ()|
On a:
T
A = B + 61)\65 Kg(l)
Orona:

Ks3(1)>0=A>1B

D’ou en déduit :

Pyo(vacances multiples) > Pyy(vacance unique).

On a:
P,(vacance unique) = —.
Avec
A
& Ki(1
P,y (vacance unique) = Gl [SLSTONS vKs(1) + MKg(l) Pyo(vacance unique).
& | Ko(1) A
On a

P,
P,(vacances multiples) = —=.
p
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Avec
& &K (1
1
Py (vancances multiples) = £ &)—1()_7[(2(1) Pyo(vacances multiples).
& L Ko(1)
Comme
Pyo(vacances multiples) > Pyy(vacance unique)
et
P,i(vacance unique) > Pyi(vacances multiples).
D’ou :
Pi(vacance unique) > Ps(vacances multiples).
Conclusion

Dans ce chapitre, une analyse stochastique de I'impatience des clients dans le systéme mar-
kovien M/M/1 avec vacances multiples et uniques du serveur a été éffectuée via la méthode des
fonctions génératrices. Quelques mesures de performance ont été calculé pour étudier 'effet du

taux d’impatience et taux de vacance sur les mesures de performance du sytéeme considéré.



Conclusion

Dans ce travail, nous avons analysé le systeme M /M /1 avec impatience et vacances du serveur.

Nous avons considéré les cas des vacances multiples et unique avec les temps de vacances et
impatience sont exponentiellement distribués. La formule explicite de la fonction génératrice de
probabilités du nombre de clients dans le systeme a été obtenue. Nous avons ainsi calculés quelques
mesures de performances importantes.
Enfin, nous avons réalisé une étude numérique de ce systeme pour voir l'effet des parametres
de vacances et d’impatience sur les caractéristiques du systéme. En effet, on a constaté que les
fonctions E[Ly|, E[L4], Ps, R, et E[S] sont monotones (soit croissantes ou décroissantes) en fonction
de & et ce pour les deux types de vacances (M.V.P et S.V.P). Par contre le nombre moyen de
clients dans le systeme durant la période d’activité n’est pas monotone ni en & ni en ~ et ce pour
les deux types de vacances (M.V.P et S.V.P).

Comme perspectives de ce travail, on peut envisager :
e [’analyse du systeme M/M /s avec impatience et vacance des serveurs.
e [’analyse des systemes non markoviens avec les temps de vacances et impatience sont des lois
générales (non exponentielles).

e [’étude économique de ce type de modele.
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RESUME

L’objectif de ce travail est I'analyse du systeme d’attente M/M /1 avec impatience et vacances
du serveur (vacances multiples et vacance unique). Nous avons calculés quelques mesures de perfor-
mances ont été obtenues via les fonctions génératrices de probabilités. Une illustration numérique
a été faite pour voir 'effet des parametres d’impatience et de vacance sur les mesures de perfor-
mances du systeme.

Mots clés : Systeme d’attente; impatience; vacance; fonction génératrice; mesure de perfor-

mance.

ABSTRACT

The objective of this work is the analysis of the M/M/1 queueing system with impatience and
server vacations (multiple vacation and single vacation). We calculated some performance measures
were obtained via the probability generating functions. A numerical illustration was made to see
the effect of the impatience and vacancy parameters on the performance measures of the system.
Key words : Queueing system ; impatience ; vacancy ; generating function ; performance measures.



