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composantes du premier ordre du vecteur déplacement

composantes du second ordre du vecteur déplacement

perturbation vecteur ui(o)
tenseur du gradient de déplacement

fonction de la densité d'énergie de déformation

fonction de K,, K, et 8

valeurs critiques de X et Y en cas de rupture

systemes de coordonnées dans la configuration de référence

systemes de coordonnées dans la configuration de déformée

angle d'inclinaison de la fissure

contour fermé
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Notations principales

~

ij

®

g(eXp)

0,i

)

)

arcs réguliers dans les configurations références
arcs réguliers dans les configurations déformées
symbole de Kronecker
tenseur de déformation

angle polaire dans la configuration de référence
angle polaire dans la configuration de déformée
angle d'extension de la fissure

angle d'extension de la fissure expérimentale
angle d'extension de la fissure théorique

angle polaire d’un élément matériel sur la parabole de la fissure
=3—4y, en déformations planes; =(3—V,/1+V,) en contraintes planes
élongation

premier coefficient de Lamé

module de cisaillement

coefficient de Poisson

parametre sous forme d’une fonction ajustable

rayon proche de la pointe de la fissure

contrainte appliquée dans le cas d'un chargement uniaxial
composantes du tenseur de contraintes de Cauchy

composantes du second ordre du tenseur de contraintes de Cauchy

tenseur des contraintes de Cauchy décrivant la réponse élastique linéaire
tenseur des contraintes de Cauchy décrivant la réponse non-linéaire
contrainte de Von-Mises

contrainte appliquée dans le cas d'un chargement en cisaillement pur

valeurs propres du tenseur de contrainte d'Eshelby modifié

15



Notations principales

HPP
MCM
MEF
MERR
MLER
MSED
MTS

SED

symbole d’antisymétrie de Levi-Cevita
domaine dans la configuration de référence
domaine dans la configuration de déformée
déplacement vertical uniforme appliqué
hypothese de petites perturbations
mécanique configurationnelle des matériaux
méthode des éléments finis

taux maximal de libération d'énergie
mécanique linéaire élastique de la rupture
densité d’énergie de déformation maximale
contrainte tangentielle maximale

densité d'énergie de déformation
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Introduction générale

Introduction générale

Cette these a été réalisée a 1'Université de Bejaia, Laboratoire de Mécanique, Matériaux
& Energétique (L2ME), Algérie, en collaboration avec I'Institut National des Sciences
Appliquées Centre Val de Loire (INSA CVL), Campus de Blois, Laboratoire de

Mécanique Gabriel Lamé (LaMé), France.

Problématique

La conception des structures d'ingénieries consiste essentiellement & assurer un degré de
sécurité acceptable permettant de réduire les risques relatifs aux défaillances. Cependant,
la présence de discontinuités géométriques (fissure, cavité, etc) réduit considérablement
leur capacité de charge. Les fissures, en tant que source commune de discontinuité dans
un milieu, peuvent étre générées dans des structures lors du processus de fabrication (Fig.
la), ou en service sous diverses sollicitations mécaniques ou thermiques (Fig. 1b). Ces
fissures sont le siege de fortes concentrations de contraintes qui rendent la structure

potentielle a une rupture prématurée.

Fig. 1 Fissures générées dans des structures (a) lors du processus de fabrication [1] (b)

en service [2].
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Introduction générale

La mécanique de la rupture a permis, jusqu'a aujourd'hui, de développer des outils
analytiques pour étudier la rupture des matériaux et des structures, en se basant sur les
concepts de la a mécanique des milieux continus. Ainsi, bon nombre de théories ont été
développées afin de prévoir 'initiation et/ou la propagation de fissures. Un grand nombre
de travaux de la littérature ont traité ce sujet, dans le cadre des comportements élastiques
isotropes et anisotropes, élastoplastiques, hyperélastiques, etc..., sous des sollicitations
statiques, de fatigue ou en dynamique.

La méthode des éléments finis (MEF) est une technique puissante qui permet de
mettre en ceuvre les outils de la mécanique de la rupture, d’'un point de vue numérique,
proposant ainsi des solutions précises a des problemes complexes. Cependant, les
singularités nécessitent des traitements spécifiques, notamment un raffinement important
du maillage en leur voisinage ou un remaillage progressif lors de I'avancement du front
de fissure. De ce fait, le calcul numérique exige des capacités mémoires importantes et

donc des cofits non négligeables.

Les développements technologiques dans les industries nucléaires, militaires,
aéronautiques et spatiales, durant les trente dernieres années, ont contribué
considérablement a 'utilisation des concepts de la mécanique de la rupture. Cependant,
plusieurs types de problemes complexes de rupture restent, a ce jour, ouverts et
d’actualité, par exemple : les problemes de fissuration en modes mixtes et les problemes
induisant des non-linéarités matérielles et géométriques (matériaux caoutchoutiques ou

les élastomeres).

L’objectif de cette these est de contribuer au développement de nouveaux modeles
permettant d’évaluer la rupture par fissuration dans des structures en caoutchouc sous

chargement statique.
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Introduction générale

Structure du manuscrit

Le présent manuscrit s’articule de la maniere suivante :

Dans une premiere étape, on présentera une étude bibliographique concise afin de
mieux cerner le cadre de nos recherches. Le chapitre I du manuscrit porte sur
I’état de I'art de la mécanique de la rupture linéaire et non-linéaire, ainsi que les
méthodes numériques les plus utilisées. A notre connaissance il n’existe pas
d’approche explicite permettant le calcul de maniere relativement précise, les
champs de contraintes et de déformations au voisinage du fond de fissure, en
grandes déformations. Cette étape constitue la base de notre recherche.

Dans le deuxieme chapitre, une formulation d’un nouveau critere de rupture est
développée en se basant sur le tenseur des contraintes d’Eshelby. Ce critere permet
de prédire l'initiation et la direction de propagation d’une fissure préexistante
dans un matériau, dans le cadre de la Mécanique Linéaire Elastique de la Rupture
(MLER), sous chargement en mode mixte I/II. Ce modeéle est basé sur un
parametre de densité d'énergie de déformation (en anglais, the Strain Energy
Density (SED) parameter) exprimé en fonction des contraintes principales du
tenseur d'Eshelby. Cette démarche peut étre présentée comme une méthode
alternative aux criteres classiques existant dans la littérature.

Le troisieme chapitre expose une nouvelle approche permettant de déterminer les
champs asymptotiques de contraintes et de déplacements au voisinage d'une
pointe de fissure, dans le cas de matériaux hyperélastiques. Les équations ainsi
obtenues pourraient étre exploitées pour développer un critere de rupture en
grandes déformations, pour les matériaux caoutchoutiques.

Les résultats principaux obtenus dans ce travail de these sont récapitulés dans
une conclusion générale. Enfin, des perspectives visant a mieux comprendre les

phénomenes de fissurations viennent cloturer le manuscrit.
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Chapitre I Etat de Dart : critéres de

rupture en petites et grandes déformations

Ce premier chapitre présente un état de lart sur la mécanique de la rupture
d’un point de vue théorique et numérique. La premiere et la deuxieme partie
ont pour but de présenter les notions essentielles de la rupture en petites et
grandes déformations, ainsi que les criteres de rupture adaptés auz
matériaux fragiles et hyperélastiques. Dans la troisiéme partie on discutera
certains points relatifs aux méthodes numériques couramment utilisées dans

l’analyse de la rupture des matériauzr et structures.
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Chapitre I Etat de lart : critéres de rupture en petites et grandes déformations

Partie 1 : Concepts théoriques de la rupture

en petites déformations

I.1. Introduction

La rupture des matériaux est un probléme important en science des matériaux et en
ingénierie. En effet, la présence de fissures préexistantes peut réduire la résistance a la
rupture d’une structure et sa durée de vie [3,4]. Cette premiere partie est consacrée a la
description des concepts de base, ainsi qu’aux principes généraux de la mécanique de la
rupture qui permettent d’accéder aux différents criteres de rupture en petites

déformations.
Qu’est-ce que la rupture 7

Les mécanismes de rupture observés sont tres variés et fortement dépendants du matériau
et de 'essai comme on peut le voir sur la Fig. I-1. Par exemple lors d'un essai de traction
sur un acier, on va d’abord observer un phénomene dit de striction qui se caractérise par
un rétrécissement de la section de I’éprouvette. La rupture intervient ensuite par une
séparation en deux de I’éprouvette dans le sens transversal. Pour un essai de compression
d’un composite dans la direction des fibres, la rupture a pour origine une décohésion de
celles-ci. Pour un béton en compression, la rupture se traduit par I’apparition d’un réseau
de fissures longitudinales alors que dans un essai de traction elle consiste essentiellement

en une fissure unique transversale.

21



Chapitre 1 Etat de lart : critéres de rupture en petites et grandes déformations

Fig. I-1 Etat final de différentes éprouvettes aprés un essai uniaxial (a) acier (b)

composite (c) béton (tiré de [5]).

Une classification du comportement et de la rupture des matériaux en petites
déformations peut étre proposée a partir des différences observées dans des essais
uniaxiaux. Lorsqu’un matériau comme le béton voit sa contrainte rapidement chuter vers
0 apres la phase élastique, il est qualifié de fragile. Alors qu'un matériau comme 'acier a
température ambiante peut supporter des déformations importantes avant de rompre, il
est dit ductile et entre les deux, on trouve des matériaux dits quasi-fragiles, comme

schématisé sur la Fig. [-2.

A Fragile
&
=)
© .
= Ductile
=
2
=
o
o
+ =

Déformation (%)

Fig. I-2 Réponses schématiques de différents matériaux pour un essai en traction

uniaxiale.
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I.2. Historique

Durant la seconde moitié du 19°™ siécle, I'usage de 'acier et d’autres alliages métalliques
se développa considérablement. Avec cet essor se multiplierent aussi les accidents dus a
I'utilisation inadéquate de ces matériaux, a des faiblesses de conception et de
dimensionnement. Par leur soudaineté, certains de ces accidents causes des dégats

humains et matériels.

L’un des premiers incidents enregistrés sur une structure importante fut la rupture
d’une chaine du pont suspendu Montrose en mars 1830 en Grande-Bretagne. Depuis, il
y a eu un nombre important d’effondrements de ponts, dont le King’s Bridge a Melbourne
(1962) ou encore le Point Pleasant Bridge en Virginie (1967). Les accidents ferroviaires
dus a une rupture brutale des essieux, des roues ou encore des rails ont également été
tres nombreux. Entre 1860 et 1870, le nombre de personnes victimes d’accidents de train
en Grande-Bretagne s’élevait environ a 200 par an. De nombreux accidents interviennent
également sur les navires maritimes, ’exemple le plus célebre, est la rupture de plus de
200 navires « Liberty Ship » assemblés entierement par soudage par la marine américaine,
durant la seconde guerre mondiale. Bien d’autres accidents intervinrent également sur
des pipelines, ou encore sur des avions. En janvier 1919, un énorme réservoir de mélasse,
de 27 metres de diametre et 15 metres de hauteur se déchira soudainement, répandant
7,5 millions de litres de mélasse dans les rues de Boston (USA) [6]. Douze personnes
trouverent la mort et une quarantaine furent blessées dans cet accident. De nombreux
autres accidents ont été rapportés, ce ne fut qu’au cours de la seconde guerre mondiale

que 'on commencga a considérer sérieusement le phénomene de rupture.

L’étude de la rupture des matériaux fragiles remonte aux années 1920, avec les
travaux précurseurs de Griffith [7] réalisées dans un milieu élastique fissuré, d’un point

de vue énergétique. Les premiers développements théoriques d’analyse des champs de
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déplacements, déformations et contraintes au voisinage d’une fissure ont été entrepris
par Westergaard [8] vers 1940. Mais ces travaux sont tombés dans un oubli relatif avant
d’étre exhumés dans les années 1950—1960, lorsque l'extension de la discipline a été
amorcée par Irwin [9]. Ces études ont donné la définition des facteurs d’intensité de
contraintes, caractérisant 1’état de sollicitation de la région dans laquelle la rupture se

produit.

Entre 1960 et 1980, la mécanique de la rupture connailt un grand succes scientifique,
avec notamment ’apparition de la mécanique non linéaire de la rupture qui a permis de
mieux prendre en compte le comportement plastique des matériaux. De nombreux
travaux sont publiés a cette période ; on peut citer par exemple les travaux de Rice [10]
et Bui [11] qui introduisent, respectivement, les notions de l'intégrale J et son expression
duale J* indépendantes du contour d’intégration et dont les valeurs critiques
correspondent a la ténacité d'un matériau. Tous les développements théoriques réalisés
a cette époque ont permis de déterminer la forme exacte de la singularité, et des champs
asymptotiques a la pointe de fissure, permettant d’aider dans I’analyse et 'interprétation
des résultats expérimentaux. De plus, ils représentent une solution précise a de nombreux
problemes de géométrie simples, et peuvent étre utilisés comme solutions approchées pour

des probléemes plus complexes.

Le domaine d’application de la mécanique de rupture ne se limite pas aux structures
métalliques. Elle s’applique également aux roches, aux bétons, aux céramiques et aux
élastomeres. Les échelles d’application sont également tres diverses puisqu’elles vont des
microsystemes a la géomécanique de la crolite terrestre (création et propagation de
failles). La Fig. I-3 présente les phénomenes catastrophiques liés a la rupture des

structures.
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Fig. I-3 Catastrophes liées au phénomene de rupture (a) accident de I'avion American

Airlines Airbus-A300 [12] (b) navire Liberty Ship [13].

I.3. Concepts généraux sur la mécanique de la rupture

Les objectifs de la mécanique de la rupture sont doubles, d’une part, ils concernent la
description des champs mécaniques au voisinage de la pointe de la fissure et les énergies
qui leur sont associées et d’autre part, ils traitent I’évaluation de la nocivité d’une fissure
en termes de propagation de celle-ci. Cette partie présente les notions théoriques et les
hypotheéses de bases de la mécanique de la rupture, ainsi que les différentes approches

permettant de traiter la propagation de fissure.

1.3.1. Modes élémentaires de fissuration

La théorie de la fissuration décrit le comportement des solides ou structures présentant
des discontinuités linéiques dans les milieux considérés comme bidimensionnels (plaques,
coques), discontinuités surfaciques dans les milieux tridimensionnels et permet de prévoir

leur évolutions jusqu’a la rupture complete de la structure.

D’un point de vue cinématique, on peut définir trois modes de rupture comme

présentées sur la Fig. 1-4 [14]:
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- Mode I ou mode d’ouverture de la fissure : le déplacement est perpendiculaire au

plan de la fissure. Ce mode est, souvent, le plus dangereux.

- Mode II ou mode de cisaillement plan : le déplacement est parallele au plan de

la fissure et normal au front.

- Mode III ou mode de cisaillement antiplan : le déplacement est parallele au plan

de la fissure et au front.

Bien souvent, la fissure se propage suivant une combinaison de ces modes. On parle

alors de mode mixte.

Mode | ):ZZ:‘ Mode 11 Mode I1T

Fig. I-4 Modes élémentaires de fissuration.

1.3.2. Zone délimitant le voisinage d’une pointe de fissure

La mécanique de la rupture étudie l'interaction entre la discontinuité géométrique
(fissure) et le milieu continu avoisinant, ainsi que I’évolution de cette discontinuité. D’un
point de vue mécanique, on peut distinguer schématiquement, dans un milieu fissuré,

trois zones successives (Fig. I-5) [15,16] :
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Fissure

Fig. I-5 Zone délimitant le voisinage d’une pointe de fissure soumise a une contrainte

0, et/ou un déplacement A, avec r est la distance radiale de la pointe de la fissure et

6 un angle polaire.

La zone d’élaboration 1: elle se trouve a la pointe de fissure et dans le sillage
laissé par la fissure au cours de sa propagation. L’étude de cette zone est tres
complexe a cause des contraintes importantes qui ont fortement endommagé le
matériau. La théorie classique de la mécanique de la rupture réduit cette zone a
un point pour les problemes plans et a une courbe pour les problemes
tridimensionnels.

La zone singuliére 2 : les champs de déplacements (ou déformations) et
contraintes sont continus et possedent une formulation indépendante de la
géométrie lointaine de la structure. On démontre que dans cette zone, les
composantes de champ de contraintes sont infinies au voisinage du front de fissure
(r—0). Plus exactement, la singularité est en (r™*?) dans un milieu élastique

linéaire. Le matériau ayant une limite élastique, il existe un rayon (rp) autour de

la pointe de fissure qui détermine la forme de la zone plastique. C’est en fonction

de la taille de la zone plastique que l'on dira que la rupture est fragile ou ductile.
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La zone extérieure 3 : comprenant les champs lointains se raccordant d’une
part, a la zone singuliere, et d’autre part aux conditions aux limites en charges et
en déplacements. Dans cette zone, les champs de déplacements, déformations et
contraintes varient peu et peuvent étre approchées par des polynomes

communément utilisés dans les difirentes méthodes de résolutions.

I.3.3. Champs des contraintes et des déplacements

La mécanique de la rupture consiste a caractériser le comportement a la fissuration des

structures a l'aide des parametres quantifiables au sens de l'ingénieur, notamment la

contrainte appliquée, la taille de la fissure et la résistance a la fissuration du matériau. Il

s’agit alors d’établir une procédure qui relie le champ de contraintes et de déplacements

au voisinage de la fissure a la contrainte nominale appliquée au loin, a la taille de la

fissure et son orientation, et enfin au caractéristiques mécaniques du matériau.

Diverses méthodes d’analyse permettent d’étudier les champs de déplacements

/déformations et contraintes au voisinage d’une fissure. On peut regrouper ’ensemble de

ces méthodes sous trois types d’approches :

Approches directes (locales) : sont fondées sur I'utilisation des fonctions d’Airy ;
ces approches résolvent des problemes plans et font appel a la recherche de
fonctions analytiques. Dans le cadre de ces approches, on énumere : la résolution
de Westergaard [8], I'expansion de Williams [17] et 'analyse de Muskhelishvili
[18].

Approches énergétiques qui sont basées sur I’analyse énergétique du milieu continu
contenant une fissure. Elles consistent a établir un bilan énergétique global. Dans
le cadre de ces approches, on peut traiter des problemes ou le milieu n’est pas

exclusivement élastique linéaire et homogene [19].
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e Autres approches : plus récemment ’approche hamiltonienne a la rupture permet
d’associer les deux types d’approches précédentes [20].

En considérant un repere local a la pointe de fissure, comme illustrée sur la Fig. I-6.

En élasticité linéaire, 'analyse locale permet d’obtenir une solution asymptotique pour
les champs de contrainte et de déplacements. Irwin [9] a alors proposé de définir des
facteurs quantifiant l'intensité de la singularité des contraintes. Ainsi pour un chargement
statique (ou quasi-statique) ces facteurs sont utilisés pour déterminer l'intensité de la
singularité aussi bien en termes de contraintes que de déplacements. Ces facteurs sont
appelés facteurs d’intensité des contraintes et sont définis pour chaque mode élémentaire

de rupture [9] :

. My |27
Ky =lim \27zr ro,(0=0)=lim 1‘/ r|[ (0= zr)]l en mode |

r—>0K-+

. 2
Ky =lim \277 o, (6 =0) = lim K"+ ”[[u 0=x)] enmodell (L.1)

Ky =lim {271 0,,(6=0) _Img ,’ Ju,(0=x) en mode Il

ou o;et U; sont les composantes du tenseur de contrainte et du vecteur déplacement,
respectivement. [[ui (6= 72')]] =u,(6=7)-u,(6=-x) sont les sauts de déplacements au
passage de la discontinuité. g4 = E/ 2(1+ Vo) est le module de cisaillement, et la constante

élastique de Kolosov x, prend les formes suivantes :

3—4yv, endéformationsplanes
Ky =13, (I.2)

1+v,

en contraintes planes

les indices (i,j) font référence aux coordonnées cartésiennes avec (7,j=1,2,3), ou en

coordonnées polaires (i,j=r, 6, z).
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Pointe de
la fissure

Fig. I-6 Systeme de coordonnées en front de fissure.

En élasticité plane, lapproche de Westergaard [8] reprise par Williams [17],
permettent d’obtenir, a l'aide des fonctions d’Airy, les champs de déplacements et de
contraintes au voisinage de la pointe de la fissure en fonction des facteurs d’intensité de

contraintes, pour un matériau a comportement linéaire élastique.

Les contraintes sont définies en coordonnées cartésiennes par :

N K, cosg[l—sing sin ﬁ}— K, sin €{2+cosg cosﬁ}
J2rr 2 2 2 2 2 2
On
o, |= L K, sing cosg 0053—0+ K, cosg{l—sing sin 3—9} (L.3)
2xr 2 2 2 2 2 2
O
N 1 9[.9.39} 60 30
K, cos—|1+sin— sin— |+ K|, sSin— c0S— COS—
2xr 2 2 2 2 2 2
avec
0 en contraintes planes
Oy = ) ) (1.4)
vo(0y, +0,) endéformationsplanes

Les termes dominants de 1'Eq. (I.3) sont proportionnels a 1/ Jr, de plus les
contraintes sont théoriquement infinies a la pointe de la fissure c¢’est-a-dire lorsque r —0

[21]. Aussi, les facteurs d’intensité de contrainte, sont exprimés en fonctions a la fois du
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chargement et de la géométrie, permettent de caractériser la sévérité des contraintes en

pointe de fissure.

On peut utiliser le changement de base afin d’exprimer les composantes du tenseur
des contraintes de Cauchy {Grr,O'ra,O'%} (voir Fig. I-7) [16]:

. cos’ @ o, +2sinfcosf o, +sin’ o,
o,y |=| —SinOcosa;, +(2c0s’ 6—1)a,, +sinOcos oy, (1.5)

%) \sin®*6@o,, —2sinfcosb o, +cos’ 0o,
Compte tenu des Egs. (1.3) et (1.5), le champ de contraintes en coordonnées polaires

peut s’écrire comme suit, :

1 K, 5COS€—COS% -K, 5sin€—3$in%
4.2xr | 2 2 2 2
O _
o, |= L K, sing+sin%}+KII {cosg+3cosﬁJ (1.6)
4.2 . 2 2 2 2
o 1 0. 30 0 . 30
K, |3cos—+cos— |-3K,, | sin—=+sin—
42xr L 2 2 2 2
G22 O
(0]
X, i» T012 X \/V%\/' r
oy \
s /\%
r
0
(b) X

Fig. I-7 Champ de contrainte (a) dans le systéme de coordonnées cartésiennes (b)

dans le systeme de coordonnées polaires.

En utilisant la loi de comportement élastique linéaire, les composantes du vecteur

déplacement s’écrivent en coordonnées cartésiennes :
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R R e Ot B

La relation de {ur,ug} avec {ux,uy} s’écrit sous la forme suivante [16]:
u, cosfu, +sindu,

= . (1.8)
U, —sinfu, +cosfu,

Compte tenu des Egs. (I.7) et (1.8), on peut écrire le champ de déplacements en

coordonnées polaires de la maniere suivante :

Ly K, |:(2K0 —1)cos€—cos%}— K, [(ZKO —1)sing—3sin ﬁ}
(mj Au\ 27 2 2 2 2
u
’ |- K, {—(2K0+1)sin£+sin%}—K” [(ZKO-F].)COSQ—:'}COSﬁ:l
du, \ 27 2 2 2 2

Dans le cas d'un chargement hors plan, la seule composante du déplacement est

(1.9)

U,. Les déplacements et les contraintes ont les expressions suivantes :

2K, /r : [9)
U, =——-— [=—sIn| =
H, \27 2

O3 =—2K—“'sin[€j (I.10)

J2rr 2

2K, 0
Oy =———1 cos| —

Dans le systeme de coordonnées polaires, la matrice du gradient de déplacement

peut s'écrire comme suit :

= (I1.11)
Yo Uoo) | Oy 1(%“, j
or r\log

Dans le systeme de coordonnées cartésiennes, les composantes de la matrice du

ou 1 (6ur j
(u” urﬁj or r\o6

tenseur du gradient de déplacement sont :
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Hy=U, ) (sin®6H,,+cos’6H, —sindcosd(H,,+H,,)
Hy =ty, | cos?@H,, —sin? OH,, +sindcosd(H, —H,,) (1.12)
Hy=U,, | |cos’@H,, —sin®0H,, +sindcosd(H, —H,,)
Hy, =U,, ) |sin®@H,, +cos® OH,, +sindcos@(H,, +H,, )

1.3.4. Mécanique configurationnelle

La Mécanique classique, c'est-a-dire la mécanique dans 1'espace physique, s'intéresse aux
forces, contraintes et déformations et tente de décrire le mouvement et/ou la déformation
des solides ayant une masse (Fig. I-8a). Dans ce contexte, les notions de trajectoires, lois
d'équilibre et de conservation, stabilité de 1'équilibre, etc. ont été tres développées au fil
des siecles, grace aux avancées ingénieuses de Galilée, Newton, Euler, Lagrange, Hamilton

et d'autres.

Les progres réalisés dans ce domaine ont naturellement conduit a la reconnaissance
du fait que les matériaux, a une certaine échelle, ne peuvent étre considérés comme

. . . . . N ,
parfaitement continue, mais qu'ils contiennent plutot de nombreux défauts, tels que des
microfissures, des inclusions, des vides, des dislocations, etc. Une caractéristique de ces
défauts est qu'ils peuvent se déplacer dans le milieu suite a l'application d'une charge ou
d'influences thermiques. Il est donc nécessaire de s'intéresser aux défauts qui peuvent
avoir une masse (par exemple, des inclusions) ou ne pas en avoir (par exemple, des vides)

et qui peuvent se déplacer dans le matériau dans lequel ils se trouvent.

Pour caractériser ces objets, le concept de 'force' agissant sur un "défaut" est
introduit par analogie au concept de force agissant sur un corps matériel dans 1'espace
physique (Fig. I-8b). Cette premieére étape peut conduire & la construction d’une nouvelle
branche, qui peut étre appelée mécanique dans l'espace matériel ou mécanique
configurationnelle [22]. La mécanique dans 1'espace matériel décrit le comportement des

défauts lorsqu'ils se déplacent par rapport au matériau dans lequel ils se trouvent.
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Concernant ce changement de configuration, des nouvelles notions ont été introduites,
on peut citer en particulier la force matérielle, parfois appelée une force motrice, ou une
force non newtonienne, et le tenseur d'élasticité de Maxwell (ou tenseur des contraintes
d’Eshelby), qui ont été introduits par Eshelby (1951) dans sa contribution fondamentale
[23].

(a) (b)

mNe

YRSy
P

Fig. I-8 (a) Mécanique physique : particules m dans un champ de gravité g au-dessus
d'un plan P & une distance z (b) mécanique configurationnelle : plaque élastique

contenant un défaut A a une distance = du bord inférieur, soumise a une contrainte oy .

1.3.4.1. Caractéristiques du tenseur de contrainte d'Eshelby

Pour introduire le tenseur d’Eshelby, nous commengons par rappeler brievement les
relations de base de la théorie d’élasticité linéaire que 1'on peut trouver dans bon nombre

d’ouvrages, par exemple [24,22].

La divergence du tenseur de contrainte de Cauchy (symétrique) o, et la force du

volume f; sont reliées par 1'équation d'équilibre linéaire

La partie symétrique du gradient de déplacement u;; et la déformation & relié

par I’équation suivante :

& :%(u..+ui’j) (I.14)
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La loi de Hooke généralisée s’exprime sous forme :
oy = Cij €u (I.15)
Pour les matériaux isotropes, cette relation se réduit a
0y =40  +214 & (1.16)
olt 4, est le premier coefficient de Lamé et & est le symbole de Kronecker.

Une représentation équivalente de la loi des matériaux (Eq. (I1.15) et (1.16)) est

possible, en introduisant un potentiel élastique, la densité d'énergie de déformation W :

W:W(xk,gij(xk)) (1.17)
Avec :
oW
= 1.18
o-|J agij ( )

ol X, est un systeme de coordonnées (Fig. I-6).

En raison de la symétrie, le tenseur de contrainte peut s’écrire aussi sous la forme :

_ow

= I.19
%= (1.19)

Si les constantes matérielles sont des fonctions de X, , W pourrait dépendre de X,
explicitement, comme indiqué, c'est-a-dire que A, et g, (ou k) varient d'une position
a l'autre (non-homogénéité matérielle). De méme, un potentiel des forces (externes) V

pourrait étre introduit comme suite :
V=V (% (%,) (1.20)

Avec :
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o oV

-2 (1.21)

De plus, V pourrait étre une fonction explicite de X, si la force par unité de volume

est une fonction de X, , (non-homogénéité physique).

En l'absence de termes d'inertie, la fonction Lagrangienne L permettant de décrire

les équations de mouvements des variables dynamique, dans ce cadre, est :
L=L(%.,u.u;)=-(W+V) (1.22)

Plusieurs possibilités existent pour dériver le tenseur d’Eshelby. L'approche la plus

simple est de considérer le gradient de L sous la forme suivante [25] :

(W+V) = a(W+V)+a(W+V)uki N O(W+V)
! oX; ou, ' ou ;

Uy j (1.23)

L'abréviation j peut étre introduite pour la dérivée explicite du potentiel

. __a(w +V)
b= (1.24)

En utilisant les résultats des Egs. (1.18) et (1.21), on obtient :

(W+V). =-j; - foug +oy Uy, (1.25)

La quantité ] est appelée le vecteur de non-homogénéité ou le gradient

d'hétérogénéité. Dans un sens, elle représente aussi ce que 1'on appelle communément un

terme "source', ce qui rend 1'équation différentielle non homogene.

A partir de Eq. (1.25), et en utilisant la condition d'équilibre Eq. (I.13), on peut

écrire :

[(W+V)5; -0y ukyilj +j,=0 (1.26)
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Dans le systeme de coordonnées cartésiennes (Fig. 1-6), les composantes du tenseur

d'Eshelby sont définies comme suit [26] :
b; =W3J; — oy Uy (1.27)

En élasticité linéaire la densité d'énergie de déformation W est donnée par :

1

L’Eq. (I1.26) peut-étre écrit comme suit :
b;; +J; =0 (1.29)

Si le matériau est homogene et les forces du volume sont constantes (homogénéité
matérielle et physique), le terme source disparait, donnant naissance a des intégrales
indépendantes du chemin d’intégration, largement utilisées en mécanique de la rupture.

Dans la mécanique des défauts et de la rupture, les forces de volumes f; sont

généralement insignifiantes, et seront négligées dans le reste du travail.
Les Egs. (I.13) et (1.29) se réduisent alors aux lois de conservation

c,;;=0 (1.30)

]

b, =0 (1.31)

1]
Le tenseur d'Eshelby est non-symétrique, c¢’est-a-dire :

b #b. (1.32)

Par contraction de b, via le symbole d’antisymétrie €y, Eshelby [27] a introduit

un tenseur modifié by qui s’écrit :

(1.33)

b, +
bi; =€y bjk :{ P bll}

_bzz +bzl
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La symétrie du tenseur d’Eshelby permet d’obtenir des contraintes principales réelles.

Le tenseur d’Eshelby devient alors symétrique, et sa trace est une fonction

harmonique [28] :

bi} = b;i
by =0 (1.34)
b . =0

i, jj

Les valeurs principales du tenseur des contraintes d'Eshelby modifié sont calculées

en résolvant 1'équation caractéristique :

Det (bj -5, )=0 (1.35)
ou 1 représente les valeurs propres du tenseur des contraintes d'Eshelby modifié qui est
symétrique.

En combinant les Egs. (1.27) et (1.35), on obtient les expressions suivantes des

valeurs principales du tenseur des contraintes d'Eshelby modifié :
’ 1 ’ ’ b b! ? '
bI,II = E(bn + bzz)i\/[%) +b122

e X

(1.36)

1.3.5. Critéres de rupture

On présente ici quelques criteres de rupture utilisés afin d’évaluer le niveau de
sollicitation qui entraine l'initiation de propagation d’une fissure, ainsi que sa direction
de propagation. En effet, lorsqu'une structure possédant une fissure est soumise a une

contrainte o, ou un déplacement A, sous différents modes de chargement (Fig. I-9), on

cherche a connaitre l'intensité de la sollicitation a laquelle la rupture se produit, et la
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direction suivant laquelle la fissure se propage. Pour cela, on utilise des critéres de

rupture.

o B s s o 5

Fig. I-9 Fissure sollicitée en mode mixte.

1.3.5.1. Facteurs d’intensités de contrainte

Dans le cadre de la mécanique de la rupture linéaire, les facteurs d’intensité des

contraintes K,, K, et K, caractérise la singularité des contraintes qui apparait a la

pointe de la fissure pour chaque mode de chargement modes I, I et III, respectivement
[29]. Les valeurs des facteurs d’intensité de contraintes peuvent étre calculées
analytiquement ou par éléments finis pour différentes conditions aux limites, et
géométries de pieces et de fissures.

Les valeurs critiques des facteurs d’intensité de contraintes critique K, appelée

ténacité, correspondent a la force maximale d’instabilité traduisant la ruine par
fissuration [9]. Autrement dit, une fissure se propage dans le matériau lorsque K atteint

une valeur critique K :

K, =K, enmodel
K, =K,. enmodell (1.37)
Ky =K. enmodelll

K, est considéré comme une propriété intrinseque du matériau qui définit la

résistance de celui-ci a la progression de la fissure. En d’autres termes, la ténacité est

interprétée comme étant le seuil en dessous duquel 1’énergie élastique n’est pas suffisante
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pour propager la fissure car inférieure a celle nécessaire a ’extension des surfaces libres

dans le matériau.

1.3.5.2. Critére basé sur la contrainte tangentielle maximale
Par analogie avec le critére de Irwin, Erdogan et Sih [30] ont proposé un criteére appelé
critere de la contrainte tangentielle maximale (en anglais, maximal tengential stress

"MTS"). Ce critere indique que la direction d’initiation de la fissure 6, coincide avec la

direction de la contrainte tangentielle maximale, le long d'un rayon constant, autour de
la pointe de la fissure. Ainsi, si on se place dans le repere local cylindrique (Fig. I-7b) et

qu’on note o,, la contrainte tangentielle, le critere MTS peut étre énoncé comme suit :
—-<0 (1.38)

La contrainte tangentielle, o,,, est principale lorsque la contrainte de cisaillement

est nulle, soit o,, =0, donc [30] :
K, sin(6)+K, (3cos(6)-1)=0 (1.39)
dont la solution permet de calculer 'angle de la direction de propagation @, de la fissure.

La formule prévoit pour le mode I pur (K" =0) g, =0°, tandis que pour le mode II pur

(K, =0), 6,=70,5°.

D’apres [31], les contraintes sont réécrites sous les formes suivantes en utilisant

I'Eq. (1.6) [6,32] :

Ky (0)
o (r, 0) =

J2mr (1.40)
0.y (1,0)= K %)

2rr

en définissant des facteurs d’intensité effectifs :
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K (0)=K, cosg(l—sin2 gj—% K, (sin§+sin %j

(1.41)

K., (0)=K, singcoszg+% K, [cos%+3005%)

La fissure se propage donc selon la direction ou la valeur Kre(é’) est nulle, et

lorsque K, () atteint la valeur de la ténacité du matériau K., c-a-d. K, (9):0 et

Ic»

Ko (9) =K.

1.3.5.3. Critere basé sur le taux de restitution d’énergie G

C’est la divergence du champ contrainte en pointe de la fissure qui a motivé Griffith [7]
a utiliser une approche énergétique pour établir un critéere rupture des matériaux a
comportement linéaires élastique. L’énergie ainsi dépensée pour faire progresser une
longueur unitaire de la fissure est appelée taux de restitution de I’énergie et noté G. Elle

correspond a la décroissance de I'énergie potentielle totale W, du milieu fissuré pour

passer d'une configuration initiale avec une longueur de fissure a, a une configuration

ol la fissure se trouve augmentée d’une unité de longueur da :

G=- da" (1.42)

En utilisant le champ des contraintes dans la zone singuliére et la loi de comportement
élastique linéaire, Irwin [9] a également trouvé un lien entre les facteurs d’intensité des

contraintes et le taux de restitution de ’énergie de déformation :

2 2 2
G — I<I +*KII + |<III (143)
E 2 1
avec
E en contrainte plane
E'=] E (1.44)

en déformation plane
1-v;
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Erdogan et Sih [30] ont étudié également la possibilité d’une propagation suivant
la direction maximale du taux de restitution de I’énergie G. Hussain [33] met en équation
le calcul de G pour une petite avancée de la fissure ¢ orientée d’'un angle 6 par rapport

a la fissure existante (voir Fig. I-10). La relation obtenue est la suivante :

4
0 \x
4 |1~ | [(1+3cos? @) K? +8singcos oK, K,
G (9) =| — . Z4 (1.45)
E"(3+cos?0) | | 1,9 +(9-cos’0)K;
T
X9
» X1
Fig. I-10 Calcul de G pour une avancée de 6 et d’'un angle 6.
La direction de la propagation de la fissure est formulée comme suit :
2
% _0 et 280 (1.46)
00 00

La propagation de la fissure se produit lorsque G atteint une valeur critique G,.

Pour le mode I pur, ce critere prédit 'angle de direction de propagation de la fissure

g, =0°, tandis que pour le mode II pur, g, =75,2°.

1.3.5.4. Intégrale J

L’intégrale J a été introduite dans la littérature pour la premiere fois dans un ouvrage
d'Eshelby [23], mais sans rapport avec la mécanique de la rupture. Cependant, elle n'a
pas pris son essor avant que Rice ne publie son célébre article en 1968 [10]. L’intégrale J
utilise un contour fermé I° qui entoure la pointe de fissure, comme illustré dans la

Fig. I-11. Cette intégrale est indépendante du contour I~ choisi, ce qui est un résultat
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important pour les méthodes numériques. Cela permet d’évaluer J avec des informations
situées loin de la pointe de fissure qui perturbe sensiblement la qualité des champs

calculés dans son voisinage. L’intégrale J est définie comme suit :

J= j{w dx, —oy N, %ds} (1.47)
r %,

olt N est la normale extérieure au contour, oy la contrainte appliquée sur le contour et

u, le déplacement correspondant.

Fig. I-11 Contour d’intégration I

La valeur critique Je, correspondant au seuil de la valeur de J au-dela de laquelle

une fissure existante commence a se propager, représente un critere de rupture.

Dans le cas d’un comportement linéaire élastique, J est équivalent a G :

J=G (1.48)
Soit donc :
J. =G, (1.49)

1.3.5.5. Critere basé sur la densité d’énergie de déformation

Sih [34] a proposé un critére de rupture basé sur le facteur de densité d’énergie de
déformation minimale (en anglais, the strain energy density "SED") qui s’écrit sous la

forme :

S=Wr (L.50)
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Rappelons que W est la densité d'énergie de déformation, et r la distance radiale de la

pointe de la fissure.

En utilisant le champ des contraintes en fond de fissure et la loi de comportement

élastique linéaire, S est exprimé sous la forme suivante :

S =a; K|2 +2a12 KI KII +ay, K|2| (1'51)
ou
a, = 161% [ (1+c0s0)(x, —cosd) |
1 .
T o[ 2cos0(x,-1)] (1.52)
a,, = ot [(zco +1)(1-cos 8)+(1+cos 9)(3cos€—1)]

L’angle de direction de propagation ¢, de la fissure est déterminé a partir des

conditions suivantes :

0S

58 os
00

| >0 (1.53)

6=6,

Y

0=0,

La valeur critique de la densité d’énergie de déformation vaut a :

1-2v,) K¢
S :m (1.54)
A7ty

Ce critere prévoit pour le mode I pur 6, =0°, tandis que pour le mode II pur, il

prévoit g, =79,2°.
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1.3.5.6. Criteres basés sur le tenseur d’Eshelby

(1) Critéres basé sur la contrainte principale et sur la contrainte équivalente

de von Mises

Kienzler et Herrmann [28] ont introduit les critéres basé sur la contrainte principale
b, (Eq. (I.36)) et sur la contrainte équivalente de von Mises b, . La direction d'initiation
de propagation de la fissure correspond a celles suivant lesquelles les valeurs de b, et b,

sont maximales, a l'extrémité de la pointe la fissure, ce qui peut étre exprimé

mathématiquement comme suit :

T T -
00 0-0, 00 0-0,
avec b, max:b,' (9=90) et bvmaX:b\;(H:HO).

La contrainte équivalente de von Mises a l'extrémité de la fissure est donnée par :

b, = b} +b, by, b, +3b} (1.56)

Selon les Eqs. (1.36) et (1.56), la contrainte équivalente de von Mises peut s'écrire

aussi comme suit

C (1+x) Ky sin? 0+4K?K,, sin 6 cos 0+ K7 K (sin? 6+ 4cos’ 0)
b_

_ (L57)
87ty ¥ +2K, K} sin@cos 0+ K (sin 0 +3cos’ )

(2) Critere basé sur la mécanique configurationnelle des matériaux

Lv et al. [35] ont proposé un criteére appelé critére de la mécanique configurationnelle des
matériaux (en anglais, Material Configurational Mechanics "MCM"), formulé en terme
de la contrainte configurationnelle équivalente, qui peut étre calculée a partir des valeurs

principales du tenseur des contraintes Eshelby, comme suit :

b, = /b +by, by, +bZ +3b3 (1.58)
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Le critere MCM stipule que la propagation initiale de la fissure se produit le long
de la direction suivant laquelle la distance entre la pointe de la fissure et la limite
élastique-plastique prévue par le critere MCM présente une valeur minimale. L'angle

d'initiation de la fissure peut étre déterminé par :

arMCM

00

2
0 rMCM

=0, >0 (1.59)
vt 00?

0=6,

Selon le critere MCM, la limite élastique-plastique peut étre définie par la distance

New dui la sépare de la pointe de la fissure. En utilisant 'Eq. (1.27), 'Eq. (1.58) peut se

réécrire sous la forme suivante :

(1+x,) [Kisin®@+4KIK, sinGcosd+KiK] (sin? @ +4cos’ 0)
_(1+x (1.60)

rMCM

87 py b, +2K, K sin@cos 0+ K (sin® 6+3cos’ 0)
ou b, est une constante du matériau appelé la limite élastique configurationnelle.

Il convient de préciser que I'état de 'art présenté ici n’est pas exhaustif. En effet,
il existe bien d’autres criteres dans la littérature, on peut citer par exemple : la contrainte
triaxiale maximale (critére-M) [36], le critere d'énergie de dilatation maximum (critére-

T) [37], le critére de la contrainte tangentielle maximale modifié [38,39] etc.
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Partie 2 : Concepts théoriques de la rupture

en grandes déformations

I1.4. Introduction

Les élastomeres, souvent appelés caoutchoucs dans le langage commun, sont largement
utilisés dans bon nombre d’applications : comme pieces antivibratoires, comme supports
moteurs et d’échappement dans l’automobile, dans les collages souples dans les
applications navales, ou encore dans les pneumatiques, I’étanchéité, etc. Ces matériaux
sont caractérisés principalement par leur capacité a supporter de tres grandes

déformations réversibles.

Dans ce contexte, nous présentons les concepts de base de la théorie de
I’hyperélasticité utiles a notre travail. Ainsi, les élastomeres sont brievement présentés
en mettant en évidence leur comportement mécanique dans le cadre des grandes

déformations.

1.5. Généralités sur les élastomeres

Les élastomeres présentent un comportement complexe et il serait ambitieux de vouloir
le représenter dans sa totalité. Toutefois, nous tenterons de mettre en évidence, dans ce

qui va suivre, cette complexité et les spécificités de ces matériaux.

1.5.1. Un réseau de chaines

Un élastomere est un haut polymere constitué de macromolécules réticulées [40] lui

conférant ainsi une grande déformabilité réversible. La réticulation est un procédé
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aléatoire conduisant a la formation d’un réseau imparfait (non idéal) ou coexistent des

chaines de différentes longueurs, de chaines pendantes [41] (Fig. I-12) etc.

(a) Chaines pendantes (b)

Réticulation

»
»

Fig. I-12 Représentation schématique de chaines (a) élastomere non réticulé (b)

élastomere réticulé.

Méme avec un procédé optimisé, la réticulation d’un élastomere n’aboutit pas a la
formation d’un réseau parfait (Fig. I-13a). Elle conduit en effet & la formation de
différents types de chaines qui ont des conséquences plus ou moins importantes sur les
propriétés mécaniques du matériau. Par exemple, le type boucle fermée (Fig. I-13d) issu
de la réticulation de deux points sur une méme chaine ne contribue pas a 1'élasticité du
réseau. Les bouts de chaines (Fig. I-13e) correspondent a des chaines reliées au réseau,
mais par une seule extrémité et qui, selon Kluppel et al. [42], n’affectent pas le module
élastique, mais réduisent la contrainte a rupture. Par ailleurs, bien que la résistance du
réseau augmente d’abord avec la densité de réticulation, quand cette derniére est trop
importante, la résistance atteint un maximum au-dela duquel le réseau adopte un
comportement fragile puisque la déformation du réseau est limitée par 'extensibilité

maximale des chaines les plus courtes [43].
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(@) (b) (©) (d)

Réseau Enchevétrement Enchevétrement Boucle Bout de
idéal temporaire piégé fermé chaine

Fig. I-13 Différents types de chaines observables dans un élastomere réticulé.

I.5.2. Réponse mécanique typique

La réponse mécanique classique d’un élastomere soumis a une sollicitation en traction
uniaxiale est présentée sur la Fig. I-14. Cette courbe est parfois qualifiée de « courbe en

S » dont l'allure est expliquée comme suit [44] :

e la premiere partie jusqu’a une élongation A=1.5, est due a l'orientation des
chaines dans la direction de traction,

e la deuxieéme partie de la courbe, plus faible (entre 1,5 et 4), traduit le dépliement
des chalnes qui nécessite des efforts assez faibles,

e la derniere pente correspond au raidissement du réseau polymérique, les

macromolécules s’approchent de leur extension maximale.

Contrainte (MPa)

Elongation

Fig. I-14 Courbe classique de traction uniaxiale d’un élastomere : contrainte nominale

en fonction de I’élongation 1.
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1.5.3. Les champs asymptotiques

Les champs de contrainte et de déformations a la pointe de la fissure ont été établis (cf.
partie 1 du chapitre I) dans le cadre de 1'élasticité linéaire homogene et isotrope.
Cependant, la situation est différente pour les matériaux souples, tels que les élastomeres
en raison des non-linéarités matérielles et géométriques [45-47]. Pour ces matériaux,

I’emploi du formalisme des déformations finies s’impose.

Plusieurs études analytiques ont été consacrées a l'analyse de champs
asymptotiques. On peut distinguer deux catégories d’études : la premiere concerne le
mode I [48-56], et la seconde se focalise sur le mode mixte [57-60]. Ces études mettent en
évidence la complexité du formalisme des champs asymptotiques dans le cadre de
I'hyperélasticité. Par ailleurs, les solutions qui ont été proposées sont fortement

dépendantes du modele hyperélastique utilisé.

I.6. Mécanique des milieux continus non linéaire

Le développement de modeéles de comportement pour les élastomeres s’inscrit dans le
cadre de la mécanique des milieux continus en grandes transformations. Dans ce cadre,
il est important de définir avec précision les différents tenseurs des déformations et des
contraintes afin d’exprimer les relations constitutives. A cet effet, il existe des définitions

adéquates, et le lecteur peut se référer aux ouvrages suivants : Ogden [61], Holzapfel [62],

Ciarlet [63].

I.6.1. Cinématique

En élasticité, un point matériel est repéré dans un milieu continu de la maniére suivante :

e Description lagrangienne : la particule est repérée par sa position X, a I'instant to,

dans la configuration non déformée.
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e Description eulérienne : la particule est repérée par sa position instantanée z, a

I'instant ¢, dans la configuration déformée.

Ces deux configurations seront repérées dans deux systemes de cordonnées que nous

noterons :

o P = (X, Xs, X;) systéme de coordonnées matérielles dans la configuration initiale
ou de référence (Cy).
e D = (x1, X2, x3) systeme de coordonnées spatiales dans la configuration actuelle ou

déformée (Ct).

I.6.2. Description du mouvement

Soit un solide déformable S évoluant dans un référentiel R, occupant le domaine Q, dans

la configuration (Cy). Soumis a des forces extérieures et/ou a des déplacements, le solide

se déplace et se déforme de sorte qu’il occupe un nouveau domaine de R noté €, dans

la configuration (Ct) (Fig. I-15). La relation permettant de relier les deux configurations

est définie par la transformation y :

_{(Qo)e(fzt)
e

X—=>x=y%(Xt) (1.61)

ou y est une fonction vectorielle différenciable et inversible.
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Fig. I-15 Configurations initial et déformée.

Le vecteur de déplacement est défini sous la forme suivante :
u=x-X (1.62)

On note que, dans le cadre de HPP, les configurations de référence et déformée sont
confondues. En grandes déformations, ces configurations sont distinctes nécessitant ainsi
des tenseurs pertinents pour pouvoir exprimer les équations locales de mouvement d’un
point matériel.

La grandeur qui caractérise la transformation linéarisée au voisinage de la particule
est définie par :

F= X vy (1.63)
oX

F appelé tenseur gradient de la transformation, I et VU désignent respectivement, le
tenseur identité qui définit un mouvement d’'un solide rigide et 'opérateur gradient par

rapport a la configuration initiale.

De méme, on définit la variation de volume entre les configurations de référence et
déformée par le Jacobien. Il est toujours positif en vertu du principe de non-

interpénétration de la matiere :

J =det(F) (1.64)
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1.6.3. Tenseur des déformations

On introduit deux tenseurs des dilatations de Green-Cauchy C et B respectivement dans

les configurations de référence et actuelle :
C=F'F et B=FF' (1.65)

Le tenseur de déformation de Green-Lagrange E est défini par

E:%(C—I) (1.66)

On définit également le tenseur de déformation d’Euler-Almansi A :

A:%(I -B) (1.67)

E et A sont des tenseurs du second ordre, symétriques et objectifs.

1.6.4. Tenseurs des contraintes

Les grandeurs mécaniques traduisant la notion d’efforts internes de cohésion peuvent étre
décrites de différentes manieres. Trois descriptions peuvent étre utilisées pour définir

I'état de contraintes dans un solide, suivant que I'on considere (voir Fig. I-16) :

e Description eulérienne : les efforts intérieurs de cohésion dans la configuration
actuelle (dt) a travers un élément de surface déformé (nds),

e Description mixte : les mémes efforts a travers un élément de surface non déformé
(NdS),

e Description lagrangienne : ou encore le transport des efforts de cohésion (dT) a

travers un élément de surface non déformé (NdS ).
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ds

Fig. I-16 Etat de contrainte dans les différentes configurations.

1.6.4.1. Description Eulérienne

On considere les efforts intérieurs de cohésion exercés par une partie du solide sur 'autre,

a travers un élément de surface nds. On définit ¢ le tenseur des contraintes de Cauchy,

de facon analogue aux petites déformations comme étant :
dt=onds (1.68)

6 représente donc les efforts de cohésion réellement exercés a travers un élément de

surface déformée et par unité de surface déformée. Ce tenseur est symétrique et objectif.

1.6.4.2. Description mixte

Le transport de I’élément de surface nds dans la configuration de référence par I'Eq.

(1.64), permet d’obtenir :
dt=cJF 'NdS (1.69)

On définit ainsi un nouveau tenseur de contrainte P appelé le premier tenseur de
Piola-Kirchhoff (PK1). Ce tenseur est qualifié de mixte, non-symétrique et objectif. Tl

peut étre relié au tenseur des contraintes de Cauchy par :

{P:J“FT (1.70)

dt=PNdS
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1.6.4.3. Description lagrangienne

L’obtention d’une description completement lagrangienne de ['état de contrainte

nécessite le transport de I'effort réel de cohésion dt dans la configuration de référence :
dT=F'dt=JF'oF " NdS=F'PNdS (L.71)

On peut également définir le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S

(PK2) tel que :
J 6=FSF* (1.72)

S est un tenseur du second ordre symétrique, objectif et lagrangien. Ce tenseur est une
grandeur mathématique, donc sans signification physique mais tres utile pour la méthode

des éléments finis.

1.6.5. Lois de comportement hyperélastique isotrope

Une fois les tenseurs des déformations et des contraintes définis, il est nécessaire de
proposer les relations régissant la réponse mécanique du matériau, c.-a.-d. exprimant les
contraintes en fonction des déformations. Ce type d’équations est appelé loi de

comportement, et doit obéir aux criteres suivants :

e La polyconvexité qui assure la stabilité du potentiel élastique quel que soit le mode
de déformation [61,63]. Ces conditions sont mathématiquement complexes ;
toutefois, pour certains modeles, elles fournissent des restrictions sur les valeurs
des parametres matériels (inégalités de Baker-Ericksson, Truesdell...),

e Le principe d’objectivité ou d’indifférence matérielle qu’on peut résumer comme
I'indépendance de la réponse du matériau a l'observateur. Ainsi, la loi de

comportement doit étre indépendante des mouvements de solide rigide.
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1.6.5.1. Hyperélasticité

Les lois de comportement hyperélastiques dérivent d’un potentiel élastique dit densité
d’énergie de déformation, souvent notée W dans la littérature. Ainsi, ce type de loi

constitutive peut étre exprimée en configuration Eulérienne, lagrangienne et mixte :

G=2B%
0B
P=% (1.73)
oF
W _,aw
oE oC

Lorsque le matériau possede des propriétés d’isotropie, la densité d’énergie de
déformation s’écrit en fonction des invariants des tenseurs de Cauchy-Green C ou B,

notés I, (i =1, 2, 3), soit :
W =W(I,1,,1,) (1.74)

Sachant que C et B ayant les mémes valeurs propres, ces invariants s'expriment
de la maniere suivante :

L =tr(C)=A"+4, + 4

o= 2 (o (C)) ~tr(C?) | = 2223 + 4203 + 22 75)

2 2 - 2 .

I, = det(C) = A A2AL

ou 4, 4, et 4, sont les valeurs propres de C et B.

La relation contrainte déformation est alors obtenue en dérivant ces invariants par

rapport aux tenseurs C et B. On a :
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a, _
oC
al,

—2=11-C 1.76
c o h (L.76)
A 1,C™

oC

1.6.5.2. Hyperélasticité incompressible

Les élastomeres sont généralement considérés incompressibles, sous sollicitations
mécaniques, leur volume ne varie pas. Plus précisément, les efforts ou I’énergie nécessaire
a un changement de volume sont supérieurs de plusieurs ordres de grandeur a ceux
nécessaires a une déformation isochore. Cette hypothese n’est plus valable lorsque les

élastomeres subissent de fortes pressions hydrostatiques.

D’un point de vue théorique, I'’hypothese d’incompressibilité est une liaison interne
qui limite le mouvement de la matiere [64,65]. Cette liaison doit étre respectée par le

champ de déplacement. L’hypothése d’incompressibilité s’écrit :

J =detF =1 ou encore I,=1 (L.77)

Le troisieme invariant principal I, étant a présent connu, la densité d’énergie de

déformation ne dépend plus que des deux premiers invariants W =W ( l, Iz)-

1.6.5.3. Modeles de comportement

De nombreuses formes de l'énergie volumique de déformation ont été proposées dans la
littérature. Il existe essentiellement deux approches : la premiere approche est
micromécanique se basant sur la mécanique statistique des chailnes de réseaux
polymériques [66]. La deuxiéme est phénoménologique postulant la forme de ’énergie
volumique de déformation [67]. Ces modeles phénoménologiques sont pertinents, offrant
un bon compromis entre la complexité du modele, I'identification paramétrique (nombre

de parametres soit le plus réduit possible) et « robustesse » théorique (en termes de
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stabilité du modele, i.e. on impose un Hessian positif). C’est pourquoi, bon nombre de

ces modeles sont implémentés dans des codes de calculs par élément finis.
(1) Modéle néo-Hookéen (1943)

Le modele hyperélastique isotrope et incompressible le plus simple est le modele néo-
Hookéen, qui peut étre obtenu via le modele statistique gaussien des chaine [68]. Ce

modele s’écrit :
W™ =C, (1,-3) (1.78)

ou C,, est un parametre matériau, qui doit étre strictement positif pour assurer la

polyconvexité du modele. En pratique, son domaine de validité est restreint : en traction

uniaxiale, on I'estime pour des valeurs de 4<1.5.

Ogden [61] a proposé une extension du modele néo-Hookéen aux matériaux

compressibles et isotropes, dont la densité d'énergie de déformation est donnée par :

W™ =Cpo (1, -3)— 4, InJ +Cqy (I -2)° (1.79)
ou C, et C, sont deux parametres matériaux nécessairement positifs afin de satisfaire
la condition de polyconvexité du potentiel élastique W.

(2) Modele de Mooney-Rivlin (1940)

Apres avoir étudié les réponses en traction et en cisaillement des élastomeres, Mooney

proposent la forme phénoménologique suivante pour la densité d’énergie de déformation

[69] :

W™ =C, (1, -3)+Cyy (1, -3) (1.80)

Ce modele admet donc deux parametres matériaux, qui doivent vérifier Ciy>0 et Cp1=20

pour assurer la polyconvexité de W, et son domaine de validité est plus large que celui

du modele néo-Hookéen, de 'ordre de 4 e[l, 2.5].
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(3) Développement polynomial de Rivlin (1948)

Rivlin [67] a proposé une généralisation des approches de Treolar [68] et Mooney [69] afin
de formuler une énergie volumique de déformation sous une forme polynomiale, pour les

élastomeres incompressibles :
WR=W"R 1+ C, (1, -3)" +Cy, (1, -3)" +Cyy (1, = 3) (1, =3) +... (1.81)
ot C; sont des constantes matériaux (Cy, =0).

(4) Modeles d’ordre supérieur a 1

Les termes du second ordre de (I1.81) visent a reproduire les grandes déformations, au-
dessus de 4 =25 [44]. En effet, de nombreux modeéles ont été proposés [70-74]. Nous ne
les détaillons pas puisque leurs formulations découlent immédiatement du développement

polynomial (I.81).

(5) Modéle de Biderman (1958)
Biderman [71] a proposé une forme tronquée a l'ordre 3 du développement de Rivlin [67]

(Eq. (I.81)), pour laquelle il ne conserve que les termes a l'ordre 1 pour (I2 —3) et il

néglige les termes croisés :
W® =Cy (1, -3)+Cy (1, -3)" +Cy (1, ~3)’ + Cyy (1, - 3) (1.82)

(6) Modele d’Ogden (1972)

Un des modeles le plus utilisés pour les tres grandes déformations est celui d’Ogden [75].
Sa formulation consiste a remplacer les exposants entiers du développement de Rivlin

par une série de puissances réelles, le modele s’écrit donc sous la forme :

e zz”:ﬁ(ﬂiai A+ 25 -3) (1.83)

i-1 &

ou ( M, 0 )i_l sont les parametres matériaux qui doivent assurer la polyconvexité.
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(7) Modeéle d’Arruda-Boyce (1993)

Arruda et Boyce [76] proposent d’assembler huit chaines polymeres. Cet assemblage
permet de concilier la physique des réseaux polymeres et les approches plus mécaniques,
puisque l'extension des chaines est entierement définie par le premier invariant de
déformation I;. Ce modele, appelé aussi modele 8-chaines, admet la forme suivante de la
densité d’énergie de déformation :

AB __ L ﬂa
W™ =C N{ NG +|n(—Sinh 4 H (1.84)

ou B, = L_l(X) fonction inverse de Langevin [77]. Les parametres matériaux sont C' qui
est lié a la densité de chaines comme pour le modele néo-Hookéen, et Ng= N qui est lié

a l'extension maximale des chaines polymériques.

(8) Modele de Gent (1996)

Gent propose un modele phénoménologique a deux parameétres, E,, et [, le premier
traduisant la raideur et le second permettant de définir une asymptote pour les grandes

déformations [78] :

E I,-3
weent = _—m (] _3)In|1-- [.85

On précise qu’il existe une corrélation entre les modeles a huit sous-chaines d’Arruda-

Boyce et de Gent.

(9) Modéle du tube étendu (1999)

Le dernier modeéle que 1'on présente ici est celui proposé par Kaliske et Heinrich [79]. Sa
formulation repose sur la physique des réseaux polymeres, et notamment sur les modeles
dits « tube ». Ce modele permet de décrire le mouvement des chaines polymeres dans un

réseau réticulé. Comme pour le modele d’Arruda et Boyce, le modele du « tube étendu »
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integre assez simplement des résultats issus de la physique des polymeres dans le cadre
hyperélastique. Ainsi, les auteurs proposent une densité d’énergie de déformation, alliant
une fonction du premier invariant [; et une fonction de type Ogden, qui entre

parfaitement dans le cadre mécanique tridimensionnel :

WTube _

G, G, | (1-57)(1,-3)
|

2 G. (.25 . 1-8 . 1-5
2| 5703 +In[1—5c(ll—3)] +2ﬂ—02(,11/’ + P+ A7 —3) (1.86)

Ce modele, admettant seulement quatre parametres matériaux G, 8., G,et f., s’avere

tres performant puisque sa base physique assure une bonne capacité au changement de

modes de déformation [80].

1.6.5.4. Comparaison des modeles

Afin d’évaluer les performances des modeles précédents et de définir leurs domaines de
validité, le plus simple est de comparer leur réponse sous un chargement de traction
uniaxiale, c¢’est-a-dire pour un « essai de traction ». Cette comparaison est issue du
classement d’'une vingtaine de modeles proposés par [80]. Les capacités prédictives des
modeles polynomiaux sont illustrées a la Fig. I-17a, qui montre la comparaison des
prédictions de modeles néo-Hookéen, de Mooney-Rivlin et de Biderman (1958). Les
résultats obtenus sont représentatifs des performances des modéles mentionnées
précédemment. Le modele néo-Hookéen est adapté aux probléemes ou les extensions

n’excedent pas 4 =1.5 et possédant un seul parametre, i.e. C,;, qui est facile a déterminer.

Le modele de Mooney-Rivlin est fiable jusqu’a A=2.5 mettant en jeu deux parametres

ie. C,,Cy, il est utilisé en ingénierie. Les modeles d’ordres supérieurs visent

essentiellement a prédire la réponse des élastomeres aux tres grandes déformations, c¢’est-
a-dire, I'amélioration de la courbe contrainte-déformation. La Fig. I-17b présente les
réponses des quatre modeles dévolus aux grandes déformations. Les quatre modeles

s’averent aptes a prédire le comportement aux grandes déformations. Le nombre de
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parametres matériaux de chaque modele est indiqué dans la légende entre parentheses.
On note que l'identification parametrique nécessite des résultats d’essais de la traction

équi-bi-axial afin de reproduite le comportement « multiaxial » des élastomeres.

® Exp. (Treloar) ® Exp. (Treloar)
néo-Hookéen (1) (a) —— Ogden (6) (b)
61 Mooney-Rivlin (2) Arruda-Boyce (2)
——— Biderman (4) Gent (2)
tube étendu (4)
o 1=
& -
— -
=g ° de
\ (]
2 2
= g
.CU 3+ 1 @
- -
) —
= a
) o
O % 10
1t
0
1 2 3 4 5 6 7 8 8
Elongation Elongation

Fig. I-17 Prédiction de la traction uniaxiale (a) par des modeles hyperélastiques

polynomiaux (b) par quatre modeles dédiés aux grandes déformations [44].

1.7. Critere de rupture en grandes déformations

Plusieurs critéres de rupture ont été développés et appliqués pour l'évaluation de la
rupture des matériaux caoutchoutiques. Ces criteres peuvent étre classés en deux

catégories :

e les criteres énergétiques basés sur l'utilisation des concepts d’énergie pour
caractériser le comportement de la croissance des fissures [81],

e les critéres non énergétiques basés sur la contrainte, la déformation ou 1'étirement.

Le premier critere énergétique proposé pour l'étude de la croissance des fissures
dans les matériaux caoutchoutiques est une extension de l'approche de Griffith [7] qui

est appelée énergie de déchirement suggérée par Rivlin et Thomas [82]. Selon ce critere,
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'énergie critique nécessaire a la propagation des fissures (Te) est une constante du

matériau qui est indépendante de la géométrie et des dimensions de l'éprouvette.

L'intégrale J telle que formulée par Rice [10], est un autre critére basé sur 1'énergie
qui a été largement utilisée pour 1'évaluation des fissures dans les matériaux élastiques
linéaires. En outre, pour les matériaux hyperélastiques, ce concept a également été
appliqué avec succes par Ait Hocine et al. [83,84] ainsi que par Hamdi et al. [85]. Ils ont
montré que cette intégrale peut prédire avec une précision raisonnable la charge de

rupture dans les matériaux caoutchoutiques.

Le critere de la densité d'énergie de déformation (SED), introduit par Sih [34], a
également été étendu au cas des matériaux élastomeres. En effet, Ait Hocine et al. [84]
ont utilisé la méthode des éléments finis (MEF) pour obtenir la distribution de la densité
d’énergie de déformation autour de la pointe de la fissure pour les caoutchoucs. En
utilisant cette distribution, ils ont démontré que la propagation de la fissure en mode I
peut étre prédite avec précision par le critere SED. Par ailleurs, Hamdi et al. [85] ont
également utilisé avec succes ce critere pour 1'évaluation de la rupture des élastomeres
dans des conditions de chargements en mode mixte (I/II). Treés récemment, Berto [86] a
proposé un critere de rupture pour les caoutchoucs contenant des entailles de forme en
V. Il a prédit avec succes la charge maximale correspondant au début de la croissance
des fissures. Mzabi et al. [87] ont récemment appliqué un autre critére basé sur 1'énergie
pour les matériaux de type caoutchouc, appelé le critere du taux de libération d'énergie
locale. Les résultats obtenus montrent que la croissance des fissures dans les élastomeres
est controlée par l'énergie de déformation locale stockée dans une zone fortement
déformée pres de la pointe de fissure et qui est indépendante de 1'énergie de déformation

totale de 1'échantillon.

Enfin, Verron et al. [88] ont établi un critére de rupture basé sur la mécanique

configurationnelle dans le cas de 1'hyperélasticité, en supposant que 1'évolution des
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défauts microscopiques contenus dans le matériau peut étre prédite a 1'échelle
macroscopique, en utilisant les composantes du tenseur de contrainte d'Eshelby. Ainsi,
ils ont établi un nouveau tenseur appelé "tenseur de contrainte matérielle pure", qui peut
étre considéré comme une mesure des dommages microstructuraux et de la direction des
défauts. Plus précisément, Il a montré que la direction de la quantité maximale d'énergie
qui peut étre libérée par 1'évolution des défauts est perpendiculaire a la direction

d’initiation de de propagation la fissure.

D'autre part, dans la catégorie des critéres non énergétiques, Hamdi et al. [85] ont
proposé d’évaluer les valeurs maximales de 1'étirement principal et de contrainte comme
critere de rupture pour les matériaux élastomeres, sous chargements multiaxiaux. Il a été
démontré que le critere basé sur la contrainte ne peut pas étre un bon candidat pour
décrire la croissance des fissures. En outre, il a été conclu que l'étirement principal
maximal est un bon indicateur pour I’évaluation de la charge d'initiation d’une fissure
ainsi que de la direction de sa propagation. Cependant, un examen approfondi de ce
critere basé sur 1'étirement révele une difficulté dans sa mise en ceuvre. En fait, puisque
I'étirement principal maximal est calculé en fond de fissure, sa valeur dépend de maniere
significative de la taille du maillage utilisé dans le modele d'éléments finis. Cela implique
que la valeur critique de l'étirement principal maximal augmente lorsque le maillage a la
pointe de la fissure est affiné pour une charge appliquée constante. Par conséquent, ce
parametre ne peut pas étre considéré comme une propriété du matériau, car sa

dépendance au maillage en fait un parametre de contrdle de la rupture inapproprié [89)].

Récemment, Ayatollahi et al. [89] ont suggéré un nouveau critére basé sur
I'étirement pour évaluer la rupture en mode I des matériaux élastomere contenant une
fissure, appelé critére d'étirement effectif (en anglais, effective strain "ES"). Ce criteére est

formulé en utilisant le modele a huit chaines qui repose sur l'approche mécanique
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statistique de 1'élasticité du caoutchouc. Par la suite, ses mémes auteurs [90] 'ont étendu

pour inclure également les conditions de chargement en mode mixte (I / II).
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Partie 3 : Concepts de modélisation

numérique de la rupture

I.8. Méthodes numériques outils de modélisation de la

rupture des matériaux

Dans cette section, on présente quelques méthodes numériques les plus utilisées en

mécanique de la rupture en discutant brievement de leurs avantages et inconvénients.

I1.8.1. Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis (MEF') est une méthode largement utilisée dans le calcul
des structures en mécanique. Elle a donc été naturellement adaptée pour résoudre des
probléemes de fissuration et de rupture. Parmi les références récentes, on peut citer les

travaux [91-93], qui étudient la propagation de fissures en 2D et en 3D [94,95].

La modélisation des discontinuités représente toujours un défi d’un point de vue
numérique. Si on veut modéliser les fissures par la méthode des éléments finis classique
(MEF), le maillage EF doit se conformer avec la géométrie de la fissure, comme illustré

sur la Fig. I-18.
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L O

5O Wbl

Fig. I-18 Plaque carrée préfissurée et le maillage associé pour le calcul des facteurs

d’intensité de contrainte [91].

Dans les simulations par la MEF en grandes déformations, certains éléments du
maillage peuvent étre fortement déformés. Cela affecte négativement la précision de la
simulation et peut empécher son achevement. Afin de surmonter ce probleme, et de
déterminer avec précision le champ de contrainte et de déformation autour de la pointe
de la fissure, on a besoin de raffiner le maillage dans cette zone. De nombreuses méthodes

ont été proposées et développées dans ce sens.

1.8.1.1. Méthode de remaillage

Le remaillage est une solution pour contréler la distorsion des éléments. L'idée est simple,
si le maillage est fortement déformé pendant la simulation, il faut alors générer un
nouveau maillage basé sur la géométrie déformée de la piece. Un processus connu sous
le nom de la cartographie « mapping » qui transférera les solutions du maillage
légerement déformé au nouveau maillage en se basant sur leur position relative dans
I'espace. Des interpolations ont généralement lieu pendant ce processus, car les nceuds
de l'ancien maillage et ceux du nouveau maillage ne coincident généralement pas. Une
fois que les solutions (champs de contraintes et déformations, température, etc.) sont
mises en correspondance avec le nouveau maillage, la simulation peut se poursuivre avec

des éléments rafraichis et moins déformés [96]. De ce fait, l'interpolation sera largement
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utilisée au cours du processus de cartographie et la précision de la solution se détériorera,
ainsi des erreurs peuvent s'accumuler apres des remaillages répétitifs. La Fig. I-19 résume

les étapes de la méthode de remaillage.

Maillage originale non déformée

Distorsion du maillage

1]

o o ° o o o

o ° !

\

\

. \

Remaillage

I)\

7 T

= PLAIINEE S

Extraction de la géométrie Nouveau maillage

déformée de I’ancien maillage

Fig. I-19 Représentation schématique d’un remaillage [97].

1.8.1.2. Méthode de sous-modélisation

La sous-modélisation est une technique utilisée pour étudier une partie locale d'un modele
avec un maillage raffiné, pour une plus haute-fidélité. Cette méthode est particulierement
utile lorsqu'il est nécessaire d'obtenir une solution précise et détaillée dans une ou
plusieurs régions locales, alors que 'analyse de la structure globale est trop cotiteuse ou

ne vaut pas la peine. Le concept de base du sous-modele est illustré dans la Fig. I-20.

Modele global

Sous-modéle
(modele local)

Fig. I-20 Illustration de la technique de sous-modélisation.

En résumé, une premiere analyse globale d'une structure identifie généralement les

zones ou la réponse a la charge est jugée cruciale. La modélisation secondaire permet

68



Chapitre I Etat de lart : critéres de rupture en petites et grandes déformations

ensuite d'améliorer facilement le modele de ces zones sans avoir a recourir a un remaillage

et a une nouvelle analyse de 1'ensemble du modele.

Les détails concernant les méthodes de remaillage et sous-modélisation peuvent étre

trouvés dans le manuel d'analyse des utilisateurs d'Abaqus [98].

1.8.2. Méthode des éléments finis étendus

Plus connue sous le sigle XFEM (en anglais, Extended Finite Element Method), cette
méthode consiste a enrichir une approximation classique par la MEF avec différentes
fonctions qui représentent bien la discontinuité et la singularité d’une fissure dans un
milieu matériel [99]. Le grand avantage de ce principe est I'absence de procédures de

remaillage pour la description de la propagation des fissures [100-103].

Pourtant, les fonctions utilisées (non-polynominales) entrainent certaines difficultés
dans l'intégration élémentaire et dans 'adaptation des critéres de rupture, ainsi que la
présence d'une zone de transition qui limite le taux de convergence en maillage. La mise
a jour de la géométrie de la fissure peut aussi étre difficile lors de brusques changements

topologiques.

1.8.3. Méthode des éléments de frontieres

On trouve dans la littérature de nombreux développements de méthodes par éléments de
frontiére en mécanique de la rupture [104-106]. L'avantage immédiat est la simplicité de
la description de la fissure et la gestion de son évolution. L'intégration en espace et en
temps des solutions fondamentales doit étre effectuée a chaque pas de temps et des
problemes numériques de conditionnement de matrices et de stockage de données sont

les principales difficultés rencontrées lors de I'utilisation de ce type de méthode.
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1.8.4. Méthode sans maillage

Appliquée aux problemes de mécanique de la rupture depuis 1994, cette méthode est plus
proche de la MEF que la méthode des éléments de frontieres. Elle se base sur la résolution
de la forme faible des équations aux dérivées partielles par une méthode de Galerkin
(comme pour la MEF). Par contre, I'approximation du champ de déplacement qui est
construite pour étre introduite dans la forme faible ne nécessite pas de maillage. Seul un
ensemble de nceuds est réparti dans le domaine et l'approximation du champ de
déplacement en un point ne dépend que de la distance de ce point par rapport aux nceuds
qui 'entourent, et non de 'appartenance a un certain élément fini. En mécanique de la
rupture, la fissure se propage parmi cet ensemble de nceuds et la présence d’une fissure
est simplement prise en compte en diminuant le poids que posséde un nceud sur
I’approximation du déplacement en un certain point, si la ligne joignant ce nceud et ce
point est coupée par la fissure. Les principaux développements ont été exposés dans
[107,108]. Les problemes de ces techniques sont la lourdeur du calcul et le traitement
des conditions aux limites cinématiques. Une vision simplifiée de ces méthodes a été

récemment présentée dans [109].

I.8.5. Méthode des éléments discrets

La méthode des éléments discrets (MED) a lorigine développée par Cundall et Strack
[110], est une méthode tres utile pour la modélisation numérique du comportement des
systémes granulaires et des particules [111-113]. Dans cette approche, la fissuration est
étudiée par l'analyse des forces de liaison entre des particules en contact. Donc, le

probleme de singularité de contraintes n’existe pas.
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I.9. Bilan du chapitre I

Cette étude bibliographie permet de fixer le cadre dans lequel s’inscrit notre sujet de
recherche. En effet, ce chapitre a été consacré a la description générale des concepts de
base de la mécanique de la rupture en petites et en grandes déformations, ainsi que les

méthodes numériques les plus utilisées en mécanique de la rupture.

Dans la premiere partie, nous avons passé en revue les aspects fondamentaux de la
mécanique de la rupture sous I'’hypothese des petites perturbations, qui est bien adaptée
pour 'analyse de structures préfissurées en petites déformations. On observe que, lorsque
des défauts ne sont pas identifiables visuellement, on dispose de divers criteres capables

de prévoir a la fois, I'initiation et direction de propagation des fissures.

La deuxieme partie a été consacrée aux comportements mécaniques des matériaux
élastomeres qui présentent une haute élasticité réversible, appelée aussi
« hyperélasticité ». En effet, nous avons pu nous rendre compte que pour ces matériaux,
la formulation des champs asymptotiques a la pointe de la fissure est complexe a cause
des mnon-linéarités géométriques et matérielles. La modélisation de ce type de
comportement s'effectue, généralement, a l'aide de la densité d'énergie de déformation
W exprimée en fonction des invariants. Différentes formes d'approximation de W ont été
présentées dans ce chapitre. Enfin, plusieurs criteres de rupture appliqués pour

I'évaluation de la rupture des matériaux de type caoutchouc ont été brievement résumés.

La derniere partie avait pour but l'identification d’une série d’avantages et

d’inconvénients liés a la modélisation de la rupture par les méthodes numériques.
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Chapitre II Critéres de rupture basés sur le

tenseur d’Eshelby

Dans ce chapitre, un nouveau critére de rupture est proposé afin de prédire l'initiation
et la direction de propagation de la fissure dans le cadre de la mécanique linéaire élastique
de la rupture, sous un chargement en mode mixte I/II. Ce modéle est basé sur le
paramétre de la densité d'énergie de déformation (SED), qui est exprimé en fonction des
contraintes principales du tenseur d'Eshelby. Une des principales caractéristiques du
modeéle proposé est la prise en compte [’effet du coefficient de Poisson. Des investigations
théoriques ont été menées pour étudier ['influence du coefficient de Poisson sur la
direction de propagation des fissures. Les prédictions du modéle sont comparées aux
données théoriques et expérimentales, en termes de direction de propagation de fissure
et dans différentes conditions de chargements, et les résultats sont en bon accord. Enfin,
la pertinence de la valeur critique du paramétre SED en tant que parameétre de résistance

a la rupture est évaluée.
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II.1. Introduction

Le probleme de la propagation des fissures dans les matériaux d'ingénierie fait toujours
I'objet de recherches actuellement. Comme mentionné dans le premier chapitre, divers
criteres ont été proposés dans la littérature pour prédire la direction d'initiation des
fissures et la résistance a la rupture, tels que le critére de la contrainte maximale (MTS)
[30] et ses versions améliorées [38,114,115], le critere de la densité d’énergie de
déformation maximale (MSED) [34], le critére du taux maximal de libération d'énergie
(MERR) [33], le critere T [37], le critére R [116] et sa version améliorée [117], le critére
proposé par Marciniak et Kuczynski (MK) [118]. Toakimidis [119] a présenté une étude

intéressante sur les approches modernes des criteres de rupture.

Récemment, le concept de contrainte configurationnelle du matériau, qui est basé
sur le tenseur de contrainte d'Eshelby, s'est révélé étre un outil puissant pour formuler
des criteres de croissance des défauts dans les solides [120], ainsi, il peut étre pergu comme
résultat additionnel a ceux de l'intégrale J de Rice ('intégrale J ne prédit pas la direction
de croissance de la fissure). Dans la mécanique de la rupture, les forces configurationnelles
[121] apparaissent comme des forces motrices agissant sur l'extrémité de la fissure,
généralisant ainsi le concept bien connu de taux de libération d'énergie [122,123], tel que
défini par l'intégrale-J [10]. Des invariants du tenseur de contrainte d'Eshelby ont été
appliqués pour prédire la direction de propagation des fissures [124], et ses contraintes
principales et la contrainte équivalente de von Mises ont été utilisées comme criteres de
rupture locaux [28,35]. Cependant, aucun criteére de rupture développé précédemment se
basant sur le tenseur de contrainte d'Eshelby, ne prend en compte 'effet du coefficient
de Poisson pour prévoir l'angle de propagation de la fissure. En effet, il a été démontré
que ce parametre influence a la fois 1'angle d’initiation et la résistance a la rupture en

mode mixte I/II [125,126].
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Dans ce chapitre, un nouveau modele visant a prédire 1'initiation et la direction de
propagation de la fissure est proposé, dans le cadre de la mécanique linéaire élastique de
la rupture (MLER), sous chargement en mode mixte (I+II). Ce modele est basé sur un
parametre de densité d'énergie de déformation (SED) qui est exprimé en fonction des
contraintes principales du tenseur de contrainte d'Eshelby. Sa principale caractéristique
est la prise en compte de 1'effet du coefficient de Poisson pour prédire avec succes 1'angle
de propagation des fissures. La direction d'initiation des fissures est rigoureusement
analysée sous différentes conditions de chargements, et la validité des résultats est vérifiée
par comparaison avec les données théoriques et expérimentales extraites de la littérature,
pour plusieurs valeurs du coefficient de Poisson. De plus, la capacité du parametre SED
a représenter un critere d'initiation de fissure, c'est-a-dire la résistance a la rupture du

matériau, est évaluée.

I1.2. Position du probleme

Considérons une plaque infinie avec une fissure inclinée de longueur 2a, soumise a une
contrainte uniforme a l'infini, égale a o, dans le cas d'un chargement uniaxial, et a 7,

dans le cas d'un chargement en cisaillement pur (voir Fig. II-1). Les facteurs d'intensité

de contraintes K, et K, sont donnés par les équations suivantes :

- dans le cas d'un chargement uniaxial [34] :

K, =o,rasin’ g (1)
K, =o,~zasin #cosj

- dans le cas d'un chargement en cisaillement pur [38] :

K, =—z,N7wasin2p (I1.2)
K, =-t,N7acos2p

ou B €]0,7/2] est l'angle d'inclinaison de la fissure.
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(o))

Oo

Fig. II-1 Géométrie de la fissure.

En substituant les Egs. (1.3), (I.7), (I.11) et (1.28) dans I'Eq. (1.27), et en utilisant
I'Eq. (I.35), on obtient les expressions des valeurs principales du tenseur des contraintes

d'Eshelby modifié, b/ et b}, , en fonction des facteurs d’intensité de contraintes :

pr = 14%) (x+Y) (IL.3)
167y, 1
= L%) (x=Y) (IL4)
167y, r
ou
x=(K{—Kj )sind+2K K, cos@
(IL5)

y:\/[(Kf +Ki)sin6+2K,K, cose}2 +(2K; cos&)2

I1.3. Formulation d’un nouveau critere de rupture

L'objectif de cette étude est de développer un nouveau critére basé sur le concept de

contrainte configurationnelle des matériaux, en tenant compte du coefficient de Poisson
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pour prédire l'initiation et la direction de propagation des fissures. Ainsi, les valeurs

161 44 16r :
principales paramétrées du tenseur des contraintes d'Eshelby, ;210 b, et ,L210 b,
0 O

issues respectivement des Eqgs. (I11.3) et (I1.4), sont rapportées sur la Fig. II-2 en fonction

de 96[—7[, O] pour différentes valeurs du coefficient de Poisson v, et pour un angle

o 161 44y
d'inclinaison de la fissure =90 (mode I). On voit clairement que le parametre ;210 b,
ao;

61 1y
2
0

est égal & zéro pour 0 € [—71', O], alors que le parametre b, est négatif dans le méme

1671 4, , . 16r :
intervalle de 8. Inversement, quand HG[O, 7[]7 'L;O b, est positif, alors que —'l;‘)b,,
o, ao,

est égal a zéro. On peut constater aussi que le coefficient de Poisson agit uniquement
comme un parametre d’échelle. De ce fait, il apparait clairement que les critéres basés

uniquement sur b ou sur b, comme le critéere proposé par Kienzler et Hermann [28],

ne dépendent pas du coefficient de Poisson, c'est-a-dire qu'ils ne prennent pas

rigoureusement en compte tous les aspects du comportement du matériau.

6_

16 1 u, b’ /3 o,f, v,=0.3
161, b /a 0,°, v;=0.3
161 u, b’ /2 0,7, v;=0.4

16 r u, b'[,”/craz a

161 u, b’y /a o), v,=0.4
—0— 161 b, /a o/, v,=05

81 —8— 161 4y b', /2 6%, v,=0.5

-180 -150 120 %0 60 -30 0 30 60 90 120 150 180
& (degrés)
Fig. II-2 Valeurs principales (16 U ¥/ o? a)b; et (16 JIN gters a)b,'I en fonction de l'angle

polaire @, pour différentes valeurs du coefficient de Poisson, en mode I ( p :900).
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Afin de prendre en considération l'effet du coefficient de Poisson v,, dans
I'intervalle 6 e [—72', ﬂ], un critére de rupture pertinent basé sur les contraintes principales
du tenseur d'Eshelby devrait intégrer a la fois b, et b, . Dans ce sens, nous proposons

de définir une contrainte principale équivalente, appelée b(E), comme une fonction

linéaire de b, et by, :
b®) = v, b +(1-v, ) oy | (IL6)

On note que 'Eq. (II.6) découle d’un raisonnement intuitif compte tenu des observations

qui sont mises en évidence sur la Fig. II-2.

En substituant b, (Eq. (IL.3)) et b, (Eq. (IL.4)) dans 'Eq. (IL.6), on obtient :

o(®) _ (L+1,) [ (2vp-1)x+Y]

= (IL.7)
16 7 u, r

Il faut noter que b'® est toujours positif pour 96[—71',77] et ﬂe[O,ﬂ/Z], et

présente une singularité lorsque r—0. Afin de supprimer cette singularité, en suivant
I'approche rapportée dans [34,127], nous définissons un facteur de densité d’énergie de

’ . E N
déformation, S'®, comme suit :

~—~

s® _ p® - (1K)

167 1 [ (2v,—1)x+Y] (11.8)

De plus, comme il a déja été supposé par [34,127], nous faisons les hypotheses

suivantes sur l'initiation des fissures dans un champ de contraintes bidimensionnelles :

(1) La propagation initiale de la fissure s'effectue dans le sens ot le facteur de la densité

(E).

d'énergie de déformation a une valeur stationnaire (minimale), ¢'est-a-dire S :

=0, avec s >0 (I1.9)
00

0=0, 0=0,
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avec @, compris entre —7 et 7, indique la direction d'extension de la fissure.

(2) L'amorcage d'une fissure se produit lorsque le facteur S atteint une valeur

(E)

critique S;”, c'est-a-dire
(1+x,)
) - 167:;(10 [ (2v5 —1) %, + Y, | (11.10)

ou X, et Yy, correspondent respectivement aux valeurs de x et Y a la rupture, pour

chaque configuration d'éprouvette, c'est-a-dire chaque inclinaison de la fissure g,

longueur de la fissure et dimension d'éprouvette. La valeur critique S((:r ) servira i mesurer

la résistance & la rupture d’un matériau en mode mixte (I+1I), si elle s’avere constante

pour ce matériau, c.-a-d. indépendante de la géométrie et du type de chargement.

I1.4. Critere de direction de propagation de fissure

Dans cette section, on propose d’évaluer la capacité du nouveau critere (Eq. (IL.8)) a
prédire les directions de propagation des fissures pré-existantes. Pour ce faire, les
prédictions du critere proposé sont comparées aux résultats des critéres discutés dans le
chapitre 1 [30,34,28,35] ainsi qu’aux données expérimentales de la littérature, sous

différentes sollicitations : traction/compression uniaxiale, et cisaillement pur.

I1.4.1. Chargements en traction et compression uniaxiales

Pour obtenir les valeurs stationnaires de S I'Eq. (IL.8) a été développée en utilisant

les Egs. (IL.1) et (I1.9), ce qui conduit & :

(2v,-1) 1,1, +7, =0 (IL11)

78



Chapitre II Criteres de rupture basés sur le tenseur d’Eshelby

Y, =sin’ ﬂ[(l—Zcos2 ,B)cos&—Zsin,Bcos,Bsin 49}
Y, =(4sin A cos B cos Osin 6+ 4cos’ Bcos® 6 —cos’ 6 +1)sin‘ B (I1.12)
r; = [4sin 3 cos Bcos? @ —4cos® fcos@sin@—2sin Scos B +cosdsin e}sin“ﬂ: 0

L’Eq. (II.11) permet le calcul de 1'angle de rupture 6, pour un coefficient de Poisson
Vv, et une inclinaison initiale de la fissure S donnés. Quatre solutions découlent de la

résolution numérique de cette équation a l'aide du logiciel Maple. Comme l'illustre la

Fig. I1-3, avec un exemple pour v, =1/3 et B =30°, seules deux solutions correspondent

aux valeurs minimales Sr(n? de S(E), c¢'est-a~dire les solutions remplissant la condition

%s®) , ,
Py >0; les deux autres solutions correspondent aux valeurs maximales de s
0=0,
& 3
TL%,) C(E)
e ——- 05 /a6
L%) 5] /‘T - *2§”U/a492
- A B£=30°, v,=1/3 £
) [ o \
% . \ [
N | B
© 4! \ |
= | \ |
<] | | |
€ | ! } P
2 : g N~ . s N
& | / 1/ ~ - | \
g O lk\ R n A \l\'\ ! 7Ir/ TN
2 ‘ | . Ve | B
S | | | !
© | | (-6b) | (+0)
S | | Traction \ Compression
L -2 T T T I| T T T T T ! T T

-180 -150 120 -90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180

& (degrés)
Fig. II-3 Graphiques des fonctions adimensionnelles S'® = (16 TN a)S(E) ,
S =(16,u0/0'§ a)(@S(E)/GH) et S =(16,uo/0'§ a)(8ZS(E)/8¢92) en fonction de l'angle

6, pour un coefficient de Poisson v, =1/3 et f=30°.

Une solution qui remplit les conditions données par 1'Eq. (I1.9) correspond au cas

de la traction uniaxiale, dans laquelle la fissure se propagera dans la direction 6, négative
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(Fig. 1I-4a) ; et l'autre solution correspond au cas d'une compression uniaxiale, dans

laquelle la fissure se développera dans la direction 6, positive (Fig. II-4b). Ces hyptheses

sont en accord avec ce qui a été supposé par [34,127].

(Traction) (Compression)
(o] o
7 T 1 | } !
X2 X +6)n

Fissure

-6d ., Direction de
inclinée propagation
+0 de la fissure
} ) ) i T T
ado o
(a) (b)

Fig. II-4 Fissure inclinée (a) en traction et (b) en compression uniaxiale.

11.4.1.1. Chargement en traction uniaxiale

Pour vérifier la validité de notre proposition, les prédictions du critére proposé sont
comparées dans la Fig. II-5 avec celles de différents criteres [30,34,28,35], et quatre
ensembles de données expérimentales recueillies de la littérature pour des échantillons
testés en traction uniaxiale [30,128,36,129]. Erdogan et Sih [30] ont effectué des essais
sur des feuilles de plexiglas rectangulaires d'environ 460 x 230 x 5 (mm?), pour lesquelles

le coefficient de Poisson est v, =1/3, avec une fissure centrale d’une longueur d'environ
50 mm, inclinée a des angles S de 30° a 80° par pas de 10°. Pook [128] a obtenu des

résultats expérimentaux pour un alliage d'aluminium, avec un coefficient de Poisson

v, =0.33. Il a réalisé des essais de rupture sur des éprouvettes préfissurées, avec des
angles d'inclinaison initiale g = 30°, 45°, 60°, 75° et 90°. Kong et al [36] ont effectué des

expériences sur des échantillons d'acier a basse température (-140°C), avec une vitesse
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de chargement égale & 50 mm/s. Le coefficient de Poisson pour les aciers est généralement

de v, =0.35. Theocaris et al [129] ont effectué des expériences sur des échantillons de

polycarbonate (PCBA), pour différents angles d'inclinaison initiale de la fissure. Le

coefficient de Poisson pour le PCBA est v, =0.38.

La divergence moyenne a été calculée pour chaque critere théorique par rapport

aux données expérimentales, en utilisant 1'équation suivante :

N R
D|V. (/0) :H ;W (1113)

0,i

ou Hé’t?) est l'angle de rupture théorique, et OéiXp) est l'angle de rupture expérimentale.

Les résultats sont présentés dans le Tab. II.1.

La Fig. 1I-5 et Tab. II.1 montrent que notre critere fournit la prédiction la plus
proche des données expérimentales comparativement aux autres criteres, ce qui renforce
la validité du modele proposé. Il faut noter que les critéres choisis pour la comparaison
sont largement représentatifs. Il convient aussi de souligner que les prévisions des criteres
MTS [30] et Griffith [7] quant a la direction de propagation de fissure, ne different pas

substantiellement [6].
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-Gp-Angle de rupture négatif (degrés)
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Fig. II-5 Comparaison des prédictions des criteres de rupture avec les données

expérimentales, sous un chargement en traction uniaxiale (a) v, =1/3 (b) v,=0.35 (c)

v, =0.38.

Div. (%) (Eq. (29))

Criteria S MTS [30] S[34] by [28] b, [28] MCM [35]
Plexiglas [30] 3.81 4.08 3.65 41.40 13.62 13.61
Aluminum alloy [128] 898 13.96 11.04  40.29 16.97 16.98
Acier [36] 6.00 13.25 8.35 10.61 3.97 3.97
Polycarbonate [129] 2.54 9.66 425  23.59 7.03 7.03

Tab. II.1 Divergence moyenne % sous un chargement en traction uniaxiale.

Bien que le critere de Sih [34] semble moins précis que notre critere, il est en accord
raisonnable avec les données expérimentales (Fig. II-5 et Tab. II.1). Ainsi, pour vérifier

la validité de la théorie proposée, les valeurs négatives de 6, correspondant a la

sollicitation en traction uniaxiale, issues de notre théorie sont comparées avec les données

obtenues par [34], pour différentes valeurs du coefficient de Poisson. Les résultats sont
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rapportés reportés sur les Fig. II-6, en fonction de 1'angle initial de la fissure g compris

entre 0 et 90°. On observe que les résultats concordent bien, surtout en ce qui concerne

v, 20.2. En effet, la divergence maximale obtenue est de 10 %, alors qu'elle est de 17,3

% pour v,<0.2.
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Fig. 1I-6 Variation de 1'angle d'extension de la fissure (—(90) en fonction de l'angle

[, sous un chargement en traction uniaxiale (a) 0.1<v,<0.2 (b) 0.3<v,<0.5.

11.4.1.2. Chargement en compression uniaxiale

Notre analyse en compression uniaxiale se concentre seulement sur les angles initiaux
d'extension de la fissure. De ce fait, les effets du contact entre les faces de la fissure sont
négligés. Afin de vérifier la validité de notre modele, la méme analyse que celle présentée
précédemment dans le cas de la traction, a été réalisée. Il s’agit de comparer les
prédictions du critéere proposé avec celles de différents criteres de la littérature
[30,34,28,35]. L'évolution des angles d’initiation de la fissure en fonction des angles

d’inclinaison g est illustrée, pour deux valeurs de v, sur la Fig. II-7. Il faut noter, qu’en

raison de l'absence de résultats précis et fiables dans la littérature, aucune comparaison

expérimentale n'a été effectuée dans le cas la compression uniaxiale.
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Fig. II-7 Comparaison ente les prédictions des criteres de rupture, sous un

chargement en compression uniaxiale (a) v,=0.2 (b) v,=04.

Pour vérifier davantage la validité de notre critere dans le cas des sollicitations en

compression uniaxiale, les valeurs positive de g, sont comparés avec les données obtenues

par Sih [34] dont le critére qui, contrairement aux autres criteres, prend en compte 'effet

du coefficient de Poisson. Les résultats sont rapportés en fonction de 1'angle initial de la

fissure g sur la Fig. II-8. On constate que les résultats sont en bon accord. En effet, la

divergence maximale obtenue pour v, 20.2 est de 3,3 % et elle est de 6,4 % pour v, <0.2.
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Fig. 1I-8 Variation de 1'angle d'extension de la fissure (+(90) en fonction de l'angle

/3, sous un chargement en compression uniaxiale (a) 0.1<v,<0.2 (b) 0.3<v,<0.5.
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11.4.2. Chargement en cisaillement pur

L'angle initial de la croissance de la fissure en cisaillement pur est déterminé a partir de

'équation suivante, obtenue en combinant les Eqgs. (II.2), (IL.8) et (IL.9):

(2v, —1)cos(44— 0)\/4cos(4/3 —20)+2c05260 +4Cc0s4/3+6

(IL.14)
+sin20—sin(45-26)=0

Quatre solutions découlent de la résolution numérique de 1'Eq. (I1.14) a l'aide du logiciel
Maple. Comme dans le cas des chargements en traction et en compression uniaxiales

illustrées sur la Fig. II-3 (section I1.4.1.), seules deux solutions correspondent aux valeurs

2g(E)

minimales Srﬁ de S(E), c¢'est-a~dire les solutions remplissant la condition

92
6=6,

indiquée dans 1'Eq. (I1.9). Parmi les solutions qui remplissent cette condition, la valeur

négative de @, qui correspond au cas du chargement en cisaillement pur indiquée sur la
Fig. II-9a, et la valeur positive de 6, correspond au cas du chargement en cisaillement

pur indiquée sur la Fig. 1I-9b [38].

To

Direction de
propagation
de la fissure

Fissure
inclinée

Fig. II-9 Fissure inclinée soumise & un cisaillement pur (a) angle de rupture négatif

(b) angle de rupture positif.
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Afin d’évaluer la pertinence de notre critére sous chargement en cisaillement pur,
une comparaison avec les différents criteres théoriques et les résultats expérimentaux
rapportés par [130] est illustrée sur la Fig. II-10, en terme de I'angle de direction de

propagation de la fissure @, en fonction de S. Les données expérimentales utilisées

comme références sont celles obtenues par Ewing et Williams [130] qui ont fait des essais
de cisaillement en utilisant des échantillons de polymethylmethacrylate (PMMA), dans
la configuration illustrée sur la Fig. II-9a. Le coefficient de Poisson du matériau testé est
de 1/3. 1l est a noter que les points expérimentaux affichent une tres grande dispersion
et aucun modele ne décrit rigoureusement bien leur allure pour 0°< £ <45°. Cependant,
pour 45°< £ <90° ces points sont mieux décrits par le critere S avec une divergence
moyenne de 7,44% (Eq. (I.13)), comme indiqué a la Fig. II-10 et Tab. I1.2, ce qui renforce
la validité du modele proposé. Il faut noter qu’il est tres difficile de respecter
expérimentalement les conditions aux limites de cisaillement pur, d’ou les grandes

dispersions observées sur les résultats expérimentaux de Ewing et Williams [130].

200
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—-— MTS [30]
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—— b [28]
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Fig. 1I-10 Comparaison des prédictions des criteres théoriques de rupture avec les

données expérimentales, sous un chargement en cisaillement pur, pour v, =1/3.
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Div. (%) (Eq. (29))

Criteria s® MTS [30] S [34] bj [28] b, [28]  MCM [35]

PMMA [130] 7.44 28.95 12.71  20.13 10.82 10.82

Tab. I1.2 Divergence moyenne en % sous un chargement en cisaillement pur, pour

45° < 3<90°.

Les valeurs négatives et positives des angles de rupture initiaux 6, résultant de
I'Eq. (II.14) sont tracées en fonction de l'angle d'inclinaison f, sur les Fig. II-11 et
Fig. 1I-12, pour plusieurs valeurs du coefficient de Poisson v,. Les prédictions fournies
par le critere SED développé par Sih [34] sont également présentées sur ces figures a des
fins de comparaison. Comme pour le cas de chargement en traction uniaxiale (Fig. II-8),
les résultats concordent bien, en particulier en ce qui concerne v, >0.2. En effet, la
divergence maximale obtenue pour v,>0.2 est de 10,1% pour les valeurs négatives, et
de 23,2% pour les valeurs positives. Il convient également de noter que les angles de
croissance des fissures a f=0° et a 90° sont similaires, ce qui renforce a nouveau la

validité du critere proposé [38].
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Fig. II-11 Variation de l'angle d'extension de la fissure (—90) en fonction de l'angle

[, sous un chargement en cisaillement pur (a) 0.1<v,<0.2 (b) 0.3<y,<0.5.
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Fig. I1-12 Variation de 1'angle d'extension de la fissure (+00) en fonction de 1'angle

p, sous un chargement en cisaillement pur (a) 0.1<v,<0.2 (b) 0.3<y,<05.

I1.5. Valeur critique comme critere d'initiation de fissure

La valeur critique de s® pourrait représenter une propriété intrinseque du matériau,
c'est-a-dire qu'elle ne pourrait dépendre que du comportement du matériau. Si elle est
vérifiée expérimentalement, cette valeur pourrait étre utilisée comme un critere
d'initiation des fissures, c'est-a-dire la résistance a la rupture du matériau. Dans le but

et ST, de S (Eq. (I10))

de vérifier cette hypothese, les valeurs critiques S o

cr (min)
qui correspondent aux différentes charges de rupture résultant des essais de traction

uniaxiale réalisés sur 1'alliage d'aluminium [128], sont rapportées en fonction de B sur

les Fig. II-13 et Fig. II-14, respectivement. Les écart-types représentés par des barres
d’erreurs sur ces figures, ont été évalués a partir de deux essais minimum pour chaque
orientation initiale des fissures. La ligne horizontale en pointillés correspond a la valeur

critique moyenne. On peut observer que l'écart des valeurs de Sc(rE () par rapport a la

max)

" . . N E
valeur critique moyenne est faible, en comparaison a son homologue S,

er (min) - Comme le

montre Fig. 1I-14, les valeurs de SérE ()max) pourrait étre considérées comme demeurant

essentiellement constantes. Ces résultats suggerent que SC(rE ()max) est plus pertinent que
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E \ , LN o ege . . \ . N
&) a représenter un critere d'initiation de fissure, c'est-a-dire un parametre

cr (min)

représentatif de la résistance a la rupture du matériau.
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Fig. II-13 Valeurs critiques 16 y, SC(rE() ) en fonction de 1'orientation initiale de la
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fissure £, pour un alliage d'aluminium en traction uniaxiale.
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Fig. 1I-14 Valeurs critiques 16 z, SC( ) en fonction de 1'orientation initiale de la

fissure A, pour un alliage d'aluminium en traction uniaxiale.
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I1.6. Bilan du Chapitre II

A travers cette étude, un nouveau modéle a été proposé pour prédire linitiation et la
direction de propagation de la fissure. Sa capacité prédictive est évaluée par comparaison
avec des données expérimentales issues de la littérature. Le modele est développé dans le
cadre de la mécanique linéaire élastique de la rupture (MLER) et sous un chargement en
mode mixte (I/II). Il est basé sur un parametre de la densité d'énergie de déformation
(SED), exprimé en fonction des contraintes principales du tenseur de contrainte

d'Eshelby, b, et b, . Une des caractéristiques principale de ce parametre est la prise en

compte de l'effet du coefficient de Poisson du matériau.

On a constaté que la direction dans laquelle le parametre SED atteint son minimum

anfn) coincide globalement avec la direction de propagation de la fissure. Les résultats ont
été comparés avec des prédictions théoriques et des données expérimentales extraites de
la littérature, pour plusieurs valeurs du coefficient de Poisson et dans différentes
conditions de chargement. Les résultats démontrent que, comparé aux modeles de la
littérature, notre modele fournit des prévisions proches des données expérimentales, ce

qui indique que le critere proposé est le plus approprié pour prédire la direction de

propagation des fissures. De plus, il a été montré que la valeur critique maximale SérE ()max)

du parametre SED semble adéquate pour représenter un critere d'initiation de fissure,

c'est-a-dire un parametre représentatif de la résistance a la rupture du matériau.

En perspective, le modele proposé pourra étre étendu pour le cas des matériaux
élastomeres, en utilisant une densité d’énergie de déformation et des champs
élastostatiques  (contraintes et déplacements/déformation), qui reproduisent le
comportement mécanique en grandes déformations. Dans le prochain chapitre, nous

présentons une nouvelle approche qui permet de déterminer les champs asymptotiques
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de contraintes et de déplacements au voisinage de la pointe des fissures, pour des

matériaux a comportement hyperélastiques.
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Chapitre 111 Analyse asymptotique des
champs élastostatiques en hyperélasticité

isotrope

Dans cette partie du travail, des expressions des champs de contraintes et de
déplacements au voisinage du fond de fissure ont été développées, dans le cas d'un
matériau néo-Hookéen quasi-incompressible et isotrope. En effet, l'équation constitutive
a €été linéarisée, de sorte que le tenseur des contraintes de Cauchy puisse étre écrit
comme la somme de deuxr composantes : la réponse linéaire, représentée par la loi de
Hooke, et la réponse non linéaire. Sur la base de cette décomposition, une analyse
asymptotique a €té menée, conduisant a des équations de champs de contraintes et de
déplacements, dont les termes d’ordre zéro correspondent a ceux de la MLER. La validité
de la théorie proposée a été vérifice numériquement dans le cas d'un probléeme de

fissuration en mode I, en utilisant la méthode des éléments finis (MEF).
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II1.1. Introduction

La rupture dans un solide par fissuration est régie par les champs de contraintes et de
déplacements (déformations) au voisinage de la pointe de la fissure, et par des parametres
qui décrivent la résistance du matériau a la croissance de la fissure. Par conséquent, les
champs asymptotiques jouent un role central dans le développement de criteres efficaces

et la modélisation des processus de rupture des matériaux et des structures.

L’étude de la rupture des élastomeres est un domaine en pleine expansion. En effet,
les phénomenes mis en jeux font apparaitre de multiples difficultés liées, d’une part, a la
fissuration (discontinuité du déplacement, singularité des champs de déformations et de
contraintes en pointe de fissure, difficulté de maillage, solutions analytiques tres limitées,
etc), et, d’autre part, au comportement du matériau (grandes transformations, non-

linéarités matérielles et géométriques, incompressibilité, etc).

Pour les matériaux élastomeéres présentant un comportement hyperélastique, la
plupart des solutions analytiques décrivant le champ élastostatique existant dans la
littérature sont formulées dans la configuration de référence. En effet, les conditions aux
limites sont introduites sur le premier tenseur de Piola-Kirchhoff (PK1), ce qui ne reflete
pas la réalité d’une structure déformée. Bien que les conditions aux limites en charge
relative a la surface libre des levres de la fissure ont été bien établies dans la théorie
MLER, ot il n'est pas nécessaire de distinguer les configurations de référence et déformée,
en raison des petites déformations. Cependant, dans le cas des grandes déformations, les
conditions aux limites liées a la configuration déformée doivent étre adaptées en

permanence pour chaque déplacement/contrainte imposé.

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle approche permettant de déterminer
les champs asymptotiques de contraintes et de déplacements au voisinage de la pointe de

la fissure, dans la configuration déformée, pour des matériaux hyperélastiques néo-
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Hookéen, quasi-incompressibles et isotropes. Nous avons utilisé une équation constitutive
adaptée aux caoutchoucs, basée sur le modele compressible d'Ogden. La nouveauté de
cette méthode réside, dans la formulation des conditions aux limites dans la configuration
déformée, contrairement aux méthodes reportées dans la littérature qui utilisent des
conditions aux limites dans la configuration de référence. De plus, I'un des principaux
avantages que procure la théorie proposée est qu'il suffit de connaitre le module de Young
et le coefficient de Poisson pour calculer les champs de contraintes et de déplacements a
proximité d'une pointe de fissure. Enfin, les résultats de cette approche pourraient étre
utilisés pour I’élaboration d’un critere de rupture précis, et pour une vérification rapide

de la validité des calculs complexes par éléments finis.

II1.2. Formulation du probleme

IT1.2.1. Linéarisation de 1'équation constitutive néo-Hookéenne

Dans cette étude, on s’intéresse au champ de contraintes et de déplacements au voisinage
de la pointe de fissure en grandes déformations, dans le cadre de I'hypothese des

déformations planes.

On considere un solide néo-Hookéen compressible et isotrope dont le comportement

est décrit par la loi de Ogden [61] :

W =%(|1—3)—ﬂ0|n\]+%(\3 -1)’ (IIL.1)

ou 4y>0et A,>0 sont les constantes de Lamé, J=detF est le Jacobien, | est le

premier invariant principal du tenseur des dilatations de Green-Cauchy C(z = F), et F

est le tenseur du gradient de déformation.
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En utilisant 'Eq. (1.63), le tenseur du gradient de déformation peut étre exprimé

en termes de vecteur de déplacement, U(X), comme suit :

F:i(X+u):I+H:I+Vu (111.2)
oX

H désigne le tenseur du gradient de déplacement, avec ||H|| <<1 en élasticité linéaire, et

I le tenseur identité.

A partir de I'Eq. (I.14), le tenseur de déformation infinitésimal peut étre exprimé

comme suite :
S:E(H+HT) (I11.3)
> .

La contrainte nominale ou le premier tenseur PK1 (Eq. (1.70)) est lié a la densité

d'énergie de déformation (Eq. (III.1)) par :

ow™ T 1

P=—g =#F +HA(I-1)I -1 |F (T11.4)
Le tenseur des contraintes de Cauchy est donné par

0=J'1FP=%(B—I)+/10(J ~1)1 (ITL5)

On rappelle aussi que, B est le tenseur des dilatations Cauchy-Green gauche (cf. 'Eq.

(L65)).

Le Jacobien J peut étre écrit en termes du tenseur H comme suit (voir Pannexe

A):

J =1+trH+%[(trH)Z—tr(Hz)}rdetH (IIL6)
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En outre, le tenseur des dilatations Cauchy-Green gauche peut étre écrit comme

suit :
B—l=H+H +HH' (IIL.7)

Nous supposons que le milieu est quasi-incompressible. La linéarisation de 1'Eq.

(I11.6) conduit donc a :

J~1+trH+o(trH) (LIL.8)

ou trH <<1.
En substituant les Egs. (IIL.7) et (II1.8) dans Eq. (IIL.5), on obtient :

o=ty (H+H)+ A, tr(H) 1= iy (H+HT + HHT ) tr(H)+ g, HH' (111.9)

=0_(_0_n(’

olt le tenseur &' =y, (H +H' )+ Ao tr(H)1 représente le tenseur des contraintes de

Cauchy décrivant la réponse élastique linéaire du matériau (loi de Hooke). Le tenseur
o" = u, (H +H +HHT )tr(H)— 1, HH correspond a la partie non-linéaire de la réponse

nt

mécanique du matériau. Il convient de noter que le terme o™ ne dépend pas de la

compressibilité du matériau, c.-a-d. de A, .

111.2.2. Equation d’équilibre

La définition de 1'équation d'équilibre dans la configuration de référence est une approche
standard. Cependant, dans la pratique, la distribution du champ contrainte-
déplacement /déformation dans la configuration déformée est plus pertinente pour
analyser des comportements en grande déformation et de croissance des fissures [131]. Il
est a noter que 1'équation d'équilibre peut étre développée soit dans la configuration de
référence via le tenseur des contraintes nominales c.-a-d. PK1 [132], soit dans la

configuration déformée en utilisant le tenseur des contraintes de Cauchy [52]. Afin de
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prendre en compte plus facilement la quasi-incompressibilité, nous avons résolu les
équations d'équilibre dans la configuration déformée comme dans [52]. Notez que la
détermination du champ de déplacement reste un sujet complexe, puisque le probleme
est hautement non linéaire, et la propriété de la compressibilité rend plus difficile la
résolution des équations d'équilibres. Dans ce cas, 1'utilisation d'outils numériques

devient indispensable [56].

En l'absence de forces du volume, 1'équation d'équilibre est donnée dans la

configuration déformée par [52]:
V-6=0 (IIL.10)
La substitution de I'Eq. (II1.9) dans I'Eq. (II1.10) conduit a :

o VU+(A+ 1) V(V-u)=V-c" (I11.11)

Lorsque le membre droit de 1'Eq. (II1.11) est nul, on retrouve 1'équation standard

de Lamé, qui est I'équation de base de 1'élasticité linéaire.

L’expansion asymptotique du vecteur de déplacement peut étre donnée sous la

forme [132]:
uxu® +u® (I11.12)

ot U@ correspond au terme de l'expansion asymptotique qui est défini par la théorie

MLER, développé au second ordre [17], et le vecteur u® est une perturbation du vecteur

U(o) .
Dans un premier temps, I'Eq. (III.11) peut étre résolu en supposant que :
H ~ H(O) + H(l) (111.13)

En d'autres termes, le tenseur couplé du second ordre HO HO gst négligé. H est lié au

vecteur de déplacement qui est fourni par la théorie MLER ; H® est 1ié au vecteur de
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déplacement u® qui peut étre déterminé en résolvant 'Eq. (II1.11) dans le cadre des

conditions aux limites en traction.

En substituant I'Eq. (II1.13) dans I'Eq. (IIL.9), le tenseur de contrainte élastique

linéaire peut s'écrire comme suit :

6' =¢” +6"' (I11.14)
ot 6% =y (H”+ HOT )+ 4, tr (HO)1 et 6 = gy (HO+ YT )+ Ay tr (HY )1 sont des
tenseurs linéaires en termes de H® et HY | respectivement.

L'expansion du tenseur ¢ en termes de H® et HY en utilisant I'approximation

de I'Eq. (II1.13), conduit a (voir 'annexe B):
¢ ~ X +x® 4+ x@ (I11.15)

Les tenseurs X@ et T® sont liés aux non-linéarités des états @ et (1),

. . . / , ’ 1
respectivement. L'interaction entre ces deux états est représentée par le tenseur x®,

En substituant les Eqgs. (I11.12) et (II1.15) dans 'Eq (III.11), on obtient :

VU +(Jg + 1) V (VU ) 2 v (29 2 4 20)) (IIL.16)

En déformations planes, 'Eq. (II1.15) pourrait étre écrite en coordonnées polaires

(r,0,2), comme suit :

i=2 i=2
S0 Ss o
i=0 i=0
i=2 .
(c")=| sym 0 (I11.17)
i=0
i=2
0 0 0

ou 96]—72',72'[, r €]0,00[ et z€]0,h[ avec h est 'épaisseur de la plaque.

Le vecteur de déplacement inconnu u® s’écrit sous la forme suivante :
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u =ul(r,6) e, +u (r,0)e, (I11.18)

La substitution des Eqgs. (II1.17) et (II1.18) dans I'Eq. (II1.16) conduit aux équations

différentielles suivantes :

o 1ou W o2 olul) 1 auf
2 1ty + 4=t C 5+ b —(3uy +Ay)——2
(24 ﬂ“)( P A VM AR -y R CLA =l
i—2 iz . _ (I1.19)
i=0 +|:O
8r roo r ’
1o o 20 20 ol
0 2 A, 2 (2/10"'/10) 2A 2 (0 ﬂ'o) ( 0 AO) 2
or r or r 06 oroe roe
P (I11.20)
0y xl) az iz
== 4 +25 50,
or r60 ris

Sur la base de l'approximation du premier ordre du champ de déplacement, les
deuxiemes membres des Eqs. (II1.19) et (II1.20) peuvent étre négligés, de sorte que 1'on

obtienne le systeme suivant :

aaul o’ul) auf
2 + A LuY 4 S 4+ 0 _ + I11.21
( /UO AO) r luo rzagz (/uO ﬂt))rarae ( 0 ﬂo) 289 ( )
2y ol au
Lu +( 24, + + L+ (3, + I11.22
Hy ( Hy /71)) 2067 (:uo Ao) roroo (zuo Xn) 286’ ( )
2
ou L :6_+12_i est un opérateur différentiel linéaire.

or> ror r?

D'autres versions du systeme d'équations différentielles analogues aux Eqgs. (II1.21)
et (IT11.22) ont été obtenus dans la littérature, par exemple [133]. En effet, les Eqgs. (I11.21)
et (II1.22) sont similaires & celles rapportées dans [133] ou les expressions générales ont
été obtenues en utilisant les transformée de Hankel et de Fourier sur les équations de

Navier. Les coefficients des séries de Fourier ont été déduits a partir des conditions aux
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limites appropriées. Il est intéressant de noter que, les fonctions de Bessel [133] ne
semblent pas étre des solutions élémentaires des Eqgs. (II1.21) et (II1.22). Par conséquent,
I'utilisation de la transformée de Hankel pour ces équations ne permet aucune
simplification. Nous proposons une solution simplifiée qui a une signification physique

(voir Section II1.3.).

IT1.3. Probléme de fissuration en mode I

Les Egs. (II1.21) et (II1.22) seront résolues dans le cadre du probleme des fissures en
mode I. Dans ce cas, les charges appliquées sont symétriques par rapport au plan de
fissuration, et les surfaces de la fissure sont sans traction (libre). Nous considérons une
éprouvette de matériau hyperélastique, contenant une fissure centrale et soumise a un
déplacement uniforme A, & l'infini. Nous considérerons également les conditions aux
limites de ce probleme asymptotique dans la configuration déformée. Pour des raisons de
clarté, nous utilisons les notations standards de la théorie de 1'hyperélasticité, comme le
montre la Fig. I1I-1. Le vecteur de position dans la configuration de référence est désigné

par X=X E +X,E,+X,E;, ou E (i =12, 3) un ensemble de vecteurs unitaires

orthogonaux qui sont associés aux trois coordonnées X. (Fig. IlI-1a). Le vecteur de

1
position dans la configuration déformée est indiqué par X=Xe€ +X,€,+X€, ol
€, (i =], 2,3) un ensemble de vecteurs unitaires orthogonaux qui sont associés aux trois

coordonnées X; (Fig. III-1b). (R,@,Z) et (r,6’, Z) sont les coordonnées cylindriques d’une

particule respectivement dans la position de référence et la position déformée. Dans cette
étude, les champs de contraintes et de déplacements sont donnés en coordonnées polaires

r, @ et z. Dans les ouvrages publiés, les transformations géométriques I :q(R,@,Z),
0= h(R,@,Z) et z= p(R,@,Z) ne sont pas données de maniere explicite [134,132], sauf

dans [52] ot un modele hyperélastique non standard a été utilisé.
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Pointe de la fissure

Fig. III-1 Systeme de coordonnée cartésienne et polaire a la pointe de la fissure (a)
dans la configuration de référence (b) dans la configuration déformée. A est le

déplacement uniforme appliqué dans la direction xo.

II1.3.1. Calcul du champ de déplacement au voisinage de la pointe

de la fissure

En utilisant 'Eq. (I.11), le gradient de déformation peut s’écrire en coordonnées polaires

(r,¢9) sous la forme suivante :

au® 1 (6u§°) _u(o)J 0
4
:

or 00
() )
(H®)= My 1 @, | 4 (I11.23)
or r{ " 00
0 0 0

ol les composantes du vecteur de déplacement u® sont fournies par la théorie de la

MLER.

Les composantes approximatives du second ordre du vecteur de déplacement dans

le systeme de coordonnées cartésiennes sont données par [135] :
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K r

ﬂ_; Z—RCOS(Q/Z)[(KO—1)/2+sin2(0/2)]
o +8L(K0—1)rcose+0(r3’2)
{ Io)}z #o (I11.24)
u, z_; Z—rnsin(e/z)[(zco+1)/2—cosz(0/2)]
_#(B—Ko)rsinwro(r”)

ou T est un terme de contrainte non singuliere qui est constant et indépendant de la

distance a la pointe de fissure, habituellement appelée la contrainte 7. Les composantes

{USO),US))} peuvent étre déduites par un simple changement de base, en substituant I’Eq.
(II1.24) dans (L.8).

En mode I, le facteur d'intensité de contrainte K, et la contrainte 7" sont donnés

par :
K,=S,Jra et, T=S,-S, (IIL.25)

ou a est la demi-longueur de la fissure, S, et Sy sont des contraintes uniformes 1'infini,
appliquées dans la direction X, et la direction X,, respectivement. Sous un chargement

uniaxial, nous avons(SX =0, T= —Sy).

Nous supposons que le champ des déplacements peut étre exprimé par une
expansion asymptotique, comme dans le cas linéaire, de sorte que, les composants

uﬁl’ (r,@) et uél) (I’,@) soient présentés comme suit :

W (r,0)=3" a(ijn £ (0), W (r,0)= a@ngn (0) (111.26)

n=0

ou fn(ﬁ) et gn(é?) sont des fonctions angulaires inconnues a déterminer. On note que

u§1’ =0 en déformations planes.
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Afin de caractériser la singularité générée par la présence de la fissure, nous
supposons que le développement du premier ordre du champ de déplacement admet la

forme suivante :
u, (r.0)=u” (r.8)+af,(8), u,(r.0)=u(r.6)+ag,(6) (I11.27)
En substituant 1'Eq. (II1.27) dans les Egs. (II.21) et (II1.22), on obtient les
équations différentielles suivantes :

1, (6) 29, (0)

o s = (3 Ag) =207 ~(241y+ 16) T, (6) =0 (II1.28)
%9, (0 of, (6
(24y+4) ggg )+(3u0+/10)%—y0 9,(0)=0 (I11.29)

La combinaison des Eqs. (I11.28) et (II1.29) conduit a :

4 2
f
0 f0£9)+2 0 0(26’)
00 00

+£,(6)=0 (I11.30)

La solution de 1'équation différentielle (II1.30) peut étre exprimée comme suit :
fo(6) =(Cy +Cy 0)sin6+(C,, +C,, 6)cos O (I11.31)

ou C_, 4, sont les constantes d'intégration qui seront déterminées en utilisant les

conditions aux limites (voir Section 111.4.3.).

En substituant 1'Eq. (II1.31) dans 1'Eq. (II1.28), la fonction ¢, (9) peut étre

exprimée comme suit :

0, (6)= (cm +6C, —ﬁ;ﬂocmjcow—[cm 16C, +Mc30]sin 0+Cq,  (II132)
Hy+ Sy +

ou la constante d'intégration C,y =0 pour satisfaire les équations différentielles (II1.28)

et (I11.29).
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II1.3.2. Calcul du champ de contrainte au voisinage de la pointe

de la fissure

En MLER les composantes approximatives du deuxieme ordre du tenseur de contraintes

sont données, dans le systeme de coordonnées cartésiennes par [135]:

Ko [ o, .60 . 30
cos—|1-sin—sin— | |[+T
2rr 2 2 2
o K T 6 0 30
50 L_|sin— cos— cos—}
o= YEEIL 2 e 2 (I1L.33)
O i
(0)¢ K, cosg(l+sing sin S—GH
O3 2zr| 2 2 2

(ot s

on déduit les composantes {aﬁf),aﬁg),aég),aﬁf)} en substituant I'Eq. (I11.33) dans (L.5).

En utilisant 1'Eq. (IT1.14), les composantes du tenseur de contrainte o’ s'écrivent

comme suit :

O, r(r Oy 10,
o oo ro
ro _ ro ro (HI 3 4)
o O o
69 o0 T 0o
¢ (o) W
o
z y24 y24
ot les composantes du tenseur de contrainte o™’ sont données par :
@ @ ()
O'S)C 21”0 Hrr +2'0(Hrr +H9€)
@ @
0_5'19)[ :uo(Hre +H€r)
= (I11.35)

ol || 20 MG+ (MY +HE)
o) {2 (H9+HE)
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. , . 1 , .
Les composantes du gradient de déformation H® en coordonnées polaires, sont

données par :

8“51) 1(&19)_“(1)] 0
0
,

or 00
) )
(H9)= Uy 1w, % | |, (I11.36)
or rl " 00
0 0 0

En substituant les Eqgs. (I11.26) et (I11.36) dans I'Eq. (II1.35), nous calculons les

composantes du tenseur de contrainte comme suit :

oW J5(Cyy €080 —C,g5in0)

o _ 2au (2 445+ 4 ) (Cye SN G+ C,y cOSH) (111.37)
oW | (Bt +4)T| (2419 + A )(Cse COSO—Cpy5in 0)

o —25(CyoS5in @ —Cy, c0s0)

Selon la théorie MLER, les contraintes de Cauchy sont proportionnelles a r 2.
Pour le modeéle néo-Hookéen compressible, le champ asymptotique de la contrainte de
Cauchy sous une charge en mode mixte, est caractérisé par l'apparition de deux termes
singuliers Rtet R™? [136]. Ces résultats sont cohérents avec les solutions proposées par
[50,52,134,137]. Dans le présent travail, le champ asymptotique de Cauchy semble étre
caractérisé par deux singularités : la premiére, en r2, est en lien avec la théorie de la

MLER, et la seconde, en r, est induite par la non-linéarité de comportement.

I11.3.3. Formulation des conditions aux limites

Les champs élastostatiques ont été bien établis dans la théorie de la MLER. Nous
rappelons qu'il n'est pas nécessaire de distinguer la configuration de référence de celle
déformée, en raison des petites déformations. Par conséquent, les contraintes doivent

satisfaire les conditions aux limites le long des surfaces libres de la fissure [16] :
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0 (r0)=0,,(r.0)=0 ot @=%7 en MLER (II1.38)

Cependant, dans le cas des grandes déformations, les conditions aux limites de la
configuration déformée doivent étre actualisées pour un déplacement imposé, c.-a-d. A.
C'est pourquoi, nous recherchons une relation entre la normale unitaire n d'un élément
matériel dans la configuration déformée, et sa normale unitaire correspondante N dans
la configuration de référence (non déformée) sur les surfaces libres de la fissure. Afin

d’établir cette relation, nous utilisons la formule de Nanson [61], sous la forme suivante

(voir Eq. (1.69)) :
nds=JF "NdS (I11.39)

on rappelle que dS et dS sont respectivement, les surfaces dans la configuration déformée

et non déformée.
On peut déduire de 1'Eq. (I11.39) la relation suivante :

T
. FN (I1.40)

JNTC*N
Pour satisfaire les conditions aux limites (Eq. (I11.38)) sur les surfaces libres de la
fissure (Fig. I1I-2), nous pouvons utiliser les conditions suivantes sur les tenseurs des

contraintes :

on=0 sur I, & PN=0 sur /7, (II1.41)

ou I, et Iy sont des arcs réguliers sur la surface libre de la fissure, respectivement,

dans les configurations déformée et de référence.

Ce résultat fondamental indique que des conditions aux limites peuvent étre
appliquées de maniere équivalente sur la géométrie non déformée sans connaissance a

priori de la déformation [57].
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Dans ce travail, nous considérons les conditions aux limites en utilisant le tenseur
des contraintes de Cauchy, de sorte que le gradient de déformation de 1'Eq. (II1.40)
devrait étre évalué localement a ’aide d’essais expérimentaux. Une tache ardue, compte
tenu du caractere fortement hétérogene des déformations proches de la pointe de la
fissure. Pour nous s’affranchir de cette difficulté, nous utilisons un résultat établi
récemment par [138], a l'infini, les conditions aux limites prescrites sur la transformation
devrait étre compatibles avec les conditions cinématiques (Eq. (I.61) voir chapitre I,

sections 1.6.1. et 1.6.2.) de charge (charge générale en mode mixte) comme suit :

x~FX comme ||X|| —> 0 (I11.42)

0

ou F désigne un tenseur gradient de déformation constant connu qui peut étre caractérisé

par une combinaison de conditions de charges des modes I et II.

Nous supposons que le gradient de déformation en traction uniaxiale pour un

probleme de déformations planes est le suivant :

(111.43)

o > O
= O O

7\
T8
N—
Il

o O N

ot A et A sont les élongations principales macroscopique d'une éprouvette non fissurée,

en traction uniaxiale.

Nous considérons une surface de matériau dans un systeme de coordonnées
cartésiennes, ou 1'hypothese des déformations planes est prise en compte, comme indiqué
sur la Fig. III-2. Des récentes études montrent que la surface de courbure de la fissure
dans la configuration déformée est parabolique [97,139]. En nous basant sur ce résultat,
nous considérons une surface de matériau au voisinage de la pointe de la fissure, de sorte
que les vecteurs unitaires normaux dans la configuration de référence et déformée peuvent

étre évalués respectivement, comme suit :
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N =(sin®, cos @)T avec O € |-, 7
i o i (I11.44)
n= (sin(0+¢), cos (@ +¢)) avec 4 € |-n,x[

L'angle ¢ est introduit dans le but de reproduire le profil parabolique lors de

louverture de la fissure, et 8 correspond a la coordonnée polaire de 1'élément matériel

sur la parabole.

(@)
X,
Fissure
©]

_Ei -
i

2
_Er Xso’E1 X'1

Fig. III-2 Illustrations des conditions aux limites correspondant a la surface libre de la
fissure (a) dans la configuration de référence (b) dans la configuration déformée. p

est un rayon proche de la pointe de la fissure.

En substituant les Eqgs. (II1.43) et (I1I1.44) dans I'Eq. (II1.40) on obtient :

O+¢=tg"(AtgO/A) (II1.45)

Afin de relier le rétrécissement latéral, c.a.d. A & I'étirement A dans le cadre d’un
milieu compressible, on utilise une relation empirique qui a été validée expérimentalement

en traction uniaxiale [140] qui s’exprime de la maniére suivante :

& =InA

I11.46
g =InA ( )

Vo =—

ou v,est le coefficient de Poisson de I'élasticité linéaire, & et &, sont respectivement

les déformations de Hencky transversale et longitudinale.

Il s’en suit alors
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A= (I11.47)

Nous précisons que 'Eq. (I11.46) semble ne pas étre transposable pour des chargements
multiaxiaux (traction équi ou biaxiale). En fait, on introduit une fonction de Poisson au
lieu du coefficient de Poisson. Par ailleurs, si le milieu est incompressible, c.a.d. v, =0.5
alors on a Azl/\/z . Contenue du comportement quasi-incompressibile du matériau

étudié dans ce travail, v, ne doit pas étre égal a 0,5.

Pour une valeur donnée de @, on peut évaluer 8 en supposant que 1'angle ¢ peut

s’écrire sous la forme suivante :

p=\o (I11.48)
ou ¢ est un parametre sous forme d’une fonction ajustable.

Il faut noter que, nous avons considéré 1'angle initial d'ouverture de fissure égal a 2 degrés
(1 degré entre chaque surface de fissure par rapport 1'axe horizontal), c.-a-d. @ =179 deg.
(Fig. III-2), correspondant approximativement a l'épaisseur d’une lame de rasoir

permettant de créer la fissure initiale dans I’éprouvette [85,89].

L’angle 6 peut étre déduit en remplagant les Eqs. (I11.47) et (I11.48) dans I'Eq.

(II1.45), et supposant que m=-v, :

(9) = B(—g +\/§2 +atgt (At @)))}2 (9), = E(—g—\/gz +atg? (2 g @)))}2 (I11.49)

La fonction ¢ peut étre déduite de I'Eq. (I11.49) comme suit :

~0+1g7 (A" 1gO) @) __—5 +tg7 (1 "tg@) (111.50)

(5)1:+ \/5 ! 2 \/5
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Deux racines sont obtenues pour (é, f), puisque les Eqgs. (II1.45) et (I11.49) sont du

second degré. Les racines sont évaluées, et la solution est choisie de maniere a satisfaire

la condition suivante :

0 >1 deg., pour A >1 (ITL.51)

Nous trouvons donc deux ensembles de solutions : (9,5)1 and (é,f)z

Il est a noter que des résultats similaires ont été obtenus pour les deux ensembles

de solutions, dans cette étude les calculs ont été développés en utilisant la solution

5,5 . De plus, la détermination de & nécessite 1'utilisation d'une analyse par la MEF
2

qui sera présentée dans la prochaine Section.

Une fois I'angle 8 évalué sous des conditions de charge en mode I, on peut appliquer

les conditions aux limites du probleme asymptotique comme suit :
u,(r=p,6=0)=0 (I1.52)
o, (r=p.0(6,4,m)) =0, (r=p,0(6,4m))=0 quand r—p (IIL.53)

Nous calculons les constantes d'intégration C,_, ,, des Egs. (II1.31) et (II1.32) en

utilisant les Eqs. (I11.52) et (II1.53) résultant des conditions aux limites. Nous supposons

que la constante C,, est égale a zéro, ce qui conduit a :

Mo + A C
40
C By + 2,
10 ~ ~
3J2p(3 K
Cy |=| - \/p_( Hot o )K (cos%+%cos%) (II1.54)
C 16a~7 (2 1o+ 2, )
40
3 ) ~ -
\/;( Ho+ o) {T ﬂpsin6+ﬁK' [sing+sinﬁﬂ
2a7 1ty (21t + %) 8 2 2
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II1.4. Analyse par éléments finis

Pour calculer la fonction ¢ pour différents déplacements imposés au bord dune
éprouvette, nous avons utilisé la MEF via le logiciel commercial ABAQUS [98]. Cette
méthode a également été utilisée pour vérifier la validité des champs élastostatiques

proposés dans le présent travail.

I1T.4.1. Modéle et conditions aux limites

En nous inspirant du travail publié dans [139], nous avons choisi 1'échantillon présenté
sur Fig. III-3 pour simuler une fissure finie dans un solide infini, sous un chargement

uniforme a l'infini, en traction uniaxiale et en déformations planes.

Dans les simulations, les dimensions ont été normalisées par rapport a la longueur de la
fissure a, de sorte que @ = 1 mm ; la largeur et la hauteur sont W = 10 mm et h = 20
mm, respectivement. En raison de la symétrie de la géométrie et les conditions de charges,
seulement un quart de l'échantillon a été modélisé. Un déplacement vertical uniforme
U, =*A a été appliqué sur les faces supérieure et inférieure, ce qui a permis d'obtenir un
rapport d'étirement uniforme A ~1+A/h a des distances tres proche de l'extrémité de la

fissure. Nous notons que les contraintes uniformes sont déduites des résultats numériques.
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wr=0u=A
I S S SN S

>

>

2h
2a

w

vy v v v v v
=0 u=-A

Fig. III-3 Plaque rectangulaire a fissure centrale en traction uniaxiale.

II1.4.2. Maillage

Contrairement aux grandes déformations, en petites déformations, seule une région
restreinte tres proche du fond de fissure est affectée par la singularité de la fissure. Dans
tous les cas, un maillage tres fin pres de la pointe de la fissure est nécessaire. Cependant,
I'application des charges importantes génere une déformation excessive des éléments
situés au voisinage du fond de fissure. Pour parer ce probleme de distorsion des éléments,
le maillage a été optimisé en utilisant la procédure dite de sous-modélisation [97]. Nous
avons ainsi effectué d'abord une analyse avec un maillage grossier sur la géométrie
compléete du modele (Fig. I1I-4a), puis nous avons réutilisé les résultats du modele grossier
comme conditions aux limites pour un sous-modele avec un maillage plus fin (voir partie
3, chapitres I). Le maillage raffiné du modele & la pointe de la fissure est illustré a la
Fig. III-4b. La taille de 1'élément (e) pres de l'extrémité de la fissure est d'environs

e ~107 mm.
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Fissure

Fig. I1I-4 (a) Un quart de I’éprouvette avec un maillage grossier soumis a un
déplacement vertical uniforme sur le bord supérieur, la zone du sous-modeéle (r =0.4
mm) est encadrée (b) sous-modeéle EF semi-circulaire avec maillage fin. Les lignes en

trait fort représentent les chemins suivant lesquels sont extraits les résultats

numériques.

Nous avons également utilisé une autre méthode basée sur le remaillage des zones
déformées pour surmonter le phénomene de distorsions des éléments au voisinage du fond
de fissure. Cependant, contrairement a la méthode de sous-modélisation, la méthode de

remaillage rencontre des problemes de divergence lorsqu’on impose des chargements

A>115.

I11.4.3. Zone coeur dans les matériaux en caoutchouc

Il est maintenant bien reconnu en mécanique de la rupture que les contraintes et les
déformations qui deviennent localement tres élevées a la pointe de la fissure donneraient
lieu & une zone de dommage, appelée zone coeur. En petites déformations, cette zone est
trés limitée, ce qui permet de supposer qu’elle peut étre réduite a un point pour les
problemes plans. L'existence d’une zone coeur a la pointe de la fissure dans les matériaux
de type caoutchouc a également été évoquée dans la littérature [85,89]. Nous soulignons

qu'une zone ceceur délimitée par un cercle de rayon r, qui est approximativement de
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l'ordre de 102, a été mise en évidence dans le présent travail, comme illustré sur la
Fig. III-5a. En effet, dans cette région entourant la pointe de la fissure soumise a une
déformation complexe, la déformation est significativement différente de celles a
I'extérieur Fig. III-5b. Par conséquent, les champs de contraintes et de déplacement en
fond de fissure dans le modele numérique, sont évalués en dehors de la zone coeur c.-a-d.

pour I >r.

(a) (b)

LE, Max. Principal
(Avg: 75%)

A=1.25
u=1.5 MPa P

v=0.49 ‘ T~

Fig. ITI-5 (a) Mise en évidence de la zone cceur dans le sous-modele. (b) variation de

la déformation principale maximale logarithmique dans le sous-modele.

II1.4.4. Calcul de 1'angle d'ouverture de la fissure

Les élastomeres présentent une élasticité réversible non linéaire pour des déformations
modérées. Le coefficient de Poisson de ces matériaux est proche de 0,5, mais il n'est
jamais égal a 0,5 [141]. En effet, les matériaux élastomeres sont des matériaux dits quasi-
incompressibles. Typiquement, les valeurs du coefficient de Poisson se situent entre 0,45

et 0,49995 [142).

Dans cette étude, les simulations par éléments finis ont été réalisées sur la base

d'un matériau néo-Hookéen quasi-incompressible dont les propriétés sont les suivantes :
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U, =1.5,3,5 (MPa) et v, =0.45,0.49. Les résultats numériques nous permettent d'évaluer

les profils déformés de la fissure (voir Fig. III-6 et Fig. III-7), pour les conditions de
charge en mode I, avec ®@=179deg. Notez que 1'analyse par la MEF a été effectuée pour

une extension maximale 1~1.25.

Pour vérifier I'influence du type de chargement sur le profil déformé de la fissure,

une analyse EF a été effectuée en appliquant sur l'échantillon un déplacement u, =+A
ou une contrainte Sy . Les évolutions des profils obtenus sont rapportées sur les Fig. I1I-6
et Fig. III-7, respectivement. Les résultats numériques suggerent que lorsqu’on impose
une contrainte Sy , le profil de 'ouverture de la fissure dépend fortement des propriétés
du matériau (Fig. I1I-6). De plus, 'angle d’ouverture de la fissure a tendance a étre plus
grand pour les matériaux plus mous c.-a-d. 1, =1.5(MPa) et v, =0.45. Il faut noter que
des résultats similaires ont été obtenus pour d’autres contraintes imposées. Cependant,
la situation est différente dans le cas d’un déplacement imposé U, =tA. En effet, il a
été constaté que le profil d’ouverture de la fissure est indépendant des propriétés du
matériau (Fig. I1I-7), quelle que soit la valeur d'étirement appliquée. Ce résultat signifie

que les derniéres conditions aux limites peuvent étre généralisées pour plusieurs types de

matériaux élastomériques.
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0,06 |

0,05

0,04 A

0,03 -

X, (Mm}

0,02 -

0,01 A

X, (mm)

Fig. III-6 Profils de la fissure déformée et leurs ajustements paraboliques pour une

contrainte S, =0.9MPa appliquée et pour différents g, et v, .

0,25 =
A=1.25 u=1.5,3, 5 (MPa)
v,=0.45, 0.49

0,20
— 0,15 1
£
E
> 0,10 1

0,05

0,00 ‘ ‘ '

0,4 -0,3 0.2 0.1 0.0

X4 (mm})

Fig. ITI-7 Profils de la fissure déformée et leurs ajustements paraboliques pour des

niveaux successifs de A appliqués et pour différents 4, et v, .

Sur la base de ces résultats, la fonction & a été estimée en déterminant 1'angle
d'ouverture numérique de la fissure, c.-a-d. @ pour chaque niveau élongation A pres de
la pointe de la fissure. En fait, pour pouvoir s'approcher de 1'extrémité de la fissure, le

parametre p a été optimisé. En effet, pour un p <0.02 mm (tres pres de l'extrémité de
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la fissure), nous avons constaté qu'il existe une divergence entre les résultats de I'EF et
ceux prédits analytiquement. De ce fait, le rayon p, =0.02 mm semble représenter une
valeur critique pour les conditions aux limites. Par conséquent, 'Eq. (II1.50) ne serait

valable qu’a l'extérieur de la zone de rayon p, autour de la pointe de la fissure.

Tout d'abord, 1'angle d'ouverture de la fissure  a été déterminé par la méthode
des éléments finis, pour p=0.02, m=-0.49 et pour cinq valeurs d'étirement A . Ensuite,
le parametre & a été calculé a l'aide de 'Eq. (II1.50), pour différentes valeurs de A, ainsi
les points obtenus (&£, A) ont été ajustés par la fonction polynomiale suivante, comme

le montre la Fig. III-8a :

& (ﬂ) =-5370.5820441° +37312.762121° —107864.32861" +166041.71521°

(II1.55)
—143517.74634% + 66023.744811 —12623.78769

L'équation analytique de € peut étre déduite en substituant 'Eq. (II1.55) dans

I'Eq. (II1.49), de sorte que les constantes C_, ,, de 1I'Eq. (II1.54) peuvent étre

déterminées pour différentes charges A. Enfin, les valeurs numériques de 8 provenant
de 'Eq. (II1.49) ont été rapportées a Fig. I1I-8b, en fonction de 4. Cette figure montre
que la courbe analytique (Eq. (I11.49)) correspond tres bien aux points numériques, ce

qui renforce la validité de la fonction polynomiale choisie £(4) donnée a I'Eq. (II1.55).
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Rapport d'étirement A Rapport d'étirement 4

Fig. I1I-8 Paramétres (a) £(4) et (b) 6(1) en fonction de A.

II1.5. Vérification de la validité des champs de contraintes

et de déplacements proposés

Dans cette section, deux aspects ont été mis en évidence. Le premier est la nette différence
des champs de contraintes et de déplacements, au voisinage du fond de fissure, issus de
la théorie développée dans ce travail et ceux calculés dans le cadre de la MLER. Le
second est le bon accord entre les résultats de 'approche proposée et ceux issus des

simulations par la MEF.

II1.5.1. Comparaison entre ’approche proposée et la théorie de la

MLER

Le déplacement normalisé, U/a=\/u?+u> / a, et la contrainte de Von-Mises normalisée
Oum) / U, (voir annexe C), obtenus avec I'approche proposée dans le présent travail sont

reportés, en fonction des résultats issus de la théorie MLER, sur les Fig. III-9a et

Fig. III-9b, respectivement, pour A=1.15, v;=049 et O=[0,n. Ces graphiques
montrent qu'il existe une différence majeure entre les deux théories. Cette différence est

probablement liée, d’une part, a la non-linéarité du comportement pris en compte dans
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le modele proposé, et, d’autre part, a la limite de validité de la théorie de la MLER pour

I'extension 4=1.15.

(a)
0,14
/ 20 4 _
5e-3 / R > —&— r=0.001 (mm)
0,12 A ' e —4&— 1=0.005 (mm)
o - p —0— 1=0.02 (mm)
0,10 / 1541 o roostm
/o === Famf=o ko
g 00810 :
= 0 le-4
- 0,06 -
- r=0.001 (mm)
0,04 A —24— 1=0.005 (mm)
—O— r=0.02 (mm)
002 1 —— r?0.0S(gnm)
——= UYa=U"/a
0,00 # T T T
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

U©/a

Fig. I11-9 (a) Déplacements normalisés U " / a en fonction des déplacements normalisés

U®©@/a (b) contrainte de Von-Mises équivalente normalisée 0'(‘\,M) / 4, en fonction de la

contrainte de Von-Mises équivalent normalisé O'((\?RA) / Uy -

II1.5.1.1. Vérification numérique du modele

Dans cette partie, les prévisions analytiques issues de ce travail et les résultats de la
MEF, en termes de champ de contraintes et de déplacements, sont examinés et comparés.
Dans le cadre de la théorie de la MLER, un état de contrainte triaxiale se produit pres
de l'extrémité de la fissure [89]. Cependant, les résultats théoriques [48,54,143] et
expérimentaux [45] ont montré que, pour les matériaux caoutchouteux, les champs de
contraintes (ou de déformations) pres de 1'extrémité des fissures sont presque uniaxiaux.
En effet, pour un matériau incompressible néo-Hookéen, Stephenson [60] a montré que

la singularité dominante correspond a o,, a l'extrémité de la pointe de la fissure. Par

conséquent, cette étude se concentrera sur l'état dominant des contraintes et des

déplacements a l'extrémité de la fissure.
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Les équations (II1.27) et (II1.34) ont été utilisées pour calculer le déplacement
vertical U, (suivant la direction du chargement), et la contrainte de Cauchy, O'Zé2 , pour
différentes propriétés du matériau. Les résultats obtenus sont reportés, respectivement,
sur les Fig. III-10 et Fig. III-11 et ils sont comparés a ceux issues des simulations
numériques. Ces figures montrent un bon accord, avec des écarts raisonnables, entre les
prédictions analytiques et les résultats numériques. Les écarts observés sont de plus en
plus grand, a mesure que 'on s’éloigne du fond de fissure. Ils atteignent un maximum de
24.1 % pour les déplacements, & un rayon r = 0.25 mm. Une influence significative du
module de cisaillement g4, peut étre observée sur la contrainte normale, contrairement
au déplacement vertical qui s’avere indépendant de g, . Bien que, les résultats ne sont
montrés que pour le cas ou le coefficient de Poisson v,=0.49 et les orientations
60 =0,45,60°, les mémes tendances ont été observées pour un v, =0.45 et différentes

valeurs de 6. Rappelons que pour @=0 le déplacement normal est nul, c.-a-d.

u,(r,0=0)=0.
a b

0.10 (@) 010 (b)
B --- Cetravail, A=1.05 | 6=45° -—— Cefravail, 2=1.05 | 6=60°
E v MEF, 2=1.05 v MEF, i=1.05
;; 0087 ce travail, A=1.15 0.08 1| — e travail, 2=1.15 | #=1.5, 3, 5 (MPa)
= = MEF, 1=1.15 #=1.5,3, 5 (MPa) =  MEF, i=1.15 g
2 4064 | —— Cetravail, A=1.25 0o6 {| — Cetravall, 1=1.25 -
= ¥ ; i -~
© ® MEF, 21=1.25 ® MEF, A=1.25 - .
> — - [ ]
— , = P v,=0.49 - .
= g4 | Vo 049 - . 004 ] ° A7 e =
[ - L] ~ [ u
= T e ® . 7 a -
] P [} a < . . "
Q P n " < . n
© 0024 P ) a " 0,02 1 “ u J_—
o P " _ /./ a " e S
@ [ 4 gy TN [
o RS S S S RS S

0,00 W=7 : ‘ ‘ ‘ ‘ 0,00 #=—T_ . . ‘ ‘ '

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
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Fig. III-10 Comparaison entre les prédictions du déplacement vertical obtenues a

partir des simulations EF, u

(FEM)
y

, et les résultats analytiques, U, , en fonction du rayon

r, pour trois valeurs de g, et a différent niveaux successifs de 4 (a) @=45° (b)

6=60°.
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Fig. III-11 Comparaison entre les prédictions de la contrainte normale obtenues a

partir des simulations EF o

(FEM)
22

et les résultats analytiques oy, , en fonction du rayon

r, pour trois valeurs de g, et a différents niveaux de chargements 4 (a) =0° (b)

0=45°.
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La méme analyse a été réalisée en examinant I'influence du coefficient de Poisson
sur le déplacement et la contrainte suivant la direction de chargement, pour 4A=1.15,
comme illustré sur les figures Fig. III-12 et Fig. III-13, respectivement. Il semble que
I'influence du coefficient de Poisson sur les champs élastostatiques est relativement faible
a la pointe de la fissure. Il faut noter que des résultats similaires ont été obtenus pour

tous les niveaux de charge, ainsi que pour d’autres valeurs de g, et de 6.
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Fig. III-12 Comparaison entre les prédictions du déplacement vertical obtenues a

(FEM)

partir des simulations EF, u;

, et les résultats analytiques, U, , en fonction du rayon

r, pour différentes valeurs du coefficient de Poisson v, (a) 8=45° (b) 68 =60°.
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Fig. I11-13 Comparaison entre les prédictions de la contrainte normale obtenues a

(FEM)

partir des simulations EF, 0,, ", et les résultats analytiques, 02{2 , en fonction du

rayon r, pour différentes valeur du coefficient de Poisson v, (a) 8=0° (b) 6 =45°.

Les valeurs correspondant aux contraintes équivalentes de Von-Mises ont été
également calculées, et les résultats sont reportés sur la Fig. III-14 en fonction du rayon
r. Ce graphique montre clairement une bonne concordance entre les résultats numériques
et les prévisions analytiques de la théorie proposée dans ce travail. Nous avons noté aussi

ue I'influence des propriétés du matériau , Vo )sur les contraintes équivalentes de Von-
q prop 01 Vo q

Mises est similaire a celle observée pour la contrainte normale.
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Fig. III-14 Comparaison entre les prédictions de la contrainte équivalente de Von-

(FEM)

Mise obtenues a partir des simulations EF Tum)

et les résultats analytiques G(CVM ) en

fonction du rayon r, pour différentes charges A (a) 6=0° (b) 0=45°.

Pour évaluer la précision de notre modele, nous avons calculé le rapport

FEM)

O'((VM) / O'((VM) et nous avons reporté les résultats sur la Fig. I1I-15 pour différentes charges

A. Nous pouvons observer une bonne cohérence entre les résultats numériques et

analytique, sauf treés proche de la pointe de fissure, c.-a-d. r —0.

Tous les résultats présentés ci-dessus confirment la validité du modele dans le cas

des matériaux néo-Hookéen quasi-incompressibles, sous un chargement en mode 1.
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Fig. III-15 Rapport des contraintes équivalentes de Von-Mises Tum) / Ty €N

fonction du rayon r, pour différentes valeurs de chargements A (a) =0° (b)

0 =45°.
I11.5.2. Bilan du Chapitre III

Dans ce chapitre, une théorie a été développée, conduisant a établir des équations des
champs de contraintes et de déplacements a proximité de la pointe d'une fissure, pour
des matériaux néo-Hookéen quasi-incompressibles et isotropes, en mode I. Cette théorie
est basée sur la linéarisation de l'équation constitutive, de sorte qu'elle puisse étre
considérée comme une extension de la théorie MLER. Il a été montré que les champs
calculés a partir de la théorie proposée sont qualitativement en accord avec les résultats
obtenus par les simulations numériques par la MEF, et significativement différent de
ceux prévus par la théorie MLER, ce qui suggere la validité de I'approche développée
dans ce travail. Par conséquent, les résultats analytiques peuvent contribuer, par

exemple, a vérifier rapidement la validité des schémas numériques complexes.
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Conclusion générale et perspectives

La maitrise de I’élaboration et la conception des pieces, passe par une connaissance
précise de leur comportement sous diverses sollicitations, pour limiter les risques relatifs
aux défaillances. De nombreuses fissurations interviennent sur des éléments de structure
n’entrainant pas de dégats majeurs ou les procédures de controles et de réparations, bien
que couteuses, permettent d’en réduire 'importance. Ce travail de recherche avait
pour objectifs de mieux comprendre et d’analyser le comportement mécanique
des matériaux en petites et en grandes déformations, afin d’améliorer la description des
mécanismes de fissuration, et la possibilité de formuler des criteres de rupture efficace

capables de prédire I'initiation et la direction de propagation des fissures.

Une étude préliminaire élaborée dans le chapitre I a permis de fixer le cadre de
travail de cette these en présentant les techniques analytiques et numériques développées
en mécanique de la rupture, pour appréhender les phénomenes de rupture des matériaux
fragiles et hyperélastiques. De ce bilan, nous retiendrons deux résultats importants. En
premier lieu, le concept de la mécanique configurationnelle basé sur le tenseur de
contrainte d'Eshelby, peut étre un outil puissant pour formuler des criteres de rupture.
En second lieu, la complexité du comportement a la rupture des matériaux
hyperélastiques, comme les caoutchoucs, qui est principalement dus aux non-linéarités
géométriques et matérielles, rend relativement difficile la formulation des champs de
contraintes et de déplacements en fond de fissure, ainsi que 1’élaboration des criteres de

rupture.

Apres les rappels théoriques sur la mécanique configurationnelle, il a été démontré
que les criteres basés uniquement sur les valeurs principales et sur la contrainte de von-

Mises existant dans la littérature, ne prennent pas rigoureusement en compte tous les
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aspects du comportement du matériau. Dans ce contexte, la deuxieme partie de ce
mémoire a été dédiée a la construction d'une nouvelle grandeur prédictive d’initiation et
de direction de propagation d'une fissure, dans le cadre de la mécanique
configurationnelle linéaire. Ainsi, nous avons donc exploité les propriétés du tenseur des
contraintes d’Eshelby pour exprimer un nouveau critere, en utilisant la densité d'énergie
de déformation (SED). Les résultats obtenus suggeérent que notre modele fournit des
prévisions plus précises que les autres modeles conventionnels présentés dans la
littérature. Finalement, la capacité de la valeur critique maximale du parametre SED a
représenter un critere d'initiation de fissure a été évaluée avec succes, en utilisant des

données expérimentales.

La derniere partie de I'étude a été consacrée a l'analyse de linfluence d’une
discontinuité géométrique sur les champs mécaniques, dans le cas des matériaux
élastomeres. En effet, une nouvelle approche permettant de déterminer les champs
asymptotiques de contraintes et de déplacements au voisinage de la pointe de la fissure
dans la configuration déformée a été développée, pour des matériaux hyperélastiques néo-
Hookéen, quasi-incompressibles et isotropes. L’originalité de cette théorie réside dans la
formulation de nouvelles conditions aux limites dans la configuration déformée, reflétant
ainsi la réalité d’une structure déformée. Ensuite, la pertinence de ce modele a été prouvée
a l'aide de la méthode des éléments finis, en utilisant le logiciel commercial Abaqus.
L’approche actuelle a permis d’obtenir des résultats qualitativement en accord avec les
résultats issus des simulations numériques par la MEF, et significativement différent de
ceux prévus par la théorie MLER. Un des avantages majeurs de cette théorie est le calcul
du champ de contraintes et de déplacements au voisinage du fond fissure, avec

uniquement la connaissance du module rigidité et du coefficient de Poisson.

Quelques perspectives intéressantes s’ouvrent a l’issue du travail présenté dans ce

manuscrit.
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e Vérifier la validité du critere de rupture en utilisant la méthode des éléments
finis.
e FEtendre l'idée de ce critere au cas des matériaux élastomeres qui ont un

comportement hyperélastique.

Concernant 'étude des champs asymptotiques hyperélastiques, elle pourra se

poursuivre suivant de nombreux axes, comme :

e Améliorer la précision des champs de contraintes et des déplacements de notre
modele, en développant les équations jusqu’au deuxiéme ordre, afin de prendre en
compte les non-linéarités géométriques.

e Etendre la théorie proposée au mode mixte (I +1I).

e Exploiter les équations analytiques proposées pour étendre le critére de Sih (1974)
aux cas de sollicitations en grande déformation.

o Développer les équations de la théorie proposée en contraintes planes.

e Etendre cette étude a d'autres types d’élastomeéres, avec des lois de comportement

plus complexes (Mooney-Rivlin, Ogden...).
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Annexe A

En coordonnées cartésiennes, le déterminant du tenseur du gradient de déformation est
défini comme suit :

1
J deijk epqr l:ip qu l:kr’ (Al)

ou g,, est le symbole de permutation Levi-Civita.

Les composantes du tenseur de gradient de déformation sont définies comme suit :

FTS :5I'S +HI"S’ (A2)

ou 0, est le symbole de Kronecker et H  désigne les composantes du tenseur de gradient

de déplacement.

La substitution de (A.1) dans (A.2) aboutit a :
1
J= 2 € (3 +Hip ) (810 +Hig ) (S + Hi ) - (A3)

L’équation (A.3) peut étre développée comme suit :

1

‘]:1+€(€ijkepjk Hip+ € €ige Hijg+ S S ka)

) . (A.4)

+6(Eijkequ HiHiot €i€pr HipHie+ € Eigr quHkr)+gEijkepqr HipH o Hes

ou

E(eijkepik Hip+ Si i Hig+ Si e Hkr): Hyy +Hyp + Hyy =trH,

(A.5)

et
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1 1
E(eijkequ HipH o+ € HpHe+ €€, quHkr):E[(tr H)z_tr(HZ)]_ (A.6)

La combinaison de (A.4)-(A.6) permet de réécrire le tenseur de gradient de

déformation J comme suit :

1
J =1+trH+E[(trH)2—tr(Hz)}+detH. (A7)

Il convient de mentionner que (trH)2 et (tr HZ) sont respectivement des termes

quadratiques et de troisieme ordre par rapport a H.
Nous supposons que J est linéaire dans H, qui est donné par :

Jx1+trH+o(trH). (A.8)
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Annexe B

La substitution de 1'Eq. (II.13), c-a-d. Ha~H®+HY, dans I'Eq. (II1.15) permet

d'écrire :

O'M//JO :((H(0)+H(l))+(H(0)T +H(1)T)+(H(0)+H(1))(H(0)T +HOT ))tr(H(0)+H(1))

(B.1)
_(H(O) + H(l))<H(0)T + H(l)T)

L’équation (B.1) peut étre développée comme suit :

0) ¢ 4(1
o-n(/lu _ H(O)+H(1)+H(0)T +H(1)T +H(0)H(0)T+H()H()T+ tr(H(o))
0 HOHOT L 4O yOT
HO L HY L yOT L O™ L 4O ROT L O yOT 4
+ tr(H(l))
HOHOT L 4O yOT
_(H(O) HOT L HOHOT L O HOT L y® H(l)T)

(B.2)

6™ 1ty =(H + HOT 1 HOHOT)tr(HO )~ (HO HOT )

+(HO 4+ HET 4 HE HET L HO HOT O HOT )t (HO)
( HOT -+ HO HOT 1 HO HOT 4 HO HET e ()
( W1 ;4O

HOT )+(H(1) +HOT L O gOT )tr(H(l))_(H(l) H(l)T)

W,
(B.3)

+(HO +

_(H©

HY H

En utilisant les Egs. (II1.15) et (B.3), nous pouvons écrire :
" [t~ X 1ty + 2 1ty + X0 1y (B.4)

where £/, :(H(O) +HOT L HO HOT )tr(H(O))_(H(O) H(O)T)

E(l)/,uo _ (H(l) LHYT L HO ROT L O HOT @) y@T )tr(H(O))

+(H(°) +HOT L HO RO L O ROT L O yOT )tr(H(l))_(H(o) HOT L @ H(O)T)
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and = /py = (HY + HOT 4+ HO HOT ) tr(HO )= (HO HOT),
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Annexe C

Nous avons calculé la norme de déplacement normalisé de la théorie MLER, a partir des

Egs. (I.8) et (II1.24), comme suit :

U(O)/az\/[uﬁo)]z +[u§°)]2/a (C.1)

A partir des Egs. (II1.27), (II1.31) et (IIL.32), la norme de déplacement normalisé

de la présente théorie peut s'écrire sous la forme :

U /a=Ju>+u? /a (C.2)

A partir des Egs. (I.5) et (II1.33), la contrainte équivalente de Von-Mises normalisée

de la théorie MLER est donnée par :

Gy / Ho = 1\/5 \/(agro) —ol )2 +(of) —ol )2 (o0 —ol )2 +60.) (C.3)

Ho

Nous avons calculé la contrainte équivalente de Von-Mises normalisée de la théorie

actuelle en utilisant les résultats de 1'Eq. (II1.34) comme suite :

Oty o = ?w(afr ~oyy) +(ohy—0L) +(oh—os ) +60, (C.4)
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Résumé

L'utilisation croissante de matériaux caoutchoutiques nécessite le développement de divers moyens de
calcul robustes pour prédire la rupture de ces matériaux. L'objectif principal de la thése est la
contribution a I'analyse de la fissuration de ce type de matériau, dans le cadre d’un régime quasi-statique.
Deux études ont été développées a cet effet. La premiere concerne la formulation d'un nouveau critere
de rupture en élasticité linéaire isotrope, qui est basé sur le tenseur de contraintes d'Eshelby. Ce critére
est capable de prédire a la fois l'initiation et la direction de propagation d’une fissure, sous un chargement
en mode mixte I/Il. Les résultats obtenus sont comparés aux données théoriques et expérimentales
disponibles dans la littérature et un bon accord a été observeé, ce qui a confirmé la validité du critere
proposé. La deuxiéme partie de la thése a été consacrée a l'analyse asymptotique des champs de
contraintes et de déplacements a la pointe de la fissure, dans le cas d'un matériau hyperélastique néo-
Hookéen, quasi-incompressible et isotrope, sous un chargement en mode |. La validité des équations
développées a été vérifiée a I’aide des simulations par la méthode des éléments finis, en s’appuyant sur
les résultats de la théorie, déja éprouvée, de la Mécanique Linéaire Elastique de la Rupture (MLER).

Mots clés : Critére de rupture ; Mécanique configurationnelle ; Tenseur de contraintes d’Eshelby ;
Champs élastostatiques ; Matériaux néo-Hookéen ; Analyse asymptotique ; Méthode des éléments finis.

Abstract

The increasing use of rubber materials requires the development of several robust computational means
to predict the failure of these materials. The main objective of the thesis is a contribution to analyze
cracking of this type of material under a quasi-static regime. Two studies have been developed for this
purpose. The first concerns the formulation of a new isotropic linear elasticity failure criterion, which is
based on Eshelby's stress tensor. This criterion is able to predict both crack initiation and direction of
propagation under mixed mode I/1l loading. The results obtained were compared with theoretical and
experimental data available in the literature and good agreement was observed, confirming the validity
of the proposed criterion. The second part of the thesis was devoted to the asymptotic analysis of the
stress and displacement fields at the crack tip, in the case of a neo-Hookéan hyperelastic, quasi-
incompressible and isotropic material under mode | loading. The validity of the developed equations
was verified by means of finite element simulations, based on the results of the proven Linear Elastic
Fracture Mechanics (LEFM) theory.

Keywords: Failure criterion; Configurational mechanics; Eshelby stress tensor; Elastostatic- fields;
neo-Hookean materials; Asymptotic analysis; Finite element method.
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