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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons a l'étude des quaternions et leur utilisation dans la
représentation des rotations en 3D. Notre objectif principal est de montrer comment les quaternions
permettent d’éviter des problemes liés aux angles d'Euler, notamment le phénomene de blocage de
cardan
En premier lieu, nous avons présenté les notations de base sur les quaternions ainsi que leurs
propriétés les plus importantes.

Ensuite nous avons introduit leur application dans les rotations tridimensionnelles et comparé

leur efficacité avec d’autres méthodes classiques.

Mots-clés : Quaternions, rotations 3D.
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Introduction générale

Les quaternions sont une extension des nombres complexes qui ont trouvé des appli-
cations majeures dans divers domaines des mathématiques, de la physique, de 1'infor-
matique et de I'ingénierie, notamment pour la représentation des rotations dans 1'espace
tridimensionnel.

Introduits au 19°™ siecle par le mathématicien irlandais William Rowan Hamilton, les
quaternions ont révolutionné la maniére de modéliser les mouvements dans l'espace en
offrant une alternative plus efficace et plus stable que les systémes classiques tels que les
matrices de rotation ou les angles d’Euler.

Dans le cadre des rotations tridimensionnelles, les quaternions offrent plusieurs avan-
tages notables, tels que la capacité a éviter le blocage de cardan ; un phénomeéne limitant
les rotations lorsqu’un axe d’orientation se retrouve aligné avec un autre et la possibi-
lité de réaliser des interpolations plus fluides et naturelles entre différentes orientations,
notamment a travers des méthodes comme la slerp (Spherical Linear Interpolation).

Au-dela de leur utilisation dans le domaine des mathématiques, les quaternions sont
devenus essentiels dans de nombreux secteurs technologiques. Des jeux vidéo et des
animations 3D a la robotique, en passant par les systemes de navigation spatiale, les qua-
ternions permettent une gestion plus précise et efficace des rotations, ce qui est crucial pour
le bon fonctionnement de nombreuses applications en temps réel. Leur capacité a fournir
une description compacte et stable des rotations dans des systéemes tridimensionnels fait
d’eux un outil incontournable dans la modélisation de mouvements complexes.

Ainsi , il est possible de souligner 1'importance croissante des quaternions dans des
domaines allant de la réalité virtuelle a la simulation, en passant par la conception de
robots autonomes et la navigation spatiale, o1 la gestion de 1’orientation et de la position

est fondamentale.



Notations

Ce manuscrit est composé essentiellement de deux chapitres.
Le premier chapitre est consacré a donner une présentation générale des quaternions.
Nous donnons quelques unes des leurs propriétés essentielles.
Le deuxiéme chapitre est consacré aux liens entre quaternion et rotations dans I'espace.

Le mémoire se termine par une conclusion.



CHAPITRE

1 Une introduction aux

quaternions

1.1 Historique des quaternions

La problematique des nombres complexes a suscité un grand intérét parmi les mathé-
maticiens de 18°™¢ et du 19°™¢ siecles.

Existe-t-il & un équivalent aux nombres complexes en dimension trois ? La réponse a
cette question n’était pas évidente, et de nombreux mathématiciens y compris Hamilton,
se sont penchés sur ce sujet.

Au début des années 1830 Hamilton a commencé a développer (étendre) les nombres
complexes, ajoutant une unité imaginaire ”j” pour les nombres complexes (a + bi) en 2D.
Sonbut était de trouver des nombres complexes en 3D qui pourraientt étre représenté par le
triplet: a+bi+cjoui* = j2 = —1 de telle sorte que la multiplication des triplets soit comme

le produit des nombres complexes (en particulier; la multiplication soit distributive et

commutative). Considérons
Z:ll+bi+Cj, Z1 :a1+b1i+C1jet22 :a2+b2i+c2j.
Alors, nous obtenons

Z1+ 2p = (ﬂl + bll + C1j) + (612 + bzl + Czj)

=a;+a, + (bl + b2)l + (C1 + C2)j



1.1. Historique des quaternions

et
22 =(a+ bi+cj)(a +bi+cj) = a?— b —c? + 2abi + 2acj + be(ij + ji)......... (1)

En utilisant la commutativité,

z> = a* — b* — ¢* + 2abi + 2acj + 2bcij

Chaque matin, les enfants de Hamilton (Archibald et William Edwin) lui pose la
question suivante : "Eh bien, papa, pouvez-vous multiplier des triplets ?"

Il répondait Non, je ne peux que les additionner et les soustraire.

Aussi, il souhaitait que la norme d’un produit de deux triplets soit égale au produit

des normes associées,
(@ + bi + cj)[* = |(a + bi + cj)(a + bi + cj)| = |(a + bi + cj)|la + bi + cj]........ (2)
Cela est vrai si ij = 0. En effet, dans ce cas, nous avons
|(a® — b* — ¢?) + 2abi + 2acj + 2bcij| = (@* + b* + c*)*.

Hamilton considére que le terme ij dans I'expression (1) ne devrait peut-étre pas écrit
comme un double produit, mais plutot sous la forme d"une somme ij + ji o1 ij = —ji, afin
de préserver 1'égalité souhaitée (2). Cela implique que la loi de commutativité n’est plus
respectée; il décide alors de poser ij = k et ji = —k. Ainsi, le probleme de la multiplication
de triplets de nombres réels nest pas a considérer dans un espace a 3 dimensions, mais
bien dans un espace a 4 dimensions.

L’ajout d"un troisieme terme imaginaire n’était qu'une partie de la réponse. Enfin, le 16
octobre 1843, alors qu’il se promenait avec sa femme le long du canal royal en Irlande, une
idée soudaine lui vint. Il réalisa comment les trois termes imaginaires pouvaient résoudre
tous leurs produits. la solution est g = a + bi + ¢j + dk avec # = j* = k* = ijk = -1,
et il les appela quaternions. Il profita de l'occasion pour immortaliser cet événement en
gravant les régles sur le mur du pont de Broome qu'il traversait a ce moment-la. En tant
qu’inventeur, il avait le droit de choisir les noms associés a la notation, comme lorsqu’il
appelle la partie réelle un nombre réel et la partie imaginaire un vecteur.

Sir William Rowan Hamilton est reconnu comme l'inventeur de 1’algebre des qua-

ternions, qui est devenue la premiére algebre non commutative a étre découverte. Pour
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1.2. Algébre des quaternions

résoudre le probleme, cela a pris plus de dix ans. Cette invention a fourni le premier cadre
mathématique pour manipuler des quantités vectorielles bien que cela ait été affiné par
le physicien théorique, chimiste et mathématicien américain Josiah Willard Gibbs (1839-
1903). Hamilton a atteint son invention par des voies algébriques et géométriques, car il
était évident pour lui que les quaternions avaient un potentiel géométrique significatif.
En 1853, Hamilton sort un ouvrage intitulé "Lectures on quaternions". Cependant,
n’étant pas satisfait de son travail et désireux de proposer un livre de qualité pour I'étude

des quaternions, il publie une version corrigée sous le titre "Elements of quaternions".

1.2 Algebre des quaternions

1.2.1 Opérations arithmétiques sur les quaternions

Les quaternions sont une extension des nombres complexes et sont composés de quatre

o

éléments. Un quaternion ”q” peut étre exprimé sous la forme
=1+ Qi+ qs] + qak

ol 41, g2 g3 et g4 sont des nombres réels et i, j et k sont des unités imaginaires qui satisfont
les relations suivantes :

=7 =kK=ik=-1.
Ces relations peuvent étre aussi écrites comme suit :
ij=k=—ji, jk=i=-kj, et ki=j=—ik. (1.2.1)
En particulier, les éléments i, j, k sont anticommutés deux a deux. Nous résumons la
multiplication des unités imaginaires dans le tableau ci-dessous :
x|1 i j k
1 i j k




1.2. Algébre des quaternions

L’ensemble des quaternions est noté H, i. e.,
H = {q1 + q2i + q3j + g4k : q1,92,93,91 € R}.

Définition 1.2.1. Soit
q:ql+[5]2i+EI3j+E]4k€7‘{.

Le nombre réel q, est appelé partie scalaire du quaternion q et est noté Sc(q). Le quaternion

q = qai + q3j + qak

est appelé partie vectorielle du quaternion q et est noté Vec(q). Si q = q, le quaternion q est dit

quaternion imaginaire pur ou simplement quaternion pur.

T=geHl|g=q}

est I'ensemble des quaternions purs.

Lemme 1.2.1. L'ensemble T est un sous-espace vectoriel de H de dimension 3, il est isomorphe i
R,
Démonstration. Soit

T = {ai + bj + ck, (b,c,d) € R’}

Nous avons T # ( car

0=0i+0j+0keT.

Soient

p=ﬂ1i+b1j+C1kET.

et

q:a2i+b2j+czk€T.

Nous avons

p+qg=(m+a)i+ (b +by)j+(c1+c)keT.

Soient A € R, g = ai + bj + ck € T. Nous avons
Ag = Aai + bj + ck) = (Aa)i + (Ab)j + (Ac)k € T.
Par suite, T est un sous-espace vectoriel de H. &

6



1.2. Algébre des quaternions

Lemme 1.2.2. Soit
C={geH:pg=qpVpecH}

le centre de H. Alors
C=R.

Démonstration. Puisque H est une R-algebre, alors R ¢ H. Nous avons R C C. En effet,
soit 2 € R nous avons

ap =pa Vp e H.

Réciproquement, g = a + bi + cj + dk € C, alors g commute nécessairement avec tous les

éléments de H, et en particulier avec i, j et k. Nous avons
gi = (a +bi+ cj +dk)i = ai + bi* + cji + dki = ai — b — ck + dj

et
iq = i(a + bi + cj + dk) = ai + bi* + cij + dik = ai — b + ck — d].
En égalant les deux expressions, nous obtenons
ai—b—ck+dj=ai-b+ck-dj
Ce qui donne
—2ck +2dj = 0.

Par conséquent,

c=d=0

car j et k sont linéairement indépendants. Un raisonnement analogue avec j et k conduit
également a b = 0. Ainsi g = a ce qui signifie que g est un réel. Finalement, Donc le centre

de H est exactement RR. g
Définition 1.2.2. Deux quaternions
P = p1+ pai+ psj + pak
et
q = q1 + qai + q3] + quk,
op,,qr €R, r€{l,...,4}, sont dits égaux et on écrit p = q si
pr=qr r€{l,... 4}

7



1.2. Algébre des quaternions

On peut définir les opérations d’addition, de soustraction et de multiplication pour les

quaternions. Soient
P =Ppitpaitps]+pak
et
q= 1+ g2l + qa] + qak,
oup,q, € R, refl,..., 4}, et A € R. Alors, on définit ces opérations comme suit :
1. Addition :
p+qg:=({p1+q)+ @p2+q2)i+(ps+q3)j+ (ps+ qu)k.
2. Sousrtraction :
p=q=(p1—q)+ P2~ q)i+(ps = q3)j + (ps — gu)k.
3. Multiplication par un réel :
Ap = (Ap1) + (Apa)i + (Aps)j + (Apa)k.
4. Multiplication des quaternions :
pq = (p1+ pai + paj + pak)(qr + Gl + q3] + Gak).
En utilisant les regles (1.2.1), nous obtenons
Pq = Pify+piqai + pigsf + prgak + paii + padai® + pagaif + pagaik
+Pa1] + Paqeji + padaf” + padajk + paqik + paqaki + paqskj + pagak®
= P+ pigal + piaf + prqak + paqii = paga + pagak = paqaj
+paq1] — P32k — Pads + psfai + paquk + pada] — paqsi — paqa,
ou d’une maniére équivalente,
Pq = (p1q1 = p2g2 = paqs = Pada) + (P1g2 + pagi + Pada = paqs)i
+(P1g3 — P2qs + P31 + paqa)j + (P1ga + p2gs — p3ga + paqa)k.
Exemple 1. Soientp =1+i+j+k,etq=1+j+k. Alors
pg = A+i+j+kA+j+k)
= 1+j+k+i+ij+ik+j+7+jk+k+kj+k
= 1+j+k+i+k—j+j-1+i+k-—-i—1

= —-1+i+j+3k



1.2. Algébre des quaternions

et
gp = A+j+kA+i+j+k)
= 1+i+j+k+j+ji+ P+ jk+k+ki+kj+k
= 1+4+i+j+k+j-k-1+4+i+k+j—-i-1
= -1+i+3j+k.
Remarque 1.2.1. De I'exemple précédent, il s’ensuit qu’en général pq # qp.

Dans le lemme suivant, nous donnerons quelques propriétés des opérations d’addition et

de multiplication des quaternions.
Lemme 1.2.3. Soient
p=p1+ipa+ jps+kps, g=q +iga+ jgs +kqaet r =ry +iry + jrs + kry, € H.

Alors, on a les propriétés suivantes :
1. Commutativité de I'addition :
pta=q+p.
2. Associativité de I'addition :
(p+a)+r=p+(q+r).
3. Distributivité de la multiplication par rapport a I'addition :
pg+r)=pq+pr
et
(q+1)p=qp+1p.
4. Associativité de la multiplication :
plgr) = (pq)r.

Démonstration. 1. Commutativité de I’addition : nous avons

p+q (p1 +ip2 + jps + kpa) + (q1 + ig2 + jg3 + kqa)

(P + q1) +i(p2 + q2) + j(p3 + q3) + k(pa + q4)

(g1 +p1) +i(q2 + p2) + j(g3 + p3) + k(qs + pa)
= (g1 +iq2 + jq3 + kga) + (p1 + ip2 + jps + kpa)

q+p-



1.2. Algébre des quaternions

2. Associativité de I’addition : nous avons

(p+q) +r ((p1 +1ip2 + jps + kpa) + (g1 + g2 + jg3 + kqa)) + (r1 + irp + jrs + kry)
= ((p1+q1) +i(p2 + q2) + j(p3 + q3) + k(ps + q0)) + (r1 + ir2 + jrs + kry)
= ((pr+q0) + 1) +i((p2 + q2) +12) + j(p3 + q3) + 73) + k(P4 + qa) +74)
= (1 + (g1 + 1)) +i(p2+ (g2 +12) + j(p3 + (93 +73)) + k(pa + (94 + 14))
= (p1+ipo+ jps +kps) + (g1 +11) +i(q2 + 12) + j(g3 + 13) + k(g + 74))
= (p1+ip2+ jps + kps) + (g1 + iq2 + jqs + kqa) + (r1 +ir2 + jrs + kry))

= p+(q+n).

3. Distributivité de la multiplication par rapport a I’addition : nous avons

p(g +7) (p1 +ip2 + jps + kpa)((q1 + 192 + jg3 + kqa) + (11 + irp + jr3 + kry))
= (1 +ip2+ jps + kpa) (g1 + 11) + (g2 + 12) + (g3 + 13) + k(Ga + 74))
= (p1(q1 + 11) = p2(q2 + 12) — pa(gs + 13) — pa(qa + 14))
+i(p1(q2 + 12) + p2(qr + 11) + pa(Ga + 14) — pa(gs + 13))
+j(p1(qs + 13) — p2(qa + 14) + pa(g1 + 11) + pa(ga + 12))
+h(p1(qa +74) + p2(qs + 13) = p3(q2 + 12) + palqa +11))
= (P11 + P11 — pag2 — para = Pads — Pals = Pafs = Pats)
+i(p1g2 + piray + padi + pary + Pafa + psts = Pads = Pats)
+](p1qs + 173 — Paga — Para + psqr + Pary + Paqa + par)
+k(p1ga + p1ra + paqs + pars — paz = Para + paqy + par1)
= (11 = Pag2 = p3q3 = Paqs) + (Prg2 + paga + P3qs — paqs)i
+(p143 = p2qa + paqr + paga)j + (P14s + p2gs — psqz + paqu)k
+(p11r1 — par2 — Pars — pPata) + (p1ra + par1 + para — pars)i

+(p173 — para + par1 + para)] + (p1ra + pars — para + P47’1)k

= pq + pr.
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1.2. Algébre des quaternions

Nous avons aussi

(g+rp ((q1 + 192 + jq3 + kqa) + (r1 +iry + jrs + kry))(p1 + ip2 + jps + kps)
= (1 + 1) +i(q2 + 12) + j(q3 + 13) + k(qs + 74))(p1 + ip2 + jps + kpa)
= (1 +7r)p1 = (G2 + 12)p2 = (g3 + 13)p3 = (qa + 14)pa)
+i((q1 + r1)p2 + (G2 + 12)p1 + (43 + 73)pa — (G4 + 74)p3)
+j((q1 + 11)ps — (G2 + r2)pa + (g3 + 13)p1 + (G4 + 14)p2)
+k((q1 + r1)pa + (2 + 12)ps = (g3 + 13)p2 + (G4 + 1a)p1)
= (@p1 +1p1 = qap2 = T2P2 = q3P3 = T3P3 = GaPa = Tapa)
+i(qupz + 11p2 + Gop1 + 1ap1 + GaPa + 13Ps = Gaps = Taps)
+j(@1p3 + 11P3 = GaPa = ToPa + Gap1 + T3Py + Gapz + 1ap2)
+k((q1p + 11Pa + Gaps + 12P3 = Gap2 = T3P2 + qaps + Taph)
= (1P1 =~ QP2 = q3p3 = qapa) + (Q1P2 + G2P1 + q3pa — Gap3)i
+H(q1P3 = Gopa + Gapr + 4ap2)] + (1P + G2ps — qp2 + qapr)k
+(rpr — rap2 — 13ps — 1apa) + (NP2 + 1ap1 + 13ps — 14p3)i

+(r1ps — 1opa + 13p1 — rap2)j + (r1ps + 12p3 — 13p2 + rapr)k

= qp+1p.
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1.2. Algébre des quaternions

4. Associativité de la multiplication : nous avons

p(qr)

(p1 +ip2 + jps + kpa)((q1 + 192 + jqs + kqa)(r1 + iy + jrs + kry))
(p1 +ip2 + jps + kP4)((61171 — oty — qar3 — qars) + (q172 + qar1 + q3rs — Gar3)i

+(g173 = Gara + gar1 + qar2)j + (qars + Gors — g2 + q4r1)k)
(Pl(qm = f2r2 = G313 = qars) = Pa(qar2 = Gar1 + a7y + Gat3)
—p3(q17s + Gara + gar1 — Gar2) — pa(qars + qots — g2 + q4r1))
+i(p1(q1r2 + gar1 + qara — qar3) + p2(qir1 — Gata — G373 — Gals)
+p3(qars + Gar3 — Gar2 + qar1) — pa(qars — Gors + gar1 + 174V2))
+j(p1(q1r3 — oty + qar1 + qarz) — p2(qirs + otz — qsry + qary)
+p3(q171 — Gar2 — Gars — Gars) + pa(qar2 + gar1 + qars — q4r3))
+k(P1(OI17’4 + got3 — q3t2 + qat1) + po(qi73 — Gars + Gar1 + Gara)
—p3(qir2 + gar1 + qars — qars) + pa(qirs — Gata — qars — q4r4))
((Plfh = P22 = P3fs = Paqa)r1 + (=P1g2 — Padr + Pada + pags)r2
(=p1gs + p2qa — P31 = paq2)ts + (=p1ga — p2qs + psqz = P4fh)r4)
+i((P1q2 +Paf1 + pas = paqa)t1 + (Prq1 = pagz — Pafs = Paqa)ra
—(P19a + P23 — P32 + paqu)rs + (P1gs — paqa + paqa + P4672)V4)
+j((791!73 — P2 + P31 + paq2)t1 + (P14s + pags — psz + paqu)r
+(P1q1 — p2q2 — P33 — Paqa)ts — (Prgz + P2y + paqs — P4673)V4)
+k((Plﬂl4 + Paffs = P3z + paqu)ts — (P1gs — P2ga + paqi + paqa)ra

+(p192 + P2g1 — P39a — paq3)rs + (p191 — p292 — p3q3 — P4ﬂ4)7’4)
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1.2. Algébre des quaternions

et
(pq)r = ((pr +ip2+ jps + kpa)(q1 + iz + jgs + kqa))(r1 + ir2 + jrs + kry)
= ((p1q1 — P22 = Pafs = Pads) + (P1g2 + P21 + Pada — pag)i
+(P1g3 — P2 + p3qr + paga)] + (P14 + P23 — page + PMl)k)(Vl +iry + jr3 + kry)
= ((p1q1 — P2g2 = P33 — paqa)t — (Prgz + P21 + Pada — paga)r2
—(P193 = P24a + p3qr + paq2)ts — (P1ga + p2qs — paga + P4I11)V4)
+i((quz + P21 + P3fa — paqs)ts + (P11 = paga — Pafs = Paqa)r
~(P1q4 + P2g5 — P3q2 + paqn)is + (P143 — paga + paqu + mvh)m)
+f((P1613 — P2qs + p3qr + paq2)tt + (P1ga + p2gs — pade + paqa)r2
+(p1g1 — p2q2 — P33 — Paqa)rs = (Prgz + p2du + Pada — P4073)V4)
+k((P1Q4 + P2g3 — P3g2 + Paqi)r1 — (P1g3 — P2ga + p3qr + paga)r2
+(p192 + pagu + P3qs — paqs)rs + (P11 — pagz — paqs — P4‘74)74)'

Par suite,
p(gr) = (pq)r.

Ceci acheéve la démonstration du lemme. g

Dans le lemme suivant, nous donnerons quelques propriétés concernant la partie

scalaire d"un quaternion.

Lemme 1.2.4. Soient
p=p1+ipa+jps+kps, q=q1+iqa+ jgzs +kquetr =1y +iry + jrs + kry, € H.

Alors, nous avons

Sc(pqr) = Sc(qrp) = Sc(rpq).
Démonstration. Compte tenu des calculs du lemme précédent, nous avons
Sc(par) = pi(qar = gar2 = qar3 = qara) = pa(qar2 = Gal1 + Ga7'a + Gal3)

—p3(qirs + gars + qar1 — Gar2) — pa(Girs + Gorz — qata + qar1)
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1.2. Algébre des quaternions

et
Sc(qrp) = qi(rpr — rap2 — 13p3 — aps) — Ga(r1pa — Tap1 + 13ps + 14p3)
—q3(r1ps + ropa + 13p1 — 1ap2) — qa(r1ps + raps — r3p2 + 14p)
= pi(@ir = G2tz = G373 = ars) = p2(qara = o1 + G3ta + Gat's)
—p3(q173 + Gors + Gar1 — Gara) — pa(Gara + Gors — gata + qary)
= Sc(pqr)
et

Sc(rpq) r(p1g1 — P2g2 — P3qs — Paqa) — 12(p192 — p2g1 + P3qa + pags)

=73(P1q3 + paqa + pafi = Paqa) = 1a(p1ga + p2gs = pa2 + paqn)
= pulqar = Gor2 = qsrs = Gars) = pa(qara = oty + GaTs + Gal'3)
—p3(q173 + Gors + gar1 — Gara) — pa(Gara + Gors — Gata + qary)
= Sc(pqr)
= Sc(grp).

Ce qui acheve la démonstration. i

Notons que le quaternion

0+10+ jO + k0 = Ogy
est appelé I'élément neutre de I'addition ou le quaternion nul et le quaternion
1+i0+j0+k0 =1y

est le quaternion unité. Notons que l'inverse d'un élément p € H par rapport a I’addition

est —p.

1.2.2 Conjugaison

Définition 1.2.3. Le conjugué d'un quaternion q noté q est un quaternion qui inverse les signes

des parties imaginaires du quaternion q. 1l est défini comme suit : si ¢ = a + bi + cj + dk, alors
g=a-bi—cj—dk

Dans le lemme suivant, nous donnerons quelques propriétés de I'opération de conju-

gaison des quaternions.
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1.2. Algébre des quaternions

Lemme 1.2.5. Soient p,q € H. Alors

1. Le conjugué du conjugué d'un quaternion est le quaternion original. Autrement dit,
P=r

2. Le conjugué de la somme est la somme des conjugués. Autrement dit,

pra=p+q.
3. Le produit d'un quaternion par son conjugué est un nombre réel non négatif. Nous avons
PP=PP=pPi+p+ps+py

4. Le conjugué du produit est le produit des conjugués, mais I'ordre des quaternions est inversé.

Autrement dit,

q=qp.
5. Sir=iry+ jrs+kry € H,alorsr = —r.
Démonstration. Soient
p=(p1+ip2+jps+kps), g=(q1 +iqa+ jgzs +kqs), v = (ira + jrs + kry) € H.

1. Nous avons

p1t 1p2 + ]p3 + k].’)4

I
Il

p1—ip2— jps — kps
p1 + ZP2 + ]p3 + kp4

= p
2. Nous avons p = p1 —ipp — jps —kps, G = g1 — ig2 — jg3 — kqs et
p+q=pr+q)+ P2+ @i+ (ps+qs)j+ (pa + qu)k.

Alors

p1+q1) —i(p2 + 92) — j(ps + g3) — k(pa + g4)

S
+
)
Il

(
= (p1—ip2— jp3 —kpa) + (q1 — 192 — jg3 — kqa)
= p+q.
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3. Nous avons

(p1 + ipa + jps + kpa)(p1 — ip2 — jps — kpa)

=
=
Il

= pi—ipip2 — jpips — kpipa + ip1pa — °p5 — ijpaps — ikpaps
+jp1ps — Jipaps — JP3 — jkpaps + kpips — kipaps — kjpaps — Kp3.

En utilisant les regles (1.2.1), nous obtenons
PP = Pi+pmtptp
Nous en déduisons
P = P+ (-p2)’ + (ps) + (—pa)
= P+ tr
4. Nous avons
pq = (pr+ipa+ jps +kpa)(qu + g2 + jq3 + kaqa)

= (11 — P292 — P393 — Paqs) + (P1G2 + P2ga + P3qa — Paqs)i
+(P1g5 — paqga + Paq1 + pag2)j + (Pr94 + p2gs — p3g2 + paqrk.

Alors

Pq = (p1g1 — 292 — P393 — Paqa) — (192 + P2q1 + P3qa — pagz)i
—(P193 — P294 + P3q1 + Paq2)j — (P14 + P23 — P3q2 + pago)k.

Nous avons aussi,

qp = (q1—iq2 — jgs — kqs)(pr — ip2 — jps — kpa)
= pifi — iip2 = jqips — kqipa — paqz — iqopy + 1jq2p3 + ikqops
—P3qs = jq3p1 + Jigspa + jkqspa = paqa — kqapy + kigapz + kjgaps
= (P11 = P22 = P33 = Pada) = (P12 + Par + P3da — Paqa)i
—(P193 = P2qa + p3r + Paq2)j — (P19 + Paqs — paqz + paqu)k

= pq
5. Nous avons 7 = —iry — jrz — kry = —(iry + jrs + kry) = —.
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1.3. Module et inverse d"un quaternion

Les propriétés précédentes peuvent étre résumées dans le théoreme et la proposition

ci dessous.

Théoreme 1.2.1. La conjugaison constitue un automorphisme du groupe additif H, mais pas du

groupe multiplicatif (H*, X). C’est également une involution.

Propriété 1.2.1. La conjugaison des quaternion est un anti-automorphisme d’algeébre (c’est a dire

une application linéaire de I'espace vectoriel H dans lui-méme et inverse I’ordre des produits.

1.3 Module et inverse d’un quaternion

1.3.1 Module d’un quaternion

Définition 1.3.1. On définit le module d’un quaternion comme la racine carrée du produit de

celui-ci avec son conjugué. Si q = a + bi + cj + dk, alors

lgll = \/qG = Va2 + b2 + 2 + d2.

Dans le lemme suivant, nous énongons quelques propriétés du module d'un quater-

nion.

Lemme 1.3.1. Soient p,q € H. Alors
L Ipl = Ipl.
2. lpql = Ipliql-
3. (Ipl +19D* = Ipl* + 2lpg] + Iql*.
Démonstration. Soientp = (p1 +ip2 + jps +kps), q = (g1 +ig2 + jg3 + kqs) € H.

1. Nous avons

Bl = P+ paR + (po + (-pa)?
= PP
Ipl.
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1.3. Module et inverse d"un quaternion

2. Nous avons

pal = (pq)(pq)
= (D@ p)
= plgqp
= plaPp
= ppla?
= IpPlgP.

3. Nous avons

(Ipl + 1g1)* > + 2Ipligl + IqI?

Ipl* + 2Ipligl + 191

IpI* + 2lpg| + |qI*.

1.3.2 Inverse d'un quaternion

Définition 1.3.2. L'inverse d'un quaternion q existe si et seulement si le quaternion q est non

nul. L'inverse est noté g~ et est défini comme suit :

-1

q =

|&| ==t

= g 170

Lemme 1.3.2. Soient p,q € H*. Alors, I'inverse d'un produit des deux quaternions p et q est le

N

=

produit inversé des inverses de p et q, c.est-a-dire :

1

()" =q"p".
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1.3. Module et inverse d"un quaternion

Démonstration. Nous avons

(PI])_l = ——

Quaternion unitaire (unité) :
Un quaternion de longueur 1 est appelé quaternion unitaire (ou quaternion unité). L'en-

semble de tels quaternion est noté F
F={qeH | lqll = 1}.
L'ensemble des quaternions unités F est un sous-groupe de H*.

Démonstration. 1. F #(,eneffet1 € F.
2. Siq1,q, € F, alors
1421l = lIqallllg2ll =1 -1 = 1.
Par suite, q1g, € F.

3. Soit g € F, alors

)
Il
|

et
g1l = llgll =1
Par conséquent, g~ ! € F.

Proposition 1.3.1. Les quaternions unitaires forment une représentation de la sphere S® dans

I'espace des quaternions..

Démonstration.

g unitaire & |jg]l=1 & P+ +P+d*=1 & g€ S
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1.4. Représentations polaire et exponentielle d’un quaternion

1.4 Représentations polaire et exponentielle d’un quater-
nion
1.4.1 Représentation polaire d’un quaternion
Sig=a+bi+cj+dkeH,A0 e Retv € R tel que:
q = lgle® = |gl(cos 6 + Tsin0), [d =1,

N . . . Z 7
ou ¥ est un vecteur unitaire pur, il représente I'axe de 4.

V(g bi+cj+dk
V@l Vv 2+ &

7= P+c+d>+0

et 0 son angle, cos 0 = qul’ sinf = —'Z’ZTquz*dz.
3 V(g)l _ Vb2 + 2 + 42
6 = arctan = arctan| ———
Sc(q) a

1.4.2 Représentation exponentielle d’un quaternion

On peut utiliser la forme polaire du quaternion g = |g|(cos O + ¥sin ) pour écrire :

-

el = 70 = ¢ (cos(lzﬂ) + 2 Sin(kﬂ))
[

ou

e’ = |91e” = |gl(cos 6 + Tsin 6).

- Ce qui permet d’introduire 1’élévation a la puissance quaternion unitaire :
g=cosO+ Vsin0

g' = (cos O + Vsin 0)' = exp(tIn(g)) = exp(t(cos 6 + V sin 6))

- Il est également possible de définir le logarithme d"un quaternion unitaire :

In(g) = In(cos 0 + V sin 0) = In(exp(V0)) = VO.
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1.5. Produit vectoriel, produit scalaire et produit mixte des quaternions

1.5 Produit vectoriel, produit scalaire et produit mixte des

quaternions

1.5.1 Produit vectoriel des quaternions

Le produit vectoriel (ou extérieur) est une opération qui associe deux quaternions purs.

Elle en génére un troisieme.

Définition 1.5.1. Soient q; = byi + c1j + dik et go = bai + ¢ + dok deux quaternions purs. Le
produit vectoriel de g, et g, est noté q, X qy et est défini comme suit :
i j ok
1 Xq=|b c1 dy|=(cidy—codr)i+ (bydy —bidy)j + (bic, — bacy)k.
bz Cy dz
Propriétés : Soient g, q, et g3 trois quaternions purs et A € R. Alors, on a

1. Anticommutativité :

I Xq2=—2XqQ

N

. Multiplication par un scalaire :

(A1) X g2 = q1 X (Aq2) = A(q1 X q2).

[&Y)

. Distributivité du produit extérieur par rapport a ’addition :

g1 X (g2 + q3) = (1 X g2) + (91 X g3).

W

. Norme du produit vectoriel :

llg1 X g2l = llg1llllg21l sin(g1, g2)
ﬁ
f1Xq=0 ©q | q.
1 1 _
1 X g2 = 5(‘71172 - qoq1) = E(thh — q192)-
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1.5.2 Produit scalaire des quaternions

Contrairement au produit vectoriel, le produit scalaire est une opération qui permet

de générer un nombre réel a partir de deux quaternions.

Définition 1.5.2. Soient g1 = a; + byi + c1j + dik et g = ay + bai + 2] + dok deux quaternions.

Le produit scalaire de g, et g, est noté q,.q, et est défini comme suit :
qi1-q> = a14; + blbz + Cc1Ccy + d]dz.

Propriétés : Soient g5, ¢, et g3 trois quaternions et A € R. Alors, on a

1. Commutativité :
1192 = 92-01
2. Multiplication par un scalaire :
(A91)-02 = 41-(Aq2) = Aq1.q2)-

3. Distributivité du produit scalaire par rapport a ’addition :

71-(92 + 93) = (91-92) + (91.93)-

1 __ _ 1 _ _
qi-q2 = E(Clwz +qoq1) = E(QMZ + q21)-

1.5.3 Produit mixte des quaternions

Définition 1.5.3. Soient q; = bii + c1j + dik, g2 = bai + coj + dok et g3 = bsi + c3] + dsk trois

quaternions purs. On appelle produit mixte de g1, q» et qs, le réel noté (q1,qz, q) et défini par :

(91,92, 93) = q1.(q2 X g3).

Propriétés : Soient q; = byi + c1j + dik, g2 = bai + caj + dok et g3 = b3i + c3j + dsk trois
quaternions purs. Alors, on a
1. Représentation du produit mixte a I'aide d"un déterminant
by ¢ d;
(91,92,93) = | by ¢y dy | = bi(cods — c3d2) + c1(bsdy — bads) + di(bacs — bscy).
by 3 d;
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1.6. Représentations matricielles des quaternions

2. Le produit mixte ne change pas si ses facteurs sont permutés d 'une maniere circulaire

(fhlﬁlzf %) = (qu%f fh) = (L]:s,bh,%)-
Autrement dit,
7192 X q3) = 2-(95 X 1) = 43.(q1 X 92)
3. Le produit mixte change de signe si deux facteurs sont permutés
(lh,l]z, %) = —(fh,lh,%) = —(lh,%, lh) = —(%, Q2,l71)-
Remarque 1.5.1. Soient
g1 =a1 + bll + C1j + dlk

et

o = ax + bzl + Czj + d2k

Alors :

q1q2 = (a1 + ‘71)012 + ‘72) = a1a; — ‘71 : ‘72 + ﬂ1‘72 + ﬂ2‘71 + ‘71 X ‘72,

avec Vl . 172 le produit scalaire dans R> :
‘_/)1 . ‘_/)2 = b1b2 + Cc1C0p + d1d2
et 171 X 172 le produit vectoriel :

‘71 X ‘72 = (Cldz - d1C2)i + (d1b2 - b1d2)] + (blCz - Clbz)k

1.6 Représentations matricielles des quaternions

On peut associer des matrices aux quaternions de deux manieres standard :

1. La premiére consiste a utiliser des matrices a coefficients complexes de dimension

2 X 2, notées M,(C).

2. La seconde consiste a utiliser des matrices a coefficients réels de dimension 4 X 4,

notées My(IR).

Ces associations permettent d’identifier I'ensemble des quaternions H comme une sous-

algebre de My(R) et M(C).
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1.6. Représentations matricielles des quaternions

1.6.1 Représentation des quaternions par des matrices M;(C)
Soitq =a+bi+cj+dk,otra,b,c,d € R. On peut écrire :
g=a+bi+cj+dk=(a+bi)+ jlc—di) =2z + jzp,

avecz; =a+bietz, =c—di. Donc zy,z, € C.

Ainsi, on associe a g la matrice suivante :

A= [21 —zz] _ (a +bi —(c+ di)] € My(O).

Z, 71 c—di a-bi

Les matrices associées aux unités imaginaires sont :

L)L

L’ensemble des matrices associées aux quaternions est :

2z

1 —2»
Hn = | z1,z, € Cy,

qui forme une sous-algebre de M,(C).

1 2y B a—-bi c+di
-Z5 21 —c+di a+bi]

Soientt A1, A, € Hy et L € R. Nous avons

- Conjugaison :

conj(A) =

conj(A; + Ay) = conj(A1) + conj(Az),
conj(LA) = L conj(A),
conj(A1Az) = conj(A;) conj(Ay),
conj(conj(A)) = A.

- Déterminant de A :

a+bi —c—di

c—di a-bi

detA = det = (a + bi)(a = bi) — (—c — di)(c — di)

= a* — abi + bai + b** — [—02 —cdi + dci — dziz]
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=a*+V+*+d

- Addition :
+ —(cp — dqi + —(c3 — dai
A+ A, = q1+ 2 (c1 11) N qz +qa (c3 31) _
ci—dii g1 —q c3—dsi  q3—qs
| @+ 92) + (g5 +q4)  —(cr —dai) — (c3 — dsi)
(cr —dii) + (c3 —dzi) (g1 —q2) + (43 — qa)
- Multiplication :
AA, = g1 +q2 —(c1—dii)|| g3 +qs —(c3—dsi) _
c1 —di q1 — 2 c3 — dsi q3 — s

(c1 —dvi)(gz + qa) + (g1 — q2)(c3 — d3i) (1 — dii)(c3 — dzi) + (§1 — 92)(93 — Ga)

- Transposée de A :

_ ((lh +42)(q3 + qa) + (c1 — dhi)(cz — dzi)  —(q1 + q2)(c3 — d3i) + (c1 — dhi)(g3 — %)J

Al =

Z1 2
-Zy Z1
1.6.2 Représentation des quaternions par des matrices M, (RR)

L’ensemble H des quaternions possede une structure d’algebre sur R, et peut étre vu
comme un espace vectoriel réel de dimension 4 avec pour base canonique 1, i, j, k. Ainsi,

tout quaternion peut s’écrire sous forme :
9=+ qal + 3] + Gk

avec 41,2, 93,94 € R. Il est possible de représenter les quaternions par des matrices réelles
4 x 4. Cette représentation matricielle permet de traduire des opérations algébriques
(addition, multiplication, conjugaison, norme) en termes de calcul matriciel. Par exemple,

le quaternion gq; + q2i + g3] + g4k peut étre associé a la matrice :

q1 —q2 —4q3 —fa
M (0]) _ 42 41 —q4s 43

q3 44 q1  —4q2

qs —qsz (2 q1
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Dans ce cadre, 'addition et la multiplication des quaternions sont équivalentes a ’addition
et a la multiplication matricielle. De plus, la norme d"un quaternion correspond a la racine
carrée du déterminant de la matrice associée, tandis que la conjugaison d’un quaternion
est représentée par la transposée de la matrice associée au quaternion. Ainsi, les matrices
offrent une alternative élégante pour exprimer les quaternions et effectuer leurs produits.

Soient deux quaternions :
q=q1+ g2l +q3] + qak
et
p = p1 +pai+psj + psk.
Le produit gp peut étre calculé algébriquement, mais aussi a 'aide du produit matriciel

des matrices associées agetap:

q1 —q92 —4q3 —qa||P1
2 41 —44 43 ||P2
9 9+ G1 —92||P3
s —q3 (2 q1 J\Pa

qp =

Le produit M(q) - M(p) donne alors le quaternion gp sous forme matricielle. D’autre part,
I'ensemble des matrices associées aux quaternions imaginaires purs i, j, k dans la base

1,1, j, k est donné par :

01 0 0 0 01 0 0 0 01
-1 0 0 0 o 00 -1 0 0 10
M() = , M(j) = , M) =

00 0 1 100 0 0 -1 00

0 0 -10 0 10 0 -1 0 00

Ces matrices vérifient les relations fondamentales des quaternions, notamment :

Exemple 2. Soient q; =1+i+j+ketg, =1+ j+k. Alors:

1 -1 -1 -1{|1 )
1 1 -1 1|0 o
q1q2 = =(1|=-1+i+j+3k
1 -1 1 1()1
3
11 1 -1|1
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Matrice orthogonale :

Nous pouvons prouver que la matrice de quaternion de norme unitaire est orthogonale
en démontrant que le produit de cette matrice avec sa transposée donne 1'identité.
Dans le contexte de matrices, B désignera la matrice associée a un quaternion g =

a+ bi+ cj + dk, avec a* + b* + ¢* + d*> = 1. La matrice B est définie par :

—a -b —c —d- —a b ¢ d-
b a —-d ¢ . -b a d -
B = , B = .
c d a -=b —c —-d a b
_d — b a | _—d ¢ b a |
Le produit BB” est :
1 000
0100
BB' = =1,
0010
_0 00 1_
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CHAPITRE

2 Quaternions et rotation

spatiale

2.1 Angles et convention d’Euler

La premiére étude sur les rotations a été réalisée par le mathématicien suisse Leonhard
Euler en 1776. Depuis, I'analyse des rotations en 3D a été au centre de recherches ap-
profondies dans divers domaines, notamment la mécanique, la robotique, I'informatique

graphique, et 1’orbite des satellites.

2.1.1 Rotation autour des axes X, Y, Z

Un mouvement de rotation dans l'espace implique un déplacement circulaire autour
d’un axe fixe. Nous allons caractériser ces rotations a ’aide de leur matrice associée (nous

parlerons alors de rotations vectorielles).

Rotation autour de I’axe X :

Cette rotation modifie les coordonnées y et z, tandis que la coordonnée x reste inchan-
gée. La matrice de rotation pour une rotation d'un angle a autour de l'axe X, y = Rx(«).r

avec y mouvelle coordonné apres la rotation, r point dans 1'espace pour faire la rotation.

1 0 0
Rx(a) =0 cosa —sinal-

0 sina cosa
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2.1. Angles et convention d’Euler

Rotation autour de l'axe Y :

Cette rotation modifie les coordonnées x et z toutes, et la coordonnée y inchangée, la

matrice de rotation pour une rotation d'un angle  autour de I'axe Y est :

cosfp 0 sinf
Ry(B)=| 0 1 0

—sinf 0 cosp

y= Rz(ﬁ)r

Rotation autour de l’axe Z :

Cette rotation modifie toutes les coordonnées x et y et la coordonnée z inchangée, la

matrice de rotation pour une rotation d"un angle y autour de I'axe Z est :

cosy —siny 0
Rz(y) =|siny cosy Of-
0 0 1
y=Rz(y)r

Exemple 3. X = (1,0,0) point dans l'espace. Appliquons une rotation de 90° (ou 5 radians)

autour de l'axe Z.

cos(2) -sin(%) o|[1] [o -1 o}fz] (o
X’:Rz(g)-X= sin(Z) cos(Z) of{0|=|1 0 o]lo|=]1].
0 o 1flo)] (o o 1J{o] |0

Apres une rotation de 90° autour de I'axe Z, le point (1,0, 0) devient (0, 1,0).

2.1.2 Propriétés des matrices de rotation

- Une matrice R € M;3(IR) est dite matrice de rotation si elle vérifie les conditions
suivantes :

RRT =1 et det(R)=1.
L’ensemble de ces matrices forme le groupe spécial orthogonal noté SO(3, R) :
SO@3,R) = {R e R¥® | RRT =T et det(R) = 1}.
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2.1. Angles et convention d’Euler

— Si Ry et R, sont des matrices de rotation 3D, alors leur produit RiR;, et RyR; sont
également des matrices de rotation.

— L'inverse d"une rotation d’angle 0 autour du méme axe est donné par R(-0). En
termes matriciels, cela signifie que R(0)™' = R(-6). De plus, ces matrices ont un
déterminant égal a 1, ce qui signifie qu’elles préservent I’orientation de 1'espace.

— La composition de deux rotations dans 'espace donne une nouvelle rotation, bien
que I’axe et ’angle de cette rotation résultante ne soient pas immédiatement connus.
Par exemple, la matrice RiR, correspond a l’application successive de la rotation
R, suivie de la rotation R;, appliquée d’abord R, puis R;. En général, ces deux
compositions donnent des résultats différents, ce qui signifie que le groupe SO(3, R)
n’est pas commutatif.

Convention d’Euler :
Dans le cadre de I'étude de la représentation des rotations 3D en mathématiques appli-
quées, il convient de noter que les angles d"Euler ne suivent pas une norme unique, mais

leurs systémes varient selon différents facteurs incluant :
1. L'ordre des axes (comme Z -Y —XouZ-Y - Z7),
2. Le sens de rotation (horaire ou antihoraire),

3. Le type de rotation (intrinseque avec axes mobiles comme Z— Y’ — X" ou extrinséque

avec axes fixes comme Z — Y — X)),
4. L’ordre de multiplication des matrices (droite-gauche ou gauche-droite).

Ces systémes se classent en 12 possibilités, dont 6 variantes classiques (Tait-Bryan) utilisées
en aéronautique et robotique, comme le systéeme Z — Y — X pour lacet-tangage-roulis, et 6
variantes symétriques comme Z — Y — Z utilisée en mécanique céleste.

En pratique :
1. L’aviation civile suit le systéme Z — Y — X en extrinséque.

2. Larobotique utilise Z — Y’ — X" en intrinseque.
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2.1. Angles et convention d’Euler

2.1.3 Convention des angles d’Euler X - Y - Z

en rotation extrinseque

Principes fondamentaux :

Dans un référentiel orthonormé fixe (O, X, Y, Z) dit absolu, la convention X — Y — Z
de rotation extrinseque implique trois rotations successives autour des axes fixes

(rétérentiel global).

Caractéristiques des rotations extrinséques :
(a) Invariance des axes : Toutes les transformations s’appliquent relativement aux
axes initiaux.

(b) Séquence de rotations : - Rotation primaire R,(a), - Rotation secondaire R,(f),

- Rotation tertiaire R,(y).

(c) Ordre de multiplication des matrices : Produit matriciel effectué dans 'ordre

de droite a gauche:

Ryyz = Ro(y) Ry(B) Re(@).

La matrice apres calculs est :

cosfcosy —cosasiny +sinasinffcosy sinasiny + cosasinpfcosy
Ryy: = [cosBsiny cosacosy+sinasinfsiny —sinacosy + cosasinfsiny |.

—sinf sinar cos 8 cos o cos fB

2.1.4 Convention des angles d’Euler Z — Y’ — X" en rotation intrin-
seque
Principes fondamentaux :

Dans un référentiel orthonormé fixe noté (O, X, Y, Z) dit absolu, la convention Z —
Y’ — X" de rotation intrinseque implique trois rotations successives autour des axes

mobiles (référentiel lié a I’objet).
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2.1. Angles et convention d’Euler

Caractéristiques des rotations :

(a) Intrinseques : Les rotations se font autour des axes du repére en mouvement,

donc apres chaque rotation, les axes changent de position.

(b) Séquence de rotations :
Premiere rotation : Une rotation d’angle y est effectuée autour de 1’axe Z (fixe).
On obtient ainsi un nouveau repére (Ox’y’z’), qui est orienté différemment mais

reste orthonormé.

(c) Deuxieme rotation : Ensuite, une rotation d’angle § est effectuée autour de
I'axe Y’, qui appartient désormais au repere mobile (Ox’y’z’) issu de la premiere
rotation. Cette opération produit un nouveau repere (Ox"y"”’z"”).

(d) Troisiéme rotation : Enfin, une rotation d’angle « est effectuée autour de I'axe
X", qui appartient au repére obtenu précédemment (Ox"y"z"). Cette derniere

rotation donne l'orientation finale du systeme.

L’ordre de multiplication des matrices de rotation est effectué dans 1’ordre de gauche
a droite :

Rzy’x” = RZ(V) : R/y(ﬁ) : R;’(a)

2.1.5 Mouvements d'un avion dansl’espace et probléme de blocage

des Cardan

Pour controdler et orienter un avion dans 1’espace, le pilote utilise trois commandes
principales, chacune agissant sur un axe spécifique du repére aéronautique. Nous
utilisons un systeme de coordonnées tridimensionnel (OXYZ) appelé repere li¢, qui
est attaché a I'avion et se déplace avec lui. Ce repere permet de décrire précisément

comment "avion change d’orientation.

Définition des Axes du Repere Lié

— Axe X (longitudinal) : Orienté vers 1’avant de 1’avion.
— Axe Y (transversal) : S’étendant de 1'aile gauche a l’aile droite.

— Axe Z (vertical) : Pointant vers le haut ou le bas selon 1’assiette.

A partir de ces axes, on décrit trois rotations fondamentales :
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/o\ | w |

X

Repére (Oxyz) x

!

‘\‘:l 2 LI
* Repére (0x" y"z") Repére (Ox™ y™'z'"")
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2.1. Angles et convention d’Euler

(a)

(b)

Rotation autour de 1’axe Z : Mouvement de lacet (yaw)

Explication :

La rotation autour de l'axe Z, appelée lacet (yaw), permet a I'avion de modi-
fier sa trajectoire horizontale (gauche/droite) sans inclinaison ni changement

d’altitude.

Rotation autour de I’axe Y : Mouvement de tangage (pitch)

Explication :

Le tangage (pitch) correspond a la rotation autour de 1’axe Y, provoquant une

élévation ou une descente du nez de l'avion.

Rotation autour de 1’axe X : Mouvement de roulis (Roll)

Explication :

Le roulis (roll) est une rotation autour de l’'axe X, induisant une inclinaison

latérale (une aile baisse, ’autre se leve).

Remarque 2.1.1. Chaque rotation impacte a la fois la position de I'avion et I'orientation du

repere lié.

Probléme de blocage des Cardan (gimbal lock) dans le mouvement d’un avion :

Analyse Mathématique

Considérons un avion en position verticale dans le référentiel absolu (Oxyz). Dans

le référentiel 1ié a ’avion (Ox"y"’z") :

(a) Lors del’application de la séquence de rotations selon la convention Z — Y" —

X// .
— En position verticale, I'axe x” coincide avec I’axe Z original.

— Cette coincidence entraine la perte d"un degré de liberté.

(b) Conséquence :

— Le nombre de degrés de liberté passe de 3 a 2 seulement.
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2.1. Angles et convention d’Euler

pitch | y

— Lesrotations restantes s’effectuent autour de l’axe i’ et de 'axe Z (qui coincide

avec x”).

Dans la convention Z — Y” — X”, lorsque 'angle de tangage atteint 90°, une situation

de blocage (gimbal lock) se produit. La matrice totale est donnée par :
Tt
Rtotal = Rz()/) Ry’ (ﬁ) Rx”(a) = Rz(y + ﬁ) Ry’(E)'

0 sin(y +p) cos(y +p)
Rioal =| 0 cos(y +B) —sin(y +p)|-

-1 0 0
— Les deux rotations R; et R, agissent autour du méme axe (car x”” coincide avec z).
— Lesysteme ne peut distinguer le mouvement de lacet et de roulis (les mouvements

de lacet et de roulis fusionnent en un seul mouvement).

— Les angles y et § deviennent indiscernables.
— Le systeme perd un degré de liberté essentiel.
Pour résoudre le probleme du blocage des angles d’Euler, nous utilisons les qua-
ternions comme une alternative mathématique plus efficace pour représenter la

rotation dans l'espace tridimensionnel.
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2.1. Angles et convention d’Euler

Les quaternions se distinguent par leur capacité a maintenir toutes les degrés de
liberté sans aucune perte, méme dans des cas de rotations critiques. C’est ce qui les
rend idéaux pour des applications dynamiques complexes telles que les systemes
de navigation aérienne et spatiale, les simulations de mouvement dans 1’animation,

et la robotique.

Exemple 4. ona P = (1,0, 0) point dans I'espace,
et 6 = g (60°) ordre (Z,Y, X) c’est une séquence de rotation

on va appliquer cette séquence selon deux conventions (extrinséque, intrinséque)

nw 1 e \/5

COSgZE Sllflg:T

V3 V3
. 3 %2 O i 10 ¥ n 1 0 0
T _| ™\ _ T\ V3
Rz(3)z_ T 1 0 Ry(s)‘ 0 1 0y Rx(3)‘ 03 -7
V3 V3
o0t -2 0 2 0 > 3
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2.1. Angles et convention d’Euler

(a) Rotation d’Euler extrinseques (Z, Y, X) I'ordre inverse

on applique les rotations autour des axes fixes, on compose les rotations dans

R = R,R,R.
i i Vi
3 07|z —F 0 A
étapel :R,R;=| 0 1 0 g 1 0|= g 10
¥ 3
-5 0 3|[0 0 1 [-F¥ 3 3
Vi A3 Vi A3
1o ofl: -¥ 7% i —*t %
étape2 : R(RyR.) =0 3 _73 % 1 oof=] ¢ 1 _%
0 ¥ 1 |- 3 1 _3V3 5 1
2 2 4 4 2 8 8 4
Appliqué a P = (1,0,0)7,
T
0.25
P’ =R.P =0.808
0.533

Rotation d’Euler intrinséques (Z, Y, X) les axes bougent avec 'objet les rotations appli-

quées dans 'ordre gauche a droite R = R.R,R,

V3 V3
3 0 F||L o o 1%
étapel :R,R,=| 0 1 0[[0 1 _g =| 0 %_g
V3 V3 V3
-5 0 3|0 F 3 -5 1 1
1 _B ool 3 M 1 38_ 8 3,1
2 2 2 4 4 4 8 4 8 8
étape2 : R(R,R) =L 1 ol 0 1 -Bj=|B 3,1 36,1
U | B I 1
# appliquer a P = (1,0,0)"
0.25
P’=RP=(-%,8 )= 0433
—0.866
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2.2. Quaternions et rotation spatiale

2.2 Quaternions et rotation spatiale

2.2.1 Définitions et propriétés

On peut considérer une rotation comme une transformation dans l’espace, qui décrit
la position et I'orientation d"un corps rigide en trois dimensions autour d"un point fixe.

En raison des erreurs de calcul accumulées, un quaternion unitaire peut étre utilisé
pour corriger ce probléme. Les quaternions unitaires sont faciles a combiner et évitent
le verrouillage de cardan. De plus, ils sont généralement plus stables numériquement et
peuvent s’avérer plus efficaces que les matrices de rotation.

Les quaternions sont utilisés dans divers domaines tels que la robotique, I'informatique
graphique, l'aéronautique et la réalité virtuelle. Chaque vecteur unitaire est considéré
comme un axe de rotation, et le quaternion représentant une rotation autour de cet axe
sera associé a ce vecteur.

—17

En revanche, le produit “q.P.g~” découvert par Hamilton et Cayley est applicable

QO

toutes les orientations entre quaternions et vecteurs, et il est également assez simple

Q/

calculer. De plus, nous avons observé que ce produit peut étre exprimé en tant que
matrice.

L’objectif de cette section est de démontrer que la conjugaison par un quaternion
unitaire (de norme 1) peut étre interprétée comme une rotation dans l'espace. Pour cela,

on définit 'application suivante sur 'ensemble des quaternions :

Ryp)=q-P-q,
Cette transformation appliquée a un quaternion pur P, agit comme une rotation dans R,
o1 g désigne le conjugué de g. Cette simplification est valable car g est unitaire, c’est-a-dire
g9 = 1, ce qui implique 4! = 7.

Soit T ’ensemble des quaternions purs, c’est-a-dire les quaternions sans partie réelle.
Cet ensemble forme un sous-espace vectoriel de H engendré par les éléments i, j, k, et est
isomorphe a IR®.

Ainsi, a tout quaternion pur bi + cj + dk, on associe le vecteur (b, c, d) de R3. Nous mon-
trerons que T est stable sous 'action des applications R;, c’est-a-dire que ces applications

correspondent précisément aux rotations de IR>.
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2.2. Quaternions et rotation spatiale

Théoreme 2.2.1. Pour tout q € F (oit F est I'ensemble des quaternions unitaires), I'application
R, : P+ qPq est une application linéaire de H qui préserve la norme. Autrement dit, R, est un
endomorphisme orthogonal de H. De plus, R, laisse invariants les sous-espaces vectoriels R (les

quaternions réels) et T (les quaternions purs)

Démonstration. La linéarité de R, est immédiate.

Pour py,po € Het A1, A2 €R,ona:

R, (Mp1 + Aopa) = q - (Mp1 + Aap2) - 4.

En développant, on obtient :

R, (A1 + Azp2) = Ai(gpaq) + A2(qp2q) = AiRy(p1) + A2Ry(p2).

D’autre part, on a par le théoréme (1) pour un quaternion p :

IR; (@I = llgPgll = ligliPIlligll = 11P1],

puisque g et g ont également la norme 1. Passons maintenant a la racine carrée, nous
déduisons que R, conserve la norme.
Enfin, pourb e R, Ry(b) =q-b-g=b-q-9=0-|igl*> =D.

Soit P € T un quaternion pur (c’est-a-dire P est de la forme bi + cj + dk). Alors,

Sy(p)+S4(p)=q-P-q+q-P-q.

En utilisant la conjugaison involutive (Z = ), on obtient :

=q-P-g+5-P-q.
Puisque P est un quaternion pur, P = —P. Ainsi,
5:p) +54(p) =q-P-q+q-(=P)-q=S54(p) + 54(=P) = 5,0) = 0.
Donc S,(p) est aussi un quaternion pur, et donc T est stable par S,. 1

Remarque 2.2.1. L'application R est un homomorphisme car :

Ry, (P) = 1192Pq291 = q1(92Pq2)91 = Ry, (Ry,(P)).

La restriction de Ry a T définit donc un endomorphisme orthogonal de T (isomorphe a R?), cet
endomorphisme est une isométrie c’est-a-dire une symétrie ou une rotation.

On va noter Iy l'isométrie de T ainsi définie par le quaternion q.

39



2.2. Quaternions et rotation spatiale

Théoréme 2.2.2. Soit il = (x,y,z) un vecteur unitaire et o € [0, 27]. La rotation d’axe i d’angle
« (dans le sens direct) correspond a l'application Iy, ot le quaternion de rotation q est donné par :

—cosg+xsingi+ sing'+zsingk
17085 !t TSy 2"

ou

o + si a
= COS — SN —u
q 2 2

Composition des Rotations

L'utilisation des quaternions pour représenter les rotations facilite le calcul des rota-
tions composées.

Prenons deux rotations R,, et R, représentées par deux quaternions unitaires q; et g».
L'effet de la rotation composite R, o R,, sur un quaternion pur P obtenu en appliquant
d’abord la rotation associée a g,, puis celle liée a g;, est identique a celui de la rotation

engendrée par le produit g4, :

Ry Ry, (P) = Ry, (92Pq2) = 1(92P32) 1 = (1192)P(4192) = Ry, (P)-

Propriété 2.2.1. La rotation associée au quaternion de rotation q est équivalente a celle associée a
R_4(P) = (=q)(P)(=q) = (=1)g(P)(=1)g = q(P)q = Ry(P).

Propriété 2.2.2. La rotation inverse (d’'angle —a et de méme axe) associée a g~ (qui est égal a g

puisque q est unitaire) correspond a la transformation :

R,(P) =g 'pq.

Propriété 2.2.3. L'itération de la rotation R appliquée n fois(soit une rotation d’angle 0) est

associée a q" c’est-a-dire la transformation :

n —n

qrq

Détermination de I’axe et de 1’angle de rotation a partir d"un quaternion

Etant donné un quaternion unitaire g = a + bi + cj + dk, les expressions permettant de

retrouver ces éléments sont les suivantes :
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2.2. Quaternions et rotation spatiale

Axe de rotation U (vecteur unitaire) :

1

y—————
Vb% + 2 + d? i

-
0=

Angle de rotation 0 :
60=2- arctanz( Vb2 + 2 + dZ,a).

Exemple 5. Soit rotation Ry daxe (1,1,0) et dangle 7, rotation R, daxe (0,1,1) et dangle 7t

Quelles sont laxe et langle de la rotation Ry o Ry ?

0 L (1,1,0), g 08 = + sin —7] = cosn+sm (z+ ) = L i+ L
1= —f=\4L LU = Y [V — ~ == i—
N 7 22 P

(J+k)

1 T T S Tt
v, = —(0,1,1), g, =cos > +sin —0, = cos = + sm

V2 2 22
q1,92 : les quaternions de rotation associés a Ry, Ry

= Le quaternion associé a la rotation Ry o Ry est :
T Ve v N\ve T vz

W R v
1,.. .. 1. . 1 1.
=5Ui+ )+ 5kitkj)=s(-k=1)+5(+k)

1 1 1. 1,. 1 1. 1. 1
_—Ek—§+§]—§kl—_§+§]_§l_§k-

Trouver I’axe et I'angle :
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Vb2 +c2 +d% =

>

0= 2arctan2(£ —1) = 4—“

27 2 3
Donc Ry0R; est une rotation d’axe (—1,1, —1) et d’angle
4 2
?71 = _?n mod 27

Exemple 6. Trouver la rotation du vecteur (1,0,0) dangle 90° autour de laxe Z

(Axe unitaire de rotation) il = (0,0,1); Angle de rotation a = z

étape 1)
Calcule du quaternion de rotation unitaire |g| = 1

g = cos (%) + sin (%) (0i + 0j + 1k) = cos (%) + sin(%)k =

o

\/_
Tk

étape 2)
Le vecteur a faire tourner sécrit sous forme dun quaternion pur

7=(1,0,00=p=0+i+0j+0k

étape 3)

Applique la rotation p’ = q - p - G, Le produit quaternion nest pas commutatif
V'=qog=(2+Lk)i(L-2k)=

Donc V' = 0,1,0)

= une rotation de 90° autour de Z transforme (1,0,0) en (0,1, 0)

2.2.2 Matrice d’une rotation associée a une quaternion

Le recours aux quaternions permet d’effectuer les compositions des rotations de ma-
niere plus efficace que 1'utilisation directe des matrices. Toutefois, lorsqu’il s’agit de déter-
miner l'effet d"une rotation définie par un quaternion unitaire g sur un vecteur donné, il
est souvent préférable de commencer par calculer la matrice de rotation correspondante,

puis de I'appliquer au vecteur sous forme de produit matriciel.

Théoreme 2.2.3. Pour tout quaternion q de norme 1, R, est une rotation, c’est-a-dire un endo-

morphisme orthogonal de déterminant 1.
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2.2. Quaternions et rotation spatiale

Démonstration. En exprimant q = a + bi + ¢j + dk, on peut calculer la matrice associée a R,
en base canonique (i, j, k). Le calcul explicite montre que cette matrice est orthogonale de
déterminant 1, ce qui confirme que R, représente une rotation (puisque F est isomorphe a
la sphére de dimension 4).

Pour obtenir les coefficients de la premiere colonne, en calculant :
R,(i) = (a + bi + cj + dk)i(a — bi — cj — dk)
= (ai + bii + cji + dki)(a — bi — cj — dk)
= (a%i + abi — ack + adj) — (ba — b*i — bcj — bdk) — (ca — cbj — ¢%i + cdj) + (da — dbi + dcj + d°k)
= (@* + b* = & — d%)i + 2(ad + bc)j + 2(bd — ac)k
Pour la deuxiéme et troisieme colonne, en calculant :
R,(j) = (a + bi + cj + dk)j(a — bi — cj — dk)
= 2(bc — ad)i + (a* — b* + > — d*)j + 2(ab + cd)k
R,(k) = (a + bi + cj + dk)k(a — bi — cj — dk)

= 2(ac + bd)i + 2(cd — ab)j + (a* — b* — * + d*)k

a? +b*—c*—d? 2(bc — ad) 2(ac + bd)
Mg =|  2(ad + bc) a? —b? +c* —d? 2(cd — ab)
2(bd — ac) 2(cb + ad) a? —b? —c? +d?

Avec a? + b* + ¢® + d*> = 1, une autre écriture de la matrice est :
2> +b*) -1 2(bc —ad) 2(ac + bd)
Mg =| 2(ad+bc) 2@*+c*)-1 2(cd—ab)
2(bd — ac) 2(cb+ad) 2@*+d*) -1
Pour appliquer cette rotation a un vecteur del’espace V = (x, y, z), il suffit de multiplier

ce vecteur par la matrice :

?})/:MR'YE).
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2.2.3 Interpolation des quaternions

L’interpolation sphérique linéaire a été introduite pour la premiere fois par Ken Shoe-
make en 1985, la méthode d’interpolation linéaire classique (LERP) présentant des limita-
tions notables dans le contexte des rotations, qu’elles soient représentées par des matrices
ou des angles d’Euler, ces limitations se manifestent principalement par des discontinuités
dans les mouvements, des distorsions géométriques. La solution a ces problémes a été
ladoption des quaternions unitaires pour la représentation des rotations. (Cette approche
offre une interpolation sphérique naturelle (SLERP)).

Shoemake sest inspiré de la géométrie hyperbolique et des travaux de William Rowan
Hamilton pour résoudre ce probleme.

Le SLERP est une méthode fondamentale pour l'interpolation entre quaternions, offrant
une transition optimale entre des rotations dans 'espace tridimensionnel. Cette technique
préserve la norme unitaire des quaternions tout en suivant les géodésiques sur la sphere
unité S%, garantissant ainsi le chemin rotationnel le plus court et le plus naturel.

Son implémentation savére particulierement cruciale dans divers domaines (robotique,
spatial : orientation des satellites), animation 3D. Linterpolation entre deux quaternions

génére un troisieme

Linterpolation sphérique linéaire pour les quaternions est définie par la formule sui-

vante :

_ sin((1 —r)0) +sin(r6)

our € [0, 1] représente le parametre dinterpolation (chemin
sin 6 " sing 12 [0, 1] rep P p ( )

O est langle entre les deux quaternions g; et g, et est déterminé a laide du produit

scalaire a 4 dimensions des deux quaternions :

qi1-q2

cos O = g1 -4z =142 + blbz + C1Cy + dldz = —
9111921

(Sils sont unitaires, de norme 1) cette relation se simplifie :

cos O = qi-q2 = a0y + blbz + 100 + dldz

Exemple 7. Trouver le quaternion au mi-chemin entre q, et g, avec o = 90°
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2.2. Quaternions et rotation spatiale

— Trouve O :

(04 . 04 TC . T \/E \/5
1= [cos(3) sin (34| = feostsinCpr = 57 + 5%
92 = [COS(%), sin( )1] i + iz
V2 V2 1 .
COSG—Q1‘QZ—T'T—E$Q—6O

_sin((1 —1)6) , sin(0) sm(r@)

B sin 0 sin 6
_sin((1-05)-60°) (V2 ¥2))  sin(30°) (V2 2.
B sin 60° 2 2 sin60° \ 2 2

_ sin30° £+£k N sin 30° £+£i
~ sin60° \ 2 2 sin60° \ 2 2

= (V24 VER) + (V2 + V2i)

23 243

Vi, VB. A, B, N VB B,

T2V3 243
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Conclusion

Les quaternions, en tant que structure algébrique a quatre dimensions, constituent une
extension des nombres complexes et offrent une méthode élégante et efficace pour repré-
senter les rotations et autres transformations géométriques dans 1’espace tridimensionnel.
Grace a leurs propriétés uniques, telles que lévitement du gimbal lock et la possibilité din-
terpolation fluide entre différentes orientations, les quaternions se sont imposés comme
un outil incontournable dans de nombreux domaines scientifiques et technologiques. Que
ce soit en robotique, dans les animations informatiques, en réalité virtuelle ou en naviga-
tion spatiale, les quaternions facilitent des manipulations précises et stables des rotations,
rendant possibles des applications complexes. Ce mémoire a présenté un apercu des qua-
ternions, en abordant leur définition, leurs propriétés fondamentales et leurs diverses
applications géométriques. En conclusion, la compréhension des quaternions ouvre la
voie a une exploration plus approfondie de leurs nombreux usages et de leurs avantages
dans le monde moderne, offrant une base solide pour les chercheurs et les professionnels

des domaines liés aux rotations et transformations dans 'espace tridimensionnel.
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