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Introduction générale

Les origines de la théorie des files d’attente remontent a 1909 a I’époque ou A. K.
Erlang a posé les bases dans ses recherches sur le trafic téléphonique. Ses travaux ont par
la suite été intégrés a la recherche opérationnelle. Malheureusement, les publications sur
la théorie des files d’attente ont adopté un langage de plus en plus mathématique, ce qui
a freiné son utilisation.

La plupart des systemes rencontrés dans différents domaines technologique peuvent étre
représentés par des modeles de files d’attente. C’est le cas par exemple des réseaux
de télécommunications. En effet, afin d’analyser le comportement de ces systemes,
évaluer et optimiser leurs performances, il faut d’abord les représenter par des modeles
mathématiques qu’on peut obtenir avec des outils de modélisation tels que la théorie des
files d’attente. Un modele typique de files d’attente nécessite la définition des processus
d’inter-arrivées et les durées de service des clients, la taille de la file, ainsi que la discipline
de service. Tous ces parametres sont indiqués dans la notation de Kendall.

Dans certains systemes, on est souvent amené a imposer des priorités d’utilisation du
service, d’ailleurs c’est se qu’on constatera dans ce mémoire qui portera sur ’analyse de
la communication RF (radio Fréquence) dans les réseaux de capteurs. En effet, le modele
adéquat qu’on a proposé pour la modélisation de la communication RF (radio Fréquence)
dans les réseaux de capteurs est un systeme de files d’attente avec rappels et vacances
avec une nouvelle généralisation de la priorité relative et absolue .

Dans un systeme d’attente avec priorité, I'admission des unités (clients, appels, messages,
pannes,. . .) au service se fait selon deux possibilités, soit la priorité est de nature relative
ou de nature absolue. Dans le premier cas, un client de priorité supérieure ne peut en
aucun cas interrompre le service du client de priorité inférieure, il doit attendre jusqu’a
ce que le service du client de priorité inférieure soit fini pour qu’il soit servi. Par contre,
dans le second cas, un client de priorité supérieure a le droit d’interrompre le service d'un
client de priorité inférieure pour étre servi, et ce dernier sera réadmis lorsqu’il n’y a pas en
attente d’unités de priorités supérieures. Le client interrompu ou bien conserve le bénéfice
de la portion du service déja effectué (priorité absolue conservatrice), ou bien reprend le
service des le début (priorité absolue non conservatrice) [41].

Les deux catégories présentent toutefois plusieurs inconvénients dans les applications
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pratiques. Sous la catégorie non préemptive, les clients de priorité supérieure peuvent avoir
Attendre méme lorsque le service d’un client de priorité inférieure vient de commencer,
alors que dans les disciplines préventives, le service de client non prioritaire presque terminé
mais il peut étre interrompu au raison de l'arrivée d’'un client de priorité élevé(causant
un tres grand retard supplémentaire). Pour que les deux situations sont évitées autant
que possible, nous proposons une discipline de planification prioritaire dans laquelle nous
introduisons un parametre v qui est défini comme la fraction du temps de service qui doit
étre écoulé pour que le service d'un client a priorité inférieure ne sera plus interrompu
lorsqu’'un client de priorité supérieure arrive au systeme.

Autrement dit, le rapport du temps de service écoulé d'un client de priorité bas a
I’arrivée d’un client de priorité supérieure a son temps total de service est comparé avec
le parametre introduit .

Si ce rapport est inférieur a ~, alors le service de client de priorité bas est interrompu ,
sinon, son service est complété avant de commencer avec un client de haut priorité. Notez
que les deux disciplines préemptives et non préemptives sont deux cas spéciaux de la
nouvelle discipline définie, a savoir :

Si v =1, alors en retrouve dans le cas préemptive,
Si v =0, alors en retrouve dans la priorité non préemptive.

Plusieurs situations peuvent étre modélisés par des systemes de file d’attente avec rap-
pels et vacances . Le premier classe est se caractérise par le fait qu’un client qui arrive est
trouve le service occupé quitte le systeme, soit définitivement ou rappeler ultérieurement.
Le modele de file d’attente avec rappels occupe une situation intermédiaire entre le modele
d’Erlang et le modele classique d’attente FIFO. Les systemes de file d’attente avec rappels
ont trouvé leur premiere application lors de la modélisation du service d’abonnés dans un
centrale téléphonique.

Pour la deuxieme classe qui est tres intéressant que le premier au sens I'importance, il traite
les systemes dans lesquels le serveur reste oisif quand la file d’attente est vide, en dit dans
ce cas que le serveur est en vacance. Durant cette période, le serveur occupé pour les taches
supplémentaire. La notion de vacance utilisée dans le but d’améliorer les performances du
systeme.

La premiere publication concernant les systemes d’attente avec priorité absolue est I'article
de White et Christie [14]. Par la suite sont apparus les articles de Stephan [12], Miller [13]
et Jaiswal [17].

La priorité relative a été introduite par Cobham [3]. Cette discipline a été étudiée par
plusieurs chercheurs : Holley[16], Dressin et Reich [20], .... Une bibliographie sur le sujet
peut étre trouvée dans le livre de Jaiswal [18].

Les systemes d’attente avec priorité peuvent étre considérés comme des systemes d’attente
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a serveur non fiable. Les points communs entre un systeme d’attente avec priorité absolue
et un systeme d’attente a serveur non fiable ont été étudiés pour la premiere fois par White
et christie [14], Keilson [15], Gaver [19] et autres chercheurs. Dans les systemes d’attente
avec priorité relative, la panne est prise en considération apres que le client interrompu
ait terminé son service. Ce modele est connu sous le non ”Breakdown postponable inter-
rompu”. Il a été étudié par Keilson et Gaver [15]. D’un autre coté D.Aissani dans I’article
[11] a considéré le systeme Ms/Go/1 avec priorité relative comme un modele de refus pour
lequel, la réparation de I’élément défaillant, peut étre reporté jusqu’au moment de la fin
de service de la demande sur I'appareil.

Des résultats analytiques ont pu étre obtenus pour certains systemes particuliers (le systéme
M, /M, /1 avec priorité absolue [4] et My/Ms/1 avec priorité relative [3]). Cependant, méme
dans ces cas, la complexité des formules analytiques ne permet pas de les exploiter dans
la pratique. C’est le cas de la transformée de Laplace ou de la fonction génératrice qui ne
sont pas disponibles sous formes explicites. C’est pour cela que, lors de la modélisation
d’un systeme réel, on est souvent amené a remplacer les éléments stochastiques réels mais
compliqués gouvernant le systeme, par d’autres éléments plus simples. Ces derniers sont
supposés étre, dans un certain sens, proches des éléments réels, Le modele ainsi utilisé
représente une “idéalisation” du systeme réel.

Ce mémoire est structuré comme suit : Apres cette introduction, nous donnons certaines
définitions et concepts relatifs a la théorie des files d’attente markoviennes et semi marko-
viennes, avec leurs caractéristiques et propriétés. Nous présentons dans le deuxieme chapitre
une description des systemes des files d’attente avec priorité, rappels et vacance.

Le troisieme chapitre, contient une présentation de la technique de simulation a événements
discrets permettant I’ imitation artificielle d’'un phénomene d’attente sur un ordinateur,
I’avantage mis en application ici est celui d'un outil d’aide a la validation d’une approche
analytique d’évaluation des résultats. Les résultats de notre mémoire sont présentés dans
le quatrieme chapitre, ou nous implémentons des algorithmes sur les priorités (relative,
absolue et y—priorité), afin de 'utiliser pour la construction d’un programme approprié
qui peut décrire notre probleme fidelement.



Chapitre 1

Notions générales sur les files
d’attente

1.1 Introduction

Les files d’attente peuvent modéliser différents aspects de la vie moderne que nous

rencontrons durant nos activités quotidiennes, par exemple 'attente des clients devant un
guichet d'une banque, 'attente des malades aux différents services des hopitaux, ’attente
des requétes dans les réseaux de télécommunication, ... .
Ce chapitre comporte deux parties relatives a la théorie des files d’attente. Dans la premiere,
nous allons survoler certains concepts de base de cette théorie, alors que dans la se-
conde nous allons présenter quelques systemes de file d’attente classiques avec leurs ca-
ractéristiques et propriétés. Le cas particulier du systeme avec priorité (relative et/ou
absolue) sera détaillé pour qu’il puisse étre utilisé dans les autres chapitres.

1.2 Le formalisme des files d’attentes

La théorie des files d’attente s’attache a modéliser et analyser de nombreuses situations
différentes en apparences, mais qui relevent néanmoins du schéma descriptif général
suivant : des clients arrivent aléatoirement a un systeme comportant un ou plusieurs
serveurs auxquels ils vont demander un service. Ce service sera exécuté durant une durée
de temps aléatoire, dite ’durée de service’, apres avoir été servis (ce qui suppose un arrét
chez un ou plusieurs serveurs selon le cas), les clients quittent le systeme. Illustrons cette
description générale par quelques exemples spécifiques :

Exemple : (Agence bancaire) :
Ici, les serveurs sont les guichets de 'agence. Typiquement, tous les guichets offrent le
méme service et chaque client ne devra donc visiter qu’un seul guichet.
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Exemple : (Parking) :

Les clients sont les véhicules qui cherchent a stationner (plutot que les occupants, de ces
véhicules), les serveurs sont les emplacements de parking, et la durée de service est la
durée pendant laquelle chaque véhicule reste stationné.

Définition 1.1. Un systeme de files d’attente général peut étre vu comme un boite noire
dans laquelle les clients arrivent suivant un processus quelconque, séjournent pour recevoir
un ou plusieurs service et finalement quittent le systeme. Ce systeme pourra étre composé
d’une file simple ou d’'un ensemble de files appelé réseau de files d’attente.

Donc, un systeme de files d’attente est I'abstraction mathématique d’un sujet qu’on
peut décrire par les éléments suivants :
o Le flot des arrivées des clients,
La source des clients,
Le comportement du client,
La loi de la durée de service de chaque client,
La discipline de service,
Le nombre de serveurs,

o O O O O O

La capacité de la file.

Une représentation graphique d’une file d’attente classique est donnée par la figure (1.1)
suivante :

Armvée des chents Départ des chents

» Stahon de service

Espace
d'attente

FI1G. 1.1 — Systeme de file d’attente.

» Le flot des arrivées des clients :

D’habitude, on suppose que les temps inter-arrivées sont indépendants et identiquement
distribués. En général, le flot des arrivées des clients est poissonnien, ce qui revient a dire
que la distribution du temps des inter-arrivées est exponentielle. Les clients peuvent arriver
individuellement ou par groupes, un exemple d’arrivée par groupes est un poste police au
niveau d’une frontiere ou les passagers ainsi que leurs bagages sont soumis au controle.

» La source des clients :

La source peut étre finie ou infinie selon le modele réelle qu’elle modélise. Cependant, les
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modeles réels sont souvent a source limitée mais on suppose souvent qu’elle est infinie
quand sa capacité est assez grande.

» Le comportement du client :

Certains clients peuvent étre et vouloir attendre pendant longtemps. Par contre d’autre
s’impatientent et quittent apres un bout de temps. C’est le cas par exemple d’une centrale
téléphonique ou les clients raccrochent quand ils ont a attendre longtemps avant qu’une
ligne ne soit disponible pour rappeler ultérieurement.

» La durée de service :

En général, on suppose que les durées de service sont indépendant, identiquement dis-
tribuées et indépendantes des temps des inter arrivées, ce qui n’est toujours pas le cas, Par
exemple, le temps de traitement des machines au niveau d'un systeme de production peut
s’élever une fois le nombre de taches a exécuter devient trop grand.

» La discipline de service :

Les clients peuvent étre servis individuellement ou par groupe. Cependant, plusieurs pos-
sibilités existent quant a l’ordre selon lequel ils seront servis.

Les principales disciplines de service sont :

1. FIFO (First In First Out) : les entités sortent dans 'ordre suivant lequel elles
sont entrées, cette discipline est la plus utilisée.

2. LIFO (Last In First Out) : la derniére entité dans la file est la premiere a étre
servie, c’est le cas de la pile au niveau des ordinateurs.

3. Random : toutes les entités ont la méme probabilité d’étre servies en premier.

4. Prioritaire : les entités sont servies suivant un attribut qui leur est associé, par
exemple 'entité ayant le plus court temps de traitement d’abord.

» Le nombre de serveurs :

Il peut étre égale a I'unité ou plus selon la nature du service a fournir.

» La capacité de la file :

Dans pas mal de cas, la file est supposée infinie. Cependant, il n’est pas rare de rencontre

des situations dans les quelles elle est finie (par exemple le cas d’une salle d’attente).
Pour la classification des systemes d’attente, on a recours a la notation symbolique

introduit par Kendall au début des années cinquante. Cette notation comprend quatre

symboles rangés dans l'ordre suivant :

A/B/s/N

e A = distribution des temps entre deux arrivées successives,
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B = distribution des durées de service,
s = nombre de postes de service en parallele,

N = capacité du systeme.
On peut toutefois faire abstraction du dernier symbole lorsque N = oo.
Pour spécifier les distributions A et B, les symboles suivants sont utilisés :

v/ M : Distribution Markovienne (exponentielle),

v/ Ej : Distribution d’Erlang d’ordre k,

\/ Hj : Distribution hyper-exponentielle,

v/ G : Distribution générale,

v/ D : Distribution déterministe,

1.2.1 Notion de classes de clients

Une file d’attente peut étre parcourue par différentes classes de clients. Ces différentes
classes se distinguent par le fait d’avoir :

o des processus d’arrivées différents,

o des temps de service différents,

o un ordonnancement dans la file d’attente en fonction de leurs classes.
Ainsi, pour définir une file multi-classes, il y a lieu de préciser pour chaque classe de clients :
son le processus d’arrivée, la distribution du temps de service associée, ainsi que 1'ordre
suivant le quel les clients des différentes classes sont servis.
Avant de passer a l’analyse mathématique des systemes de file d’attente, définissons les
deux notions fondamentales en théorie des files d’attente qui sont : ” Processus stochastique
et la chaine de Markov”.

Définition 1.2. [Processus stochastique]

Un processus stochastique {X;};cr est une famille de variables aléatoires avec, le temps T
peut étre discret ou continue, X (¢) est une variable aléatoire définisse 1’état du processus a
chaque instantt € T" donné. L’ensemble noté E des valeurs que peut prendre le processus a
chaque instant est appelé espace d’états et peut de méme que 7T, soit discret ou continue,
en fonction de T et E/, on peut classifier les processus stochastique comme suit :

1. Processus a temps discret et a espace d’états discret,
2. Processus a temps continue et a espace d’états discret,
3. Processus a temps continue et a espace d’états discret,

4. Processus a temps continue et a espace d’états continue.
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Définition 1.3. [Chaine de Markov] Une suite {X;,t = 0,1,2,...} est dite possédant
une propriété de Markov, ou est une chaine de Markov, si pour chaque instant ¢ et pour
chaque états de X on a :

PXiy1=7j/Xo = ao, X1 = a1,... Xy = i] = P[ X1 = j/Xs = i]

Cette propriété signifie qu’étant donné ’ensemble des états passés et présent du systeme,

la probabilité d'un états futur quelconque de ce systeme est indépendante de son états de
passé et dépend seulement de son états actuel. On parlera dans ce cas de processus sans
mémoire.
Les probabilités conditionnelles P[X;.; = j/X; = 1] sont dites des probabilités de tran-
sitions et sont notés Pf] Elle ne dépendra plus de temps si on a Pf] = B, Vt et Vs et
dans ce cas les P/; seront notés tout simplement P;; constituent ainsi une matrice carrée
d’ordre n, si n est le nombre des états possibles dans lequel peut se trouver le processus.

Propriété 1.1. Les éléments P, ; vérifient les propriétés suivantes :

N

1) 0P <1 Vi
P =

2) 1, i=1,2,..

M=

I
-

J

Si les deux conditions sont vérifier dans une matrice, elle est dite matrice stochastique.

1.3 Analyse mathématique des systemes de files d’at-
tente

L’étude mathématique d’un systeme d’attente se fait le plus souvent par 'introduction
d’un processus stochastique défini de fagon appropriée. En général, on s’intéresse au nombre
X(t) de clients se trouvant dans le systeme a l'instant t (¢ > 0) en fonction des quantités
qui définissent la structure du systeme, on cherche a calculer :

e Les probabilités d’états P,(t) = P(X(t) = n) qui définissent le régime transitoire du
processus { X (t)}+>0, les probabilités P, (t) doivent évidemment dépendre de ’état initial
ou de la distribution initiale du processus.

e le régime stationnaire du processus stochastique, défini par

P, =1lim P,(t) = P(X(+o0) =n), n=0,1,2,..

A partir de la distribution stationnaire du processus {X (t)}:>0, il est possible d’obtenir
d’autres caractéristiques d’exploitation du systeme.
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1.3.1 Modélisation des systemes de files d’attente

Plusieurs variantes existent pour la modélisation selon la nature et le comportement

du systeme, on distingue deux catégories de modeles en files d’attente, les modeles
Markoviens et non Markoviens.
Si pour les premiers, la propriété d’absence de mémoire permet une grande facilité dans
I’étude, il n’en est pas de méme pour les modeles non markoviens. Cependant, on dispose
de plusieurs méthodes, qui permettent de rendre ces derniers markoviens moyennant
certaines transformation.

1.3.2 Modeles markoviens

Ils caractérisent les systemes dans lesquels les deux quantités stochastiques principales
le temps des inter-arrivées et la durée de service sont des variables indépendantes expo-
nentiellement distribuées(les deux distributions sont Markoviens).

La propriété d’absence de mémoire de la loi exponentielle facilite I’étude de ces modeles,
I’étude mathématique de tels systemes se fait par I'introduction d’'un processus stochas-
tique approprié, ce processus est souvent le processus de naissance et de mort {X(¢)}i>o
défini par le nombre de clients dans le systeme a l'instant t.

I’évolution temporelle du processus Markovien {X (¢)}+>o est completement défini grace a
la propriété d’absence de mémoire.

» Processus de naissance et de mort :

Le processus d’état stochastique {n(t)};>¢ est un processus de naissance et de mort si, pour
chaque n = 0,1,2,... il existe des parametres \, et p, (avec py = 0) tels que, lorsque le
systeme est dans I’état n, le processus d’arrivée est poissonnien de taux A, et le processus
de sortie est poissonnien de taux p,.Pour pouvoir étudier ce processus, on devrait d’abord
envisager I’étude des processus suivants

» Processus de naissance :

On qualifier un processus de naissance,si ce dernier est caractérisé par ’apparition d’un
individu au sein d'une population, selon une certaine loi.

un processus de naissance est dit homogene, si la probabilité d’apparition d'un individu
pendant l'intervalle At, sachant qu’il existe déja k individus au sein du systeme, est donnée
par :

MAL 4 o(At) avec o(At) est infiniment petit.

Elle est indépendante de la position de At sur 'axe de temps.
Si on écarte le cas ou deux apparitions simultanées ou plus peuvent avoir lieu en méme
temps, alors on pourrait dire que la probabilité qu’il n’y aucune apparition dans l'intervalle
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At sachant qu’il y en a déja k, est égale a :
1— )\kAt + O(At)

Notons & présent par N; le nombre d’apparitions durant U'intervalle [0, ], et soit P,(t) la
probabilité qu’a l'instant n 'effectif soit n.

D’ou P, ;(t) est la probabilité qu’a 'instant ¢ l'effectif est j sachant qu’il y avait déja ¢
individus dans le systeme.

P, ;(t) =0sij <i (on suppose qu'il n’y a eu aucune disparition).

D’autre part : P, ;(t) = Pon(t) = P (t) = ...

Le graphe et la matrice de transition décrivant le processus pourrait étre schématisés
respectivement comme suit :

FI1G. 1.2 — 1e graphe de transition du processus de naissance.

1—XAL  NAL 0 0
0 1—XMAL MAE 0O

M = 0 0 0 ... 1= 1At N\ At

Remarquons que les états dans cette matrice(en lignes ou colonne) sont 0, 1,2, ....n—1,n, ...
etc.

Considérons le vecteur des probabilités d’états P, aux instant ¢t et t + At, d’apres la
définition de la matrice de transition des chaines de Markov, on peut écrire :

[Po(t 4+ At), Pi(t + At), ..., P,(t + At)] = [Po(t), Po(t), ..., Po(t)] « M
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Ou de fagon explicite :

Pyt + At) = Py(t)(1 — MA)
Pi(t + At) = MAtPy(t) + (1 — MAH) Py (1)

Pt + A1) = A1 APy 1 (1) + (1 — MAL) ()

Considérons cette derniere relation, on remarque qu’elle pourrait étre écrite sous la forme :

P,(t+ At) — P,(t)

At =M1 Po1(t) — N Po(t)

Si At tend vers 0, le nombre gauche tend vers P., ce qui nous donne :
P.(t) = M1 Py (t) — M Po(t)  Yn=1,2, ...

Pour n = 0, on peut déduire que :

Po(t + At) — Py(t)
At

— —XPo(1)

Si on suppose que le systeéme était vide, alors Py(0) = 1 et P,(0) =0, Vn > 1.

Les équations différentielles ainsi définie sont dites des équations de Chapman kolmogorov.
» Processus de mort :

Ce processus caractérise le phénomene de disparition au seine d’une population.
Remarquons que les hypotheses qui peuvent présenter ce processus sont tres voisines de
celles déja vues dans I’étude du processus de naissance.

Particulierement on pose Ny = N > 0 et on suppose que la probabilité pour qu'une
disparition ait lieu entre t et ¢t + At sachant qu’a ¢, il y avait k£ individus au sein de
systeme, est donnée par upAt, ou uy est le taux de disparition.

D’ou, on peut écrire :

P(Nt—i-At—Nt = _1/Nt = k’) = MkAt + O(At)
P<Nt+At7Nt = O/Nt = ]{]) =1- ILLkAt + O(At>

On constate que py doit étre positif, sauf pour £k = 0 ot pg = 0.
Le graphe décrivant le processus de mort, pourrait étre schématisé comme suit :
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1—puy 1— iy 1—ps 11—y 1

Fic. 1.3 - Graphe de transition du processus de mort.

Les équations différentielles associes a ce processus, dont les états de transitions sont
S =1(0,1,..., N) sont donnés par :

1. P i1(At) = At + o(At) avec i€1,2,...,N

2. Pi(At) =1— ;At+o(At) avec 1 €0,1,2,...,N
3. Py(At)y=0 V]i—j|>1, V(ij) €S>

),

La troisieme équation pour dire qu’il y a pas de possibilité d’avoir plus d'une apparition
dans une population. En peut associer la matrice des transitions suivantes :

1 0 0
0 0 [LgAt 1— /LgAt 0
M = . . .
pn—1At 1 — py_ At 0

,uNAt 1-— ,UNAt

1.3.3 Processus de naissance et de mort

Ce processus est la fusion des deux processus précédents : le processus de naissance

avec le processus de mort.

On doit supposer que pendant l'intervalle de temps élémentaire At, il ne peut avoir
q'un seul évenement, soit une naissance ou bien un mort.
Désignons par N; leffectif au sein de systeme a la date t. Les probabilités de transitions
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P, j(At) = Py, r,—j/N,—i doivent vérifier les conditions suivantes :

P, i1 (At) = At + o(At), Vie0,1,....

P i 1(At) = At + o(At), si i€1,2,...
P, i(At) = ()\ + i) At 4+ o(At), Vie€O,1,...
Pz,j(At)Z li—j|>1 V(i,j) €0,1,...

Les \; et u; sont strictement positifs, sauf g = 0, ou \; est le taux de naissance si ¢
individus existent déja dans le systeme, et p; est le taux de mort au sein du méme systeme.

Le graphe de transition correspond a ce processus sera :

1-(Ag 441 )A08 1-(Ap-1 + Hn-1) At I(An+ pa)At 1-( Apsq + pnss) At

Fic. 1.4 — Le graphe de transition du processus de naissance et de mort.

Auquel en peut associer la matrice de transition suivante, notée M dont I'espace d’états
est S=0,1,....,n,n+1,..

1 — MAt AoAt 0
MlAt 1— ()\1 + Ml)At 0 .
o 0 w3 At 1 — (A3 + u3) At A3At 0

En égalisant entre le flux entrant dans une états avec le flux sortant, on trouve les
équations différentielle associe a ce processus de naissance et de mort :

/

Po(t) = —/\()P()(t) + llqpl(t)
P;z(t) = )‘nflpnflﬁ) - ()‘n =+ ﬂn)Pn(t> + Nn+1pn+1(t)> Vn > 1.
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Remarque 1.1. - Si le nombre des états est limité, ce qui revient a dire que 'effectif
total est limité a un nombre N, alors dans ce cas A, = 0 pour tout n > N et la derniere
équation différentielle devient :

P],V(t) = >\N,1PN,1<t> — /JJNPN(t)

Dans certaines étude on s’intéresse au régime stationnaire, c’est-a-dire quand ¢t — oo,
dans ce cas la distribution des probabilités d’états ne dépend plus de temps, donc leurs
dérivés s’annulent. D’ou le systeme des équations différentielles précédentes aura la
configuration suivante :

0:—/\0P0+/L1P1, (11)
0= )\nflpnfl - ()\n + Nn)Pn + ,un+1pn+1> Vn >1 (12>

De la premiere équations, on tire :
— X
P = 2P,

Pour n = 1, la deuxieme équation donne :

A
P = #—?PO
y Ao .
0= XPy— (N + )Py + po P Dot P, = Py et de proche en proche(en utilise la
b2
récurrence), on déduit :
AoA1 A2 A
p, = AoAL Lp.
M2 43 fon

Pour la déduction de la valeur Py, on se base sur la propriété » " , P, = 1, en remplace
tout les P; qui sont en fonction de Fy, on tire :

1 1

= & Ao AOAL A2 A1 = [e'e) n i1
1+ et e 1+> 7 T, =

Fy

D’ou en pourrait déduire les expressions des P,

1.3.4 Modeles non markoviens

En ’absence de mémoire ou plutot lorsque 'on s’écarte de I’hypothese d’exponentialité
de I'un des deux quantités stochastiques le temps des inter-arrivées et la durée de ser-
vice, ou en prenant en compte certaines spécificités des problemes par introduction des
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parametres supplémentaires, on aboutit a un modele non Markovien.

La combinaison de tous ces facteurs rend ’étude mathématique du modele tres délicate,
voire impossible, on essaye alors de se ramener a un processus de Markov judicieusement
choisi a I'aide de I'une des méthodes d’analyse suivantes :

- méthode de la chaine de Markov induite

Cette méthode, élaborée par Kendall, est souvent utilisée, elle consiste a choisir une
séquence d’instants (1,2,...,n), (déterministes ou aléatoire) telle que la chaine induite
{X,,n >0} ot X,, = X(n), soit markovien et homogene.

- Méthode des variables auxiliaires

Cette méthode consiste a compléter I'information sur le processus {X(t)}:>o de telle
maniere a lui donner le caractere markovien. Ainsi, on se ramene a 1’étude du proces-
sus {X (1), A(t1), A(ts), ...., A(tn) }.

Les variables A(ty),k € {1,2,3,...,n} sont des variables aléatoire supplémentaire.

- Méthode des événements fictifs

Le principe de cette méthode est introduire des événements fictifs qui permettent de don-
ner une interprétation probabiliste aux transformées de Laplace et aux variables aléatoires
décrivant le systeme étudié.

-Méthode des étapes d’Erlang

Son principe est d’approximer toute loi de probabilité ayant une transformée de Laplace
rationnelle par une loi de Cox, cette derniere possede la propriété d’absence de mémoire.
-Méthode d’approximation

Dans ce cas, on caractérise I’état du systeme étudie par :

1. des méthodes asymptotiques décrivant ’état du systéme (chargé, non chargé,...),

2. l'estimation par borne de certaines de ces caractéristiques.

- Simulation

C’est un procédé d’imitation artificielle d'un processus réel donnée, comme résultat de
cette imitation, on obtient des approximations des caractéristiques du systeme étudié, per-
mettant ainsi de mesure ses performances.

1.3.5 Analyse opérationnelle des systemes de files d’attente

Cette analyse, plus connue sous le nom de I’évaluation de performance, consiste au

calcul des caractéristiques de performance d’un systeme, cette opération s’impose des lors
ou 'on souhaite connaitre les performances d’un systeme réel et que I'on ne peut effectuer
de mesure directe sur celui-ci.
Les parametres de performances que 1’on souhaite obtenir sont de différents ordre en fonc-
tion des systemes considérés, c’est ainsi dans les systéemes de production, un parametre de
performance important est le débit en produits finis. Tandis que pour le cas d’un guichet,
le parametre de performance qui intéresse au nombre de clients en attente au guichet.
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Les caractéristiques de performance

Les caractéristiques d’exploitation du systeme auxquels on s’intéresse le plus souvent sont :
e Le nombre moyen de clients dans le systeme,

e La durée de séjour d’un client dans le systeme,

e La durée d’attente d’'un client,

e Le taux d’occupation des postes de service.

La formule de Little

La formule de Little donne une relation tres importante entre :”le nombre moyen de clients
dans le systeme L = E[X], La durée moyenne de séjour Es et le nombre moyen de clients
entrant dans le systeme par unité de temps A”, entre aussi ”le nombre moyen de client
dans la file L, = E[X,], la durée moyen d’attente dans la file E,, le nombre moyen de
client entrant dans le systeme par unité de temps .

Cette formule stipule que

L = \Eg
L, = \E,

Il est a noter que cette formule est valable sous la vérification de la condition d’ergodicité
géométrique du systeme.

1.4 Quelques systemes de files d’attente

1.4.1 Le systeme M/M/1

Pour ce systeme, le plus simple dans la théorie des files d’attente, le flux des arrivées
est poissonnien de parametre A et la durée de service est exponentielle de parametre p.

1.4.2 Lien avec la théorie générale du processus de naissance et
de mort

Soit X (t) est le nombre de cliens dans le systeme a la date ¢t (nombre de clients en
attentes + celle en cors de service).
On pose :
An

10t = P(X(t 4 0t) = n+1/X(t) = n)
i (t)0t = P

t) (X(t+0t)=n—1/X(t)

Montrons que A, (t) et u,(t) sont indépendants de t.

(
(

n)

An(t) = P(1 arrive pendant le temps 0t/ X (t) =n) = X\, = A\, ¥n > 0.
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Car le processus d’arrives est poissonien.
pn(t)0t = P(le service en cours a la date t cesse pendant l'intervalle 0t/ X (t) = n)

Soit D(t) la variable aléatoire ” durée de service de client au guichet a la date ¢ 7, comme
la durée de service est poissonien de parametre .
Soit U la durée de service de ce client a la date t.

(1)t = P(D(t) < i+ 0t/D(t) > 1)
=1—P(D(t > p+0t/D(t) > pn)
=1—P(D(t) > 0t) = P(D(t) < 0t)
=1—e " = 0t + o(0t)

D’ou
pn(t) =p, ¥Yn >0

Pour n = 0 (pas de clients dans le systeme a la date t), donc pas de départ, alors :
Notre processus est bien un processus de naissance et de mort, avec :

fhn =, Vn >0
to =0
A=A, Yn>0

Etude de régime permanent

Revenons au systeme d’équations différentielles vu en processus de naissance et de mort
b
on peut montrer que la condition pour qu’'un régime permanent s’établisse s’écrit :

MIEEE

n=14i=1 "

Nous avons A\, = A et u, = u, Yn > 0 d’ou la condition précédente s’écrit :
ST o= S <o
n=1 i=1 © n=1 p

On pose p = ﬁ(qui s’appelle intensité de trafic) donc : >0 p" < 00
D’ou le régime permanent s’établit si : %L <l= ;_1L < % qui veut dire que la durée moyenne
des services est inférieure a 'intervalle moyen entre deux arrivées.
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Dans ce cas :

Régime stationnaire

Lorsque t tend vers l'infini dans le systeme d’équation différentielles donnés dans le
régime transitoire, on peut montrer que les limites lim,, .., P,(t) = m, existent et sont
indépendantes de I’état initial du processus et que :

lim, oo P,(t) =0, Yn=0,1,..

Ainsi, a la place d'un systeme d’équations différentielles, on obtient un systéme
d’équations linéaires et homogenes :

T = — Ay,
Mp 1+ pmper =N+ p)m, n=1,2,..

De plus,nous avons la condition )~ m, = 1 car (m,), est une distribution de
probabilité.

La solution de ces équations est donnée par :

T = Wo(ﬁ)” =(1- ﬁ)(ﬁ)”, n=12...

A condition que A < p (condition d’ergodicité géométrique du systeme), on montre
que le régime stationnaire du systeme M/M/1 est gouverné par la loi géométrique.

1.4.3 Quelques caractéristiques

e Le nombre moyen de client dans le systéme : si on note cette caractéristique
par L, alors :
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L=EX)= inﬂn
n=0

= (1=p)> _np"

=p(1=p) > (0"
=1 =)=
A

-

A
p = — est appelé 'intensité du trafic et aussi, la charge du systeme.

e Le nombre moyen de client dans la file : notons cette caractéristique par L, soit
X, le nombre de client dans la file d’attente a la date t, on aura donc :

X, = 0 sz:X:O
X-1 st X>1

Alors,

Ly=E(X,) =) (n—m,
=(1=p)> (n=1)p"
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===
o= A)

D’autres caractéristiques de ce systeme peuvent étre calculées, soit directement a partir
de la distribution stationnaire, soit d’apres la formule de Little.

1.4.4 Le systéme de files d’attente M /G /1

ce systeme possede un processus d’arrivée de poisson de parametre A et une loi de
service quelconque H, de moyenne % La propriété du Markov du processus {X;}i>o
facilitant l'analyse de systeme M/M/1 n’est plus vérifiée pour le systeme M/G/1, ce
qui rend son analyse plus délicate. Les méthodes des systemes non markoviens citées
précédemment peuvent étre utilisées pour ’analyse de ce systeme. Nous nous limiterons a
la méthode de la chaine de Markov induite.

La chaine de Markov induite

La méthode des variables auxiliaires s’applique aux systemes M/G/1 complétant
I'information sur X(t) :”le nombre de clients dans le systéme” par la variable A(¢1)
qui représente le temps de service déja écoulé d’un client a linstant t, le processus
bidimensionnel {X (¢), A;(t)}+>0 décrit completement le systeme M/G/1. le calcul de son
régime transitoire serait intervenir des équation aux dérivées partielles. Pour éviter cela,
la méthode de la chaine de Markov induite ramene I'étude ce processus au cas discret. En
effet, en considérant les instants d,, de départ du n’*™¢ clients, le processus {X(d,,), A1(d,,)}
sera équivalent a X,, = X(d,,) puisque A;(d,) = 0. La variable aléatoire X,, représentant
le nombre de clients dans le systeme juste apres l'instant d,, est une chaine de Markov a
temps discret. On considere le processus F, ”le nombre de clients qui entrent pendant le

ieme

service de n client”. Les variables F,, sont indépendantes entre elles, leur distribution

commune est :

oo ¢ (AL)F
P(En:k) = Qg :f() e )‘t(k') aH(t), Vk:O,l,Z....

Xpp1=X,—0+E,1,V neN

Avec
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5 - 1 stX,>0
"Tlo si X,=0

X,t1 ne dépend que de X, et de E,,;1 et non des valeurs de X,,_1, X,,_o,...
La variable X, ainsi définie est la chaine de Markov induite du processus {X (¢),¢ > 0}.

Régime transitoire

Il est aisé de vérifier que les probabilités de transition P, ; = P(X,41 = j/X,, = 1) sont
données par :

a; 517>0,0=0
Pi,j =\ @j—i+1 sil <1<y
0 stnon

Ainsi, la matrice de transition prend la forme suivante :

ap ap asg

ap ap as

PZ' = 0 ap aig
’ 0 0 ay

0 0 Qo

Régime stationnaire

Supposant que p < 1 et soit m = (7o, 71, ..., T,) la distribution stationnaire de la chaine
X,, il ne sera généralement pas possible de calculer 7 elle-méme, mais nous pouvons
calculer la fonction génératrice correspondant I71(z) :

. 1—-p)(z—1)
1I(z)=H\— Az = 1.3
(2) = B\ = 2a) (1.3
Ou H est la transformée de Laplace de la densité de probabilité du temps de service, et
z € C tel que | z |< 1. La formule (1.1) est connue sous le nom de premiere formule de
Pollaczek-Khinchine.
Quelques caractéristiques

e Le nombre de clients dans le systeme : Pour le systeme d’attente M/G/1, le
nombre moyen de client dans le systeme au temps t quelconque égale au nombre moyen
de clients dans le systeme au temps d,,, égale & F(X), qui vaut :
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_Q+E(A7+1-2Q)
2(1-Q)

E(X)

ou

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les résultats classiques concernant les systemes
de files d’attente en générale. En premiere lieu, nous avons parlé a propos du formalisme
des files d’attente, apres nous avons traité quelques systemes markovien et non markovien.
Cette étude théorique nous permet d’introduire les approches d’étude des systemes de files
d’attente avec priorité et systeme avec rappels et vacance.



Chapitre 2

Systemes prioritaires et systeme avec
rappels et vacance

introduction

Dans le cadre général, les unités (clients, appels, message,...) qui s’accumulent dans
une file, sont traités dans 'ordre de leur arrivée. C’est ce qu’on appelle la procédure PAPS
(Premier Arrivé Premier Servi). D’autres procédures peuvent étre mise en ceuvre, parmi
lesquelles, on présente I'admission avec priorité [41].

Les programmes dans un ordinateur ou les paquets dans un réseau informatique
peuvent ne pas étre traités de la méme fagon : quelques uns peuvent recevoir un traitement
préférentiel. Dans une salle d’urgence des hopitaux, une personne inconscients ou ayant
une crise cardiaque aura la priorité au service par rapport aux autres qui ont subi une
blessure mineure. Les systemes d’attente dans lesquels des clients recoivent des traitements
préférentiels sont dits systemes d’attente prioritaires.

donc, dans ce chapitre, il nous a paru opportun de décrire le comportement de types
de file d’attente, a savoir, les systemes prioritaires et les systémes avec rappels et vacance.

Les systemes avec rappels apparaissent dans la modélisation des phénomenes du
genre :” service des avions dans un aéroport, comportement des processus(taches,
programme,...) dans un réseau informatique constitué d'un ordinateur central et d’un
ensemble de périphériques(terminaux)[41].

Les systemes d’attente avec vacance est introduite en générale dont le but est d’ex-
ploiter le temps inoccupé du serveur, dont le but est d’améliorer les caractéristiques de
performances, ce systeme est analyser par plusieurs chercheurs parmi eux, en peut citer
Doshi(1986), Teghem (1986), Takagi (1991), Tian et Zhang (2006)...

23
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2.1 Les systemes de files d’attente avec priorité

Il n’est pas rare, dans la vie courante de rencontrer des systemes d’attente avec
plusieurs types de clients, ol certains sont prioritaires par rapport a d’autres. Pour mieux
illustrer cette situation, considérons deux systémes de files d’attente (M/M/1 et M/G/1)
avec m types de clients. Les clients de type ¢ arrivent indépendamment des autres types
de clients suivant un taux \;,7 = 1,2, ..., m, Le client de type i & la %™ priorité et la i*™¢
priorité est supérieur a la k%™ priorité pour tout k > i.

On distingue deux types de priorités : priorité relative et priorité absolue.

Dans ce qui suit nous allons montrer comment obtenir certaines caractéristiques d’un
systeme prioritaire dans les deux cas.

Priorité relative

La priorité relative se caractérise par le fait qu'un client de priorité supérieur ne peut
en aucun cas interrompre le service d’'un client priorité inférieure. Il doit attendre (s’il
le désire bien sir) jusqu'a ce que le service du client de priorité inférieure soit fini avant
d’étre servi. Cette discipline a été introduite par Cobham [3] et étudié par plusieurs
chercheurs (Holley [2], Dressin et Reich [4], Morse [5] et autres). Le systeme d’attente
avec priorité relative peut aussi étre considéré comme un systeme d’attente a serveur non
fiable, la panne est prise en considération apres que le client en service ait terminé son
service. Ce modele est connu sous le non ” Breakdown postponable interruption ”.
I a été étudié par Keilson [6], Gaver [7] et Hodgson [8].

2.1.1 Systeme Mp/Gpr/1 avec priorité relative

Dans ce systeme, il existe R classes indépendants de clients qui arrivent suivant des
flux poissonniens de taux A\g, k = 1,2, ..., R, correspondant a chaque classe. Le taux arrivée
total est S, Ag.

La distribution de temps de service est générale, de fonction de réparation By(.) et

1
de moyenne E(Bj) = — pour les clients de classe k. On défini p, = —k, La condition
ok ek

Zf;l pi < 1, dite d’ergodicité géométrique du systeme, est supposée étre vérifiée. On
s’intéresse principalement au calcul du temps moyen d’attente d’un client dans la file
(c’est-a-dire, le temps qu’il passe dans la file avant le début de son service).

Le temps d’attente W; de dernier client arrivé C, de classe k contient trois composantes
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[11]
-Le temps résiduel W, de client en cours de service,

-Le temps de service W i, de tous les clients qui sont déja présents, a I’arrivée du client
C} et qui ont une priorité égale ou supérieure a celle de CY,

-Le temps de service Wy, de tous les clients qui sont arrivés pendant le temps d’attente

du client C}, et qui ont une priorité supérieure a celle de C}.
Donc, le temps d’attente du client C), est donnée par :

Wk - WO + Wl,k + W27k, k‘ - 1,2, ,R

Calcul de temps moyen résiduel du client en cours de service

soit o ="le temps de service résiduel”, et 3 ="le client en cours de service est de classe
1 7, donc, le temps moyen résiduel du client en cours de service prend cette forme :

E[Wo] =Y _ E(a/B).P(B)

Si on prend 'avantage que p; = \;E(B;), on arrive a

Bty = Y0 M (21)

2
=1

Par conséquent, le temps résiduel moyen de service d'un client dépend des moments
d’ordre 2 des distributions des temps de service.

Calcul de temps moyen de service de tous les clients qui sont déja présents a
Parrivée du client C} et qui ont une priorité égale ou supérieure a celle de C}
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Soit Nj  le nombre de clients de classe ¢ qui sont déja présents dans la file a I'arrivée
du client Cy (de classe k) et qui sont service avant Cy, On a donc :

EWis] = Y1, B[Nis] E[B]

Puisque les temps de service sont indépendants. On peut maintenant appliquer la
formule de Little :

E[N; i) = NE[W,]

Ou W; dénote le temps d’attente dans la file pour les clients de classe i. on arrive a :

E[Wi] = Y7 E[Nix].E[Bi] = Yy NE[Wi|E[B)]
Dot
EWis =Y pEW], (k=1,2,.,R) (2.2)

Calcul de temps moyen de service de tous les clients qui sont arrivés pendant
le temps d’attente du client C) et qui ont une priorité supérieure a celle de C},

Soit M, j, le nombre de clients de classe ¢ arrivant durant le temps d’attente W}, du
client C} et qui regoivent leur service avant le client Cy (c’est-a-dire, ils ont une priorité
supérieure).

A T’aide de la formule du Little, on exprime E[M, ;] par :

E[M; k] = ME[Wi]

Donc on a :

E[Wai) = Y2100 E[M;4).E[Bi] = Y212} M E[W,]E[Bi]
D’ou

E[Wa.] = E[Wy] Zp,, =1,2,..,R) (2.3)
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Temps moyen d’attente FE[IW}], d’un client de classe k

On va inclure les trois résultats trouvés (2.1),(2.2) et (2.3), dans l'expression de base
de E[Wk] .

EWy] = E[Wo| + E[W1 4] + E[Ws ]

= W] + 3 BV + BV

De cette derniere équation, on trouve :
1 ke
EW,] = ————(E[Wo] i) piE[W)),
1 - Zi:1 Pi

pour (k =1,2,..., R) on obtient un systeme d’équations linéaires, qu’on peut résoudre
d’une manieére récursive. On utilisera cette courte notation :

k
O = Zizl Pi,
Par cette natation on peut écrire pour k =1 :

E[Wy] = W)

N 1—0’1
Pour k£ = 2 on obtient :
1 E[W]
EW,] = 1_ UQ(E[WO] T 01)
_ E[wo](l—[)1+ﬂ1)
1—0'2 1—0'1
On aura donc,
EW,
E[W,] = un

(1 — 0'2)(1 — 0'1)
I1 est facile a présent de prouver d’'une maniere récursive que pour k < R

E[W,] = Elwo)

(1 — O'k)<1 — Uk—l)
Temps moyen d’attente E[W}] est donné par :

%il AELB]] —, (k=1,2,..,R)
20 =2 iy p)(1 =220 pi)
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Temps moyen de séjour d’un client de classe k dans le systéme
R
Zi:l A E [Bf ]
k k—
2(1 =22 pi)(1 - Zi:ll pi)

A T'aide de la formule de Little, on trouve aussi :

E[Sy] = E[Wy] + E[By] = + BBy, (k=1,2,.., R)

Nombre moyen de clients de classe k£ dans la file
Zf:l A E [Bzz ]
2(1 =, ) (1= X5 o)

Qr = ME[Wi] = A ,(k=1,2,..,R)

Nombre moyen de clients de classe k dans le systeme

R
E toNE B?
i=1 [ z] — + Phs (k‘ =1,2, ,R)

Ly = ME[Sy] = )"“2(1 S 1= )

2.1.2 Systeme M,/G5/1 avec priorité relative

Ce systeme a été étudié dans l'article [31], dans ce systeme, les clients arrivent en deux

calasse, selon un processus de poisson de parametre A\; et Ay, La distribution de service
1

est générale de fonction B;, 1 = 1,2 et de moyenne Hll et .

Le temps moyen d’attente d’un client dans la file

Client prioritaire :

(M E[Bf] + A\ E[B3])

B =500

Client non prioritaire :

_ (ME[Bf] + M E[B3])
Bl = 2(1—p1 — p2)(1 = p1)

Le temps moyen de séjour d’un client dans le systeme

Client prioritaire :

(ME[B?] 4+ M E[B3))
2(1—p1)

E[S] = + E[B]
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Client non prioritaire :

(ME[B}] + M E[B3])

Elg) = 2(1—p1 — p2)(1 — p1)

+ E[By]

2.2 Le systeme M,/M,/1 avec priorité relative

Ce systeme a été étudié par plusieurs chercheurs, parmi eux Rupert dans Iarticle [28],
Guy dans [29] et D.Gross dans le livre [30].

Considérons un systeme Ms/M,/1/3 avec priorité relative dans lequel arrivent deux
classes de clients que nous appelons :
Classe 1 : Clients non prioritaires.
Classe 2 : Clients prioritaires.

Les deux types des clients arrivent indépendamment 1'un de I'autre suivant un proces-
sus poissonnien avec respectivement les taux A\; et Ag. Le service des clients prioritaires et
non prioritaires se fait suivant la loi exponentielle 1 et uy respectivement.

Soit P,m,(t) = P(au temps t,avoir n clients de classe 1, m clients de classe 2,1 )

avec :

1 st le client en service est de classe 1
r =
2 sile client en service est de classe 2

2 i

A D'état d’équilibre, nous obtenons pour p =) 7 | e le systeme d’équation suivant :

Poo(A + Ao
Po12(A1 + Ao + p2
Pio1( A+ Ao+ 1
P oA + Ao + e

(
(

= Po1apa + Proipn

Poors + Pooapa + P
PooAi + Pagipin + Priapis
= Pioopo + Poyapn + Poi2)e
Po12Xo + Proijpn + Bysopio
= ProiM + Paiapio + Psoip

Poaa(A1 4 Ao+ po
Proi(AM+ X+

~— — — ~— ~— “—

Ces probabilités de transition sont illustrées dans la figure suivante :

Pour les systemes My /M, /1/00, si on considere un systeme d’attente avec priorité relative,



2.2 Le systéeme M,/M;/1 avec priorité relative 30

F1G. 2.1 — Les probabilité de transition du systéme M3 /M2 /1/3 avec priorité relative.

les clients arrivent selon un processus de poisson, le taux des arrivées de la premiere classe
est \; (respectivement A\, pour la deuxieme classe). Les services des clients prioritaires et
non prioritaires se fait suivant la loi exponentielle de taux p; et ps respectivement. Notons
P, mr la probabilité d’avoir n clients non prioritaires et m clients prioritaires au temps t
et r indique le client en service. Alors P, ,, , est donnée par le systeme d’équation suivant :

(A1 +X2)Poo = Poaapz + Proip
(A1 + X2+ 1) Pros = PooAl + Pagapin + Praaps
(M + Ao+ 1) FPoae = PooA2 + Fogapo + Praai
(M + X+ 1) Pro1 = Prm1,01AL + Poiopto + Poyi01401
(A 4+ Ao+ 12)Pong = Pon—12A1 + Ponr1opte + Prnaii
M+ X+ 12) Pt = Prp11A2 4+ Prriope + Ponafia
M+ X+ 1) Pt = Prc1pa AL+ Prn—1132 + Prinipin + Prpsiopte,m > 1,10 >0
(M + p2)Pone = Prpn—12M,m > 0,n>1

Nous obtenons a 1'état d’équilibre la probabilité P,(t). La probabilité d’avoir au temps
t, n clients de classe 1, m clients de classe 2.

Pn = an_:lo(Pnfm,m,l + Pn,nfm,Q) = (1 - p)ﬂ, (n > 1)

En utilisant les fonctions génératrices marginales :

PmJ(Z) = Zzozo Pn,m,lzna
Pm,Z(Z) = szzo Pmmgzm,
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. A
Hl(ya Z) = Zm:1 yum,l(Z)> avec,Hl(l, 1) = ,u_l
1

. A
Halt2) = 53007 Pale): avee. Ha(1,1) = 22
2

On obtient la fonction génératrice jointe H (y, z)

H(y7 Z) - Hl(y7 Z) + H2(y7 Z) + PO
= Z Z y" 2" (P + Pan,2) Z Y" Prno1 + Z 2" Pon2 + Fo
m=1 n=1 m=1 n=1

D’apres le calcule de le fonction génératrice jointe H(y, z), en peut 1'utiliser afin de trouver
le nombre moyen des clients prioritaires dans le systeme L;, le nombre moyen de clients
non prioritaires dans le systeme Lo, alors :

0H (y, A
L, = 9H(y, z) — Lg + 2
ay /z=y=1 1
L—m
0H (y, A
L2 = —(y 2) — Lq2 —|— —2
0z /z=y=1 H2
_p(I=pi(1 = p1—p2)) (2.5)

(1= p1)(1 = p1 — p2)

Au moyen des formules (2.4),(2.5) et de la formule de Little, on aura, le temps moyen
de séjour des clients prioritaires et non prioritaires donné par les deux formules suivantes :

L _ 14p
A (= pr)
1—pi(1—p1—p2)
E[S,] = 2.7
152] p2(1 = p1)(1 = pr — p2) 27)

E[S1] =

2.2.1 Priorité absolue

Contrairement au cas précédent, ici, un client de priorité supérieure a la droit
d’interrompre le service d’un client de priorité inférieure pour se faire servir. Le service
interrompu sera alors repris a partir du point ou il était suspendu.

Les premiers articles publiés concernant les systemes d’attente avec priorité absolue sont
les articles de White et Christie [34]. Par la suite sont apparus les articles Stephan [32],
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Miller [33], Jaiswall [38] et Welch [39]. Takacs et Chang [36] ont étudié la priorité absolue
avec une source infinie et différentes supposition a propos de la distribution de service.
Les points communs entre les systemes d’attente avec priorité absolue et les systemes a
serveurs non fiable (Pannes) ont été étudiés pour la premiere fois par White et Christie
[34]. Keilson [35], Gaver [40], Avi-Itzhak et Naor [27], ont utilisé cette ressemblance pour
étudier la priorité absolue a partir des systeémes a serveur non faible (breakdown models).
Les systemes prioritaires avec source finie (dans laquelle au moins un type de client & source
finie) ont été étudiés par Avi-tzhak et Naor [27].

2.2.2 Systéme Mp/Ggr/1 avec priorité absolue

Gelenbe dans I'article [21] a étudié le systeme d’attente de type M/G/1,dans ce systéme
les clients arrivent en k classes indépendantes suivant un processus de Poisson. Le taux
d’arrivée pour chaque classe est \; et le taux d’arrivée totale est A = A\; + Ao+ ..... + A, la
distribution de service est générale de moyenne i, dans un systeme avec priorité absolue
conservatrice, Le client interrompu reprend son service au point ou il est interrompu.

Dans ce cas, les clients de priorités inférieures sont totalement ”invisible” et n’affectent
en aucun cas la file des clients de hautes priorités. Alors, pour un client de classe k, on
peut procéder comme si A\p11 = Agyo = ... = Ag = 0.

Analysons, a présent, un systéme dans lequel les classes k + 1 jusqu’a R n’existe pas
et comparons les temps d’attente d'un client. Le temps moyen d’attente Wj, du dernier
client arrivé C) de classe k, avant qu’il entre en service pour la premier fois, est le méme
que dans le cas de priorité relative avec k classe de priorité.
on a

S NE[BY
2(1 — O'k)(l — O'k_1>

E[W,] =

k
avec oy = i pi

Le temps moyen de séjour d’'un client dans le systeme S;, contient trois parties :

E[S;] = EW,] + E[B;] + E[],j = 1,2, ...k (2.8)

Le premier terme E[W;], est le temps moyen d’attente avant que le client entre en
service pour la premiere fois, le second terme E[B,], est le temps moyen de service de
client et le troisieme terme E[[}], est I'espérance de la variable aléatoire [;, représentant
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le temps total d’interruption du client durant son service le temps total d’interruption
consiste en deux parties : la somme des temps de service des clients qui ont interrompu le
service de client Cj, et la somme des temps de service des clients qui sont arrivés durant
les périodes dans lesquelles le client est déja interrompu, On obtient alors :

Bl = E[B) S MEB) + E[L] S AE(B]

k—1

— EB)Y o+ EILIY

= =1
E[B;] S 1),
_EB> iy pi i=1,..k

—1
1— Zi:l Pi

La somme du seconde et troisieme terme de 2.4, le temps moyen effectif de service et

les temps totaux moyens d’interruption, est ce qu’on peut appeler le temps généralisé de

service.

E[B;
E[B;] + E[l;] = %
1=>" pi
A partir les résultats précédents, on trouve :
i ME[BY] E[B;]

E[S]]: ,jzl,...,k’

21 —op)(L=op1) 1= 1p

i=

A Taide de la formule de Little, on trouve aussi :

Zf:l )‘iE[BiQ]

= \NEW;] =\, Jk=1,...R
= E 1= ) (1= )
Nombre moyen de clients de classe k£ dans le systeme
Zle N E[B}] Pj

Lj = )\]E[S]] = /\]E[W]] = /\j 7j = ]-a27 7k

_I_
k [ [
2(1 - Zz’ZI pi)(1 — Zi:ll pi) 11— Zi:ll Pi

2.2.3 Systeme M,/G5/1 avec priorité absolue

Dans ce systeme, les clients arrivent en deux calasse, selon un processus de poisson de
parametre Ay et Ao, La distribution de service des clients prioritaires et non prioritaires
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suivent des lois générales, de fonction de répartition B;(.),i = 1,2 et de moyenne ;%1 et t

Le temps moyen d’attente d’un client dans la file
Client prioritaire :

Client non prioritaire :

(ME[B}] + M E[B3)])
2(1 = p1)(1 = p1 — pa2)

Le temps moyen de séjour d’un client dans le systéme

E[W,] =

Client prioritaire :

Client non prioritaire :

_ (ME[BY] + M E[B3]) . E[By,)]
ElS) = 20— p)d—pipn) 1

2.2.4 Le systéeme M,/M,/1 avec priorité absolue

Ce systeme a été étudié Avi-Itzhak dans larticle [37], il a considéré un systéme
My /M5 /1/3 avec priorité absolue dans lequel arrivent deux classes :
Classe 1 : Clients non prioritaires.
Classe 2 : Clients prioritaires.

Les deux types des clients arrivent indépendamment 1'un de I'autre suivant un proces-
sus poissonnien avec respectivement les taux A\; et Ay, Le service des clients prioritaires et
non prioritaires se fait suivant la loi exponentielle 1 et uy respectivement.

Ecrivons les équations de Chapman Kolmogrov a l’état d’équilibre. Notons P, ,, la
probabilité d’avoir n; clients de classe 1 et ny clients de classe 2 dans le systeme et Fyp la
probabilité d’avoir 0 clients de classe 1, 0 clients de classe 2 dans le systeme.
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Poo(M + X2) = Popte + Propua,

)
Poa(M 4+ A2+ p2) = Pooda + Poapo
Pro(A + Ao+ 1) = Pooht + Paoptn + Prape
Pri(M + Ao+ p2) = Propio + ProXe + Poah
Poa(M 4+ Ao+ p2) = XNaFPo1 + poFPos + piPro
Poo(A + X+ 1) = MPro+ poPar + 1Py

paPro = A FPoa+ XaPrg
poPor = M Pri+ X P
p2Poz = A2
p1P3o = AP

Les transitions de la chaine sont illustrées dans la figure suivante :

Az Az

0 lﬁlh‘_""‘“—-——-._._’a_'_{_____‘
AN H u >,
Az { A
HIN_ 0 zoi/-’
10; ’ T
v

FIG. 2.2 — Les probabilité de transition du systéme M3 /M3 /1/3 avec priorité absolue.

Pour le systeme Msy/Ms/1/00, si on considere un systéme d’attente avec priorité
absolue, les clients arrivent selon un processus de poisson, le taux des arrivées de la
premiere classe est A; (respectivement Ay pour la deuxieme classe). Le service des clients
prioritaires et non prioritaires se fait suivant la loi exponentielle iy et uo respectivement.

Notons P, ., la probabilité d’avoir n; clients prioritaires et ny clients non prioritaires
au temps t et r indique le client en service, alors P, ,, est donnée par le systeme
d’équation suivant :
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Poo(M +A2) = Poapia+ Piopn, si ng =0 et ng=0

Pony( A1+ Ao+ p2) = Ponp Ao + Popgt1pt2, st np =0 ng >0
Pnl,o()q + Ao+ 1)
Py oy (A1 + A2 + 1)

Pnl—l,O)\l + Pn1+170M1 + Pn1+171,u2, S ny > 0 et Ng = 0

Pnl,nz—l)\2 + Pnl—l,ng)\l + Pnl—i-l,nglfdl + PTL1,n2+1M27 87; ny > 07 na > 0

Les calcules étant longs et fastidieux, mais nous nous limiterons ici au la présentation
de la démarche d’obtention des résultats. Il faut tout d’abord calculer la fonction
génératrice :

H(y7 Z) = an,nz PnlynZynl z"

A partir des équations de Chapman Kolmogorov on trouve :

L—pi—p2,, 1—1
H(y,z) = (-—— —)
L—n—zp2" " 1=y
Ou ]
n= Q_[Ml + A1 4 Ao(l = 2) — /1 +1 X2l — 2)]2 — 4usA] De la fonction génératrice
M1

H(y, z) nous déduisons :
Le nombre moyen de clients prioritaire dans le systeme est

aH(?J? Z) P1
EIN|| = (——) =1 = 2.9
M) = (F ) = (2:9)
Le nombre de clients non prioritaires dans le systéme est
0H (y, 2 + E|N
E[N,] = (M)yzz:l _ 2t E[Nip
0z L —p1—p2
- P2 (2.10)

(1= p1)(1 = p1 = pa)

D’apres les formules (2.5) et (2.6), et au moyen de la formule de Little, en peut
tirer le temps moyen de séjour dans le systeme des clients prioritaires et non prioritaires
respectivement, donné par les deux formules suivantes :

E[N,] |
Blsi) = =5 = (2.11)
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B[N 1
Bl = Ao pa(l—p)(1 = p1— p2) (2.12)

Pour I'état d’équilibre, le calcule des probabilités d’état s’effectuerait de facon suivante :

oM™ H(y, z)
ni!ns! aynl azng

PnlynQ =

]y=z=0

En particulier, Fyp =1 — p1 — p2.

La condition de stabilité est alors donnée par FPyo > 0, c’est a dire p; + pa < 1.

2.3 Les systemes de file d’attente avec rappels

’ un client

Les systemes de files d’attente avec rappels se caractérisent par le fait que ’
qui arrive et trouve tous les serveurs occupés, quitte le systeme définitivement, ou rappelle
ultérieurement a des instant aléatoires, dans cette derniere on dit que le client entre dans

Vorbite ”.

le systeme de file d’attente avec rappel est défini completement par la connaissance
de ces éléments principaux : le processus des inter-arrivés, le mécanisme de service(la
disponibilité et nombre de serveurs, la discipline de passage au service),en ajoutant, un
élément décrivant la loi des répétition d’appels.

Le modele de file d’attente avec rappels occupe une situation intermédiaire entre le
modele d’Erlang et le modele classique d’attente FIFO, qui en constituent les modeles
limites dans les cas de faible et forte intensité de rappels.

Les systemes de file d’attente avec rappels ont trouvé leur premiere application lors de
la modélisation du service d’abonnés dans un central téléphonique.

Plusieurs situations d’attente ont la caractéristique que les clients doivent rappeler, pour
une certaine raison, pour étre servis. Quand le service d'un client est insatisfait, il doit rap-
peler jusqu’a a I’accomplissement de son service. Ces modeles d’attente apparaissent dans
la modélisation stochastique de plusieurs situations réelles. Par exemple, dans la transmis-
sion de données, un paquet transmis de la source ‘a la destination peut étre retournée et
le processus doit se répéter jusqu’a ce que le paquet soit finalement transmis [25].
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2.3.1 Description des systemes de file d’attente avec rappels

considérons un systeme de file d’attente, de flot des arrivées primaires poissonien de
parametre A, et ayant s(s > 1) serveurs identique et indépendants, de distribution de
service générale, de fonction de répartition B(z). Il y a dans ce systéme m — s position
d’attente. A Dl'arrivée d’un client, s’il y a un ou plusieurs serveurs libres, celui-ci sera
immédiatement pris en charge. sinon, s’il y a une position libre, le client rejoint la file
d’attente. Lorsque tous les serveurs et toutes les positions d’attentes sont occupées, le
client est obligatoirement quitte le systeme, soit définitivement avec une probabilité
1 — Hy, soit temporairement avec une probabilité H, et rappelle ultérieurement, apres un
temps aléatoirement.

La capacité O de 'orbite peut étre finie ou infinie. Dans le cas o O est finie, si 'orbite
est pleine alors le client quitte le systeme définitivement.

Yang et Templeton introduisent, pour désigner les systemes avec rappels, la notation
suivante : A/B/s/m/O/H, ou A et B décrivent respectivement la distribution du temps
des inter-arrivés et la distribution de temps de service, s représente le nombre de serveurs,
m est le nombre de position d’attente, et O est la capacité de l'orbite, ce systeme
peut ne pas apparaitre dans la lorsque la capacité de l'orbite est infinie. La séquence
H = {H;,i > 0} est la fonction de persévérance, on H; est la probabilité quun client
fasse une (i + 1)°™¢ tentative de rappel, aprés une i€ tentative échouée. Si tous les
clients sont persévérants H; = 1, pour tout j, le symbole H pourra étre également supprimé.

Aujourd’hui, il y a un centaines d’exemples qui peuvent étre modélisé par un modele de
file d’attente avec rappels, en peut citer quelques exemples pour bien comprendre ce modele.

1. Probléme de réservation

C’est 'exemple le plus simple d’'un client qui souhaite réserver dans un restaurant
par téléphone, mais, il y a une unique ligne qui consacré a rependre aux requétes des
réservations. Ainsi, si le client appelle est trouve la ligne occupée, il renouvellera sa
tentative apres une certaine période de temps aléatoire avec la probabilité Hj qui est en
pratique inférieure a 1, car le client ne peut pas rappeler indéfiniment.

Cet exemple peut étre modélisé par une file d’attente M/G/1 avec rappels et avec
perte en considérant que le processus d’arrivée des appels est poissonnien.

L’é¢tude de ce genre de problemes permet de prédire le temps d’attente du client, le
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nombre de clients perdus du a ce blocage, ...
2. Systeme informatique a temps réel

Dans un systeme informatique a temps réel, on trouve M terminaux et S canaux
de transmission tels que M > S. Pour qu'un terminal soit connecté a l'ordinateur,
il suffit d'un canal de transmission libre. L’illustration de ce genre de systeme est le
centre de calcul ou arrive un étudiant pour utiliser I'ordinateur pendant une période
de temps aléatoire. Celui-ci doit d’abord trouver un terminal libre pour se connecter.
S’il n’y a aucun terminal disponible, il retentera sa chance aprées un temps aléatoire.
Sinon, il envoie sa demande au commutateur central pour se connecter 'ordinateur. Le
terminal est alors connecté selon que le canal serait disponible ou pas. Dans ce dernier
cas, la demande est mise dans la file par le commutateur en attente de libération d’un canal.

Ce systeme peut étre modélisé par une file G/G/S avec rappels, avec un tampon(espace
d’attente) de capacité M et une orbite de taille infinie, ou les canaux de transmission
correspondent aux serveurs et les terminaux au tampon.

3. Réseaux locaux CSMA

Dans les réseaux locaux se partageant un bus unique, I'un des protocoles de commu-
nication le plus généralement utilisé est appelé protocole non-persistant CSMA (Carrier
Sense Multiple Access), c’est une méthode d’acces a un réseau local.

Un réseau local simple est composé de stations ou de terminaux inter-connectés
par un bus unique, qui est le canal de communication. Ainsi, les stations commu-
niquent les unes avec les autres via le bus qui peut étre utilisé par une seule station
a la fois. Une telle architecture de réseau d’ordinateurs local est appelée architecture en bus.

Des messages de longueurs variables arrivent aux stations du monde extérieur. En
recevant le message, la station le découpe en un nombre fini de paquets de longueur fixe,
et consulte immédiatement le bus pour voir s’il est occupé ou bien libre. Si le bus est libre,
I'un de ces paquets est transmis via ce bus a la station de destination et les autres paquets
sont stockés dans le tampon pour une transmission ultérieure. Par contre, si le bus n’est
pas libre, tous les paquets sont stockés dans le tampon (positions d’attente) et la station
peut reconnecter le bus apres une certaine période aléatoire.

Ce probleme peut étre modélisé comme un systeme d’attente avec rappels a un seul
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serveur, qui est le bus, et les tampons des stations représentent 1’orbite.

Le modele d’attente avec rappels d’écrit ci-dessus est un modele général. Plusieurs
systemes de files d’attente avec rappels peuvent étre considérés comme des cas particuliers
tels que : les systemes sans buffer, les systemes a un seul serveur, ...

par Le schéma général d'un systeme avec rappels est donné par la figue suivante.

L'extérieur
Station de
Service

| Le client est dirigé vers I'orbite sile serveur est occupé

Fig. 2.3 - Systéme générale d’une file d’attente avec rappel

2.3.2 Quelques variantes des modeles de files d’attente avec rap-
pels

Modéle markoviens

Les modeles markoviens sont utilisés pour décrire les systemes dans lesquels les temps
des inter-arrivés primaires, les durées de service et les temps inter rappels sont des
variables aléatoires indépendantes et exponentiellement distribués.

Pour décrire un systeme de file d’attente avec rappels, dont le nombre de serveurs est
m, le flux des inter-arrivés primaires est poissonien de parametre A, la durée de service des
clients est exponentielle de parametre p et la durée entre deux rappels consécutifs d’une
méme source secondaire est aussi exponentielle de parametre 6.

Soit le processus markovien X(t) = {C(t), N(t)}i>0, dont l'espace d’états est
S ={0,1,.....,m} x N, ou C(t) est le nombre de client en cours de service a la date t, N(t)
est le nombre de client en régime de rappels a la date t.
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Modeéles semi-markovien

Lorsqu’on peut pas décrire le systeme d’attente avec rappels avec un processus marko-
vien, en parle de modele appelle semi-markovien. Donc, ce dernier peut étre définie comme
étant un modele ot 'un de ces processus n’est pas markovien(flux des inter-arrivés des
clients primaires, la distribution de temps de service ou la distribution de temps de rappels).

Parmi les modeles semi-markovien avec rappels en peut citer celle qui est plus utilisé,
le modele M/G/1 avec rappels.

La description du modele M/G/1 est faite par :

introduisant un processus des inter-arrivés des clients primaires qui est poissonien de
parametre A, la durée de service 7 est de loi générale de distribution B(z). La durée entre
deux rappels est successifs d’'une méme source secondaire est exponentielle de parametre
6.
On décrit le systeme de la maniere suivante :
On suppose que le (i — 1)*™® appel termine son service & U'instant 7;_;(les appels sont
numérotés dans l'ordre de service ) et le serveur devient libre. Méme s'il y a des clients

ieme

dans le systeme, ils ne peuvent occuper le service immédiatement. Donc le (7) rappels

suivant n’entre en service qu’apres un intervalle de temps R; durant lequel le serveur est
libre.
En peut citer d’autres systemes de fille d’attente avec rappels qui sont :

modele avec rappels et serveur non fiable,

modele avec rappels et arrivées par groupes,

modele avec multi-classe de client,

modele avec deux types des clients impatients,

les modeles avec priorité.

Quelques caractéristiques du systéeme M /G/1 avec rappels

Dans cette partie en s’intéresse pas au détail de calcule, c’est-a-dire, comment on
a trouver les mesures de performance, le nombre moyen de clients dans le systeme, le
nombre moyen de clients dans l'orbite, mais, juste de donner ces caractéristiques afin
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de I'utiliser dans le dernier chapitre, exactement pour la validation de simulateur approprie.

Nombre moyen de clients dans le systéeme

A2E(72) Ap

n=p+ + (2.13)
2(1—p) 0(1-0p)
Nombre moyen de clients dans 1’orbite
D’apres la formule de Little, on a
NE(7?%) Ap
ng=mn-—p= + 2.14
: 21-p) 8- p) 21
Temps moyen de séjour
D’apres la formule de Little n = wA. On aura
__p | AE(T) p
w=L 4+ 2.15
e T a ) (215)

Quelques caractéristiques du systéme M/G/1 avec rappels et priorité

Dans cette section aussi, on doit juste donné quelques caractéristiques de performances
pour qu’on puisse utiliser dans les sections qui se suit.

Dans ce systeme, on considere notre file de capacité infinie, et constituer d’un seul
serveur. Le processus d’arrivé est poissonien de parametre A; et Ay respectivement, Les
taux et po sont des taux de services des clients de type 1 et de type 2 , et v est le taux
de rappel dans l'orbite, alors :

Le nombre moyen de client de type 1 dans le systéme

N — A (A1B12 + Aafa2)
' 2(1 = p1)

(2.16)



2.4 Systeme de file d’attente avec vacance 43

Le nombre moyen de client de type 2 dans le systeme

A (AP + Aofa2) " Xa(p1 + p2)

TRy TR S g ——

(2.17)
Avec (312 et (B35 représente le moment d’ordre deux de la durée de service des clients de
types 1 et 2 respectivement, c’est-a-dire :

Bra = E(17)
Bon = E(73)

avec 71 (72) est les variables qui décrivent la distribution de service des clients de type 1
(type 2) respectivement.

2.4 Systeme de file d’attente avec vacance

La notion de vacances est introduite en général pour exploiter le temps inoccupé du
serveur pour un autre travail secondaire dans le but d’améliorer la performance du systeme.

L’analyse de la modélisation par les systemes d’attente avec vacances a été faite par
un nombre considérable de travaux dans le passé et a été utilisée de maniere réussie
dans différents problemes pratiques comme les systemes de production, systemes de
communication et systémes informatiques (voir la monographie de Doshi (1986) [21]). Une

excellente étude compréhensive sur les modeles d’attente avec vacances peut étre trouvée
dans Teghem (1986) [23], Takagi (1991) [22] et Tian et Zhang (2006) [24].

2.4.1 Quelques cas modélisés par des systemes de files d’attente

Exemple :
Dans le modele opérationnel du serveur WWW, les requétes HT'TP arrivent au serveur
WWW suivant un flux de Poisson et peuvent étre interrompues par un utilisateur avant
d’arriver au serveur WWW. Lorsque les requétes arrivent dans le serveur WWW, une
requéeter est sélectionnée pour étre servie et les autres entreront dans le tampon situé a
Iintérieur du serveur WWW. Dans le tampon, chaque requéter attend un certain temps
puis demande le service de nouveau. Un programme ” daemon ” est mis en application dans
le serveur WWW pour diriger les requétes de service a partir du tampon. A chaque fois
qu’elle essaye mais échoue, elle attend un autre moment avant de réessayer de nouveau. Si



2.4 Systeme de file d’attente avec vacance 44

la page web cible est située dans le méme serveur WWW | la requéter peut retourner au ser-
veur. Pour garder le serveur WWW en bon fonctionnement, des activités de maintenance
telles que scanner les virus peuvent étre réalisées lorsque le serveur WWW est inactif. Ce
type de maintenance peut étre programmeé pour fonctionner sur une base réguliere. Cepen-
dant, ces activités de maintenance ne se répetent pas continuellement. Lorsque ces activités
sont achevées, le serveur WWW entrera de nouveau en état d’inactivité et attendra 1’ar-
rivée de nouvelles requétes.

Dans ce scénario, le tampon dans le serveur WWW, le serveur WWW, la politique de
retransmission et les activités de maintenance en période d’inactivité correspondent res-
pectivement a l'orbite, le serveur, la discipline de rappels et la politique de vacances, dans
la terminologie de files d’attente.

Exemple :

Dans le modele de transfert d’un systeme e-mail, le systeme e-mail utilise le protocole
SMTP (Simple Mail Transfer Protocol) pour délivrer les messages entre les serveurs e-
mail.

Quand un programme de transfert de e-mail contacte un serveur sur une machine éloignée,
il forme une connections TCP (Transfer Connection Program) a travers laquelle il com-
munique. Une fois la connections est en place, les deux programmes suivent SMTP qui
permet a 'expéditeur de s’identifier, spécifier un destinataire, et transférer un message e-
mail. Ce dernier peut essayer de facon répétée d’envoyer le message de contact au serveur
cible jusqu’a ce qu’il devienne opérationnel. Typiquement, les messages de contact arrivent
au serveur e-mail suivant un flot de Poisson. Ces messages de contact peuvent étre inter-
rompus par un expéditeur avant ’arriver au serveur e-mail. Quand les messages arrivent
au serveur mail, un message est sélectionné pour service et les autres joindront le buffer.
Dans le buffer, chaque message attend un certain temps pour demander encore une fois
le service. Il y a un programme mis en application et implémenté au serveur mail pour
diriger les requétes de service du buffer. A chaque fois qu’une requéter essaye mais échoue,
elle attendra un autre moment avant de recommencer de nouveau. Le serveur cible est le
méme que le serveur mail de 'expéditeur et le message envoyé peut revenir au serveur pour
demander le service. Pour garder le serveur mail en bon fonctionnement, scanner les virus
est une importante activité de maintenance pour le serveur e-mail. Elle peut étre réalisée
lorsque le serveur e-mail est inactif. Cependant, ces activités de maintenance ne se répetent
pas continuellement.

Quand ces activités sont finies, le serveur e-mail entrera encore une fois en état d’inactivité
(oisiveté) et attendra l'arrivée des messages de contact. Parce qu’il n’y a pas de mécanisme
pour enregistrer le nombre de messages de contact parvenant couramment des différents
expéditeurs, il est approprié de concevoir un programme pour collectionner 'information
des messages de contact pour des raisons d’efficacité.

Dans ce scénario, le buffer dans le serveur mail de I'expéditeur, le serveur e-mail destina-
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taire, la politique de retransmission, et les activités de maintenance correspondent respec-
tivement a l'orbite, le serveur, la discipline de rappels, et la politique de vacances dans la
terminologie de files d’attente.

Classification des modeles d’attente avec vacances

Les files d’attente avec vacances peuvent étre classifiées de différentes fagons. Les dis-
ciplines de service les plus connues sont :
- La discipline de service exhaustif :Dans un systeme avec vacances et service exhaus-
tif, chaque fois que le serveur revient d’'une vacance, il servira tous les clients en attente
dans le systeme avant de commencer une autre vacance.
- La discipline de service avec barriere : Dans le cas du service avec barriere, quand
le serveur revient d’'une vacance, il sert seulement les clients qui étaient en attente dans
la file ‘a son arrivée. Autrement dit, d‘es 'arrivée du serveur, il met une barriere fictive
derriere les clients en attente dans la file et ne prend une autre vacance qu’une fois que
tous les clients qui étaient présents a son arrivée soient servis.
- La discipline de service limité : Dans un systeme avec service limité, on se fixe un
nombre k. ‘A son retour de la vacance, le serveur servira au plus k clients et commencera
ensuite une autre vacance. Ainsi, le serveur sert jusqu’a ce que la file d’attente soit vide ou
bien jusqu’a ce que k clients soient servis, ensuite il prend une autre vacance. Lors de I’ana-
lyse de ces systeme, on a remarquer des difficultés lors de ’application et aussi méme pour
I’application des méthodes appropriés. Pour bien palier a ces difficultés plusieurs méthodes
approximatives d’analyse ont été développés. Parmi les principales approches, en trouve
la méthode de simulation a temps discret qui nous permet de conduire a des estimations
quantitatives des caractéristiques de systeme étudie.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenter quelques résultats analytique sur les systemes
de file d’attente, a savoir, les systemes prioritaires, les systemes avec rappels et priorité et
celle avec vacance, dont le but est de 1'utiliser dans le chapitre quatre pour pouvoir valider
les modeles appropriés.



Chapitre 3

Systemes prioritaires et systeme avec
rappels et vacance

introduction

Dans le cadre général, les unités (clients, appels, message,...) qui s’accumulent dans
une file, sont traités dans 'ordre de leur arrivée. C’est ce qu’on appelle la procédure PAPS
(Premier Arrivé Premier Servi). D’autres procédures peuvent étre mise en ceuvre, parmi
lesquelles, on présente I'admission avec priorité [41].

Les programmes dans un ordinateur ou les paquets dans un réseau informatique
peuvent ne pas étre traités de la méme fagon : quelques uns peuvent recevoir un traitement
préférentiel. Dans une salle d’urgence des hopitaux, une personne inconscients ou ayant
une crise cardiaque aura la priorité au service par rapport aux autres qui ont subi une
blessure mineure. Les systemes d’attente dans lesquels des clients recoivent des traitements
préférentiels sont dits systemes d’attente prioritaires.

donc, dans ce chapitre, il nous a paru opportun de décrire le comportement de types
de file d’attente, a savoir, les systemes prioritaires et les systémes avec rappels et vacance.

Les systemes avec rappels apparaissent dans la modélisation des phénomenes du
genre :” service des avions dans un aéroport, comportement des processus(taches,
programme,...) dans un réseau informatique constitué d'un ordinateur central et d’un
ensemble de périphériques(terminaux)[41].

Les systemes d’attente avec vacance est introduite en générale dont le but est d’ex-
ploiter le temps inoccupé du serveur, dont le but est d’améliorer les caractéristiques de
performances, ce systeme est analyser par plusieurs chercheurs parmi eux, en peut citer
Doshi(1986), Teghem (1986), Takagi (1991), Tian et Zhang (2006)...

46
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3.1 Les systemes de files d’attente avec priorité

Il n’est pas rare, dans la vie courante de rencontrer des systemes d’attente avec
plusieurs types de clients, ol certains sont prioritaires par rapport a d’autres. Pour mieux
illustrer cette situation, considérons deux systémes de files d’attente (M/M/1 et M/G/1)
avec m types de clients. Les clients de type ¢ arrivent indépendamment des autres types
de clients suivant un taux \;,7 = 1,2, ..., m, Le client de type i & la %™ priorité et la i*™¢
priorité est supérieur a la k%™ priorité pour tout k > i.

On distingue deux types de priorités : priorité relative et priorité absolue.

Dans ce qui suit nous allons montrer comment obtenir certaines caractéristiques d’un
systeme prioritaire dans les deux cas.

Priorité relative

La priorité relative se caractérise par le fait qu'un client de priorité supérieur ne peut
en aucun cas interrompre le service d’'un client priorité inférieure. Il doit attendre (s’il
le désire bien sir) jusqu'a ce que le service du client de priorité inférieure soit fini avant
d’étre servi. Cette discipline a été introduite par Cobham [3] et étudié par plusieurs
chercheurs (Holley [2], Dressin et Reich [4], Morse [5] et autres). Le systeme d’attente
avec priorité relative peut aussi étre considéré comme un systeme d’attente a serveur non
fiable, la panne est prise en considération apres que le client en service ait terminé son
service. Ce modele est connu sous le non ” Breakdown postponable interruption ”.
I a été étudié par Keilson [6], Gaver [7] et Hodgson [8].

3.1.1 Systeme Mp/Gpr/1 avec priorité relative

Dans ce systeme, il existe R classes indépendants de clients qui arrivent suivant des
flux poissonniens de taux A\g, k = 1,2, ..., R, correspondant a chaque classe. Le taux arrivée
total est S, Ag.

La distribution de temps de service est générale, de fonction de réparation By(.) et

1
de moyenne E(Bj) = — pour les clients de classe k. On défini p, = —k, La condition
ok ek

Zf;l pi < 1, dite d’ergodicité géométrique du systeme, est supposée étre vérifiée. On
s’intéresse principalement au calcul du temps moyen d’attente d’un client dans la file
(c’est-a-dire, le temps qu’il passe dans la file avant le début de son service).

Le temps d’attente W; de dernier client arrivé C, de classe k contient trois composantes
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[11]
-Le temps résiduel W, de client en cours de service,

-Le temps de service W i, de tous les clients qui sont déja présents, a I’arrivée du client
C} et qui ont une priorité égale ou supérieure a celle de CY,

-Le temps de service Wy, de tous les clients qui sont arrivés pendant le temps d’attente

du client C}, et qui ont une priorité supérieure a celle de C}.
Donc, le temps d’attente du client C), est donnée par :

Wk - WO + Wl,k + W27k, k‘ - 1,2, ,R

Calcul de temps moyen résiduel du client en cours de service

soit o ="le temps de service résiduel”, et 3 ="le client en cours de service est de classe
1 7, donc, le temps moyen résiduel du client en cours de service prend cette forme :

E[Wo] =Y _ E(a/B).P(B)

Si on prend 'avantage que p; = \;E(B;), on arrive a

Bty = Y0 M (31)

2
=1

Par conséquent, le temps résiduel moyen de service d'un client dépend des moments
d’ordre 2 des distributions des temps de service.

Calcul de temps moyen de service de tous les clients qui sont déja présents a
Parrivée du client C} et qui ont une priorité égale ou supérieure a celle de C}
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Soit Nj  le nombre de clients de classe ¢ qui sont déja présents dans la file a I'arrivée
du client Cy (de classe k) et qui sont service avant Cy, On a donc :

EWis] = Y1, B[Nis] E[B]

Puisque les temps de service sont indépendants. On peut maintenant appliquer la
formule de Little :

E[N; i) = NE[W,]

Ou W; dénote le temps d’attente dans la file pour les clients de classe i. on arrive a :

E[Wi] = Y7 E[Nix].E[Bi] = Yy NE[Wi|E[B)]
Dot
EWis =Y pEW], (k=1,2,.,R) (3.2)

Calcul de temps moyen de service de tous les clients qui sont arrivés pendant
le temps d’attente du client C) et qui ont une priorité supérieure a celle de C},

Soit M, j, le nombre de clients de classe ¢ arrivant durant le temps d’attente W}, du
client C} et qui regoivent leur service avant le client Cy (c’est-a-dire, ils ont une priorité
supérieure).

A T’aide de la formule du Little, on exprime E[M, ;] par :

E[M; k] = ME[Wi]

Donc on a :

E[Wai) = Y2100 E[M;4).E[Bi] = Y212} M E[W,]E[Bi]
D’ou

E[Wa.] = E[Wy] Zp,, =1,2,..,R) (3.3)
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Temps moyen d’attente FE[IW}], d’un client de classe k

On va inclure les trois résultats trouvés (2.1),(2.2) et (2.3), dans l'expression de base
de E[Wk] .

EWy] = E[Wo| + E[W1 4] + E[Ws ]

= W] + 3 BV + BV

De cette derniere équation, on trouve :
1 ke
EW,] = ————(E[Wo] i) piE[W)),
1 - Zi:1 Pi

pour (k =1,2,..., R) on obtient un systeme d’équations linéaires, qu’on peut résoudre
d’une manieére récursive. On utilisera cette courte notation :

k
O = Zizl Pi,
Par cette natation on peut écrire pour k =1 :

E[Wy] = W)

N 1—0’1
Pour k£ = 2 on obtient :
1 E[W]
EW,] = 1_ UQ(E[WO] T 01)
_ E[wo](l—[)1+ﬂ1)
1—0'2 1—0'1
On aura donc,
EW,
E[W,] = un

(1 — 0'2)(1 — 0'1)
I1 est facile a présent de prouver d’'une maniere récursive que pour k < R

E[W,] = Elwo)

(1 — O'k)<1 — Uk—l)
Temps moyen d’attente E[W}] est donné par :

%il AELB]] —, (k=1,2,..,R)
20 =2 iy p)(1 =220 pi)
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Temps moyen de séjour d’un client de classe k dans le systéme
R
Zi:l A E [Bf ]
k k—
2(1 =22 pi)(1 - Zi:ll pi)

A T'aide de la formule de Little, on trouve aussi :

E[Sy] = E[Wy] + E[By] = + BBy, (k=1,2,.., R)

Nombre moyen de clients de classe k£ dans la file
Zf:l A E [Bzz ]
2(1 =, ) (1= X5 o)

Qr = ME[Wi] = A ,(k=1,2,..,R)

Nombre moyen de clients de classe k dans le systeme

R
E toNE B?
i=1 [ z] — + Phs (k‘ =1,2, ,R)

Ly = ME[Sy] = )"“2(1 S 1= )

3.1.2 Systeme M,/G5/1 avec priorité relative

Ce systeme a été étudié dans l'article [31], dans ce systeme, les clients arrivent en deux

calasse, selon un processus de poisson de parametre A\; et Ay, La distribution de service
1

est générale de fonction B;, 1 = 1,2 et de moyenne Hll et .

Le temps moyen d’attente d’un client dans la file

Client prioritaire :

(M E[Bf] + A\ E[B3])

B =500

Client non prioritaire :

_ (ME[Bf] + M E[B3])
Bl = 2(1—p1 — p2)(1 = p1)

Le temps moyen de séjour d’un client dans le systeme

Client prioritaire :

(ME[B?] 4+ M E[B3))
2(1—p1)

E[S] = + E[B]
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Client non prioritaire :

(ME[B}] + M E[B3])

Elg) = 2(1—p1 — p2)(1 — p1)

+ E[By]

3.2 Le systeme M,/M,/1 avec priorité relative

Ce systeme a été étudié par plusieurs chercheurs, parmi eux Rupert dans Iarticle [28],
Guy dans [29] et D.Gross dans le livre [30].

Considérons un systeme Ms/M,/1/3 avec priorité relative dans lequel arrivent deux
classes de clients que nous appelons :
Classe 1 : Clients non prioritaires.
Classe 2 : Clients prioritaires.

Les deux types des clients arrivent indépendamment 1'un de I'autre suivant un proces-
sus poissonnien avec respectivement les taux A\; et Ag. Le service des clients prioritaires et
non prioritaires se fait suivant la loi exponentielle 1 et uy respectivement.

Soit P,m,(t) = P(au temps t,avoir n clients de classe 1, m clients de classe 2,1 )

avec :

1 st le client en service est de classe 1
r =
2 sile client en service est de classe 2

2 i

A D'état d’équilibre, nous obtenons pour p =) 7 | e le systeme d’équation suivant :

Poo(A + Ao
Po12(A1 + Ao + p2
Pio1( A+ Ao+ 1
P oA + Ao + e

(
(

= Po1apa + Proipn

Poors + Pooapa + P
PooAi + Pagipin + Priapis
= Pioopo + Poyapn + Poi2)e
Po12Xo + Proijpn + Bysopio
= ProiM + Paiapio + Psoip

Poaa(A1 4 Ao+ po
Proi(AM+ X+

~— — — ~— ~— “—

Ces probabilités de transition sont illustrées dans la figure suivante :

Pour les systemes My /M, /1/00, si on considere un systeme d’attente avec priorité relative,
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FI1G. 3.1 — Les probabilité de transition du systeme M>/M2/1/3 avec priorité relative.

les clients arrivent selon un processus de poisson, le taux des arrivées de la premiere classe
est \; (respectivement A\, pour la deuxieme classe). Les services des clients prioritaires et
non prioritaires se fait suivant la loi exponentielle de taux p; et ps respectivement. Notons
P, mr la probabilité d’avoir n clients non prioritaires et m clients prioritaires au temps t
et r indique le client en service. Alors P, ,, , est donnée par le systeme d’équation suivant :

(A1 +X2)Poo = Poaapz + Proip
(A1 + X2+ 1) Pros = PooAl + Pagapin + Praaps
(M + Ao+ 1) FPoae = PooA2 + Fogapo + Praai
(M + X+ 1) Pro1 = Prm1,01AL + Poiopto + Poyi01401
(A 4+ Ao+ 12)Pong = Pon—12A1 + Ponr1opte + Prnaii
M+ X+ 12) Pt = Prp11A2 4+ Prriope + Ponafia
M+ X+ 1) Pt = Prc1pa AL+ Prn—1132 + Prinipin + Prpsiopte,m > 1,10 >0
(M + p2)Pone = Prpn—12M,m > 0,n>1

Nous obtenons a 1'état d’équilibre la probabilité P,(t). La probabilité d’avoir au temps
t, n clients de classe 1, m clients de classe 2.

Pn = an_:lo(Pnfm,m,l + Pn,nfm,Q) = (1 - p)ﬂ, (n > 1)

En utilisant les fonctions génératrices marginales :

PmJ(Z) = Zzozo Pn,m,lzna
Pm,Z(Z) = szzo Pmmgzm,
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. A
Hl(ya Z) = Zm:1 yum,l(Z)> avec,Hl(l, 1) = ,u_l
1

. A
Halt2) = 53007 Pale): avee. Ha(1,1) = 22
2

On obtient la fonction génératrice jointe H (y, z)

H(y7 Z) - Hl(y7 Z) + H2(y7 Z) + PO
= Z Z y" 2" (P + Pan,2) Z Y" Prno1 + Z 2" Pon2 + Fo
m=1 n=1 m=1 n=1

D’apres le calcule de le fonction génératrice jointe H(y, z), en peut 1'utiliser afin de trouver
le nombre moyen des clients prioritaires dans le systeme L;, le nombre moyen de clients
non prioritaires dans le systeme Lo, alors :

0H (y, A
le—(y ?) ZLq1+—1
ay /z=y=1 1
p1(1+ p2)
s (3.4)
0H (y, A
L2 = —(y 2) — Lq2 —|— —2
0z /z=y=1 H2
_p(I=pi(1 = p1—p2)) (3.5)

(1= p1)(1 = p1 — p2)

Au moyen des formules (2.4),(2.5) et de la formule de Little, on aura, le temps moyen
de séjour des clients prioritaires et non prioritaires donné par les deux formules suivantes :

L _ 14p
A (= pr)
1—pi(1—p1—p2)
E[S,] = 3.7
152] p2(1 = p1)(1 = pr — p2) (3.7)

E[S1] =

3.2.1 Priorité absolue

Contrairement au cas précédent, ici, un client de priorité supérieure a la droit
d’interrompre le service d’un client de priorité inférieure pour se faire servir. Le service
interrompu sera alors repris a partir du point ou il était suspendu.

Les premiers articles publiés concernant les systemes d’attente avec priorité absolue sont
les articles de White et Christie [34]. Par la suite sont apparus les articles Stephan [32],
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Miller [33], Jaiswall [38] et Welch [39]. Takacs et Chang [36] ont étudié la priorité absolue
avec une source infinie et différentes supposition a propos de la distribution de service.
Les points communs entre les systemes d’attente avec priorité absolue et les systemes a
serveurs non fiable (Pannes) ont été étudiés pour la premiere fois par White et Christie
[34]. Keilson [35], Gaver [40], Avi-Itzhak et Naor [27], ont utilisé cette ressemblance pour
étudier la priorité absolue a partir des systeémes a serveur non faible (breakdown models).
Les systemes prioritaires avec source finie (dans laquelle au moins un type de client & source
finie) ont été étudiés par Avi-tzhak et Naor [27].

3.2.2 Systeme Mp/Gpr/1 avec priorité absolue

Gelenbe dans I'article [21] a étudié le systeme d’attente de type M/G/1,dans ce systéme
les clients arrivent en k classes indépendantes suivant un processus de Poisson. Le taux
d’arrivée pour chaque classe est \; et le taux d’arrivée totale est A = A\; + Ao+ ..... + A, la
distribution de service est générale de moyenne i, dans un systeme avec priorité absolue
conservatrice, Le client interrompu reprend son service au point ou il est interrompu.

Dans ce cas, les clients de priorités inférieures sont totalement ”invisible” et n’affectent
en aucun cas la file des clients de hautes priorités. Alors, pour un client de classe k, on
peut procéder comme si A\p11 = Agyo = ... = Ag = 0.

Analysons, a présent, un systéme dans lequel les classes k + 1 jusqu’a R n’existe pas
et comparons les temps d’attente d'un client. Le temps moyen d’attente Wj, du dernier
client arrivé C) de classe k, avant qu’il entre en service pour la premier fois, est le méme
que dans le cas de priorité relative avec k classe de priorité.
on a

S NE[BY
2(1 — O'k)(l — O'k_1>

E[W,] =

k
avec oy = i pi

Le temps moyen de séjour d’'un client dans le systeme S;, contient trois parties :

E[S;] = EW,] + E[B;] + E[],j = 1,2, ...k (3.8)

Le premier terme E[W;], est le temps moyen d’attente avant que le client entre en
service pour la premiere fois, le second terme E[B,], est le temps moyen de service de
client et le troisieme terme E[[}], est I'espérance de la variable aléatoire [;, représentant
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le temps total d’interruption du client durant son service le temps total d’interruption

consiste en deux parties : la somme des temps de service des clients qui ont interrompu le

service de client Cj, et la somme des temps de service des clients qui sont arrivés durant

les périodes dans lesquelles le client est déja interrompu, On obtient alors :

Bl = E[B) S MEB) + E[L] S AE(B]

k—1

— EB)Y o+ EILIY

= =1
E[B;] S 1),
_ [Azpuﬁj:Lm%

- Zf:_f Pi

La somme du seconde et troisieme terme de 2.4, le temps moyen effectif de service et

les temps totaux moyens d’interruption, est ce qu’on peut appeler le temps généralisé de

service.

E[B;
E[B;] + E[l;] = %
1=>" pi
A partir les résultats précédents, on trouve :
i ME[BY] E[B;]

E[S]] = 2(1 _ Uk)(l — O'k—l) 1— Zk_ll Pi

i=

A Taide de la formule de Little, on trouve aussi :

Zf:l )‘iE[BiQ]

=1, ..

= \NEW;] =\, Jk=1,...R
= E 1= ) (1= )
Nombre moyen de clients de classe k£ dans le systeme
k
" \NE[B? :

2(1 - Zf:l pi)(1 — Zf:_f pi) 11— 25;11 Pi

3.2.3 Systeme M,/G5/1 avec priorité absolue

] =

1,2, ...

&

Dans ce systeme, les clients arrivent en deux calasse, selon un processus de poisson de
parametre Ay et Ao, La distribution de service des clients prioritaires et non prioritaires
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suivent des lois générales, de fonction de répartition B;(.),i = 1,2 et de moyenne ;%1 et t

Le temps moyen d’attente d’un client dans la file
Client prioritaire :

Client non prioritaire :

(ME[B}] + M E[B3)])
2(1 = p1)(1 = p1 — pa2)

Le temps moyen de séjour d’un client dans le systéme

E[W,] =

Client prioritaire :

Client non prioritaire :

_ (ME[BY] + M E[B3]) . E[By,)]
ElS) = 20— p)d—pipn) 1

3.2.4 Le systéeme M,/M,/1 avec priorité absolue

Ce systeme a été étudié Avi-Itzhak dans larticle [37], il a considéré un systéme
My /M5 /1/3 avec priorité absolue dans lequel arrivent deux classes :
Classe 1 : Clients non prioritaires.
Classe 2 : Clients prioritaires.

Les deux types des clients arrivent indépendamment 1'un de I'autre suivant un proces-
sus poissonnien avec respectivement les taux A\; et Ay, Le service des clients prioritaires et
non prioritaires se fait suivant la loi exponentielle 1 et uy respectivement.

Ecrivons les équations de Chapman Kolmogrov a l’état d’équilibre. Notons P, ,, la
probabilité d’avoir n; clients de classe 1 et ny clients de classe 2 dans le systeme et Fyp la
probabilité d’avoir 0 clients de classe 1, 0 clients de classe 2 dans le systeme.
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Poo(M + X2) = Popte + Propua,

)
Poa(M 4+ A2+ p2) = Pooda + Poapo
Pro(A + Ao+ 1) = Pooht + Paoptn + Prape
Pri(M + Ao+ p2) = Propio + ProXe + Poah
Poa(M 4+ Ao+ p2) = XNaFPo1 + poFPos + piPro
Poo(A + X+ 1) = MPro+ poPar + 1Py

paPro = A FPoa+ XaPrg
poPor = M Pri+ X P
p2Poz = A2
p1P3o = AP

Les transitions de la chaine sont illustrées dans la figure suivante :

Az Az

0 lﬁlh‘_""‘“—-——-._._’a_'_{_____‘
AN H u >,
Az { A
HIN_ 0 zoi/-’
10; ’ T
v

FIG. 3.2 — Les probabilité de transition du systéme M3 /M3 /1/3 avec priorité absolue.

Pour le systeme Msy/Ms/1/00, si on considere un systéme d’attente avec priorité
absolue, les clients arrivent selon un processus de poisson, le taux des arrivées de la
premiere classe est A; (respectivement Ay pour la deuxieme classe). Le service des clients
prioritaires et non prioritaires se fait suivant la loi exponentielle iy et uo respectivement.

Notons P, ., la probabilité d’avoir n; clients prioritaires et ny clients non prioritaires
au temps t et r indique le client en service, alors P, ,, est donnée par le systeme
d’équation suivant :
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Poo(M +A2) = Poapia+ Piopn, si ng =0 et ng=0

Pony( A1+ Ao+ p2) = Ponp Ao + Popgt1pt2, st np =0 ng >0
Pnl,o()q + Ao+ 1)
Py oy (A1 + A2 + 1)

Pnl—l,O)\l + Pn1+170M1 + Pn1+171,u2, S ny > 0 et Ng = 0

Pnl,nz—l)\2 + Pnl—l,ng)\l + Pnl—i-l,nglfdl + PTL1,n2+1M27 87; ny > 07 na > 0

Les calcules étant longs et fastidieux, mais nous nous limiterons ici au la présentation
de la démarche d’obtention des résultats. Il faut tout d’abord calculer la fonction
génératrice :

H(y7 Z) = an,nz PnlynZynl z"

A partir des équations de Chapman Kolmogorov on trouve :

L—pi—p2,, 1—1
H(y,z) =
o) = (= )

Ou

1
n= Q_[Ml + A1 4 Ao(l = 2) — /1 +1 X2l — 2)]2 — 4usA] De la fonction génératrice
M1

H(y, z) nous déduisons :
Le nombre moyen de clients prioritaire dans le systeme est

aH(?J? Z) o P1
D) - (3.9)

B[N = ( -

Le nombre de clients non prioritaires dans le systéme est

) _ p2+ E[Ni]ps
- ~  Jy=z=1 - —-
0z Y L —p1—p2

P2
T (=)A= p1—p2) (3.10)

D’apres les formules (2.5) et (2.6), et au moyen de la formule de Little, en peut
tirer le temps moyen de séjour dans le systeme des clients prioritaires et non prioritaires
respectivement, donné par les deux formules suivantes :

E[Ny] 1
ESi] = =3 = A (3.11)
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B[N 1
Bl = Ao pa(l—p)(1 = p1— p2) (3.12)

Pour I'état d’équilibre, le calcule des probabilités d’état s’effectuerait de facon suivante :

9" M2 H(y, z)
n1lng! aynl azn2 ]y:ZZO

P”l:”? =
En particulier, Fyp =1 — p1 — p2.

La condition de stabilité est alors donnée par FPyo > 0, c’est a dire p; + pa < 1.

3.3 Les systemes de file d’attente avec rappels

’ un client

Les systemes de files d’attente avec rappels se caractérisent par le fait que ’
qui arrive et trouve tous les serveurs occupés, quitte le systeme définitivement, ou rappelle
ultérieurement a des instant aléatoires, dans cette derniere on dit que le client entre dans

Vorbite ”.

le systeme de file d’attente avec rappel est défini completement par la connaissance
de ces éléments principaux : le processus des inter-arrivés, le mécanisme de service(la
disponibilité et nombre de serveurs, la discipline de passage au service),en ajoutant, un
élément décrivant la loi des répétition d’appels.

Le modele de file d’attente avec rappels occupe une situation intermédiaire entre le
modele d’Erlang et le modele classique d’attente FIFO, qui en constituent les modeles
limites dans les cas de faible et forte intensité de rappels.

Les systemes de file d’attente avec rappels ont trouvé leur premiere application lors de
la modélisation du service d’abonnés dans un central téléphonique.

Plusieurs situations d’attente ont la caractéristique que les clients doivent rappeler, pour
une certaine raison, pour étre servis. Quand le service d'un client est insatisfait, il doit rap-
peler jusqu’a a I’accomplissement de son service. Ces modeles d’attente apparaissent dans
la modélisation stochastique de plusieurs situations réelles. Par exemple, dans la transmis-
sion de données, un paquet transmis de la source ‘a la destination peut étre retournée et
le processus doit se répéter jusqu’a ce que le paquet soit finalement transmis [25].
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3.3.1 Description des systemes de file d’attente avec rappels

considérons un systeme de file d’attente, de flot des arrivées primaires poissonien de
parametre A, et ayant s(s > 1) serveurs identique et indépendants, de distribution de
service générale, de fonction de répartition B(z). Il y a dans ce systéme m — s position
d’attente. A Dl'arrivée d’un client, s’il y a un ou plusieurs serveurs libres, celui-ci sera
immédiatement pris en charge. sinon, s’il y a une position libre, le client rejoint la file
d’attente. Lorsque tous les serveurs et toutes les positions d’attentes sont occupées, le
client est obligatoirement quitte le systeme, soit définitivement avec une probabilité
1 — Hy, soit temporairement avec une probabilité H, et rappelle ultérieurement, apres un
temps aléatoirement.

La capacité O de 'orbite peut étre finie ou infinie. Dans le cas o O est finie, si 'orbite
est pleine alors le client quitte le systeme définitivement.

Yang et Templeton introduisent, pour désigner les systemes avec rappels, la notation
suivante : A/B/s/m/O/H, ou A et B décrivent respectivement la distribution du temps
des inter-arrivés et la distribution de temps de service, s représente le nombre de serveurs,
m est le nombre de position d’attente, et O est la capacité de l'orbite, ce systeme
peut ne pas apparaitre dans la lorsque la capacité de l'orbite est infinie. La séquence
H = {H;,i > 0} est la fonction de persévérance, on H; est la probabilité quun client
fasse une (i + 1)°™¢ tentative de rappel, aprés une i€ tentative échouée. Si tous les
clients sont persévérants H; = 1, pour tout j, le symbole H pourra étre également supprimé.

Aujourd’hui, il y a un centaines d’exemples qui peuvent étre modélisé par un modele de
file d’attente avec rappels, en peut citer quelques exemples pour bien comprendre ce modele.

1. Probléme de réservation

C’est 'exemple le plus simple d’'un client qui souhaite réserver dans un restaurant
par téléphone, mais, il y a une unique ligne qui consacré a rependre aux requétes des
réservations. Ainsi, si le client appelle est trouve la ligne occupée, il renouvellera sa
tentative apres une certaine période de temps aléatoire avec la probabilité Hj qui est en
pratique inférieure a 1, car le client ne peut pas rappeler indéfiniment.

Cet exemple peut étre modélisé par une file d’attente M/G/1 avec rappels et avec
perte en considérant que le processus d’arrivée des appels est poissonnien.

L’é¢tude de ce genre de problemes permet de prédire le temps d’attente du client, le
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nombre de clients perdus du a ce blocage, ...
2. Systeme informatique a temps réel

Dans un systeme informatique a temps réel, on trouve M terminaux et S canaux
de transmission tels que M > S. Pour qu'un terminal soit connecté a l'ordinateur,
il suffit d'un canal de transmission libre. L’illustration de ce genre de systeme est le
centre de calcul ou arrive un étudiant pour utiliser I'ordinateur pendant une période
de temps aléatoire. Celui-ci doit d’abord trouver un terminal libre pour se connecter.
S’il n’y a aucun terminal disponible, il retentera sa chance aprées un temps aléatoire.
Sinon, il envoie sa demande au commutateur central pour se connecter 'ordinateur. Le
terminal est alors connecté selon que le canal serait disponible ou pas. Dans ce dernier
cas, la demande est mise dans la file par le commutateur en attente de libération d’un canal.

Ce systeme peut étre modélisé par une file G/G/S avec rappels, avec un tampon(espace
d’attente) de capacité M et une orbite de taille infinie, ou les canaux de transmission
correspondent aux serveurs et les terminaux au tampon.

3. Réseaux locaux CSMA

Dans les réseaux locaux se partageant un bus unique, I'un des protocoles de commu-
nication le plus généralement utilisé est appelé protocole non-persistant CSMA (Carrier
Sense Multiple Access), c’est une méthode d’acces a un réseau local.

Un réseau local simple est composé de stations ou de terminaux inter-connectés
par un bus unique, qui est le canal de communication. Ainsi, les stations commu-
niquent les unes avec les autres via le bus qui peut étre utilisé par une seule station
a la fois. Une telle architecture de réseau d’ordinateurs local est appelée architecture en bus.

Des messages de longueurs variables arrivent aux stations du monde extérieur. En
recevant le message, la station le découpe en un nombre fini de paquets de longueur fixe,
et consulte immédiatement le bus pour voir s’il est occupé ou bien libre. Si le bus est libre,
I'un de ces paquets est transmis via ce bus a la station de destination et les autres paquets
sont stockés dans le tampon pour une transmission ultérieure. Par contre, si le bus n’est
pas libre, tous les paquets sont stockés dans le tampon (positions d’attente) et la station
peut reconnecter le bus apres une certaine période aléatoire.

Ce probleme peut étre modélisé comme un systeme d’attente avec rappels a un seul
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serveur, qui est le bus, et les tampons des stations représentent 1’orbite.

Le modele d’attente avec rappels d’écrit ci-dessus est un modele général. Plusieurs
systemes de files d’attente avec rappels peuvent étre considérés comme des cas particuliers
tels que : les systemes sans buffer, les systemes a un seul serveur, ...

par Le schéma général d'un systeme avec rappels est donné par la figue suivante.

L'extérieur
Station de
Service

| Le client est dirigé vers I'orbite sile serveur est occupé

Fig. 3.3 - Systéme générale d’une file d’attente avec rappel

3.3.2 Quelques variantes des modeles de files d’attente avec rap-
pels

Modéle markoviens

Les modeles markoviens sont utilisés pour décrire les systemes dans lesquels les temps
des inter-arrivés primaires, les durées de service et les temps inter rappels sont des
variables aléatoires indépendantes et exponentiellement distribués.

Pour décrire un systeme de file d’attente avec rappels, dont le nombre de serveurs est
m, le flux des inter-arrivés primaires est poissonien de parametre A, la durée de service des
clients est exponentielle de parametre p et la durée entre deux rappels consécutifs d’une
méme source secondaire est aussi exponentielle de parametre 6.

Soit le processus markovien X(t) = {C(t), N(t)}i>0, dont l'espace d’états est
S ={0,1,.....,m} x N, ou C(t) est le nombre de client en cours de service a la date t, N(t)
est le nombre de client en régime de rappels a la date t.
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Modeéles semi-markovien

Lorsqu’on peut pas décrire le systeme d’attente avec rappels avec un processus marko-
vien, en parle de modele appelle semi-markovien. Donc, ce dernier peut étre définie comme
étant un modele ot 'un de ces processus n’est pas markovien(flux des inter-arrivés des
clients primaires, la distribution de temps de service ou la distribution de temps de rappels).

Parmi les modeles semi-markovien avec rappels en peut citer celle qui est plus utilisé,
le modele M/G/1 avec rappels.

La description du modele M/G/1 est faite par :

introduisant un processus des inter-arrivés des clients primaires qui est poissonien de
parametre A, la durée de service 7 est de loi générale de distribution B(z). La durée entre
deux rappels est successifs d’'une méme source secondaire est exponentielle de parametre
6.
On décrit le systeme de la maniere suivante :
On suppose que le (i — 1)*™® appel termine son service & U'instant 7;_;(les appels sont
numérotés dans l'ordre de service ) et le serveur devient libre. Méme s'il y a des clients

ieme

dans le systeme, ils ne peuvent occuper le service immédiatement. Donc le (7) rappels

suivant n’entre en service qu’apres un intervalle de temps R; durant lequel le serveur est
libre.
En peut citer d’autres systemes de fille d’attente avec rappels qui sont :

modele avec rappels et serveur non fiable,

modele avec rappels et arrivées par groupes,

modele avec multi-classe de client,

modele avec deux types des clients impatients,

les modeles avec priorité.

Quelques caractéristiques du systéeme M /G/1 avec rappels

Dans cette partie en s’intéresse pas au détail de calcule, c’est-a-dire, comment on
a trouver les mesures de performance, le nombre moyen de clients dans le systeme, le
nombre moyen de clients dans l'orbite, mais, juste de donner ces caractéristiques afin
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de I'utiliser dans le dernier chapitre, exactement pour la validation de simulateur approprie.

Nombre moyen de clients dans le systéeme

A2E(72) Ap

n=p+ + (3.13)
2(1—p) 0(1-0p)
Nombre moyen de clients dans 1’orbite
D’apres la formule de Little, on a
NE(7?%) Ap
ng=mn-—p= + 3.14
: 21-p) 8- p) 1y
Temps moyen de séjour
D’apres la formule de Little n = wA. On aura
__p | AE(T) p
w=—+ 3.15
e T a ) (315)

Quelques caractéristiques du systéme M/G/1 avec rappels et priorité

Dans cette section aussi, on doit juste donné quelques caractéristiques de performances
pour qu’on puisse utiliser dans les sections qui se suit.

Dans ce systeme, on considere notre file de capacité infinie, et constituer d’un seul
serveur. Le processus d’arrivé est poissonien de parametre A; et Ay respectivement, Les
taux et po sont des taux de services des clients de type 1 et de type 2 , et v est le taux
de rappel dans l'orbite, alors :

Le nombre moyen de client de type 1 dans le systéme

N — A (A1B12 + Aafa2)
' 2(1 = p1)

(3.16)
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Le nombre moyen de client de type 2 dans le systeme

A (AP + Aofa2) " Xa(p1 + p2)

TRy TR S g ——

(3.17)
Avec (312 et (B35 représente le moment d’ordre deux de la durée de service des clients de
types 1 et 2 respectivement, c’est-a-dire :

Bra = E(17)
Bon = E(73)

avec 71 (72) est les variables qui décrivent la distribution de service des clients de type 1
(type 2) respectivement.

3.4 Systeme de file d’attente avec vacance

La notion de vacances est introduite en général pour exploiter le temps inoccupé du
serveur pour un autre travail secondaire dans le but d’améliorer la performance du systeme.

L’analyse de la modélisation par les systemes d’attente avec vacances a été faite par
un nombre considérable de travaux dans le passé et a été utilisée de maniere réussie
dans différents problemes pratiques comme les systemes de production, systemes de
communication et systémes informatiques (voir la monographie de Doshi (1986) [21]). Une

excellente étude compréhensive sur les modeles d’attente avec vacances peut étre trouvée
dans Teghem (1986) [23], Takagi (1991) [22] et Tian et Zhang (2006) [24].

3.4.1 Quelques cas modélisés par des systemes de files d’attente

Exemple :

Dans le modele opérationnel du serveur WWW, les requétes HT'TP arrivent au serveur
WWW suivant un flux de Poisson et peuvent étre interrompues par un utilisateur avant
d’arriver au serveur WWW. Lorsque les requétes arrivent dans le serveur WWW, une
requéeter est sélectionnée pour étre servie et les autres entreront dans le tampon situé a
Iintérieur du serveur WWW. Dans le tampon, chaque requéter attend un certain temps
puis demande le service de nouveau. Un programme ” daemon ” est mis en application dans
le serveur WWW pour diriger les requétes de service a partir du tampon. A chaque fois
qu’elle essaye mais échoue, elle attend un autre moment avant de réessayer de nouveau. Si
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la page web cible est située dans le méme serveur WWW | la requéter peut retourner au ser-
veur. Pour garder le serveur WWW en bon fonctionnement, des activités de maintenance
telles que scanner les virus peuvent étre réalisées lorsque le serveur WWW est inactif. Ce
type de maintenance peut étre programmeé pour fonctionner sur une base réguliere. Cepen-
dant, ces activités de maintenance ne se répetent pas continuellement. Lorsque ces activités
sont achevées, le serveur WWW entrera de nouveau en état d’inactivité et attendra 1’ar-
rivée de nouvelles requétes.

Dans ce scénario, le tampon dans le serveur WWW, le serveur WWW, la politique de
retransmission et les activités de maintenance en période d’inactivité correspondent res-
pectivement a l'orbite, le serveur, la discipline de rappels et la politique de vacances, dans
la terminologie de files d’attente.

Exemple :

Dans le modele de transfert d’un systeme e-mail, le systeme e-mail utilise le protocole
SMTP (Simple Mail Transfer Protocol) pour délivrer les messages entre les serveurs e-
mail.

Quand un programme de transfert de e-mail contacte un serveur sur une machine éloignée,
il forme une connections TCP (Transfer Connection Program) a travers laquelle il com-
munique. Une fois la connections est en place, les deux programmes suivent SMTP qui
permet a 'expéditeur de s’identifier, spécifier un destinataire, et transférer un message e-
mail. Ce dernier peut essayer de facon répétée d’envoyer le message de contact au serveur
cible jusqu’a ce qu’il devienne opérationnel. Typiquement, les messages de contact arrivent
au serveur e-mail suivant un flot de Poisson. Ces messages de contact peuvent étre inter-
rompus par un expéditeur avant ’arriver au serveur e-mail. Quand les messages arrivent
au serveur mail, un message est sélectionné pour service et les autres joindront le buffer.
Dans le buffer, chaque message attend un certain temps pour demander encore une fois
le service. Il y a un programme mis en application et implémenté au serveur mail pour
diriger les requétes de service du buffer. A chaque fois qu’une requéter essaye mais échoue,
elle attendra un autre moment avant de recommencer de nouveau. Le serveur cible est le
méme que le serveur mail de 'expéditeur et le message envoyé peut revenir au serveur pour
demander le service. Pour garder le serveur mail en bon fonctionnement, scanner les virus
est une importante activité de maintenance pour le serveur e-mail. Elle peut étre réalisée
lorsque le serveur e-mail est inactif. Cependant, ces activités de maintenance ne se répetent
pas continuellement.

Quand ces activités sont finies, le serveur e-mail entrera encore une fois en état d’inactivité
(oisiveté) et attendra l'arrivée des messages de contact. Parce qu’il n’y a pas de mécanisme
pour enregistrer le nombre de messages de contact parvenant couramment des différents
expéditeurs, il est approprié de concevoir un programme pour collectionner 'information
des messages de contact pour des raisons d’efficacité.

Dans ce scénario, le buffer dans le serveur mail de I'expéditeur, le serveur e-mail destina-
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taire, la politique de retransmission, et les activités de maintenance correspondent respec-
tivement a l'orbite, le serveur, la discipline de rappels, et la politique de vacances dans la
terminologie de files d’attente.

Classification des modeles d’attente avec vacances

Les files d’attente avec vacances peuvent étre classifiées de différentes fagons. Les dis-
ciplines de service les plus connues sont :
- La discipline de service exhaustif :Dans un systeme avec vacances et service exhaus-
tif, chaque fois que le serveur revient d’'une vacance, il servira tous les clients en attente
dans le systeme avant de commencer une autre vacance.
- La discipline de service avec barriere : Dans le cas du service avec barriere, quand
le serveur revient d’'une vacance, il sert seulement les clients qui étaient en attente dans
la file ‘a son arrivée. Autrement dit, d‘es 'arrivée du serveur, il met une barriere fictive
derriere les clients en attente dans la file et ne prend une autre vacance qu’une fois que
tous les clients qui étaient présents a son arrivée soient servis.
- La discipline de service limité : Dans un systeme avec service limité, on se fixe un
nombre k. A son retour de la vacance, le serveur servira au plus k clients et commencera
ensuite une autre vacance. Ainsi, le serveur sert jusqu’a ce que la file d’attente soit vide ou
bien jusqu’a ce que k clients soient servis, ensuite il prend une autre vacance. Lors de I’ana-
lyse de ces systeme, on a remarquer des difficultés lors de ’application et aussi méme pour
I’application des méthodes appropriés. Pour bien palier a ces difficultés plusieurs méthodes
approximatives d’analyse ont été développés. Parmi les principales approches, en trouve
la méthode de simulation a temps discret qui nous permet de conduire a des estimations
quantitatives des caractéristiques de systeme étudie.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenter quelques résultats analytique sur les systemes
de file d’attente, a savoir, les systemes prioritaires, les systemes avec rappels et priorité et
celle avec vacance, dont le but est de 1'utiliser dans le chapitre quatre pour pouvoir valider
les modeles appropriés.



Chapitre 4

Simulation

Introduction

D’apres le verbe ”simuler” qui veut dire faire semblant de, en peut dire que la
technique de simulation est I'un des meilleurs moyens qui nous permettent de connaitre la
conception et de simuler le fonctionnement des systemes dont 1’étude analytique directe
est assez difficile, ou parfois impossible.

Le comportement transitoire des systemes simulés, peut étre évalué. En effet, la ma-
chine génere ’évolution du modele au cours de temps et estime les criteres de performances
par des moyennes temporelles alors que les modeles analytiques sont généralement utilisés
pour étudier le comportement stationnaire d’un systeme.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les caractéristiques principales de cet outil.
Nous commencons par introduire les concepts de base de la simulation et focalisons la
présentation sur la simulation a événements discrets qui est la technique que nous avons
utilisé pour la réalisation des programmes de simulation.

4.1 Présentation de modeéle de simulation

Dans une étude basée sur 'approche de simulation, il nous faut des modeles logiques
afin d’établir et employer. Le modele générale de simulation est illustré dans la figure (3.1)
suivante :

Les distributions des variables d’entrées sont supposées connues alors que celle des variables

de sorties ne le sont pas. Pendant la phase de simulation, les variables aléatoires d’entrées
sont remplacées par des échantillons. Ainsi des expériences sont effectuées sur le modele

69



4.2 Concepts de base 70

Variable d"entrés Varible de sortie

Xl - ra | -
na - Modéle de simulation £d -

F1G. 4.1 — Présentation de modéle de simulation

établi et des parametres inconnus des variables aléatoires de sortie sont estimés.

4.2 Concepts de base

La simulation est I'imitation de 'opération d'un systeme réel a travers un modele. Elle
requiert une génération artificielle du comportement dont 1’observation permet de déduire
les caractéristiques de fonctionnement du systeme réel.

La simulation permet de réaliser des expérimentations imaginables dans le systeme
réel. Par exemple :

- Elle permet d’estimer le comportement du systeme sous des conditions d’opération
extréemes sans mettre en cause l'intégrité du systeme réel.

- Si I'on vaut modifier le systeme, on peut évaluer et comparer plusieurs scénarios afin
d’identifier les comportements les plus sensibles a la modification.

I Id

4.2.1 Simulation a événements discrets

La simulation a événements discrets modélise le systeme a simuler sous forme d’une
séquences d’événements qui dirigent révolution du systeme.
Caractéristiques des modeles de simulation discret

Un systeme :C’est l'interaction d’une collection d’objets clans un environnement
fermé. Il est affecté par les éventuels changements de son environnement.
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Un modele :Un modele est une représentation simplifiée de la réalité.

Un processus :Un processus est une succession d'un nombre fini d’états d’une
ressource.

Une activité : C’est un intervalle de temps pendant lequel 1’état de la ressource ne
change pas.

Les entités :Ce sont des classes identifiables d’objets qui peuvent varier en nombres.
Elles peuvent avoir un nombre variable de caractéristiques identificatrices appelées
attributs. Ces derniers sont relies entre eux et A leur environnement.

Un événement :0On appelle événement un instant précis de changement d’état de
ressource.

Le simulateur :C’est un programme contenant ’algorithme utilisé pour simuler le
systeme étudié. IT est constitué d’un ensemble d’entités qui décrivent une composante du
systeme réel.

, ,

4.2.2 Principale approches de la simulation a événements dis-
crets

On distingue trois types d’approches de simulation a événements discrets : approche
par événements, approche par activités et approche par processus.

Approche par événements

C’est I’approche de base, elle consiste en :
e Identification des différents types d’événements possibles au cours de la durée de vie du
systeme
e La description de la logique de fonctionnement entre événements, déterminer les
changements d’état correspondant a chaque événement et les événements qui en résultent
e [utilisation de calendriers d’événements ou échéancier, liste des événements et leur date
d’occurrence.
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Approche par activités

Dans cette approche, les principales phases sont :
e L’identification des différents types d’activités possibles,
e La description des caractéristiques des activités : conditions, conséquences,..
e La représentation par diagrammes de cycles : succession d’états actifs (activités
opérationnelles) et d’états passifs (attentes).

Approche par activités et événement (méthode de 3 phases)

Cette approche est représenter par Tocher et décrite en trois phases :
e Phase A : déterminer l'instant d’occurrence de I’éveénement suivant et avancer le temps
simulé a ce point.
e Phase B : exécuter toutes les activités B qui doivent se produire a l'instant d’occurrence.
e Phase C : exécuter toutes les activités C dont les conditions sont satisfaites a l'instant
d’occurrence.

Dans cette méthode, le temps simulé est controlé par la technique du prochain
évenement, appelé méthode a pas variable. Le temps avance lorsqu’un évenement se produit
et provoque un changement d’état du systeme.

Approche par processus

Cette approche se caractérise par :
e La présence des séquences d’événements ou des activités similaires pour un type d’objets,
défini sous forme de processus,
e La description du fonctionnement du systéeme complet par macro-représentation ,
e La gestion des conflits et la synchronisation entre processus par des regles d’ interruption
et de reprise.

Simulation distribuée

Ce type de simulation consiste a faire coopérer plusieurs processus de simulation pour
atteindre un objectif commun.

4.3 Etapes de la simulation

La simulation d'un systeme passe par les étapes suivantes :
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Formulation du probleme : Cette étape consiste a identifier et analyser le
probleme en identifiant ces composantes, leurs relations, les frontieres entre le
systeme et son environnement,

Elaboration du modéle : il s’agit ici d’extraire un modele aussi fidele que possible
du modele réel Car si le modele du systeme est inadéquat, les conclusions que I'on
peut en tires seront inadéquates elles aussi,

Identification des parametres et collecte des données : La phase de I'iden-
tification de types des données a introduire dans le modele est une phase tres
délicate et essentielle. La collecte des données est indispensable pour ’estimation
des parametres du modele. Ceci requiert une connaissance des méthodes statistiques
et des tests d’hypotheses. Il s’agit d'une étape fondamentale pour le développement
du modele,

Validation du modele : II s’agit du controle de la correspondance entre le modele
et la réalité ; les mesures des variables de sortie du modele doivent correspondre aux
mesures faites sur le systeme réel,

Exécution de la simulation : Le concepteur doit pouvoir mettre a ’épreuve
le modele en agissant sur les parametres qui le configurent. II s’agit d’effectuer
plusieurs exécutions et de recueillir les résultats obtenus,

Analyse et interprétation des résultats :Une fois les résultats obtenus, le
concepteur passe a ’analyse et a l'interprétation de ces résultats pour donner des
recommandations et des propositions,

Conclusion et exploitation des résultats : Cette étape consiste a évaluer les
perspectives d’exploitation du modele pour d’autres préoccupations.

4.4 Avantages et inconvénients de la simulation

e Avantage :

La grande popularité de la simulation, s’explique par les nombreux avantages offerts par

cette technique. On peut citer, entre autres, les suivants :

1. La simulation permet de mettre en ceuvre une expérience hautement controlée,

d’ordinaire mieux controlée qu’'une expérimentation dans le systeme réel.
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2. Elle permet de tester aisément des hypotheses sur le fonctionnement du systéeme et
de mieux le comprendre.

3. Elle permet d’étudier les conditions d’opération extrémes du systeme et d’en évaluer
les conséquences sans mettre en danger ni le systeme ni son environnement.

4. Mieux comprendre les anciens problemes et possibilité de détecter les autres
problémes insoupconnés.

5. Excellente méthode de comparaison, et de vérification des solutions obtenues par
d’autres méthodes de mettre a épreuve des modeles théoriques.

7. Permet d’adresser des systeémes tres compliqués.

8. Répétition d’expérience.
e Inconvénients :

Ce n’est qu'une expérimentation sur le modele, elle :
— ne donne pas la solution optimale,
— n’est pas précise par nature (a cause des simplifications et extrapolations),

— demande une mise au point toujours longue, et ses solutions générales s’obtiennent
seulement par une induction a partir de cas numériques.

Le probleme majeur d'une expérience de simulation est celui de la correspondance entre
le modele simulable et la réalité qu’il représente. Lorsque le phénomene que 1’'on veut repro-
duire artificiellement est bien connu, c¢’est-a-dire lorsqu’il fait I’'objet d’une théorie complete,
cohérente et valide, il est possible d’élaborer un modele qui sort une représentation tres
fidele de ce phénomene. Il est en général, tres difficile de valider qualitativement les simu-
lations. En effet, méme si on peut borner I'erreur statistique de la simulation, il n’est pas
évident de distinguer si les résultats obtenus correspondent aux spécifications du projet ou
s’ils sont dérives d’'un modele inadéquat du systeme.
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4.5 Types de simulation

4.5.1 Simulation finie

La simulation finie démarre d’'un certain état jusqu’a ce que une condition d’arrét soit
vérifiée, Le systeme n’est pas sensé d’atteindre un régime stationnaire et les parametres
estimés seront transitifs dans le sens ou ils dépendent des conditions initiales [10].
Exemple :

On peut citer a titre d’exemple la méthode des réplications indépendantes qui consiste
a exécuter k réplications indépendantes de la simulation, si chaque histoire est de taille
m(n = mk), alors on obtient un échantillon z;1, z;o, ...... , Tin, pour ’histoire 2 Les moyennes
Y, = % Z;”:l x;; seront indépendantes et suivent approximativement une loi normale.
Done, Y = 2 3% V] est un estimateur sans biais de la moyenne et 2 = 25 S0 (V;—Y)?,
est la variance empirique.

Quand k est suffisamment grand, un intervalle de confiance a (1|a) pour la moyenne est
donné par :

Sy
k
Ot {(-1,1-2) est le quantile d’ordre (1 — ) de la loi de Student a (k — 1) degré de liberté.

Y + tk—1,1-2)

4.5.2 Simulation stationnaire

Le but dans ce cas est d’étudier le systeme a large terme, on désire estimer au régime
stationnaire les parametres d’un systeme.

Remarque 4.1. Dans ce type de la simulation on s’intéresse a éliminer les conditions
initiales.

Exemple :
IT existe plusieurs méthodes pour ce type de simulation, on se limite a donner le principe
de trois méthodes.

Méthode des blocs

Elle a pour principe 'exécution d’une seule simulation du taille n = km On divise
les observations w1, T;s, ..., Ti;n en k blocs disjoints et contigués,donc, le %™ bloc est
compose des observations suivantes : ;1 p11, -, Tim , ¢ = 1, k, la moyenne empirique sera :

1
Yi = 5 D i1 Xic1 mtj
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La variance empirique est :

SQ = lj%l Zf:l(Y; - }72>7

k
Y:%Zizl}/i

avec Y = %Zle Y; est un estimateur de la moyenne, et 'intervalle de confiance a 1 — «a

pour la moyen donné par la formule suivante :

S2Y
k

Y + tk—1,1-2

Méthode es réplications(suppression)

Cet approche propose de faire k réplications indépendantes de langueur (L +m) obser-
vations on élimine en suite les L premieres observations de chaque réplication.

Méthode de la régénération

Cette méthode consiste a chercher une séquence de points aléatoires dans lesquels le
processus se régénere dans le sens ou les variables aléatoires représentant le systeme dans
ces points sont indépendantes et identiquement distribuées.

4.6 Génération des variables aléatoires

Génération des nombres aléatoires

Dans la simulation d’un phénomene stochastique, la génération des nombres aléatoires
est primordiale. Elle sera incluse dans le modele et fournira, au fur et a mesure, des
échantillons artificiels d’entrée au simulateur. Pour que ce dernier reproduise fidelement le
phénomene réel, il est absolument nécessaire que ces échantillons d’entrée suivant la méme
loi de probabilité qu’un échantillon construit d’observations faites sur le phénomene réel.

L’objectif de la génération des nombres aléatoires par ordinateur et de produire une suite
de nombres statistiquement indépendantes et réparties de maniere uniforme sur l'intervalle

0, 1].

4.7 Technique de génération des variables aléatoires

Nous allons présenter ici la technique de transformation inverse, utilisée pour générer
des variables aléatoires suivant différentes lois de probabilités.
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Propriété

Si U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], Si X une variable aléatoire de fonction
de répartition F,.
alors, X = F'(U)

Si U suit une loi uniforme Upg 1) alors U " =1 — U suit aussi une loi uniforme U[0,1]'
La loi de Bernoulli

On dit que la variable aléatoire X est suit la loi de Bernoulli, de parametre P et en
écrit, X ~ Bp, si sa densité de probabilité est de la forme suivante :

P(X=0=1-P
Et sa fonction de répartition est donnée par
0 st x <0
Flx)=<¢1-P si 0<z<1
1 st x>1
Donc
;=0 st u; <1—P
z, =1 st y;,>21—P
Donc

z;i=0 st u; > P
=1 st ;3 <P

La loi de Binomiale

On utilise le fait que la somme de n variables aléatoires de Bernoulli de parametre P,
suit une loi de Binomiale de (n, P).

Il suffit donc de simuler n variables aléatoires de Bernoulli et de faire la somme.
Pour simuler X ~ B, p), il suffit de générer des nombres aléatoires u; de la loi uniforme
sur [0, 1] et en déduire les réalisations z; tel que :

{xi—l +1 st u; > P
xT; =

T Sti_q u; < P
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La loi de poisson

La loi de nombre d’occurrence d’évenement sur l'intervalle [0, ¢] est de poisson de pa-
rametre At si :

P(X =n)= (At)ne_kt

n!
Si A =1, les données des intervalles suivent ’exponentielle de parametre ¢ alors :
" _x
P(X =n)= e
Soit A I’éveénement ” avoir n occurrences pendant [0, \] 7, alors :

A"
f%fn ::;Ie A

Considérons les relations suivantes :

0 =ty < t; < toc. . <, de variables aléatoires exp(1) alors :

n+1

n
dn € N* tel que: Zti<z\<2ti
i=0 i=0

n peut étre considéré comme le nombre d’occurrences d’événement pendant [0, A], lorsque
les intervalles de temps entre deux occurrences sont exp(1) et est bien une réalisation d’une
variable aléatoire qui suit la loi de P(\).

Comme t; = — log u;
n n+1
—Zlogui <A< —Zlogui
i=0 i=0
n n+1
—log(H ;) <A< —log(H u;)
i=0 i=0
n+1 n+1
log(H u;) < —A < log(H u;)
i=0 i=0
n+1 n
H Uu; < e < l_IuZ
i=0 i=0

Pourtp =0 = —logug=0 = wup=1

Pour simuler une loi de poisson de parametre A, il suffit de générer des nombres
aléatoires u; de loi uniforme sur [0,1], ¢ > 1 et puis en multiple entre elle,(les observa-
tions obtenues) et on arréte le processus des que le produit obtenu devient inférieur & e,

et on déduire une réalisation n, et on recommence pour une autre réalisation.
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La loi uniforme

La fonction de densité d’une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a, b] est

f(x):{ﬁ’ si a<z<b

donnée par

0 sinon

La fonction de répartition est donnée par

0, st x <0
F(z) = Z_a, a<z<b
—a
1 sinon

pour générer des variables aléatoires qui suivent la loi uniforme Uj,), en pose
X —a
FX:b =U, en trouve X =a+ (b—a)U
—a

La loi exponentielle
La fonction de densité de probabilité est donné par

fla) = {)\6_)‘9”, st x>0

0 sinon

Et sa fonction de répartition est donnée par

1—6_)‘”, st x>0
0 sinon

Le parametre A peut étre interprété comme le nombre moyen d’occurrences par unité de
temps.

L’objectif ici est de développer une procédure pour générer les variables Xy, Xo, ...
suivant une distribution exponentielle. La technique de transformation inverse est utilisée
pour n’importe quelle distribution, mais elle est préférable pour des distributions dont
F(z) est simple. Voici les étapes de cette technique illustre pour la loi exponentielle :

1. Calculer F(x) Pour la distribution exponentielle, F, = 1 — e % z > 0,

2. Poser F(z) = U, ou U est variable aléatoire uniformément distribué sur l'intervalle
[0, 1], Pour la loi exponentielle on a 1 — e = U,

3. Résoudre 'équation F'(z) = U
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l—e™=U
eM=1-U
1
X:—Xln(l—U) (4.1)

L’équation (3.1) est appelée générateur aléatoire pour la distribution exponentielle.
4. Générer des nombres aléatoires Uy, Uy, Us, ... et calculer X; = F~1(T;)

1
X; = =5 In(1 = Uj) (4.2)

L’équation (3.2) peut-étre remplacée par X; = —% In(U;)

4.7.1 Validation du simulateur

Soit un échantillon (X;);—1 2., d'une v. a. X en utilisant cet échantillon, on s’intéresse
a vérifier :
o I'indépendance des (X;)i=12..n,
o L’adaptation de la loi de I’échantillon par la loi théorique (test de x? et kolmogorov-
Smirnov).

L’une des méthodes les plus utilisée dans cette étape consiste a comparer les résultats
issus de la simulation a des données issues du systeme réel. Si par exemple, on dispose d'une
quantité suffisante de données réelles, alors une partie sera utilisée pour la validation de
modele (estimation des parametres, loi...), tandis qu'une autre partie sera exploitée pour
la validation, toute en la comparant aux résultats de la simulation (Graphiques, intervalle
de confiance, Tests,...).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les concepts de base de la simulation par
événements discrets. Nous avons souligné les caractéristiques et les outils principaux de
cette technique, ce qui nous permettra dans la suite de notre travail, de construire un
simulateur qui répondra a nos exigences.
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La complexité des phénomenes et des processus technologiques croit sans cesse. Ceci
a pousse les chercheurs a élaborer des théories et des techniques d’analyse et d’approxi-
mation qui sont elles mémes aussi complexes. Parmi ces principales approches, nous nous
sommes intéresses a l'analyse des systemes d’attentes, a l'exploitabilité de ses résultats
ainsi qu’a sa mesure de performance par rapport a la technique de simulation, pour le cas
des systemes prioritaires.

Pour évaluer les performances d'un systeme complexe, il est parfois nécessaire de
recourir a des approximations de modeles tres compliques par d’autres plus simples ou
pour lesquels des résultats analytiques existent.

Pour se faire, nous nous sommes intéresses a la mesure de performance de la méthode
analytiques (théorique) par rapport a la technique de simulation. Dans ce mémoire,
nous avons prouve l'analyse et la simulation des systemes de files d’attente avec priorité
(absolue et relative). Nous avons commencé par I'actualisation des résultats connus sur les
systemes de files d’attente avec priorité. Lors de ’étude de ces systemes on a constaté les
difficultés de leur analyse. Plusieurs méthodes d’approximations [37, 93, 94, 73, 81, 52| ont
été utilises pour approximer ces systemes d’attente par d’autres dont les caractéristiques
sont déja calcules. Notre contribution consiste a simuler et analyser les systemes M;/Gy/
1, My/My/ 1, My/Ms/ 1/(N1,Ns) avec rappels (source fini) et My/Ms/ 1/(N1,Ns) avec
rappels et vacance (source fini). Nous nous sommes intéresses a l'effet de présence des
clients prioritaires dans les systemes déja citées.

Nous nous somme intéresses aussi a la mesure de performance (nombre moyen de
client prioritaire dans la file, nombre moyen de client non prioritaire dans la file, nombre
moyen de client non prioritaire dans 'orbite, taux moyen de séjour dans le systeme, ...
), puis la simulation. Nous avons compare les résultats obtenus par la simulation et les
valeurs analytique (théorique) et calculer l'erreur entre les résultats. Nous avons montre
que lerreur simulé & chaque fois diminué (pour un grand temps de simulation). Ce qui
prouve que ’approximation est possible entre les résultats.
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Les résultats obtenus par ce travail ouvre quelques perspectives, comme |’analyse
d’autres systemes de files d’attente plus complexes, par exemple :

aux systemes d’attente prioritaire avec la conservation de service.
aux systemes d’attente prioritaire et arrivées par groupe.
aux systemes d’attente prioritaire et pannes.

aux réseaux de file d’attente avec priorité.
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Résumé

Dans ce travail, nous donnons une breve analyse des systemes de files d’attente avec
différentes priorités (relative, absolue et on introduit le mixage de ces deux priorités) et ce
pour I'étude étudier un systeme de file d’attente avec rappels et vacances avec ces différents
priorités avec lequel on modélisera le syteme de communication radio fréquence dans les
réseaux de capteurs.

Apres, cette analyse et cette modélisation, une simultion des modeles obtenus est réalisée.
Cette simulation permet le calcul des mesures de performance des différents modeles
considérés. Une interprétation des résultats de la simulation illuste l'intérét de l'intro-
dution de la politique de mixage des deux priorités, relative et absolue.

Mots-clés
Systeme de file d’attente, priorité relative, priorité absolue, Rappels, vacances, chaine de
Markov, algorithme.

Abstract :

In this work, we give a brief analysis of the queuing systems with different priorities (re-
lative, absolute and we introduce the mixing of these two priorities) and this in order to
study a system of retrial queues with vacancy and these different priorities. With this sys-
tem the radio frequency communication in sensors networks will be modeled.

After this analysis and modeling, a simulation of the models obtained is carried out. This
simulation permits to compute the performance measures of the different considered mo-
dels. An interpretation of the simulation results illustrates the necessary of introducing the
policy of mixing the two priorities, relative and absolute.

keywords :
Queueing system, preemptive priority, non preemptive priority, retrials, vacancy, Markov
Chain, Algorithm.



